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Metriques invariantes a gauche un groupe de Lie:

sur une conjecture de Milnor
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Introduction Soit G un groupe de Lie reel d'algebre de Lie g. La donnee

d'une metrique riemannienne invariante a gauche sur G equivaut a la donnee

d'un produit scalaire (ou metrique) sur g; dans ce cas la connexion de Levi-Civita

est invariante a gauche et on obtient une application F : g-»gl(g):

(1) < Fuv, ω> = (1/2){<[II, v], ω> + <adω u, v> + <tι, adω v>

veriίiant:

[u, υ] = Fuv — Fvu, (sans torsion),

et

(Fuv, ω> + <ι;, Fuω) = 0, (FMe.(g), V

pour tous u, v, ω e g .

L'application KeΛ2g*®*(g), Ruv= F [ M > v ] -[F w , ΓJ, etant la courbure de

F et K(u, v) = (Ruvu, v} la courbure sectionnelle de (g, < , » on a [2]:

(1) X(ιι,tι) = 0.

(2) X(ιι, ») = K(Ό, II), Viι,ι?eβ.

(3) X(tι, i;) = 0 VII, ί ; eg^=ΦΛ = 0.

Le but principal de cette note est la demonstration du resultat suivant con-

jecture par Milnor [3]:

THEOREME. Soit g une algebre de Lie reelle et u e g ; u est dans le centre

3(g) de g si, et settlement si, K(u, v)>0 pour toute metrique et tout ueg.

COROLLAIRE. Une algebre de Lie est abelίenne si et seulement si K(u, v)

> 0 pour toute metrique et pour tous u, v dans g.

1. Soit (g, < , » une algebre de Lie metrique, { e j ^ u n e base orthonormee

de g et ^ijh = (Xei9 ej\, eh} les constantes de sturctures.

PROPOSITION 1. K(eh e3) = ΣS-i {{lβ)^ijh{-^ijh + <?jhi + JPMJ)
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PREUVE. K(eh ej) = < Γ ^ , ^ , ^ - \_Vei, Ve^eh ej}\ d'autre part,

< Γ e Λ , ej> = (1/2) ( . - J^ y 7 l + • J2^ w + ^ Λ t 7 ) ,

et

DΌύ, le resultat. c.q.f.d.

PROPOSITION 2. Soit u dans le centre de g; alors K(u, v)>Q pour tout ve$.

PREUVE. On peut supposer {w, v} libres et orthonormes.

Soit {e^i^u une base orthonormee de g avec eί=u, e2 = v\ d'apres la pro-

position 1 on a, K{eu e2) = (l/4) Σ«= 3 ( ^ 2 Λ i ) 2 > 0 c.q.f.d.

EXEMPLES. (1) Soit g une algebre de Lie de dimension deux non-abelienne

et {M, V} une base de g telle que [u, v] = (xu + βvφθ; alors X(w, t;)= — α2 —j?2<0

oύ la metrique consideree est telle que {w, υ) soit une base orthonormee.

(2) g de dimension cinq, {eu e2, e3, e^ e5} une base telle que: [el9 e2] =

e5Λei,e3'] = e3ile29e4] = e4;%(Q)=R{e5}, Γideal derivee Dg est R{e3i e4, e5},

D2g = {0}; done, g est 2-resoluble; Γelement ^ 3^3(g) verifie [e3, x'] = £(x)e3 pour

tout Λ:eg oύ £(x)= —pτ1 (x); £ est une forme lineaire surjective et Ker 6 est un

ideal non-abelien de g; on a g = Ker £®Reί; on considere la metrique < , > telle

que <ei5 e,) = δ{</ ; alors AT(e1? e 3 ) = — 1 < 0 ; e'est-a-dire la metrique n'est pas plate.

L'exemple 2 fournit un exemple d'une algebre de Lie resoluble munie d'une

metrique qui n'est pas plate (si g est une algebre de Lie munie d'une metrique

plate, g est 2-resoluble [3]); de plus, il existe u^3(g), VEQ tels que [u, x~\ = £(x)u9

pour tout x e g et K(u, v) < 0.

2. Preuve du theoreme. Supposons K(u9 v)>0 pour toute metrique et tout

v e g le theoreme decoule du lemme suivant:

LEMMA 1. Supposons w

(a) S'ίZ existe v dans g tel que [u, υ]φR{u9 v}, alors il existe une metrique

< , > sur g telle que K(u, υ)<0.

(b) Si [M, x]eR{u, X} pour tout x e g , alors il existe une metrique < , )

sur g et un ueg tel que K(u, v)<0.

PREUVE DE (a). On considere {ej^,, une base de g avec β 1 = u , e2 = v,

^3 = [w, v]; on pose [e ί s βJ ] = ΣS=i -^ijhehl s°it < » > u n e metrique sur g telle que

(eh ej>=δij; alors K(eu e2) = ( -
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-^IΛ2)2"~-^ΛII -̂ Λ22 Pour ε > 0 reel, on considere la base {fej,-̂ ,, telle que bx =

εeu b2 = εe2, bi = ε2ei pour i > 3 ; alors, \bu b2~\ = b^ O»> ί>Λ] = Σs^i 0 I Λ A =

Σs^3^ihsbs Pour / = 1 , 2 et Λ>3, et [fclf 6 J = β3.S*<Jfcl&1 +

A P o u r 3 < / < Λ < n . On considere sur g la metrique

, >ε telle que <fcf, by>ε = δu\ alors,

= (-3/4) + (l/2)(/?231 - j8132)

i + / W 2 - βhίίβh22},

°u 9ε = (9» [» ]> < » >ε); lorsque ε->0, on obtient une base {ftjj^,, de g verifiant,

[fej, fc2] = 3̂» [fr/> &/]=0, 2<i<j<n\ on considere < , > sur g telle que <ftf, fcy>

= δ y ; alors, la courbure sectionnelle X(fel5 b2)= -3/4; par suite, JKflβ(6i, b2)<0

pour ε assez voisin de zero; d'oύ K(u, i;)<0. c.q.f.d.

PREUVE DE (b). [w, x] = β{x)u + £>'(x)x pour tout x dans g; Γapplication

lineaire adM: g-^g induit, par passage au quotient, une application lineaire φ:

QIRU->QIRU, φ(x) = £'(x)x; dq φ(λx) = λφ(x)9 λeR, et φ(x + y) = φ(x)-f φ(y) on

tire, £'(λx)λx = λ£'(x)x et £'(x + y)(x + y) = £'(x)x + £'(y)y; d'oύ £'(x) = &9 Vxe

g. Ainsi, [u, x'] = £(x)u + &x, pour tout xeg; d'oύ, se=-£(u) et Ker^ est

un sous-espace de codimension 1.

l e r cas: <e = - ^ ( M ) = 0, c'est-a-dire, ueKer£; on a [w, x] = £(x)u pour

tout xeg et DgcKer£\ d'oύ, Ker^ est un ideal (pas forcement abelien) de

codimension 1. Soit t eg tel que g = Ker^θΛt;; on peut choisir v tel que £(v)

= 1; on considere { e j ^ une base de g telle que ei = u, en = v et {eJi^^-i base de

Ker^; alors: [>„ e j = e,, [e1? eJ=0 pour i < n - l , [e£, eJ = £K=i^m^/, et

fe5 e;] = Σ K = l ^ ; Λ ^ P ° u r 2 < f < n - l et 2 < j < n - l .

On considere sur g la metrique < , > telle {e}t<n soit orthonormee; alors

K(eu O = - 1 +(1/4) Σϊ-J ( ^ i ) 2 .

Pour ε>0 reel, on considere la base {bJ^M avec bγ = e l 5 &„ = £,,, bι = ε2eι pour

1 < / < n — 1 on a:

[&!, fej = &!, [fe15 b j = 0 p o u r 2 < i < n - 1 ,

[ft,, fej =β2JSfΛllfe1 + Σ?=i -S^fc. et [ft£, by]

done, si j?0 Λ sont les constantes de structures par rapport a (bi)^ et < , >e

metrique sur g telle que {bj}^,, soit orthonormee, on a:

Lorsque ε-»0 on obtient Γexistence d'une base {feJi<n de g telle que:

[bu 6 J = fclf [6 1 5 t j = 0 pour / < n - 1 , [fcf, fcj = Σ?=i J

et [bh fej ] =
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Soit < , > une metrique sur g gelle que la base precedente soit orthonormee;

alors K(w, t ; ) = - l < 0 .

2έ m e cas: <e=-£(u)φ§, c'est-a-dire, u£Ker£. On a [u, x] = £(x)u + &x
pour tout x e g ; il existe ve$ tel que [w, v] = £(v)u4- Jίfv estnon-nul; on choisit

v. t.q. £(v)=l. Considerons {βj,^ une base de g avec eί=u, e2 = v et {e3, e4,...,

en} vecteurs libres de Ker £ alors

[>i, e2~\ = et + ^ e 2 , [e l f ef] = &ei9 3 < i < n,

fe, e, ] = Σ ! - i -Ŝ fy* ̂ Λ? 3 < i < 7 < n.

Soit < , > metrique telle que (eh ŷ> = ̂ i y alors,

K ( β l , β 2 ) = - 1 - &* + (1/4) ΣΛ^3 ( ^ 2 M ) 2 - Σ ^ a -^1*1 ^ 2 Λ 2

Pour ε > 0 reel, on considere {&J^n base de g avec:

^i = eu b2 = 2̂> ^i = ε 2 ^ P 0 U Γ ί > 3;

alors \bu b2l = b1 + J?b2i \bu bβ = J?bh [6 2, b ί ] =

^ 2 / A 6 A e t [*ι» fc/l = Σ 2 = i βijhiΦh- S o i t < , > ε m e t r i q u e s u r g t e l l e q u e

(bi9 bjye = δij; par rapport a cette metrique on a KQe(bl9 b2)=—l — &2 +

(1/4) Σ(β2hi)2—Σh=3 βihiβuiil lorsque ε->0 on obtient Γexistence d'une base

{&,}, de g avec: b ^ w , fc2 = t;, [b l 5 b 2 ] = ft1+ifb2, \bu 6J =J2fbf, [fc2. 6J =

ΣA^3-^2/Λ Λ̂» [̂ i> ^ ] = : 0 pour 3<i<j<n. Si on considere < , > metrique telle

que la base precedente soit orthonormee, la courbure sectionnelle K(u, v) est

egale a — 1 — S£2 d'oύ, le resultat. c. q. f. d.
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