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SUR LES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS TRANSLATÉS

Mohamed Mkaouar, Najib Ouled Azaiez, Jörg M. Thuswaldner

Abstract: The aim of this work is to prove new results on a class of digital functions with special
emphasis on shifted primes as arguments. Our method lies on the estimate of exponential sums
of the form

∑
n6x Λ(n) exp(2iπf(n+ cn)+βn) where f a digital function, c = (cn) is an almost-

periodic sequence in Z and β is a real parameter, which extend the works of Mauduit-Rivat
[18] and Martin-Mauduit-Rivat [16] to the case of the shifted prime numbers satisfying a digital
constraint.
Keywords: exponential sums, shifted primes, digital function.

1. Introduction

Dans tout ce travail, P désigne l’ensemble des nombres premiers. Notons e(x) =
exp(2πix), ||x|| la distance du nombre réel x à l’entier le plus proche et pour
m1, m2 entiers, (m1,m2) est le plus grand commun diviseur de ces deux entiers.
Si f(n) = O(g(n)), on écrit alors f(n) � g(n), si de plus g(n) � f(n), on écrit
f(n) ≈ g(n). Nous désignons par Λ la fonction de von Mangoldt définie pour tout
nombre entier strictement positif n par

Λ(n) =

{
log p si n = pl avec p premier et l > 1

0 sinon.

Notons π(x) = ] {p 6 x : p ∈ P} et π(x, k,m) = ] {p 6 x : p ∈ P, p ≡ k(m)} . Soit
q un entier > 2, tout entier strictement positif n admet une q−représentation
unique sous la forme

n =

ν∑
j=0

njq
j nj ∈ {0, 1, · · · , q − 1} et nν 6= 0.

Conformément à l’usage, on désigne par vq(n) = v(n) la valuation q-adique de
n (i.e. v(n) = min{j 6 ν, nj 6= 0}) et dq(n) = d(n) = ν est le degré q-adique
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de n. Pour tout 0 6 j 6 q − 1, on désigne par |.|j la fonction comptant le nombre
d’occurences du chiffre j dans le développement en base q, soit

|n|j = ]{0 6 i 6 ν | ni = j}.

En particulier la fonction somme des chiffres en base q est définie pour tout nombre
entier positif n par

s(n) = sq(n) =

ν∑
j=0

nj =
∑

06j<q

j|n|j .

1.1. Fonctions digitales

La notion de fonction digitale a été étudiée par Drmota et Mauduit [6]. Il s’agit
des fonctions f : N→ R définies pour tout nombre entier positif n par

f(n) =
∑

06j<q

aj |n|j ,

où a0, a1, · · · , aq−1 sont des nombres réels. Il est à noter qu’une fonction digitale
f est complètement déterminée par ses valeurs f(j), 0 6 j < q. De plus si
f(0) = 0, alors une telle fonction est appelée fonction fortement q-additive et
vérifiant f(aqj) = f(a) pour tout (a, j) ∈ N2 (notion introduite par Bellman et
Shapiro [2] et Gelfond [13]).

Notation 1.1. On note F l’ensemble des fonctions digitales, F ] l’ensemble des
fonctions digitales, f(n) =

∑
06j<q aj |n|j , tels que la suite α0, α1, · · · , aq−1 n’est

pas une progression arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple entier de
1/(q − 1). On notera F0 l’ensemble des fonctions digitales f(n) =

∑
06j<q aj |n|j ,

dont la suite a0, a1, · · · , aq−1 est une progression arithmétique modulo 1. Il est à
noter que F = F0

⋃
F ].

Remarque 1.2. La fonction somme des chiffres s(.) = sq(.) =
∑

16j<q j|.|j ∈ F0.
De plus si α ∈ R \Q, alors αsq ∈ F0

⋂
F ].

1.2. Suite presque périodique

Nous introduisons la notion de suite presque périodique qui est en quelque sorte
une suite “bien approchée” par une suite périodique.

Définition 1.3. Soit T ∈ N∗ et 0 6 θ < 1, une suite bornée (cn) est dite
(T, θ)-presque périodique s’il existe une suite (en) purement T -périodique (suite
T−périodiqe à partir du rang 0) telle que

]{n 6 N : cn 6= en} � Nθ. (1.1)

Dans ce cas, on dit que la suite (cn) est presque périodique.
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Exemple 1.4. Soient (en) la suite nulle et (cn) la suite définie par

cn =

{
1 si n est un carré

0 sinon.

Il est clair que la suite (cn) n’est pas périodique, de plus

]{n 6 N : cn 6= en} = N
1
2 +O(1),

ce qui donne que cn est (1, 1
2 )-presque périodique.

Remarque 1.5. Toute suite T−périodique est (T, 0)−presque périodique.

1.3. Propriétés statistiques des suites arithmétiques

La fonction somme des chiffres en base q que nous désignons par s = sq définie
par s(n) =

∑ν
j=0 nj , apparaît dans de nombreux problèmes mathématiques (voir

[17] pour un survol de ses questions) mais c’est Mahler [15] qui la fait intervenir le
premier dans un contexte d’analyse harmonique. Des résultats importants concer-
nant la répartition dans les progressions arithmétiques de la somme des chiffres de
certaines suites classiques ont été donnés par Gelfond dans [13] (on trouvera dans
[10] des premiers résultats concernant le cas où b est un nombre premier):

Théorème A. Soient q, b et d des nombres entiers positifs tels que q > 2 et
(b, q − 1) = 1. Alors pour tout (a, r) ∈ {0, · · · , b− 1} × {0, · · · , d− 1}, on a

card{n < N, sq(n) ≡ a(b), n ≡ r(d)} =
N

bd
+O(Nλ),

avec λ = 1
2 log q log q sinπ/2b

sinπ/2bq < 1.

Gelfond déduit de ce théorème la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de la somme des chiffres des entiers sans facteurs puissance
k−ième (k > 2) et Mauduit et Sárközy en déduisent [20] que les nombres
sq(p1 + p2)p1, p2<N, pi∈P sont bien répartis dans les progressions arithmétiques (on
trouvera également dans [20] des résultats concernant les valeurs moyennes et les
valeurs extrémales du nombre de facteurs premier (comptés avec ou sans multi-
plicité) de l’entier n lorsque celui-ci est soumis à la condition sq(n) ≡ a(b), ainsi
qu’un théorème du type Erdös-Kac).

Par contre le théorème A n’est pas suffisant pour déduire la répartition de la
somme des chiffres des nombres premiers, ce qui conduit Gelfond à poser plusieurs
problèmes à la fin de son article, dont le suivant: “Il serait aussi intéressant de
trouver le nombre des premiers p 6 x tels que sq(p) ≡ l(b)” (voir [3] ,[11] et [12])
pour une réponse partielle dans le cas des nombres presque premiers.

En 2010, Mauduit et Rivat dans [18], donnent une réponse complète à la ques-
tion de Gelfond [13] ainsi qu’à des questions de męme nature concernant les pro-
priétés arithmétiques de la somme des chiffres des nombres premiers:
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Théorème B. Pour q et b entiers > 2, il existe σq,b > 0 tel que pour tout a ∈ Z,

card{p 6 x tels que sq(p) ≡ a(b)} =
(b, q − 1)

b
π(x, a, (b, q − 1)) +Oq,b(x

1−σq,b).

La clef de leur démonstration du théorème B consiste à estimer une certaine
somme d’exponentielles à savoir:

Théorème C. Pour q > 2 et α tels que (q − 1)α ∈ R \ Z, il existe σq(α) > 0 tel
que ∑

n6x

Λ(n)e(αsq(n)) = Oq,α(x1−σq(α)).

Il est à noter que l’estimation donnée dans le Théorème C a été améliorée
dans [5] pour une estimation uniforme en α. Ce qui leur permet par la suite de
montrer dans [18]:

Théorème D. Pour q > 2, la suite (αsq(p))p∈P est équirépartie modulo 1 si et
seulement si α ∈ R \Q.

Lorsque f est une fontion digitale: f =
∑

06k<q ak|n|k ∈ F ], on définit le réel

λq(f) =

{
c1q mint∈R

∑
06j<i<q ||ai − aj − (i− j)t||2 si f /∈ F0,

c2q||(q − 1)(a1 − a0)||2 si f ∈ F0

⋂
F ],

(1.2)

où les ciq sont des constantes > 0 ne dépendant que de q (les ciq sont données
explicitement en fonction de q voir [16]). Il a été démontré récemment par Martin,
Mauduit et Rivat [16] que λq(f) > 0, il est à signaler aussi que si f ∈ F0 \ F ],
alors λq(f) = 0. De plus ils ont étendu les théorèmes de Hadamard-de la Vallée
Poussin et de Vinogradov (voir [14], [7], [22]) au cas des nombres premiers vérifiant
une contrainte digitale. Leur méthode repose en particulier sur l’estimation d’une
somme d’exponentielles donnée par

Théorème E. Soient q > 2, f ∈ F ]. Alors pour tout x > 2 et β ∈ R, on a∑
n6x

Λ(n)e(f(n) + βn)� (log4 x)x1−λq(f), (1.3)

la constante implicite ne dépend que de q, λq(f) définie dans (1.2).

1.4. Description des résultats

Les résultats que nous présentons s’inscrivent dans le cadre de l’étude de la
q−représentation des nombres premiers translatés (p+ cp, p : premier, c = (cn):
est une suite presque périodique à valeur dans Z). L’objectif de la section 2 est
l’étude d’une somme d’exponentielles de type∑

n6x

Λ(n)e (f(n+ cn) + βn) , (1.4)
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où f(.) =
∑
ak|.|k et c = (cn) est une suite presque périodique. Il est à noter

qu’une estimation est faite sur une somme de type (1.4) avec c = (cn) qui est
une suite “régulière”. L’estimation de la somme (1.4), nous permet d’étudier
l’équirépartition de la suite (αf(p+cp))p∈P . A la fin de cette section, nous général-
isons le problème ternaire de Goldbach (voir par exemple [4]) amélioré récemment
par Martin-Mauduit-Rivat [16].

Dans la section 3, une étude de la structure arithmétique et statistique de
l’ensemble {p + cp 6 x : p ∈ P, f(p + cp) ≡ a(b)} nous permet de donner un
théorème de type Gelfond qui assure la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de

∑
ak|n|k, (où la suite a = (ak) est à valeurs dans Z).

2. Somme d’exponentielles et formules asymptotiques

Pour estimer la somme d’exponentielles donnée par (1.4), nous introduisons la
suite γ(a, n, i) = ani+1 − ani et nous commençons dans cette section par l’étude
de cette suite.

2.1. Etude de la suite γ(a, n, u)

Soient a = (ak)06k<q une suite de nombres réels (on convient que aq = a0),
n =

∑ν
i=0 niq

i (on convient que nj = 0 pour j > ν et par suite, on se permet
d’écrire n =

∑+∞
i=0 niq

i) et

γ(a, n, i) = ani+1 − ani . (2.1)

Lemme 2.1. Soit u ∈ N, alors la suite (nu)n∈N est qu+1−périodique. De plus si
u ∈ N∗, 0 6 l < q et n ∈ N, alors on a (qn+ l)u = (n)u−1.

Démonstration. Soient n =
∑+∞
i=0 niq

i et n + qu+1 =
∑+∞
i=0 (n + qu+1)iq

i, les
développements q−adique respectivement de n et n+ qu+1. Alors

n+ qu+1 =

u∑
i=0

niq
i + qu+1N,

où N = 1+
∑+∞
i=u+1 niq

i−u−1, ce qui donne d’après l’unicité de l’écriture q−adique
de n+ qu+1,

(n+ qu+1)u = nu.

D’autre part, l + qn = l +
∑+∞
i=0 niq

i+1 = l +
∑+∞
i=1 ni−1q

i, ce qui donne par
conséquent (qn+ l)u = (n)u−1. �

Il est clair d’après le lemme 2.1 que si u ∈ N (fixé), ε ∈ {±1}, alors la fonction
n 7→ εγ(a, n, u) est périodique de période qu+1. De plus si u ∈ N∗, 0 6 l < q et
n ∈ N, alors on a γ(a, qn+ l, u) = γ(a, n, u− 1).
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On considère la transformée de Fourier discrète de la suite (εγ(a, n, u))n>0,

Fa,u,ε(h) =
1

qu+1

∑
06k<qu+1

e

(
εγ(a, k, u)− kh

qu+1

)
, h ∈ Z (2.2)

et

Fa,0,ε(h) =
1

q

∑
06k<q

e

(
ε(ak+1 − ak)− kh

q

)
, h ∈ Z. (2.3)

En remplaçant dans (2.2) l’entier k par qk + l avec 0 6 k < qu et 0 6 l < q, on
obtient

Fa,u,ε(h) =
1

qu+1

∑
06l<q

e

(
− lh

qu+1

) ∑
06k<qu

e

(
εγ(a, k, u− 1)− kh

qu

)

=
1

q

 ∑
06l<q

e

(
− lh

qu+1

)Fa,u−1,ε(h)

=
1

qu

u∏
j=1

 ∑
06l<q

e

(
− lh

qj+1

)Fa,0,ε(h), (2.4)

or pour j ∈ N∗ et h ∈ Z,∣∣∣∣∣∣
∑

06l<q

e

(
− lh

qj+1

)∣∣∣∣∣∣ =


∣∣∣∣ sin hπ

qj

sin hπ

qj+1

∣∣∣∣ si qj+1 - h

q sinon.
(2.5)

Il est clair que si j > 1 et qj‖h, alors

Fa,j,ε(h) =

 ∑
06l<q

e

(
− lh

qj+1

)Fa,j−1,ε(h) = 0.

Ce qui donne avec (2.4) et (2.5)

|Fa,u,ε(h)| =

 1
qu |Fa,0,ε(h)|

∣∣∣∣∏u
j=1

sin hπ

qj

sin hπ

qj+1

∣∣∣∣ si q - h

0 sinon.

Ce qui donne en particulier, pour tout 0 < h < qu+1,

|Fa,u,ε(h)| 6 1

qu

∣∣∣∣∣ sin hπ
q

sin hπ
qu+1

∣∣∣∣∣ |Fa,0,ε(h)| et Fa,u,ε(0) = Fa,0,ε(0). (2.6)

Les calculs ultérieurs nécessitent un type de renseignement spécifique concernant
la fonction Fa,u,ε à savoir une majoration en moyenne de Fa,u,ε.
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Lemme 2.2. Soit m ∈ N∗, alors∑
16k<m

1

sin kπ
m

6 m logm.

Démonstration. Pour une fonction convexe f ,

f(s) 6
1

α

∫ s+ 1
2α

s− 1
2α

f(t)dt,

donc pour f(s) = 1
sinπx et α = 1

m , nous obtenons∑
16k<m

1

sin kπ
m

= m
∑

16k<m

∫ k
m+ 1

2m

k
m−

1
2m

dt

sinπt
(2.7)

= m

∫ 1− 1
2m

1
2m

dt

sinπt
= 2m

∫ 1
2

1
2m

dt

sinπt
(2.8)

6 2m

∫ 1
2

1
2m

dt

2t
= m logm, (2.9)

la dernière inégalité vient du fait que sinπt > 2t, pour 0 < t < 1
2 . �

Lemme 2.3. Pour u ∈ N, ε ∈ {±1}, on a∑
06h<qu+1

|Fa,u,ε(h)| 6 (u+ 2)q log q.

Démonstration. Compte-tenu de l’expression de Fa,0,ε(h) dans (2.3), on obtient
|Fa,0,ε(h)| 6 1, et d’après l’expression de Fa,u,ε(h) dans (2.6), il vient que∑

06h<qu+1

|Fa,u,ε(h)| 6 1 +
1

qu

∑
16h<qu+1

∣∣∣∣∣ sin hπ
q

sin hπ
qu+1

∣∣∣∣∣
6 1 +

1

qu

∑
16h<qu+1

1

sin hπ
qu+1

,

ce qui donne d’après le lemme 2.2∑
06h<qu+1

|Fa,u,ε(h)| 6 1 + q log
(
qu+1

)
6 (u+ 2)q log q. �

2.2. Estimation d’une somme d’exponentielles

L’objectif de cette partie est d’exploiter la majoration en moyenne de Fa,u,ε pour
donner une estimation de la somme

Hq(x, f, β, c) =
∑

||c||<n6x

Λ(n)e (f(n+ cn) + βn) , (2.10)

où c = (cn)n>0 est une suite presque périodique à valeur dans Z et ||c|| = max |ci|.
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Lemme 2.4. Soient a = (ak)06k<q une suite de nombres réels et f =
∑q−1
k=0 ak|.|k

∈ F . Alors pour tout n =
∑ν
i=0 niq

i ∈ N∗ (on convient que nj = 0 dès que j > ν),

f(n+ 1) = f(n) + anv(n+1)+1 − anv(n+1)
+ (a0 − aq−1)v(n+ 1)

+ a0(d(n+ 1)− d(n))

= f(n) + γ(a, n, v(n+ 1)) + (a0 − aq−1)v(n+ 1) (2.11)
+ a0(d(n+ 1)− d(n)).

où v(n) est la valuation q-adique de n et d(n) est son degré q-adique.

Démonstration. Soit n =
∑ν
i=0 niq

i, nν 6= 0.

• Si v(n+ 1) 6 ν = d(n), il est clair que nv(n+1) 6= q − 1 et que

n = nνq
ν + · · ·+ nv(n+1)q

v(n+1) + (q − 1)(qv(n+1)−1 + · · ·+ 1),

et
n+ 1 = nνq

ν + · · ·+ (nv(n+1) + 1)qv(n+1),

ce qui nous permet d’écrire

f(n+ 1) = f(n) + anv(n+1)+1 − anv(n+1)
+ (a0 − aq−1)v(n+ 1)

et comme dans ce cas d(n+ 1) = d(n), alors

f(n+ 1) = f(n) + anv(n+1)+1 − anv(n+1)
+ (a0 − aq−1)v(n+ 1)

+ a0(d(n+ 1)− d(n)).

• Si v(n+ 1) = ν + 1 = d(n) + 1, alors

n = (q − 1)(qν + qν−1 + · · ·+ q + 1) et n+ 1 = qν+1,

ce qui donne

f(n) = v(n+ 1)aq−1 et f(n+ 1) = a1 + a0v(n+ 1),

ce qui donne

f(n+ 1) = f(n) + a1 + (a0 − aq−1)v(n+ 1),

comme nv(n+1) = 0 et d(n+ 1) = ν + 1 = d(n) + 1, alors

f(n+ 1) = f(n) + anv(n+1)+1 − anv(n+1)
+ (a0 − aq−1)v(n+ 1)

+ a0(d(n+ 1)− d(n)).

Ce qui donne dans tous les cas la relation (2.11) est toujours vérifiée. �
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Remarque 2.5. Il est à signaler que pour n ∈ N∗

d(n+ 1)− d(n) =

{
1 si n = ql − 1

0 sinon.

Dans la suite on introduit pour chaque fonction digitale f =
∑q−1
k=0 ak|.|k ∈ F

une suite auxilière (f̃(n))n>1 définie par:{
f̃(1) = f(1),

f̃(n+ 1) = f̃(n) + γ(a, n, v(n+ 1)) + (a0 − aq−1)v(n+ 1).
(2.12)

Il est clair d’après la relation (2.12), que

f̃(n− 1) = f̃(n)− γ(a, n− 1, v(n))− (a0 − aq−1)v(n) pour n > 2.

Nous en déduisons pour ε ∈ {±1} et µ = 1+ε
2 et n+ ε > 0.

f̃(n+ ε) = f̃(n) + εγ(a, n+ ε− µ, v(n+ µ)) + ε(a0 − aq−1)v(n+ µ). (2.13)

Plus généralement, si c ∈ N∗, alors en appliquant c fois la relation (2.13), on
obtient pour n+ εc > 0,

f̃(n+ cε) = f̃(n) + εΓ(a, n, c, ε) + ε(a0 − aq−1)V (n, c, ε) (2.14)

où

Γ(a, n, c, ε) = Γ(a, n, c− 1, ε) + γ(a, n+ εc− µ, v(n+ ε(c− 1) + µ)) (2.15)
Γ(a, n, 0, ε) = 0,

et

V (n, c, ε) = V (n, c− 1, ε) + v(n+ ε(c− 1) + µ) (2.16)
V (n, 0, ε) = 0.

Remarque 2.6. Il est clair que si a = (ak)06k<q, ã = (ãk)06k<q = (ak−a0)06k<q

et f =
∑q−1
k=0 ak|.|k ∈ F , alors d’après les relations (2.11) et (2.12), on obtient

f(n) = f̃(n) + a0d(n). (2.17)

De plus f̃ =
∑q−1
k=0 ãk|.|k ∈ F et d’après les relations (1.2) et (2.1), on obtient

λq(f̃) = λq(f) et γ(a, n, i) = γ(ã, n, i). (2.18)

Afin d’estimer maintenant la somme Hq(x, f, β, c) dans (2.10), nous allons
utiliser le lemme suivant.
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Lemme 2.7. Soient f ∈ F , α ∈ R+, λ > 0 et c une suite constante de terme
général c ∈ N. Alors

Hq(x, f̃ , β, c)� (logα x)x1−λ ⇐⇒ Hq(x, f, β, c)� (logα x)x1−λ.

Démonstration. =⇒) Soit x > c et N = blogq xc, alors d’après la relation (2.17)

Hq(x, f, β, c) =
∑

c<n6x

Λ(n)e(f(n+ c) + βn)

=
∑

c<n6x

Λ(n)e(f̃(n+ c) + a0d(n+ c) + βn)

En découpant l’intervalle ]c, x] en tranche de type [qk, qk+1[ de telle sorte que
d(n+ c) = k si n+ c ∈ [qk, qk+1[, on obtient

Hq(x, f, β, c) =

N−1∑
k=1

e(a0k)
∑

qk6n+c<qk+1

Λ(n)e(f̃(n+ c) + βn)

+ e(a0N)
∑

qN6n+c6x

Λ(n)e(f̃(n+ c) + βn) +O(1)

�
N∑
k=1

|Hq(q
k − c, f̃ , β, c)|+ |Hq(x− c, f̃ , β, c)|+ |Hq(q

N − c, f̃ , β, c)|

�
N∑
k=1

(logα(qk − c))(qk − c)1−λ + (logα x)(x− c)1−λ

�
N∑
k=1

kαqk(1−λ) + (logα x)x1−λ

� (logα x)x1−λ.

⇐=) La réciproque est analogue à ce qui précède quitte à remplacer f par f̃
et a0 par −a0 (ceci découle de la relation (2.17)). �

Soient alors pour c ∈ N, ε ∈ {±1}, α, β ∈ R, f =
∑q−1
k=0 ak|n|k ∈ F , b =

(bn)06n<q une suite réelle (on convient que bq = b0) et pour x > 2,

g(n, f̃ ,b, α, β, c, ε) = Λ(n)e
(
f̃(n) + βn+ εΓ(b, n, c, ε)− εαV (n, c, ε)

)
(2.19)

G(x, f̃ ,b, α, β, c, ε) =
∑

c<n6x

g(n, f̃ ,b, α, β, c, ε). (2.20)
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Remarque 2.8.

(i) En utilisant les expressions de Γ, V , g dans (2.15), (2.16) et (2.19), on
obtient pour c ∈ N∗, ε ∈ {±1} et µ = 1+ε

2 ,

g(n, f̃ ,b, α, β, c, ε) = g(n, f̃ ,b, α, β, c− 1, ε)

× ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, v(n+ (c− 1)ε+ µ)).

où ψ(w, u) = e (εγ(b, w − 1, u)− εαu).
(ii) Il est clair d’après (2.14) que si b = a et α = ˜aq−1 et c = (cn) la suite dont

le terme général cn = c, on a bien

G(x, f̃ ,a, ˜aq−1, β, c, ε) =
∑

c<n6x

Λ(n)e(f̃(n+ εc) + βn)

= Hq(x, f̃ , β, εc).

Lemme 2.9. Soient α ∈ R, q > 2, f ∈ F ] et b = (bn)06n<q une suite réelle.
Alors pour tout β ∈ R, ε ∈ {±1}, c ∈ N et x > 2,

G(β, c) = G(x, f̃ ,b, α, β, c, ε)� (log2c+4 x)x1−λq(f).

La constante implicite ne dépend que de c et q, λq(f) est la constante définie
dans (1.2).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur c, le théorème E et la
relation (2.18) fournissent le cas c = 0.
Soit maintenant c > 1, N = blogq(x+ (c− 1)ε+ µ)c, f(.) =

∑
06k<q ak|.|k et

ψ(w, u) = e (εγ(b, w − 1, u)− εαu) , (2.21)

où γ est la suite définie dans (2.1). En utilisant l’expression de G dans (2.20) et
celle de g dans la remarque 2.8 i), on obtient

G(β, c) =
∑

c<n6x

g(n, f̃ ,b, α, β, c− 1, ε)ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, v(n+ (c− 1)ε+ µ))

=

N∑
u=0

∑
c<n6x

qu‖n+(c−1)ε+µ

g(n, f̃ ,b, α, β, c− 1, ε)ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, u)

=

N∑
u=0

∑
c<n6x

n+(c−1)ε+µ≡0 mod qu

g(n, f̃ ,b, α, β, c− 1, ε)ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, u)

−
N∑
u=0

∑
c<n6x

n+(c−1)ε+µ≡0 mod qu+1

g(n, f̃ ,b, α, β, c− 1, ε)ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, u).
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En utilisant la relation d’orthogonalité classique à savoir

1

m

m−1∑
j=0

e

(
j(b− a)

m

)
=

{
1 si a ≡ b mod m,

0 sinon,
(2.22)

on obtient

G(β, c) =

N∑
u=0

qu−1∑
l=0

∑
c<n6x

1

qu
g(n, f̃ ,b, α, β +

l

qu
, c− 1, ε) (2.23)

× ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, u)e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu

)

−
N∑
u=0

qu+1−1∑
l=0

∑
c<n6x

1

qu+1
g(n, f̃ ,b, α, β +

l

qu+1
, c− 1, ε)

× ψ(n+ (c− 1)ε+ µ, u)e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu+1

)
.

Il est à noter que pour u et b fixé la suite ψ(n + (c − 1)ε + µ, u) est qu+1-
périodique (la périodicité de ψ vient du fait que γ(b, ., u) est qu+1−périodique),
ce qui nous conduit à écrire

G(β, c) =

N∑
u=0

qu−1∑
l=0

qu+1+(1−c)ε−1∑
i=(1−c)ε

∑
c<n6x

n≡i mod qu+1

1

qu
g(n, f̃ ,b, α, β +

l

qu
, c− 1, ε)

× ψ(i+ (c− 1)ε+ µ, u)e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu

)

−
N∑
u=0

qu+1−1∑
l=0

qu+1+(1−c)ε−1∑
i=(1−c)ε

∑
c<n6x

n≡i mod qu+1

1

qu+1

× g(n, f̃ ,b, α, β +
l

qu+1
, c− 1, ε)

× ψ(i+ (c− 1)ε+ µ, u)e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu+1

)
.

En utilisant encore une autre fois la relation d’orthogonalité (2.22) et l’expression
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de G dans (2.20), on obtient

G(β, c) =

N∑
u=0

qu−1∑
l=0

qu+1−1∑
k=0

qu+1+(1−c)ε−1∑
i=(1−c)ε

1

q2u+1
ψ(i+ (c− 1)ε+ µ, u)

× e
(

((c− 1)ε+ µ)l

qu
− ik

qu+1

)
G(β +

ql + k

qu+1
, c− 1)

−
N∑
u=0

qu+1−1∑
l=0

qu+1−1∑
k=0

qu+1+(1−c)ε−1∑
i=(1−c)ε

1

q2u+2
ψ(i+ (c− 1)ε+ µ, u)

× e
(

((c− 1)ε+ µ)l

qu+1
− ik

qu+1

)
G(β +

l + k

qu+1
, c− 1).

Dans la dernière somme de chaque quadruple somme, on effectue un change-
ment de compteur i par i+ (c− 1)ε, on obtient

G(β, c) =

N∑
u=0

qu−1∑
l=0

qu+1−1∑
k=0

qu+1−1∑
i=0

1

q2u+1
G(β +

ql + k

qu+1
, c− 1)

× ψ(i+ µ, u)e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu
− (i− (c− 1)ε)k

qu+1

)

−
N∑
u=0

qu+1−1∑
l=0

qu+1−1∑
k=0

qu+1−1∑
i=0

1

q2u+2
G(β +

l + k

qu+1
, c− 1)

× ψ(i+ µ, u)e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu+1
− (i− (c− 1)ε)k

qu+1

)
.

En utilisant l’expression de ψ dans (2.21) et de Fb,u,ε dans (2.2), on obtient

G(β, c) =

N∑
u=0

qu−1∑
l=0

qu+1−1∑
k=0

1

qu
e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu
+

((c− 1)ε)k

qu+1
− εαu

)
×G(β +

ql + k

qu+1
, c− 1)Fb,u,ε(k)

−
N∑
u=0

qu+1−1∑
l=0

qu+1−1∑
k=0

1

qu+1
e

(
((c− 1)ε+ µ)l

qu+1
+

((c− 1)ε)k

qu+1
− εαu

)
×G(β +

l + k

qu+1
, c− 1)Fb,u,ε(k).
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Ce qui donne

|G(β, c)| 6
N∑
u=0

qu+1−1∑
k=0

|G(β +
ql + k

qu+1
, c− 1||Fb,u,ε(k)|

+

N∑
u=0

qu+1−1∑
k=0

|G(β +
l + k

qu+1
, c− 1||Fb,u,ε(k)|,

or d’après l’hypothèse de récurrence et le lemme 2.3, on obtient

|G(β, c)| = |G(x, f̃ ,b, α, β, c, ε)|

� (log2(c−1)+4 x)x1−λq(f)
N∑
u=0

(u+ 2)q log q

� (log2c+4 x)x1−λq(f). �

Théorème 2.10. Soient q > 2, f ∈ F ], T ∈ N∗ 0 6 θ < 1 et c = (cn)n>0 une
suite d’entiers (T, θ)-presque périodique. Alors pour tout β ∈ R et x > 2, on a

Hq(x, f, β, c) =
∑

||c||<n6x

Λ(n)e(f(n+ cn) + βn)� T (log2||c||+4 x)x1−ηq,f,θ ,

où ||c|| = max |ci|, la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante
ηq,f,θ = min(1− θ, λq(f)).

Démonstration.

• En premier temps, on suppose que la suite c est constante (cn = c ∈ Z, pour
tout n ∈ N). Le cas c = 0 est traité dans le théorème E. Soit alors c ∈ Z∗,
posons ε = c

|c| . Il est clair que si f =
∑q−1
k=1 ak|n|k ∈ F ] et n + c > 0, alors

f̃(n + c) = f̃(n + ε|c|) ce qui donne avec (2.14), (2.20), la remarque 2.8 ii)
et le lemme 2.9

Hq(x, f̃ , β, c) = Hq(x, f̃ , β, ε|c|)

= G(x, f̃ ,a, ˜aq−1, β, |c|, ε) (2.24)

� (log2||c||+4 x)x1−λq(f),

et le lemme 2.7, nous permet de conclure.
• Soit maintenant c = (cn)n>0 une suite T -périodique (en particulier (T, 0)-

presque périodique). On note dans ce qui suit ci = (cin)n>0 pour dire que
c’est la suite constante qui vaut ci sur N (cin = ci, pour tout n ∈ N). On peut
supposer sans perte de généralité que la suite c est purement périodique, ce
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qui nous permet d’écrire avec la relation d’orthogonalité (2.22)

Hq(x, f̃ , β, c) =
∑

06i<T

∑
||c||<n6x
n≡i mod T

Λ(n)e(f̃(n+ ci) + βn)

=
1

T

∑
06i,l<T

e

(
− il
T

) ∑
||c||<n6x

Λ(n)e

(
f̃(n+ ci) + (β +

l

T
)n

)

=
1

T

∑
06i,l<T

e

(
− il
T

)
Hq(x, f̃ , β +

l

T
, ci) +O(1)

� T max
06i,l<T

∣∣∣∣Hq(x, f̃ , β +
l

T
, ci)

∣∣∣∣
� T (log2||c||+4 x)x1−ηq,f,0 .

La dernière inégalité découle bien de la majoration (2.24).
Ce qui donne d’après le lemme 2.7

Hq(x, f, β, c)� T (log2||c||+4 x)x1−ηq,f,0 . (2.25)

• Finalement, on suppose que c = (cn)n>0 une suite d’entiers (T, θ)-presque
périodique, alors il existe e = (en) T -périodique vérifiant (1.1), on peut
supposer sans perte de généralité que ||c|| > ||e||, alors on peut écrire

Hq(x, f, β, c) =
∑

||c||<n6x

Λ(n)e(f(n+ en) + βn)

+
∑

||c||<n6x
cn 6=en

Λ(n)e(f(n+ cn) + βn)

−
∑

||c||<n6x
cn 6=en

Λ(n)e(f(n+ en) + βn).

En majorant dans les deux dernières sommes l’exponentielle par 1, on obtient

Hq(x, f, β, c)�

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<n6x

Λ(n)e(f(n+ en) + βn)

∣∣∣∣∣∣+ 2
∑

||c||<n6x
en 6=cn

Λ(n)

� Hq(x, f, β, e) + 2
∑
n6x
en 6=cn

Λ(n) +O(||c||)

� T (log2||c||+4 x)x(1−λq(f)) + xθ log(x).

Il est à signaler que la dernière inégalité vient du fait que Λ(n) 6 log x (pour
n 6 x), la relation (1.1) et l’inégualité (2.25) qui traite le cas périodique. �

Remarque 2.11. Il est à signaler que le théorème 2.10 est en général non valable
dans le cas où c = (cn) est une suite bornée quelconque. À titre d’illustration, on



252 Mohamed Mkaouar, Najib Ouled Azaiez, Jörg M. Thuswaldner

considère q = 4, f = 1
2s4 ∈ F ], β ∈ Z et c = (cn) la suite définie par:

cn =


0 si s4(n) ≡ 0 mod 2,

1 si s4(n) ≡ 1 mod 2 et n ≡ 0 mod 4,

−1 sinon.

Il est clair que pour tout n ∈ N, on a s4(n + cn) ≡ 0 mod 2, ce qui donne
f(n+ cn) ∈ N, et par conséquent∑

16n6x

Λ(n)e(f(n+ cn) + βn) =
∑

16n6x

Λ(n) = x+O

(
x

log x

)
.

Il est à noter qu’on pourra améliorer l’estimation donnée par le théorème 2.10
dans le cas où f ∈ F ]

⋂
F0.

Théorème 2.12. Soient q > 2, f ∈ F ]
⋂
F0, T ∈ N∗ 0 6 θ < 1 et c = (cn)n>0

une suite d’entiers (T, θ)-presque périodique. Alors pour tout β ∈ R et x > 2, on a

Hq(x, f, β, c) =
∑

||c||<n6x

Λ(n)e(f(n+ cn) + βn)� T (log||c||+4 x)x1−ηq,f,θ .

où ||c|| = max |ci| la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante
ηq,f,θ = min(1− θ, λq(f)).

Démonstration. Comme dans le théorème 2.10, il suffit de montrer l’estimation
demandée dans ce théorème dans le cas des suites constantes positives ou nulles.
Montrons ce théorème par récurrence sur c.

Soit a = (ak)06k<q une suite à valeurs dans R. Si f =
∑

06k<q ak|.|k ∈
F ]
⋂
F0, alors la suite γ(a, n, i) donnée par (2.1) est une suite constante et vaut

γ(a, n, i) = a1 − a0, pour tout n, i ∈ N

ce qui donne pour ε ∈ {±1} et l’expression de ψ dans (2.21)

ψ(w, u) = e(ε(a1 − a0)− εaq−1u),

ce qui confirme que ψ(w, u) est constante par rapport à w. Ce qui donne avec
(2.23) avec le choix de b = a et α = ˜aq−1.

|G(β, c)| = |Hq(x, f̃ , β, c)|

6
T∑
u=0

1

qu

qu−1∑
l=0

|G(β +
l

qu
, c− 1)|+

T∑
u=0

1

qu+1

qu+1−1∑
l=0

|G(β +
l

qu+1
, c− 1)|

� (log||c||+4 x)x1−λq(f),

la dernière majoration est due à l’hypothèse de récurrence. Finalement, le lemme 2.7
nous permet de conclure. �
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Dans la suite, on va étendre la notion de presque périodicité de la suite c = (cn)
dans le théorème 2.10 à une autre classe de suites régulières.

Définition 2.13. Une suite c = (cn) à valeurs dans un ensemble fini A est dite
q−automatique s’il existe une suite d = (dn) point fixe d’un morphisme σ définie
sur un alphabet fini B de longueur constante qui vaut q (i.e. pour tout b ∈ B,
σ(b) = bi1 . . . biq , avec bij ∈ B) et une projection τ : B → A telle que τ(d) = c.

Pour la notion d’automaticité, on peut consulter ([1]) ou ([8]).

Exemple 2.14. La suite de Thue-Morse c = (cn), définie par cn = s2(n)(mod 2)
est une suite 2-automatique engendrée par le morphisme σ définie sur {0, 1} avec
σ(0) = 01 et σ(1) = 10, donc σ3(0) = 011010, σ6(0) = 011010011001 · · · et
c = σ∞ = limσn(0).

Il est à noter que la suite c = (cn), définie par cn = sq(n)(mod q) est aussi
q−automatique engendrée par le morphisme σ définie sur {0, 1, · · · , q − 1} avec
σ(0) = 012 · · · q − 1, σ(1) = 12 · · · (q − 1)0, et pour i ∈ {0, 1, · · · , q − 1} σ(i) =
i(i+ 1) · · · (q − 1)01 · · · (i− 1).

D’une manière générale, on peut vérifier facilement que si q est une base
entière de numération alors la suite (|n|k mod q)n>0 est q−automatique, pour
tout k > 1, ce qui nous permet de conclure que toute fonction digitale g(n) =∑

16k<q bk|n|k ∈ F telle que bk ∈ Z est q−automatique modulo q.

Notation 2.15. On note F [ l’ensemble des fonctions digitales f(n) =∑
16j<q aj |n|j , tels que les ai sont dans Z.

Une question naturelle qui se pose à savoir: Est ce que le théorème 2.10
reste toujours vrai si la suite c = (cn) appartient à une famille large de suite
q-automatique. Un pas dans cette direction est la proposition suivante

Proposition 2.16. Soient q > 2, g ∈ F [ et f ∈ F telle que f + 1
q g ∈ F

] et
c = (cn) = (g(n) mod q). Alors pour tout β ∈ R et x > 2, on a

H(x, f, β, c) =
∑

||c||<n6x

Λ(n)e(f(n+ cn) + βn)� (log2||c||+4 x)x1−λq(f),

la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante λq(f) est définie
dans (1.2).

Démonstration. Soit b = (bk)06k<q et f =
∑

06j<q bj |.|j .

Hq(x, f̃ , β, c) =
∑

||c||<n6x

Λ(n)e(f̃(n+ cn) + βn).

En découpant la dernière somme suivant les entiers n tels que cn = c, pour 0 6
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c < q, on obtient

Hq(x, f̃ , β, c) =
∑

06c<q

∑
||c||<n6x
cn=c

Λ(n)e(f̃(n+ c) + βn)

=
∑

06c<q

∑
||c||<n6x

g(n)≡c mod q

Λ(n)e(f̃(n+ c) + βn).

Ce qui donne d’après la relation d’orthogonalité (2.22)

Hq(x, f̃ , β, c) =
1

q

∑
06c,l<q

∑
||c||<n6x

Λ(n)e

(
f̃(n+ c) + βn+

g(n)− c
q

l

)
.

Ce qui donne d’après les expressions de f̃(n + c) dans (2.14), Γ et V dans (2.15)
et (2.16) ainsi que l’expression de G dans (2.20)

Hq(x, f̃ , β, c) =
1

q

∑
06c,l<q

∑
||c||<n6x

Λ(n)

× e
(

(f̃ +
g

q
)(n) + βn+ Γ(b, n, c, 1)− ˜bq−1V (n, c, 1)− cl

q

)
=

1

q

∑
06c,l<q

e(−cl
q

)G(x, f̃ +
g

q
,b, ˜bq−1, β, c, 1).

La dernière égalité vient du fait que f̃ + g
q = f̃+ g

q dès que g ∈ F [. Finalement, ce
sont les lemmes 2.7 et 2.9 qui nous permettent de conclure le résultat attendu. �

2.3. Equirépartition modulo 1 de la suite (αf(p+ cp))p∈P

Une suite réelle (xn)n∈N est dite équirépartie modulo 1 si pour tout intervalle
[a, b] ⊂ [0, 1]

lim
N→+∞

1

N
]{n 6 N ; xn ∈ [a, b]} = b− a

D’après le critère de Weyl, la suite (xn)n∈N est équirépartie modulo 1 si et
seulement si pour tout h ∈ Z∗ ∑

n6N

e(hxn) = o(N).

Pour étudier l’équirépartition modulo 1 de la suite (αf(p + cp))p∈P , nous em-
ploierons le lemme suivant qui est un corollaire presque immédiat du théorème 2.10.
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Lemme 2.17. Soient q > 2, 0 6 θ < 1 et f ∈ F ]. Alors il existe σq,f,θ > 0 tel
que pour toute suite (T, θ)-presque périodique c = (cn) à valeurs dans Z, pour tout
β ∈ R et x > 2, on a

Ψ(x) =
∑

||c||<p6x
p≡k mod m

e (f(p+ cp) + βp)� T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ .

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q.

Démonstration. En utilisant la relation d’orthogonalité dans (2.22), on obtient

Ψ(x) =
1

m

∑
||c||<p<x
06z<m

e

(
f(p+ cp) + (β +

z

m
)p− k

m
z

)
.

Une intégration par partie standard (voir [18, Lemme 11, p. 1630]), on obtient

Ψ(x)� 1

log x
max
||c||<t6x

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<n<t

Λ(n)e
(
f(n+ cn) + (β +

z

m
)n
)∣∣∣∣∣∣+

√
x,

ce qui donne d’après le théorème 2.10 le résultat attendu pour le choix de σq,f,θ =
min( 1

2 , λq(f), 1− θ).

Lemme 2.18. Soient q > 2, g ∈ F [ et f ∈ F telle que f + 1
q g ∈ F

] et c = (cn) =

(g(n) mod q). Alors pour tout β ∈ R et x > 2, on a

Υ(x) =
∑

||c||<p6x
p≡k mod m

e (f(p+ cp) + βp)� T (log2||c||+3 x)x1−σq,f .

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante σq,f = min( 1
2 , λq(f)).

Démonstration. La même preuve que celle du lemme 2.17 quitte à utiliser la
proposition 2.16 à la place du théorème 2.10 utilisé dans le lemme 2.17. �

Soient k et m deux entiers premiers entre eux avec m > 2, on désigne par Pk,m
l’ensemble des nombres premiers p ≡ k(m). �

Théorème 2.19. Soient 0 6 θ < 1, k et m deux entiers premiers entre eux,
m > 2, c = (cn) une suite (T, θ)-presque périodique à valeurs dans Z et f =∑

06k<q aj |.|j ∈ F [.

1) Si la suite a0, · · · , aq−1 est constante, alors la suite (αf(p+ cp))p∈Pk,m n’est
pas équirépartie modulo 1.

2) Si la suite a0, · · · , aq−1 n’est pas constante, alors la suite (αf(p+ cp))p∈Pk,m
est équirépartie modulo 1 si et seulement si α ∈ R \Q.
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Démonstration. 1) Supposons que la suite (αf(p + cp))p∈Pk,m est équirépartie
modulo 1, alors d’après le critère de Weyl, on a

1

π(x, k,m)

∑
||c||<p<x

p≡k mod m

e(αf(p+ cp)) = o(1),

et donc pour j suffisamment grand,∑
qj−1+||c||6p<qj−||c||

p≡k mod m

e(αf(p+ cp)) = o(π(qj , k,m)).

Comme a0 = · · · = aq−1 et que j = b log(p+cp)
log q c quand qj−1 + ||c|| 6 p < qj − ||c||,

alors ∑
qj−1+||c||6p<qj−||c||

p≡k mod m

e(αf(p+ cp)) =
∑

qj−1+||c||6p<qj−||c||
p≡k(m)

e(αa0b
log(p+ cp)

log q
c)

= e(αa0j)(π(qj − ||c||, k,m)

− π(qj−1 + ||c||, k,m)) +O(1)

= e(αa0j)(π(qj , k,m)− π(qj−1, k,m)) +O(1).

Comme e(αa0j) 6= 0, on obtient

π(qj , k,m)− π(qj−1, k,m)

π(qj , k,m)
= o(1),

une contradiction avec le théorème des nombres premiers en progression arithmé-
tiques qui fournit

lim
j→∞

π(qj , k,m)− π(qj−1, k,m)

π(qj , k,m)
= 1− 1

q
.

2) Si α est rationnel, alors la suite (αf(p + cp))p∈Pk,m ne comporte qu’un
nombre fini de terme modulo 1 et n’est donc équirépartie modulo 1. Etant donné
α ∈ R \Q et h ∈ Z∗, il est clair que hαf ∈ F ], ce qui donne avec le lemme 2.17∑

||c||<p6x
p≡k mod m

e(hαf(p+ cp)) = o(π(x, k,m)) (h ∈ Z∗).

C’est le critère de Weyl qui nous permet de conclure. �

On pourra établir un résultat analogue à celui du théorème 2.19, dans le cas
où c = (cn) est une suite définie dans la proposition 2.16 tout en utilisant le
lemme 2.18.
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Théorème 2.20. Soient q > 2, g ∈ F [, f =
∑

06k<q ak|.|k ∈ F [ et c = (cn) =
(g(n) mod q).

1) Si la suite a0, · · · , aq−1 est constante, alors la suite (αf(p+cp))p∈P n’est pas
équirépartie modulo 1.

2) Si la suite a0, · · · , aq−1 n’est constante, alors la suite (αf(p + cp))p∈P est
équirépartie modulo 1 si et seulement si α ∈ R \Q.

2.4. Application au problème ternaire de Goldbach

En 1937 Vinogradov [22] a donné une réponse complète au problème original
de Goldbach pour tout entier impair suffisamment grand sa méthode repose sur
l’estimation des sommes d’exponentielles de type

∑
p6N e(αp). Il montre que pour

tout A > 0 fixé

r(N) =
∑

n1,n2,n3
n1+n2+n3=N

Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3) = G(N)N2 +OA

(
N2

logAN

)
,

où
G(N) =

1

2

∏
p|N

(1− (p− 1)−2)
∏
p-N

(1 + (p− 1)−3).

Il est à signaler que si N est un entier impair suffisamment grand on a G(N)� 1.
Usant de la notation x pour désigner le triplet (x1, x2, x3). Nous introduisons

pour c = (c1, c2, c3) un triplet de suites (Ti, θi)−presque périodiques avec ci =
(cin) pour i ∈ {1, 2, 3}.

r(N,q,a,b, c) =
∑

n1,n2,n3
n1+n2+n3=N,ni+cini

>0

fi(ni+cini
)≡ai(bi),i∈{1,2,3}

Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3).

Pour bien étudier le comportement de r(N,q,a,b, c), nous introduisons la
notion d’entier caractéristique puis nous faisons appel à un lemme. Soit alors q > 2
une base de numération entière, nous introduisons la classe F+

q des fonctions f de
la forme

f =
∑

16k<q

ak|.|k, avec a1, · · · , aq−1 ∈ Z et (a1, · · · , aq−1) = 1.

Dans [16], les auteurs ont introduit la notion d’entier caractéristique à savoir

Définition 2.21. Soient q, b > 2 et f ∈ F+
q , on appelle entier caractéristique de

f, b et q et on note d = df,b,q le plus grand diviseur positif de (b, q − 1) tel que
pour tout n ∈ N,

f(n) ≡ f(1)sq(n) ≡ f(1)n mod d. (2.26)



258 Mohamed Mkaouar, Najib Ouled Azaiez, Jörg M. Thuswaldner

Remarque 2.22.
i) La relation (2.26) est équivalente à

ak ≡ a1k mod d (1 6 k < q).

ii) Il est à signaler que si (b,q-1)=1 alors d=1, la réciproque est fausse.
iii) Comme f ∈ F+

q , il est clair d’après i) que (f(1), d) = 1.
iv) Il est à noter d’après iii) que si d = df,b,q > 2, alors f(1) est inversible

modulo d.

Lemme 2.23. Soient 0 6 θ < 1, q, b > 2, f ∈ F+
q , et d = df,b,q définie dans

(2.26). Alors il existe σf,b,q > 0 tel que pour toute suite c = (cn) (T, θ)-presque
périodique à valeurs dans Z et pour tout β ∈ R, j ∈ J = {0 6 j < b, b

d - j} et
x > 2, ∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + βp

)
� T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b .

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante σq,f,θ,b est donnée
par

σq,f,θ,b = min

(
min
b

(b,q−1)
-j
σq, jb f,θ

, min
16r< (b,q−1)

d

σq, r
(b,q−1)

f,θ

)
,

(σq,f,θ est définie dans le lemme 2.17).

Démonstration. On utilise la męme preuve faite dans [16, Proposition 5], quitte
à utiliser à chaque fois le lemme 2.17 qui remplace la [16, Proposition 4 ]. �

Théorème 2.24. Pour i ∈ {1, 2, 3}, soient qi, bi deux entiers > 2, ainsi que fi ∈
F+
qi et ci = (cin) une suite (Ti, θi)-presque périodique. Si l’entier caractéristique

dfi,bi,qi = 1 (défini en (2.26)), alors il existe τq,f ,θ,b > 0 tel que pour n > 2

r(N,q,a,b, c) =
r(N)

b1b2b3
+O(maxTi(log2max||ci||+5N)N2−τq,f,θ,b),

où la constante implicite ne dépend que de ||ci|| et q, avec τq,f ,θ,b =
mini=1,2,3 σqi,fi,θi,bi (σqi,fi,θi,bi est définie dans le lemme 2.23).

En particulier, il existe un entier N0 dépendant de f ,q, b et c tel que tout
entier impair N > N0 s’écrit sous la forme

N = p1 + p2 + p3 avec fi(pi + cipi) ≡ ai(bi) pour i ∈ {1, 2, 3}.

où les pi sont des nombres premiers > ||ci||.

Démonstration. Il est à noter que Martin-Mauduit-Rivat [16] ont montré le
théorème 2.24 pour le cas où les ci sont nulles. Nous optons ici pour la même vari-
ante utilisée dans leur démonstration, quitte à utiliser à chaque fois le lemme 2.23
à la place de la [16, Proposition 5]. �
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3. Théorème de type Gelfond

L’objectif de cette partie est l’étude de quelques propriétés statistiques de l’ensem-
ble Ua,b,c,f = {p+ cp : p > ||c||, f(p+ cp) ≡ a mod b} où f ∈ F+

q et c = (cn) est
une suite (T, θ)−presque périodique. Soit alors,

Ua,b,c,f (x) = {n 6 x : n ∈ Ua,b,c,f}
Ua,b,c,f (k,m, x) = {p+ cp ∈ Ua,b,c,f (x) : p ≡ k mod m}.

Pour étudier les ensembles Ua,b,c,f (x) et Ua,b,c,f (k,m, x), nous emploierons le
lemme suivant

Lemme 3.1 (Lemme chinois généralisé). Soient α1, · · · , αt ∈ Z, n1, · · · , nt ∈
Z∗. Le système d’équations 

x ≡ α1 mod n1,
...

x ≡ αt mod nt,

admet une solution si, seulement si, αi ≡ αj mod (ni, nj), pour tous i, j =
1, · · · , t. Dans ce cas, la solution est unique modulo ppcm(ni, i = 1, · · · , t).

Théorème 3.2. Soient b, q > 2, f ∈ F+
q , d = df,q,b l’entier caractéristique défini

dans (2.26) et c = (cn) une suite (T, θ)-presque périodique, e = (el) la suite asso-
ciée à c vérifiant la relation (1.1). On pose ı l’inverse arithmétique de f(1) modulo
d si d > 2. Alors, pour tous a ∈ Z et x > 2

]Ua,b,c,f (x) =


π(x)
b +Oc,q

(
T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b

)
si d = 1,

d
b

∑
06l<T
(l,T )=1

l+el≡ıa mod (T,d)

π(x, vl,ppcm(T, d))

+Oc,q

(
T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b

)
sinon,

où σq,f,θ,b est défini dans le lemme 2.23 et vl est une solution du système de
congruences {

vl ≡ l mod T,

vl ≡ aı− el mod d.
(3.1)

Démonstration. Soit J = {0 6 j < b, bd - j}.

]Ua,b,c,f (x) =
1

b

∑
06j<b

∑
p+cp6x
p>||c||

e

(
f(p+ cp)− a

b
j

)
= S1 + S2,

avec
S1 =

1

b

∑
j∈J

∑
p+cp6x
p>||c||

e

(
f(p+ cp)− a

b
j

)
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et

S2 =
1

b

∑
j /∈J

∑
p+cp6x
p>||c||

e

(
f(p+ cp)− a

b
j

)
.

D’une part, d’après le lemme 2.23

S1 � T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b .

D’autre part, si j /∈ J , alors j = ub
d , 0 6 u < d, donc

S2 =
1

b

∑
p+cp6x
p>||c||

∑
06u<d

e
(u
d

(f(p+ cp)− a)
)

=
1

b

∑
p+ep6x
p>||c||

∑
06u<d

e
(u
d

(f(p+ ep)− a)
)

− 1

b

∑
p+ep6x

p>||c||,cp 6=ep

∑
06u<d

e
(u
d

(f(p+ ep)− a)
)

+
1

b

∑
p+cp6x

p>||c||,cp 6=ep

∑
06u<d

e
(u
d

(f(p+ cp)− a)
)
.

En majorant l’exponentielle par 1 dans les deux dernières doubles sommes et en
utilisant la relation (1.1), on obtient

S2 =
1

b

∑
p+ep6x
p>||c||

∑
06u<d

e
(u
d

(f(p+ ep)− a)
)

+O(xθ),

Ce qui donne avec la relation (2.26)

S2 =
1

b

∑
p+ep6x
p>||c||

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ ep)− a)
)

+O(xθ). (3.2)

• Si d = 1, alors d’après la relation (3.2)

S2 =
π(x)

b
+O(xθ).

• Supposons maintenant que d > 2, comme e est purement périodique, alors

eαT+l = el, pour tous α, l ∈ N,
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ce qui donne avec la relation (3.2) et la relation d’orthogonalité (2.22),

S2 =
1

b

∑
06l<T
(l,T )=1

∑
p+el6x

p≡l mod T
p>||c||

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ el)− a)
)

+O(xθ)

=
d

b

∑
06l<T
(l,T )=1

∑
p+el6x

p≡l mod T
f(1)(p+el)≡a mod d

1 +O(xθ),

comme d > 2, alors d’après la remarque 2.22, f(1) est inversible modulo d,
alors

S2 =
d

b

∑
06l<T
(l,T )=1

∑
p6x

p≡l mod T
p≡aı−el mod d

1 +O(xθ).

Ce qui donne avec le lemme 3.1 et la définition de vl dans (3.1), le résultat
attendu. �

Proposition 3.3. Soient b, q > 2, 0 6 θ < 1, f ∈ F+
q , d = df,q,b l’entier

caractéristique défini dans (2.26) tel que d > 2 et c = (cn) une suite (T, θ)-presque
périodique, e = (el) la suite associée à c vérifiant la relation (1.1). On pose ıd = ı
l’inverse arithmétique de f(1) modulo d. Si pour tout l: 0 6 l < T , (l, T ) = 1,
l + el 6= aı mod (d, T ), alors

]Ua,b,c,f (x) = O(xθ).

Démonstration.

Ua,b,c,f (x) ⊂ Ua,d,c,f (x) = {p+ cp 6 x : p > ||c||, f(p+ cp) ≡ a mod d}
= {p+ cp 6 x : p > ||c||, f(1)(p+ cp) ≡ a mod d}
= {p+ cp 6 x : p > ||c||, p+ cp ≡ aı mod d}, (3.3)

or d’après les relations (1.1) et (2.26), on a

]Ua,d,c,f (x) = ]{p+ ep 6 x : p > ||c||, p+ ep ≡ aı mod d}+O(xθ)

= ]{p+ ep 6 x : p > ||e||, p+ ep ≡ aı mod d}+O(xθ)

= ]Ua,d,e,f (x) +O(xθ). (3.4)

Comme

Ua,d,e,f (x) ⊂
⋃

06l<T

{p+ el 6 x : p > ||e||,

avec p ≡ aı− el mod d et p ≡ l mod T}. (3.5)
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Il est clair que si l + el 6= aı mod (d, T ), alors

]{p+ el 6 x : p ≡ aı− el mod d, p ≡ l mod T} = 0, (3.6)

ce qui donne avec les relations (3.5) et (3.6)

]Ua,d,e,f (x) 6 π(T ). (3.7)

En employant l’écriture de Ua,d,c,f (x) dans (3.4) et les relations (3.3) et (3.7), il
vient

]Ua,b,c,f (x) = O(xθ). �

Dans la suite nous étudions l’équirépartition de la suite (αp)p+cp∈Ua,b,c,f dès
qu’il existe l: 0 6 l < T , tel que (l, T ) = 1 et l + el ≡ aı mod (d, T ).

Théorème 3.4. Soient b, q > 2, 0 6 θ < 1, a ∈ Z, f ∈ F+
q , d = df,q,b l’entier

caractéristique défini dans (2.26) et c = (cn) une suite (T, θ)-presque périodique
et e = (el) la suite associée à c vérifiant la relation (1.1). On pose ıd = ı l’inverse
arithmétique de f(1) modulo d si d > 2 et 0 si d = 1. On suppose qu’il existe
0 6 l < T , tel que

(l, T ) = 1 et l + el ≡ aı mod (d, T ). (3.8)

Alors la suite (αp)p+cp∈Ua,b,c,f est équirépartie modulo 1 si et seulement si α ∈
R \Q.

Démonstration. Soient h ∈ Z∗, α ∈ R \Q et J = {0 6 j < b, bd - j}.∑
p+cp∈Ua,b,c,f

e(hαp) =
∑

||c||<p6x
f(p+cp)≡a mod b

e(hαp) +O(1) (3.9)

=
1

b

b−1∑
j=0

∑
||c||<p6x

e

(
j

b
(f(p+ cp)− a) + hαp

)
+O(1)

6
1

b

∑
j∈J

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)∣∣∣∣∣∣
+

1

b

∑
j /∈J

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)∣∣∣∣∣∣+O(1).

D’après le lemme 2.23

1

b

∑
j∈J

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)∣∣∣∣∣∣� (log2||c||+3)x1−σq,f,θ,b , (3.10)
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Maintenant, pour j /∈ J , alors j = ub
d avec 0 6 u < d et d’après la relation (2.26),

il vient ∑
||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)
=

∑
||c||<p6x

e
(u
d
f(p+ cp) + hαp

)
=

∑
||c||<p6x

e
(u
d
f(1)(p+ ep) + hαp

)
−

∑
||c||<p6x
cp 6=ep

e
(u
d
f(1)(p+ ep) + hαp

)
+

∑
||c||<p6x
cp 6=ep

e
(u
d
f(1)(p+ cp) + hαp

)
.

En majorant l’exponentielle par 1 dans les deux dernières sommes et en utilisant
la relation (1.1), on obtient

Σj =
∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)
(3.11)

=
∑

||c||<p6x

e
(u
d
f(1)(p+ ep) + hαp

)
+O(xθ).

En décomposant la dernière somme dans (3.11) suivant les congruences à p modulo
T , puis en utilisant la relation d’orthogonalité (2.22), on obtient

Σj =
∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)

=
∑

06l<T
(l,T )=1

e(
uelf(1)

d
)

∑
||c||<p6x
p≡l mod T

e
(

(
u

d
f(1) + hα)p

)
+O(xθ)

=
1

T

∑
06l<T
(l,T )=1
06k<T

e

(
uelf(1)

d
− lk

T

) ∑
||c||<p6x

e

(
(
u

d
f(1) + hα+

k

T
)p

)
+O(xθ)

� 1

T

∑
06l<T
(l,T )=1
06k<T

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<p6x

e

(
(
u

d
f(1) + hα+

k

T
)p

)∣∣∣∣∣∣+O(xθ). (3.12)

Comme α ∈ R \ Q, alors u
d f(1) + hα + k

T l’est aussi, or d’après le théorème de
Vinogradov qui assure l’équirépartition de (αp)p∈P dès que α ∈ R \Q et le critère
de Weyl, on obtient ∑

||c||<p6x

e

(
(
u

d
f(1) + hα+

k

T
)p

)
= o(π(x)),
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ce qui donne

1

b

∑
j /∈J

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<p6x

e

(
j

b
f(p+ cp) + hαp

)∣∣∣∣∣∣ 6 1

b

∑
j /∈J

|Σj |

6
1

b

∑
06u<d

∣∣∣∣∣∣
∑

||c||<p6x

e

(
(
u

d
f(1) + hα+

k

T
)p

)∣∣∣∣∣∣ = o(π(x)). (3.13)

Finalement, la condition (3.8) entraîne, en vertu du théorème 3.2

]Ua,b,c,f (x) ≈ π(x), (3.14)

ce qui donne avec (3.9), (3.10) et (3.13)∑
p+cp∈Ua,b,c,f

e(hαp) = o(Ua,b,c,f (x)),

c’est le critère de Weyl qui nous permet de conclure. �

Théorème 3.5. Soient b,m, q > 2, f ∈ F+
q , d = df,q,b l’entier caractéristique

défini dans (2.26) et c = (cn) une suite (T, θ)-presque périodique et e = (el) la
suite associée à c vérifiant la relation (1.1). On pose ı l’inverse arithmétique de
f(1) modulo d si d > 2. Alors, pour tous a, k ∈ Z et x > 2
]Ua,b,c,f (k,m, x) =

π(x,k,m)
b +Oc,q

(
T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b

)
si d = 1,∑

06l<T, (l,T )=1
k≡aı−el mod (m,d)
l+el≡aı mod (T,d)
l≡k mod (m,T )

π(x, vl,ppcm(T, d,m))

+Oc,q

(
T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b

)
sinon,

où σq,f,θ,b est défini dans le lemme 2.23 et vl est une solution du système de
congruences 

vl ≡ l mod T,

vl ≡ aı− el mod d,

vl ≡ k mod m.

(3.15)

Démonstration. Soit J = {0 6 j < b, bd - j}.

]Ua,b,c,f (k,m, x) =
1

b

∑
06j<b

∑
p+cp6x

p≡k mod m
p>||c||

e

(
f(p+ cp)− a

b
j

)
= S1 + S2,

avec
S1 =

1

b

∑
j∈J

∑
p+cp6x

p≡k mod m
p>||c||

e

(
f(p+ cp)− a

b
j

)
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et

S2 =
1

b

∑
j /∈J

∑
p+cp6x

p≡k mod m
p>||c||

e

(
f(p+ cp)− a

b
j

)
.

D’une part, d’après le lemme 2.23

S1 � T (log2||c||+3 x)x1−σq,f,θ,b .

D’autre part, si j /∈ J , alors j = ub
d , 0 6 u < d, donc

S2 =
1

b

∑
p+cp6x

p≡k mod m
p>||c||

∑
06u<d

e
(u
d

(f(p+ cp)− a)
)
.

Ce qui donne avec la relation (2.26)

S2 =
1

b

∑
p+cp6x

p≡k mod m

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ cp)− a)
)

+O(1)

=
1

b

∑
p+ep6x

p≡k mod m

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ ep)− a)
)

− 1

b

∑
p+ep6x

p≡k mod m
cp 6=ep

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ ep)− a)
)

+
1

b

∑
p+cp6x

p≡k mod m
cp 6=ep

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ cp)− a)
)

+O(1).

En majorant l’exponentielle par 1 dans les deux dernières doubles sommes et en
utilisant la relation (1.1), on obtient

S2 =
1

b

∑
p+ep6x

p≡k mod m

∑
06u<d

e
(u
d

(f(1)(p+ ep)− a)
)

+O(xθ). (3.16)

• Si d = 1, alors d’après la relation (3.16)

S2 =
π(x, k,m)

b
+O(xθ).

• Supposons maintenant que d > 2, comme e est purement périodique, alors

eαT+l = el, pour tous α, l ∈ N.
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En décomposant la somme dans (3.16) suivant les congruences à p modulo T , puis
en utilisant la relation d’orthogonalité (2.22), on obtient

S2 =
1

b

∑
06l<T
(l,T )=1

∑
p+el6x

p≡l mod T
p≡k mod m

∑
06u6d

e
(u
d

(f(1)(p+ el)− a)
)

+O(xθ)

=
d

b

∑
06l<T
(l,T )=1

∑
p+el6x

p≡l mod T
f(1)(p+el)≡a mod d

p≡k mod m

1 +O(xθ)

=
d

b

∑
06l<T
(l,T )=1

∑
p6x

p≡l mod T
p≡aı−el mod d
p≡k mod m

1 +O(xθ).

Ce qui donne avec le lemme 3.1 et la définition de vl dans (3.15), le résultat
attendu. �
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