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Abstract. We study the foundations of the differential calculus in quantum geometry.
The notions of (differential) quantum space and cone are introduced. Generalizing a
construction of Manin, to a quantum cone we associate the quantum group of its
“linear automorphisms preserving the differentials” and deduce a de Rham complex
on this group. We give examples of differential calculi on quantum hyperplanes and
quantum linear groups.

Introduction

Le but de cet article est de présenter une étude systématique d’un calcul différentiel
non commutatif, dans le cadre des espaces et des groupes quantiques. Dans ’esprit du
livre de Yu.l. Manin, “Quantum groups and non-commutative geometry,” un espace
quantique est une “variété algébrique” en “géométrie algébrique non commutative.”
Par analogie & la géométrie commutative ordinaire, on est tenté d’identifier les “K-
espaces quantiques affines,” ou K désigne un corps commutatif (ou plus généralement
un anneau commutatif), aux objets de la catégorie opposée a celle des K -algebres
associatives, uniferes, non nécessairement commutatives. Néanmoins, si en géométrie
algébrique commutative, la donnée de 1’anneau structural d’un schéma affine définit
canoniquement une “structure différentielle” sur ce schéma, il n’en est pas de méme
dans le cas non commutatif. Plus précisement, si A est une K -algébre commutative, et
si I’on désigne par p: A® A — A I’application K -linéaire définissant la multiplication
de A, le noyau I de u est un idéal de A ® A, ’application K-linéaire d: A — I/I?,
définie par d(a) = a® 1 — 1 ®a, est une dérivation et toute dérivation de A a valeurs
dans un A-module se factorise de fagon unique a travers d. Il existe un prolongement
unique de d en une antidérivation K-linéaire, de carré nul, de ’algébre extérieure
Aa/T 2), qui fait de cette alggbre un complexe différentiel gradué, appelé complexe
de de Rham algébrique. On peut considérer que c’est ce complexe qui définit la
“structure différentielle” du schéma Spec(A). Si I’algebre A n’est pas commutative,
cette construction ne se généralise pas. En effet, alors I n’est plus un idéal de A® A,
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mais seulement un (A, A)-bimodule, et en particulier, | 2 ¢ I et on ne peut donc
méme pas considérer I/I%. On peut néanmoins, définir une application K -linéaire
d:A — I, pard(a) =a®1—1® a, qui est une dérivation, universelle parmi les
dérivations de A a valeurs dans un bimodule, et qui se prolonge en une antidérivation
K-linéaire, de carré nul, unique de I’algébre tensorielle

TAD=P I, 10,...0,1
neN

n fois

du bimodule I, qui fait de T4() un complexe différentiel gradué, appelé complexe
de de Rham universel [Co, Ka]. Ce complexe ne constitue pas une généralisation
du complexe de de Rham algébrique. En effet, si 1’algébre A est commutative, il
est en général beaucoup plus gros que ce dernier. En plus, il ne parait étre un bon
substitut du complexe de de Rham algébrique que pour des algebres “trés loin du cas
commutatif” (comme les algebres associatives libres, ou les algebres de matrices).

Idéalement, pour généraliser la notion de complexe de de Rham algébrique, au
cas non commutatif, on voudrait associer fonctoriellement a toute algebre associative
unifere, un complexe différentiel gradué, de sorte que 1’on obtienne le complexe de
de Rham universel, dans le cas d’une algebre associative libre, et le complexe de
de Rham algébrique, dans le cas d’une algébre commutative. Cela parait impossible,
du moins de “facon canonique.” La philosophie de cet article est que la donnée
de “I’algebre des fonctions” sur un “espace non commutatif,” ou “quantique,” ne
suffit pas pour déterminer la structure différentielle de ce dernier, mais qu’il faut,
pour cela, se donner en plus un complexe différentiel gradué, appelé complexe de
de Rham, considéré comme faisant partie des données définissant la structure de cet
espace. A une méme algebre plusieurs telles structures peuvent correspondre (on verra
méme des exemples de structures différentielles “non commutatives” sur une algebre
commutative). On définira donc un espace quantique, comme étant un objet de la
catégorie opposée a celle des K -algébres “munies d’un complexe de de Rham.”

La motivation d’origine de mon travail vient du livre de Manin cité ci-dessus.
Dans ce livre, Manin associe naturellement & toute algébre quadratique graduée,
considérée comme un espace linéaire quantique, un groupe linéaire quantique pouvant
étre interprété comme un “objet d’automorphismes linéaires” de cet espace. Pour
obtenir par cette construction le groupe linéaire classique, dans le cas commutatif, ou
le groupe quantique usuel GL,, (g-déformation du groupe lin€aire “commutatif™), dans
le cas quantique, il faut “ajouter les relations manquantes” (“add missing relations”),
que Manin obtient moyennant une identification symétrique de 1’espace vectoriel
engendré par les générateurs de 1’algeébre quadratique, a son dual. Le groupe quantique
qu’il obtient dépend de cette identification. Ainsi, Manin parle de groupe “crypto-
orthogonal” car il revient au méme de se fixer une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée et d’imposer qu’elle reste invariante par les “automorphismes.” Dans cet
article, on interprete les relations manquantes de Manin autrement. Elles proviennent
simplement du fait qu’on impose que les “automorphismes” respectent la structure
différentielle qu’on se donne. La plupart des résultats de Manin s’étendent sans
difficulté dans ce nouveau contexte, en modifiant & peine les démonstrations. (Apres
la fin de cette rédaction, j’ai recu un preprint de Manin, ot il adopte le point de vue
exposé ici [Man4]).

Dans le premier paragraphe, on développe les préliminaires relatifs aux algébres
différentielles graduées. Au paragraphe deux, on introduit la notion d’espace quan-
tique, ainsi que celle de cdne quantique. On définit le produit de deux espaces quan-
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tiques, I’espace quantique opposé, les espaces quantiques de type fini, et les immersi-
ons fermées d’un espace quantique dans un autre. On étudie les propriétés élémentaires
de ces espaces et on en donne quelques exemples. Dans le paragraphe trois, on intro-
duit la notion de monoide quantique, celle de monoide quantique matriciel, on définit
I’action d’un monoide quantique sur un espace quantique et on démontre 1’existence
de I’espace quantique des morphismes d’un céne quantique dans un autre, généralisant
un résultat de Manin. On obtient ainsi, comme cas particulier, le monoide quantique
des endomorphismes d’un cdne quantique. On termine par quelques exemples de
monoides quantiques, et on retrouve une construction analogue a celle du QISM, as-
sociant a une R-matrice, un monoide quantique. Au paragraphe quatre, on introduit la
notion de groupe quantique, et en généralisant une construction de Manin, on associe,
de facon universelle, a tout monoide quantique un groupe quantique. Cette construc-
tion est I’équivalent quantique du procédé qui associe a un monoide, le groupe de
ses éléments inversibles. Enfin, on termine par I’étude des monoides de Cramer, et
I’exemple d’un calcul différentiel sur la déformation multiparamétrique du groupe
linéaire, introduite par M. Artin, W. Shelter et J. Tate [AST].

Une version préliminaire de ce travail a été rédigée 1’été 1989, sous forme
d’une lettre adressée a J.-L. Verdier. J’ai appris sa mort tragique, avant que cette
lettre ne soit postée. Un résumé a été publié aux C.R.A.S. [Mall]. Le présent
article est incontestablement influencé par le livre de Yu.l. Manin [Man2], par les
articles de S.L. Woronowicz (qui est je pense a l’origine de 1’idée de considérer
un “calcul différentie]” comme étant une donnée supplémentaire dans la définition
d’un espace non commutatif, ou “pseudoespace” [Wol, Wo2], ainsi que par les
exposés de P. Cartier au Séminaire de 1’Ecole Normale Supérieure, P. Cartier que je
voudrais remercier pour les discussions utiles que j’ai pu avoir avec lui. Je remercie
également Y. Kosmann-Schwarzbach, pour sa lecture attentive de mon manuscrit
et ses nombreuses remarques. Je voudrais citer ici les noms des personnes qui ont
travaillé sur le méme sujet et qui ont obtenu indépendamment des résultats ou des
exemples analogues, sans avoir eu une influence directe sur ce travail: D. Bernard, T.
Brzeziniski, U. Carow-Watamura, H. Dabrowski, E. Demidov, D. Gurevich, T. Hibi,
B. Juro, E. Mukhin, F. Miiller-Hoissen, M. Noumi, A. Radul, J. Rembieliriski, M.
Rosso, V. Rubtsov, A. Schirrmacher, M. Schlieker, W.B. Schmidke, B. Tsygan, T.
Umeda, S.P. Vokos, M. Wakayama, S. Watamura, W. Weich, J. Wess, D. Zhdanovich
et B. Zumino [Bd, Br, BDR, CSWW, GRR, HW, Ju, M-H, NUW, Ro, Sch, SWZ,
SVZ, Tsy, WZ]. Dans une direction différente, on doit mentionner le travail de K.
Aomoto [Aol, Ao2, Ao3], de M. Dubois-Violette, R. Kerner et J. Madore [DV1,
DV2, DKM1, DKM2], ainsi que le point de vue tres original de S. Zakrzewski [Za2].
Enfin, on ne peut parler de calcul différentiel non commutatif sans citer A. Connes,
bien que son point de vue soit totalement différent de celui adopté ici, et les adeptes
de la cohomologie cyclique [Co, FT, Ka, Kas, MNW1, MNW2, Ta]. Je voudrais
présenter mes excuses a tous ceux dont j’oublie de mentionner le travail. Ce n’est
que par simple ignorance.

1. Algebres différentielles

Dans cet article, K désigne un anneau commutatif. Toutes les algebres considérées
seront des K -algebres associatives uniferes, non nécessairement commutatives, et les
morphismes d’algébres seront uniféres. On notera ® le produit tensoriel ®, sur K.
Si I désigne un ensemble et pour tout 4, 7 € I, x, 'image canonique de ¢ dans
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I’algebre associative unifére libre construite sur / ([Bo], AIIL, p.21), on notera cette
derniere K ((z;);c;), et on dira qu’elle est I’algébre des polyndmes non-commutatifs
en les indéterminées (x,);c 1.

1.1. Bimodule des différentielles non commutatives

(1.1.1) Soient A une K-algebre et M un (A, A)-bimodule ([Bo], AIII p.38-39). On
rappelle qu’une K-dérivation de A dans M est une application K-linéaire D: A — M

telle que
Ya,a' € A D(a-d')=(Da) -a’ +a-(Da’).

On dit que M est engendré par I'image de D, si D(A) engendre M comme A-module
a gauche (ou comme A-module 2 droite, ou comme (A, A)-bimodule, conditions qui
sont équivalentes).

(1.1.2) Soit 1: A® A — A I’application K-linéaire définie par la multiplication de
A(u(a ® b) = a - b). Alors i est un morphisme de (A, A)-bimodules et en particulier
le noyau I = Ker(u) est un (A, A)-bimodule (bimodule des “différentielles non
commutatives” de A) et I’application K-linéaire d: A — I définie par

da)=a®1-1®a

est une K-dérivation dont I’image engendre I et qui posséde la propriété universelle
suivante: pout tout (A, A)-bimodule M et toute K-dérivation D: A — M il existe un
morphisme unique de (A, A)-bimodules h:1 — M tel que D = hod ([Bo], AIIl,
p-132).

(1.1.3) On rappelle que dans le cas ou l’algebre A est commutative, 4 est un
morphisme de K -algebres, I est un idéal de A® A et si I’on pose 2! = I/I? (module
des différentielles ordinaires), les deux structures de A-module sur 2! déduites de
la structure de bimodule de / sont identiques et le composé de d avec la surjection
canonique I — 2! (composé qu’on désignera aussi par d) est une K-dérivation
jouissant de la propriété universelle suivante: pour tout A-module M et toute K-
dérivation D: A — M (pour la structure de (A, A)-bimodule de M déduite de sa
structure de A-module) il existe une application A-linéaire unique h: 2! — M telle
que D = hod ([Bo], AIIL, p. 133-134).

1.2. Algébres différentielles graduées

Définition (1.2.1) On appelle algébre différentielle graduée, ou plus simplement
algeébre différentielle, une K-algébre N-graduée

o= 2
neN
munie d’une application K -linéaire d (la différentielle) homogene de degré 1,
aN-0, d=@d,, d,:2"-o"
neN

telle que:
i) d*> =0;
ii) da-b)=da-b+(—D"a-db, ac™, be.
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Un morphisme d’ algébres différentielles est un morphisme de K -algébres graduées,
de degré 0, qui commute aux différentielles. On dit qu’une algebre différentielle
(12, d) est engendrée par ses éléments de degré 0, si la K-algébre sous-jacente a {2
est engendrée par £2° U df2°. On dit qu’une partie J de 2 est un idéal différentiel
(gradué) si J est un idéal bilatere gradué de (2 et d(J) C J. Pour toute partie de 2 il
existe un plus petit idéal différentiel la contenant, appelé idéal différentiel engendré
par cette partie. Si .S désigne une partie de {2 formée d’éléments homogenes, 1’idéal
différentiel engendré par .S est égal a 1’idéal bilatere engendré par S U d(S).

Exemple (1.2.2). Soient I un ensemble et 2 = K((z;);c;,(§;);c;) I'algebre des
polyndmes non-commutatifs en les indéterminées x, et £;. On considere la graduation
de type N sur (2 définie par le degré total en les (§;);c;. On définit une différentielle
d sur {2 par dz; = &;, pour ¢ € I, et les propriétés (i) et (ii) de la définition (1.2.1).
Alors {2 est une K -algebre différentielle graduée appelée K-algébre différentielle libre
engendrée par la famille des indéterminées (x;);c; et elle est notée K ({(z,);c;))- Elle
est engendrée par ses éléments de degré O et satisfait & 1a propriété universelle suivante:
pour toute K -algebre différentielle graduée (2’ et toute famille (a,),; d’éléments de
2'0 il existe un morphisme unique f:§2 — 2’ de K-algebres différentielles tel que
f(z;) = a;, pour i € I.

Théoreme (1.2.3). Soient A une K-algébre, M un (A, A)-bimodule et D: A — M
une K-dérivation telle que M soit engendré par I'image de D. Alors il existe une
K-algébre différentielle (§2,d), engendrée par ses éléments de degré 0, telle que
Q% =A, QID = M, dy = D et satisfaisant a la propriété universelle suivante: pour
toute K -algébre différentielle (£2',d') et tout morphisme de K -algébres p: A — £2'° tel
qu’il existe un morphisme (nécessairement unique) de (A, A)-bimodules o: M — §2'!
tel que djy o o = o o D, il existe un morphisme unique de K -algébres différentielles
f:02p — 2 tel que fy = o (et alors f, = o).

Démonstration. Soient (a;);c; un systtme de générateurs de la K-algebre A et
2 = K{((&;);c;)) l'algebre différentielle libre construite sur I. La K-algebre (2°
s’identifie canoniquement a 1’algébre des polynémes non-commutatifs K ((z,);c;) et
le (§2°, £2°)-bimodule 2! est canoniquement isomorphe au bimodule 2° ® K ® §2°,
ou K désigne le K-module libre de base (dz;);c;. Il existe donc un morphisme
unique de K-algebres p,:62° — A (resp. de (£2°, £2°)-bimodules p,: 2! — M) tel
que py(z;) = a; (resp. p;(dzr;) = Da,), pour i € I. Ona p,od = D op, et si I'on
pose J, = Ker(p,) et J, = Ker(p,), d(J;) C J,. L’idéal différentiel J de {2 engendré
par J, U J, est donc I’idéal bilatere de {2 engendré par J, U J; Ud(J)). On en déduit
que si ’on pose {2, = £2/J, le morphisme p, (resp. p,) induit un isomorphisme de
29, (resp. £2},) sur A (resp. M) (car la famille (a;),.; engendre A et 'image de D
engendre M) et ces isomorphismes identifient d, a D. La propriété universelle de
2, résulte aussitdt de celle de f2.

Corollaire (1.2.4). Soit A une K-algébre. Il existe une K-algébre différentielle (12, d)
telle que $2° = A, satisfaisant a la propriété universelle suivante: pour toute K-
algébre différentielle (£2',d") et tout morphisme de K -algébres o: A — £2°, il existe
un morphisme unique de K-algébres différentielles f: 2 — §2' tel que f, = o.

Démonstration. Le corolaire résulte du théoréme (1.2.3) appliqué au bimodule I des
différentiglles non commutatives et a la dérivation universelle d: A — I définis dans
(1.1.2).
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Cette algebre différentielle s’appelle complexe de de Rham universel. Plus générale-
ment, on appelle complexe de de Rham sur une K-algébre A, une K-algebre
différentielle (2 telle que:

a) 20 = 4;
b) (2 est engendrée par ses éléments de degré O [cf. déf. (1.2.1)].

Il résulte du corollaire (1.2.4) que tout complexe de de Rham est quotient du
complexe de de Rham universel, et le théoréme (1.2.3) permet d’associer a tout
(A, A)-bimodule M et toute dérivation D: A — M, dont I’image engendre M, un
complexe de de Rham sur A.

Exemple (1.2.5). Le complexe de de Rham universel de 1’algébre des polyndmes
non commutatifs K ((z;);c;) est isomorphe a algebre différentielle libre K (((z;);c;))
engendrée par la famille des indéterminées (x;);c ;.

Exemple (1.2.6). Considérons une partie S de 1’algébre des polynémes non-commu-
tatifs K ((z;);c;) et soit A 1’algebre quotient de K((z;);c;) par I'idéal bilatere
engendré par S. Alors le complexe de de Rham universel de A est isomorphe au
quotient de 1’algebre différentielle libre K (((x;);c;)) par I’idéal différentiel engendré
par S, autrement dit, I’idéal bilatére engendré par S U d(S).

Exemple (1.2.7). Soient A une K-algébre commutative, M = I/I 2 le module des
différentielles ordinaires et D: A — M la dérivation universelle (cf. 1.1.3). Alors si 2
est inversible dans K, le complexe de de Rham associé a D par le théoréme (1.2.3)
est le complexe de de Rham algébrique habituel (cf. [EGAIV,] 16.6.2, p.34) et il est
en général distinct du complexe de de Rham universel de A.

2. Espaces quantiques
2.1. La catégorie des espaces quantiques

Définition (2.1.1). La catégorie des K-espaces quantiques est la catégorie opposée a
la catégorie des K -algebres différentielles graduées, engendrées par les éléments de
degré 0. On appelle K -espace quantique, ou plus simplement espace quantique (tesp.
morphisme d’ espaces quantiques) un objet (resp. un morphisme) de cette catégorie.

La catégorie des espaces quantiques est donc munie d’un foncteur contravariant
canonique, associant a un espace quantique X une algebre différentielle notée {2
et appelée complexe de de Rham de X et a tout morphisme d’espaces quantiques
f:X — Y un morphisme d’algebres différentielles graduées f*:(2, — §2y. Ce
foncteur est un isomorphisme de la catégorie opposeé a celle des espaces quantiques
sur la catégorie des algebres différentielles graduées engendrées par les éléments de
degré 0. L’isomorphisme inverse sera noté Spec. Le foncteur Spec associe donc a
toute algebre différentielle graduée (2 engendrée par ses éléments de degré O, un
espace quantique Spec(§2) et a tout morphisme d’algebres différentielles ¢: 2 — 2’
un morphisme d’espaces quantiques Spec(y): Spec(£2’) — Spec({2). En particulier,
on note Spec(K) I’espace quantique associé a 1’algebre différentielle K, munie de la
différentielle identiquement nulle. Pour tout espace quantique X on note y 1’algebre
2% des éléments de degré 0 de {2y, qu’on appelle algébre des fonctions sur X (ou
algebre des observables sur I’espace quantique X), et pour tout morphisme d’espaces
quantiques f:X — Y on note aussi f*:(%, — 9y la composante de degré 0 du
morphisme f*: 02y, — Q2.
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On dit qu’un espace quantique X est simple, s’il existe une K-algebre A, un
(A, A)-bimodule M et une K-dérivation D:A — M dont ’image engendre M
tels que I’espace quantique X soit isomorphe a Spec({2,), ou {2, désigne 1’algébre
différentielle définie dans le théoréme (1.2.3).

Proposition (2.1.2). Soient X un espace quantique, (a;);c; une famille d éléments

de Oy qui engendrent I algébre différentielle §2x, 2 = K({(x;);c;)) la K-algébre

différentielle libre engendrée par la famille des indéterminées (x;);c;, p:42 — 2x le

morphisme (surjectif) de K -algeébres différentielles tel que o(z;) = a;, pour i € I, [cf.

(1.22)] et J = @ J™ le noyau de @. Pour que I espace quantique X soit simple il
neN

faut et il suffit que J soit I'idéal différentiel de §2 engendré par J° U J'.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur. Elle s’inspire directe-
ment de la démonstration du théoreme (1.2.3).

2.2. Sous-espaces quantiques et espace quantique opposé

Définition (2.2.1). Soit X un espace quantique. On dit qu’un espace quantique X'
est un sous-espace quantique fermé de X s’il existe un idéal différentiel .7 de {2y
engendré par ses éléments homogénes de degré 0 (comme idéal différentiel) tel que
Ny = 24/7, et on dit que le morphisme i:X’ — X déduit de la surjection
canonique 2y — (2y, est I'immersion (fermée) canonique de X’ dans X. On dit
qu’un morphisme d’espaces quantiques f:Y — X est une immersion fermée, s’il
existe un sous-espace quantique fermé X’ de X et un isomorphisme g:Y — X', tels
que f =1i0g, ol i: X’ — X désigne I'immersion canonique.

(2.2.2) Soit £2 une K-algebre différentielle. On appelle algébre différentielle opposée
et on note (2°PP 1’algebre différentielle dont le K-module gradué sous-jacent et la
différentielle sont ceux de §2 et dont la multiplication o est définie par

aocb=(=1D""ba, acN™, beN".

On définit ainsi un foncteur de la catégorie des K-algebres différentielles dans elle-
méme et on remarque que si {2 est engendrée par ses éléments de degré O il en est
de méme pour {2°PP. On en déduit un foncteur de la catégorie des espaces quantiques
dans elle-mé&me qui est une involution.

Si X (resp. f:X' — X) désigne un espace quantique (resp. un morphisme
d’espaces quantiques) on note X°PP (resp. f°PP) son image par cette involution et
on a donc X°PP = Spec(25F). On dit que X°PP est I’ espace quantique opposé a X.

2.3. Produit d’ espaces quantiques

(2.3.1) Soit S un espace quantique. Pour tout espace quantique X on appelle S-point
de X un morphisme d’espaces quantiques de S dans X.

Définition (2.3.2). Soient S, X, X' des espaces quantiques et f:S — X et
f':8 — X' deux S-points de X et X' respectivement. On dit que f et f’ sont
simultanément observables si Im(f*) et Im(f’*) commutent au sens gradué (élément
par élément), autrement dit, si pour tout a € Im(f*) N 2% et tout b € Im(f"*) N 22
ona

ab=(—1)""ba .
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Si la relation “étre simultanément observable” est bien symétrique, elle n’est ni
réflexive ni transitive et en particulier, elle n’ est pas une relation d’équivalence comme
cette terminologie pourait le faire croire. Cette terminologie vient de la physique. En
effet, on dit que deux éléments a et b de 1’algebre des observables 95 d’un espace
quantique S [cf. (2.1.1)] sont simultanément observables si a et b commutent.

(2.3.3) On va définir un produit d’espaces quantiques qui ne sera pas le produit au sens
des catégories (qui existe mais qui ne nous intéressera pas dans cet article). Le produit
catégorique de deux espaces quantiques X et Y représente le foncteur contravariant
qui a un espace quantique .S associe 1’ensemble des couples de S-points de X et
Y. Le produit que nous allons définir représentera le foncteur associant 1’ensemble
des couples formés de S-points simultanément observables. Du point de vue de la
physique, on peut dire que le produit de deux espaces quantiques représentera le
systtme quantique formé par la juxtaposition des deux systémes, sans interactions
entre eux.

(2.3.4) Soient £2' et 2" deux K-algébres différentielles graduées. Le produit tensoriel
2 de 2" et 2" est ’algebre différentielle graduée définie comme suit:

a) comme K-module 2 = ' ® 2

b) comme K-algebre 2 = 2'9® 2" ([Bol, AIIL, p.49), autrement dit,

@®d) - bb)=(=D""abat, ac, dec2'™, be2", b e
la graduation étant définie par

o= P 2™ e

c) la différentielle d de {2 est définie par
dae®ad)=da®d +(-D™ma®dd, ac2™, o €.

Le produit tensoriel des algebres différentielles graduées 2’ et 2 est noté 2 I® 02",
Si 2’ et 2" sont engendrées par les éléments de degré O il en est de méme pour 2.

Définition (2.3.5). Soient X et Y deux espaces quantiques. On appelle produit de X
et Y, et on note X x Y, I’espace quantique Spec({2x I® (2y.).

L’application canonique 2y — 25 I® {2y, (resp. 2, — 2 I® (2y,) définie par
a — a®]1 (resp. a’ — 1®a’) définit un morphisme d’espaces quantiques X XY — X
(resp. X x Y — Y') appelé premiére (resp. deuxiéme) projection.
Proposition (2.3.6). Soient X et Y deux espaces quantiques, pr; : X xY — X
(resp. pr, : X X Y — Y) la premiére (resp. la deuxiéme) projection. Pour tout
espace quantique S I"application qui associe a un S-point f:S — X x Y le couple
(pr, of,pr, of) établi une bijection entre les S-points de X X Y et les couples formés
de S-points simultanément observables de X etY .

(2.3.7) Le produit d’espaces quantiques définit un bifoncteur et si X, Y et Z désignent
des espaces quantiques il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques

(X xY)xZ— X x(Y xZ) (contrainte d’associativité),
X XY —-Y xX (contrainte de commutativité),
X x Spec(K) —» X

Spec(K) x X — X } (contraintes d’unité),
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satisfaisant aux conditions de compatibilité des catégories tensorielles symétriques
([DM], p. 104-105). La seule précision utile concerne la contrainte de commutativité:
I’isomorphisme s:X x Y — Y x X est égal a Spec(o), oul 0:82y IR 2y —
2 9® (2, est défini par

a(a®a’)=(—1)m’m/a’®a, a€ Ny, a’eQ?l.

2.4. Cones quantiques

Définition (2.4.1). On appelle cone quantique un espace quantique X, dont le
complexe de de Rham 2y est muni d’une bigradatuation compatible avec la
graduation d’algebre différentielle de (2, autrement dit, pour tout n, n € N, d’une
décomposition en somme directe de K-modules

no__ m,n
2% =P 2%
meN

satisfaisant aux propriétés suivantes:
i 2% = K;
ii) 2% est engendré par .(2},50 comme K -algebre;
iii) la multiplication est compatible avec la bigraduation:

oy .Q}?I’n/ C .Q?"Lm/’%n/ m,n,m’,n’ € N;
iv) la différentielle est bihomogene de bidegré (—1,1):
d@2g™ c g " moneN.

Un morphisme de cones quantiques est un morphisme d’espaces quantiques
f:X — Y tel que f* soit bihomogene de bidegré (0, 0):

fepm ceRy™, mmeN.
11 est facile de vérifier que pour cela il suffit que
Frey c 2.

Exemple (2.4.2). Soit 2 = K({((x,);c;)) I'algebre différentielle libre engendrée par
la famille des indéterminées (x;);c; [cf. (1.2.2)]. On définit une bigraduation sur {2
par le “degré total en les (z;);c;” et le “degré total en les (§;);c;,” ou §; = dx;, pour
1 € I. L’espace quantique Spec(f2) est ainsi muni d’une structure de céne quantique.
On dit que X est le cOne quantique associé a I'ensemble I, qu’on note C(I). Si J
désigne un idéal différentiel bigradué de (2, 1’algebre différentielle quotient 2/.J est
munie d’une bigraduation et Spec({2/.J) d’une structure de cone quantique. Tout cone
quantique est isomorphe & un cone ainsi défini.

2.5. Espaces quantiques de types fini
Définition (2.5.1). On dit qu’un K-espace quantique X est de type fini si la K -algébre

7 est de type fini. On dit qu’un cdne quantique est de type fini si ’espace quantique
sous-jacent I’est.
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Exercise (2.5.2). Soit X un espace quantique. Les conditions suivantes sont équi-
valentes:

i) X est de type fini;

i) {2y est une K-algebre de type fini;
iii) {2y est engendrée comme K -algébre différentielle par un nombre fini d’éléments.
De plus, si X est un cdne quantique ces conditions sont équivalentes a:

iv) Q;go est un K-module de type fini.

2.6. Exemples d’ espaces et de cones quantiques

Dans les exemples suivants, si {2 désigne une algebre différentielle graduée et
ay, ..., a, des éléments hommogenes de {2, on désigne par (a;, ..., a,) (resp.
((ay, ..., a,))) I’idéal bilatere (resp. ’idéal différentiel) engendré par ces éléments.

Exemple (2.6.1) (P. Cartier [Ca]).
X = Spec (K ((z))/((§z — qz€))) ,

ol £ = dzx et ¢ désigne un élément de I’anneau K. L’algebre des observables de X est
isomorphe & 1’algébre des polyndmes commutatifs K [x]. On peut donc considérer que
P’espace X est la droite affine (“commutative”) munie d’une structure différentielle
non commutative. Si K est un corps et ¢ # —1 on a

2x = K((z))/(€x — qz€, &%)
[cf. 1.2.1)]. Sig=—1
2x = K{{z))/(z + z£)
et I’espace quantique
X' = Spec(K ((z))/(€x + €, £%)
n’est pas un espace quantique simple [cf. (2.1.2)]. L’élément {x — gz€ de K{((x))
étant bihomogene en x et £, I’espace quantique X est muni d’une structure de cOne
quantique [cf. (2.4.2)].
Exemple (2.6.2). (Plan quantique) /ég’p = Spec(K {{x,y))/J), ot si I'on pose £ = dz
et n = dy, J désigne I’idéal bilatere engendré par
yr—quy, Exr—pgx§, Ly—py§, nz—qzn—(pg— DYE,
ny—payn, &, 0, En+ppé @gE€K).

L’idéal J est bigradué (pour la bigraduation définie par le degré total en x et y et
le degré total en £ et 1) et ’espace J%?]’p est ainsi muni d’une structure de codne

quantique [cf. (2.4.2)]. L’espace quantique Jggyp est simple si et seulement si pg + 1
est inversible dans K. En effet, si pg + 1, est inversible on a
J =y — qzy, {x — pgxé, &y — py&, ny — pgym)) -

Un cas particulier intéressant est le cas ol p = ¢ introduit par P. Cartier [Ca]. Si
_ N . 2 . g9

q = 1etp# 1 I’espace quantique .7, , est le plan affine (commutatif) muni d’une

structure différentielle non commutative.

Exercise (2.6.3). Démontrer que si K est un corps et ¢,p,¢',p’ € K les espaces
quantiques /ég’p et ‘/g;/ » sont isomorphes, si et seulement si

(q’zqetp'=p) ou (pq:letp/_—_qetq’=p)'
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Exemple (2.6.4). (Plan quantique de Jordan)
‘/g%ord,)\,y = Spec(K({(z,y))/J),
ol, si I’on pose £ = dx et n = dy, J désigne I’idéal bilatere engendré par
yo—ay —Az’,  Er—zf, Ey+ o€ -y,

nT — Az —xn, Ny + Apzé + prn — pyé —yn,
&, né+é&n, n*-pn \peEK).

On peut y définir une structure de céne quantique comme dans 1’exemple (2.6.2).
L’espace quantique Jgford’ A, ©St simple si et seulement si 2 est inversible dans K et
alors

J = ((yz — zy — A\e?, €z — 2, &y + Az€ — &,y + Apzé + pan — py€ — yn)).

Exercise (2.6.5). Démontrer que si K est un corps et A, u, X,/ € K, les espaces
. 2 2 . . 9o . *
quantiques &y, 5 , €t J@,md’ e SOt isomorphes si et seulement s’il existe ¢ € K
tel que
N=po\ et y =op.

3. Monoides quantiques
3.1 Monoides quantiques

Définition (3.1.1). On appelle monoide quantique un triplet (X, m,e), ot X désigne
un espace quantique et

m: X xX —X et e:Spec(K)— X

des morphismes d’espaces quantiques satisfaisant aux propriétés suivantes:

i) associativité: le diagramme
mxid X

XxXxX — XxX
idy xm m

m
X xX —_— X
est commutatif (ot I’on identifie (X x X) x X a X X (X x X) par la contrainte
d’associativité);
ii) élément neutre: les diagrammes suivants sont commutatifs:

XxX X xX
idxx/ \n eXid)/ &‘
X x Spec(K) ———— % Spec(K) x X —— =

(ou les isomorphismes X x Spec(K)—X et Spec(K) x X=X sont les contraintes
d’unité).
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Si (X,m,e) et (X',m/,e’) sont des monoides quantiques, un morphisme de
monoides quantiques de (X, m,e) dans (X',m’,e’) est un morphisme d’espaces
quantiques

fiX-Xx

rendant commutatifs les diagrammes suivants:
fxf

XxX X' x X'
m m’
f
X — X'
et
Spec(K)
e e'

f

X ——— X'

La notion de monoide quantique est un cas particulier de la notion de monoide dans
une catégorie tensorielle.

Remarque (3.1.2). Soit (X, m, e) un monoide quantique. Alors m* et e*:
m* 0y — 249002y, ey - K

sont respectivement le coproduit et la coiinité d’une structure de K -bigebre graduée
gauche sur 1’algebre graduée sous-jacente a 1’algebre différentielle {2 ([Bo], AIII,
p. 148-149) et en particulier, la restriction de m™* et e* a I’algébre des observables
Ox:

m*":Of - Oy @O, €e:0r—K
définit une structure de bigebre sur cette algebre. La condition de compatibilité de la

différentielle d de 2y avec le coproduit m*, exprimant que m est un morphisme
d’espaces quantiques, se traduit comme suit: si

n
m*(a):Zaé@a;’, a€ Ry, a,e DY, al € Ny,

i=1
alors

m*(dx(@) = Y dya} ® af + (1) 3 a} @ dxal.

i=1 i=1
On définit ainsi la notion de bigebre différentielle graduée.

Exemple (3.1.3). Soient 2 = K <<(a’§)l§i, j<n)) I'algebre différentielle libre engendrée
par les indéterminées (a}),; ;<, €t A:2 — 29 N et £:2 — K les morphismes
d’algebres différentielles définis par
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n
A=Y d ®aj, et e@)=6, 1<ij<n,
k=1

(ot 8% désigne le symbole de Kronecker). Alors (£2, A, €) est une bigebre différentielle
graduée et (Spec({2), Spec(A), Spec(e)) un monoide quantique.

3.2 Monoides quantiques matriciels

Définition (3.2.1). Soient (X, m, e) un monoide quantique et (bj-)1< i,j<n UD€ matrice
a coefficients dans . On dit que (bj')lgi,jgn est une matrice multiplicative, si

m*(b}):z:l)?(xﬂ)?g et e*(bé)zéé, 1<4,j<n.
k=0

On dit que (X, m,e) est un monoide quantique matriciel s’il posseéde une matrice
multiplicative dont les coefficients engendrent la K-algebre différentielle §2.

Proposition (3.2.2). Soit (X, m,e) un monoide quantique. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

1) (X, m,e) est un monoide quantique matriciel;

i) il existe une famille finie de matrices multiplicatives dont les coefficients engend-
rent I'algébre différentielle {2y ;
iii) (25, m™, e*)est une bigébre différentielle quotient d’ une bigébre du type de celles
définies dans I exemple (3.1.3).

Démonstration. Les implications (i) = (ii) et (iii) = (i) sont évidentes. L’implication
(i) = (iii) résulte de la propriété universelle des algebres différentielles libres. Pour
démontrer que (ii) implique (i) il suffit de remarquer que si (4;);<;<,, est une famille
finie de matrices multiplicatives alors la matrice

A0 .0
0 4 ... 0
A= .
0 o A

n
est également multiplicative.

Remarque (3.2.3). L’espace quantique sous-jacent a un monoide quantique matriciel
est de type fini. On dira qu’un tel monoide quantique est de type fini. On démontre
que si K est un corps alors un monoide quantique est matriciel si et seulement s’il
est de type fini.

3.3 Familles de morphismes de cones quantiques

Définition (3.3.1). Soient C et C’ deux cOnes quantiques et X un espace quantique.
On appelle famille de morphismes de cones quantiques de C dans C' indexée par
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U'espace quantique X (ou plus simplement famille de morphismes de C dans C’
indexée par X)) un morphisme d’espaces quantiques f: X x C — C’ (ou I’on désigne
aussi par C (resp. C’) I’espace quantique sous-jacent au cone quantique C (resp. C"))
tel que

1,0 1,0
FrE) c 25 @ 2.

Si f/: X' x C — C’ désigne une famille de morphismes de C dans C’ indexée par
I’espace quantique X', on appelle morphisme de f dans f' un morphisme d’espaces
quantiques g: X — X’ tel que le diagramme

xxc 1, ¢

gxido idgr

X' xC c’

f/
soit commutatif. On définit ainsi la catégorie des familles de morphismes de cones
quantiques de C dans C'.

Théoréme (3.3.2). Soient C et C' deux cones quantiques. On suppose que

i) K est un corps;

il) C et C' sont de type fini.

Alors la catégorie des familles de morphismes de C dans C' posséde un objet final.
Autrement dit, il existe un espace quantique X, et une famille de morphismes de C
dans C' indexée par X,

fo:XgxC = C'

tels que pour toute famille de morphismes de C dans C' indexée par un espace
quantique X

f:XxC—-C
il existe un morphisme unique d’ espaces quantiques g: X — X, tel que le diagramme

XxC ; c’

gXidg ider
Xy x C c’
fo
soit commutatif.
Démonstration. 11 résulte de I’hypothése (ii) que .Q(lj’o et Qg? sont des K-espaces
vectoriels de dimension finie. Soient b, ..., b, (resp. b}, ..., b,) une base de

Qé:o (resp. Qé:?), 2 =Kz, ..., z,)) (xesp. 2" = K((z, ..., z],))) I'algebre
différentielle libre engendrée par la famille des indéterminées (z;)1<j<n (reSP.
(x;’)ISj’Sn’)’ @:02 — 2, (tesp. ¢': 2" — £2,) le morphisme (surjectif) d’algebres
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différentielles défini par o(z;) = b; (resp. ¢'(z’,) = b,), pour 1 < j < n (resp. pour
1 <j <nl)etJ (resp. J') le noyau de ¢ (resp. ¢’) qui est un idéal différentiel
bigradué de (2 (resp. £2’) (cf. 2.4.2). Comme K est un corps, il existe un sous-espace
vectoriel bigradué M de {2 tel que §2 = J @ M et une base (s;);c; (resp. (s;,)i,e )
de M (resp. de J) formée d’éléments bihomogenes. Enfin, soit (¢;);c; un systéme
de générateurs bihomogenes de J’ en tant qu’idéal différentiel. On désigne par H

I’algebre différentielle libre K (((a;,)lgjgn,lsjlsmﬁ engendrée par la famille des

indéterminées (aj.',)lS j<n,1<j’<n’ €t on définit un morphisme d’algebres différentielles
P:2 - HIQN

n .
par ¢(xj,) = ]2 a;., ® z;, pour 1 < 7' <n'.Pourtout!l,l €L,

U(t) = Z T ®S; + Z Ty @ S

i€l Jer
ou ry;, 1y, € H, les familles (r},);cp ey €t (7},)cp, 7 étant uniquement déter-
minées par ces formules. Soit R I'idéal différentiel de H engendré par (r},)cp, ;- Le
morphisme 1 définit par passage au quotient un morphisme d’algebres différentielles
¥:02¢ — H/RIQ ¢

(en identifiant 2, a £2/J et 2., a £2'/J’). Si 'on pose X, = Spec(H/R) et
fo = Spec(y), alors
fo:XgxC—C'

est une famille de morphismes de C dans C’ indexée par X,,. Démontrons qu’elle
satisfait & la propriété universelle du théoréme. Soit f: X x C — C’ une famille de
morphismes de C' dans C’ indexée par X. Comme

1,0 1,0
A @0p) c 2y 004,

pour tout 5/, 1 < j/ < 7/, il existe une famille unique (b;,)lS j<n d’€léments de .(Zg(
telle que

o => v, e,
j=1

(car (bj)15 j<n €St une base de .Qé:o). On en déduit un morphisme unique d’algebres

différentielles
X:H — 2y

tel que pour tout jet 57/, 1 < j <mn, 1 <75 <n, X(aj:,) = b;,, ou ce qui est
équivalent, rendant commutatif le diagramme suivant

Y
N —— HI®N
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Pour tout [, [ € L, on a

xX®p)opt) = fFop't)=0,

Z X)) @ p(s;) =0.

i€l

La famille (s;);; étant une base de M, la famille (¢(s;));c est une base du K-espace
vectoriel {2, on a donc pour tout %, ¢ € I, x(;;) = 0. On en déduit que x induit un
morphisme d’algebres différentielles

x:H/R — 2%
tel que si I’on pose g = Spec(), le diagramme

XxC — ¢

gXido id

Cll

X, xC
0 fo

soit commutatif, ce qui démontre le théoréme.

(3.3.3). On dira que la famille de morphismes f,: X, x C — C’ satisfaisant aux
propriétés du théoréme (3.3.2) est la famille universelle de morphismes de cones
quantiques de C dans C’. La démonstration de ce théoréme en donne une construction
explicite, trés utile pour étudier des exemples. On vérifie facilement que X, peut

&tre canoniquement muni d’une structure de cone quantique, mais f, n’est pas un
morphisme de cdnes quantiques pour cette structure.

3.4. Action d’'un monoide quantique sur un espace quantique
Définition (3.4.1). Soient (M, m, e) un monoide quantique et X un espace quantique.

On appelle action (@ gauche) de M sur X un morphisme d’espaces quantiques
f:M x X — X tel que les diagrammes suivants soient commutatifs:

mXidX

MxMxX —— MxX
idps x f f

f
Mx X _— X

exid_,/ \

Spec(K) x X

et
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I’isomorphisme Spec(K)x X =X étant la contrainte d’unité [cf. (2.3.7)]. Si C désigne
un cdne quantique, on appelle action de M sur C un morphisme d’espaces quantiques
f:M xC — C qui est 2 la fois une action de M sur I’espace quantique sous-jacent a
C et une famille de morphismes de cones quantiques de C' dans C. On dit alors que
le monoide quantique M agit sur ’espace quantique X, ou sur le cone quantique C.

Théoreme (3.4.2). Supposons que K soit un corps et soient C un cone quantique de
type fini et f: Xy x C — C la famille universelle de morphismes de cones quantiques
de C dans lui-méme. Alors il existe une structure unique de monoide quantique sur
X, telle que f, soit une action de X, sur C. De plus, pour cette structure X, est un
monoide quantique matriciel.

Démonstration. Le morphisme composé

idx, % fo

foo(dx, X fo): Xy x Xg x C XOxCﬂ

(resp. la contrainte d’unité [cf. (2.3.7.1)]
Ac: Spec(K) x C — C)

est une famille de morphismes de C dans lui-méme indexée par X, x X, (resp.
par Spec(K)) et il résulte de la propriété universelle de f; (3.3.2) qu’il existe un
morphisme d’espaces quantiques m: X, x X, — X, (resp. e: Spec(K) — X)) tel
que

foo mxidg) = fyo (idy, X fo) (3.4.2.1)

(resp.
foo(exidp) = Ap). (3.4.2.2)

Il résulte aussitdt de la partie unicité de la propriété universelle que (X, m,e) est
un monoide quantique et des égalités (3.4.2.1) et (3.4.2.2) que f, est une action de
ce monoide sur C. L’unicité de la structure de monoide quantique sur X|, résulte
de I'unicité de m et e satisfaisant a (3.4.2.1) et (3.4.2.2) [cf. (3.3.2)]. Le fait que le
monoide quantique (X, m, ) est matriciel résulte de la construction explicite de X,
décrite dans la démonstration du théoreme (3.3.2). Les détails des vérifications sont
laissés au lecteur. On peut d’ailleurs obtenir ainsi une démonstration directe du fait
que (X,, m, e) est un monoide quantique.

(3.4.3). On dira que (X, m,e) est le monoide quantique des endomorphismes du
cone quantique C' et que f,: X, x C — C est 'action canonique de ce monoide sur
C. La démonstration ci-dessus, qui est une adaptation de celle de Manin [Man2], a
le mérite d’étre valable dans n’importe quelle catégorie monoidale, pourvu qu’on
ait un théoréme analogue au théoréme (3.3.2). Le monoide quantique X, des
endomorphismes d’un cone quantique C, muni de I’action canonique f,: X,xC — C,
satisfait & la propriété universelle suivante: pour tout monoide quantique X et toute
action f: X x C — C de X sur le céne quantique C, il existe un morphisme unique
de monoides quantiques g: X — X, tel que f = f,(g x id).
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3.5. Exemples de monoides quantiques

v
Notations (3.5.1). Soient n un entier, n € N, R = (r}})),<; # j j/<n, Une matrice

carrée n? x n?, a coefficients dans K et U et V des relations binaires définies sur
Pensemble {1, ..., n}. En pratique

UVel{=<,<,2,>}.
On pose
Rj =(r ffy)15z',i',j,j'5n,z‘Ui’JVa" )
Ry = (Tfﬁl)lsi,i'a,j'@,ivi' g
RY = )i <ngvir-
Si S désigne une matrice du méme type, W une autre relation et W sa négation,
iWi < non iWi',
ona _
(RS)Y, = RYY SY, + RY SY,
(RS)y = Ry Sy + RY S,
(RS)Y = RV S}, + RVSY
RS =RYS,, + RV Sy, ,

par exemple,
(RS)S = RSSZ + RZSS.

Si I désigne la matrice unité,
g
— (8§99
I'= G h<ir jgr<n
on remarque que I}y est encore une matrice unité, tandis que I}y, = 0. Par exemple,
> _ > _
IZ2=0, Iz=0 et

Sim, m’, n et n’ désignent des entiers, m,m’,n,n’ € Net R = (Tg)lgigm, 1<j<n
etS = (sf,, Di<ir<m/, 1<j’<ns des matrices a coefficients dans K, on désigne par R® S
la matrice o,

R®S= (Tgsfl)lgigm, 1<é/ <m!, 1<5<n, 1<5/<n’ »
produit tensoriel des matrices R et S.

Exemple (3.5.2). On suppose que K soit un corps. Soient n un entier, n € N,
Q = @ h<icrzn, 155 <n
R= 03 1ciir g r<n
P = @)1 cico<mi<it<icn

des matrices a coefficients dans K, .Q(Q, RP) = £2/J Palgebre différentielle graduée
quotient de 1’algeébre différentielle libre 2 = K((z,, ..., z,,)), engendrée par la
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famille des indéterminées (x;);<;<,, par I'idéal différentiel J engendré par les
relations

un, 1<i<i<n,

i<y’

-
&xy = E ru,acjﬁj,, 1<4,i <n,

£.€ = Z pgi,gjsj,, 1<i<i <n,
J'<j
ou §; = dz;, et Al g py = Spec(Qg g, P)) I’espace quantique correspondant (espace
affine quanthue de dimension n associé aux matrices Q, R et P). L’idéal J est
bigradué et ’espace Ay, g p) est ainsi muni d’une structure de cone quantique. En
utilisant les notations de (3 5. 1), les relations définissant 1’idéal J s’écrivent de facon
plus compacte:

@®2)s =Q3@ ), (3.5.2.1)
§®r=Rz®¢E), (3.52.2)
E®H=P2(E®Y,, (3.5.2.3)

o z désigne la matrice (z;),<; <, £ la matrice (¢; )1<l<n et QS = Qet P2 = P, cette
notation étant purement mnémotechnique, destinée a rappeler la forme des matrices
Q@ et R (mais compatible avec les notations de (3.5.1), si I’on compléte ces matrices
de fagon arbitraire en des matrices n? x n?).

On remarque que

@iy T &y & << Sim<in, 1<, <. <1 S

est un systéme de générateurs du K-espace vectoriel {2 p p). On s’intéresse plus
particuliérement au cas ou le systeme ci-dessus est une base, autrement dit au cas ou
la fonction de Hilbert de {2 g p) est la méme que celle du complexe de de Rham
algébrique habituel sur I’anneau des polyndmes commutatifs a n indéterminées:

. m,m’ _(m+n-— 1 n
ame @35 = (") (1)
Supposons qu’il en soit ainsi, ou du moins que

@Zici<j<n,  @&icij<ns  Edicici<n
soit une famille libre. En différentiant la relation (3.5.2.1), on obtient

@), +@®8, =QS¢®D) +Q3E@® &,
ce qui implique en utilisant (3.5.2.2) que
R.z®8+1,. (208 =QSR 0+ Q5L (x®f,
ol I désigne la matrice unité n? x n?, et en vertu de I’hypothese, on a
R, +I, =Q3(Rc+1). (3.5.2.4)
Cette relation se décompose en deux autres

RS = QS(RE+1I2) (3.5.2.5)
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“ RZ +12 = QSRZ. (3.5.2.6)
Supposons que
rgg(R+ 1) = 1g, (RS + IZ) = n(n + 1)/2. (3.5.2.7)
Alors R§ + 1 g est inversible,
QS =RERE+12) (3.5.2.8)

et cette égalité implique (3.5.2.4).
De méme, en différentiant (3.5.2.2), on obtient

—€E®H=RE®Y),
ce qui implique
(RE+TI5)EQO+ R +17)(ERE, =0,
d’ot, en utilisant (3.5.2.3)
R+ TPZE®, + (R +I7)(E®E, =0,

et comme la famille (§;¢;);<;<;<, est supposée libre, on a

(RS +I%)PZ +R>+1” =0. (3.5.2.9)
La relation ci-dessus se décompose en deux:
(RZ+IZ)PZ+RZ=0 (3.5.2.10)
et
RSPZ+RZ+12 =0. (3.5.2.11)

On a donc sous I’hypothése (3.5.2.7)
PZ =—(RE+IZ)'RZ, (3.5.2.12)

relation qui implique alors (3.5.2.9).

Réciproquement, soit R une matrice carrée n” X n- satisfaisant a 1’hypothése
(3.5.2.7), supposons que les matrices Q§ et PZ soient définies par les formules
(3.5.2.8) et (3.5.2.12) et I’idéal J par les relations (3.5.2.1), (3.5.2.2) et (3.5.2.3).
Alors on pose 25 = 2 g p) et AR = Al g p et en vertu de ce qui précéde, on
vérifie facilement que J est 1’idéal différentiel engendré par les relations (3.5.2.1) et
(3.5.2.2) et que (xixj)lgz‘gjgn est une base de Qéo, (Iifjhgi,jgn une base de Q}%l

et (§j§i)1§i<]§n une base de 9%2.

En complétant donc la réunion de ces trois familles en une base de (25, on peut
appliquer la méthode du théoréme (3.3.2) pour construire le monoide quantique des
endomorphismes du cone quantique A% [cf. (3.4.3)] (monoide quantique des matrices
n X n, associé a la matrice R). On démontre facilement la proposition suivante:

2 2

Proposition (3.5.3). Sous ces hypothéses, le monoide quantique des endomorphismes
du cone quantique A, est isomorphe a

Spec(H/J(R)),
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ou ]
H= K(«“Z)lgz,;‘gn))
désigne I'algébre différentielle libre engendrée par la famille des indéterminées

(aZ i<i,j<n € J(R) est I'déal différentiel de H engendré par les coefficients des

matrices
(AR A)R— R(A® A)

et
[dA® A — R(A®dA (R + DS,

N — (] _ J
on A= (ai)lsw-gn etdA = (dai)lﬁ,js".

Exemple (3.5.4). (Calcul différentiel sur la déformation multiparamétrique de 1’al-
gebre des fonctions sur les matrices, introduite par M. Artin, W. Schelter, J. Tate
[AST]). On suppose toujours que K soit un corps. Soient n un entier, n € N, et
9 = @i<icj<n P = @ijh<icj<n €t A= O‘j)lgjgn des familles d’éléments de
K* satisfaisant 2 la relation

/\j=qjipij7 1<i<j<n.

En gardant les notations de I’exemple (3.5.2), on définit des matrices @) = QE, Ret
P = PZ par

d5; = 454 1<i<j<n,
T =, 1<i<n,

rf;=pij, 1<i<j<n,
rd =g, 1<i<j<n,
=1, 1<i<j<n,
ij=_pija 1<i<j<n,

tous les autres coefficients étant nuls. On vérifie facilement que les matrices @, R, P
satisfont aux conditions (3.5.2.4) et (3.5.2.9) et que

(xil s TS "‘€jm/)1§i1§...§im§n,lgjm/<...<j1§n

est une base de 1’algebre différentielle {2 g p). La condition (3.5.2.7) est équivalente
a
>‘j 7é -1 ) 1 S ] S n,

et ’espace quantique A;‘,p’ x» = Alg g p) est simple, si et seulement si cette condition
est satisfaite. Soit My, , le monoide quantique des endomorphismes du cone
quantique A" P L’espace quantique M" ) €St muni canoniquement d’une structure
de cone quanthue [cf. (3.3.3)], mais on constate (en utilisant les formules de la
proposition (3.5.3)) que la fonction de Hilbert de son complexe de de Rham Q P
n’est pas la méme que celle du complexe de de Rham algebrique de 1’anneau des
polyndmes commutatifs sur ’espace affine des matrices carrées n X n, autrement dit,

que ,
-1
dlmK(Q p/\)7é<m+n_1 )(:;,)

Néanmoins, on démontre le théoréme suivant [Mal2].
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Théoreme (3.5.5). Pour qu’il existe un monoide quantique M agissant sur le cone
quantique Ay, 5, tel que

. ’ m+n?—1 n?
dime (B ) = < n? -1 ) ' (m’)
et tel que si g:M — My | désigne le morphisme de monoides quantiques défini
par la propriété umverselle de My , \ [cf. (3.4.3)], g* M2y pr QM soit surjectif,
il faut et il suffit que pour tout v et j, 1 < i,j < m, on ait \; = A;, et alors
ce monoide quantique M est unique, a isomorphisme prés, et l’algebre dzﬁ”erentzelle
graduée (2 est isomorphe au quotient de I algébre différentielle libre engendrée par

les indéterminées (af )1<i,j<n par l'idéal bilatére engendré par

(l)a qﬂz J, 1<i<j<n1<k<n
() al f—pklaia,ﬁ, 1<i<n,1<k<l<n
3) afﬁ—(pij)_lqlkaéa?, 1<i<j<n1<k<l<n
@) diaf — ;) 'pyatal — ;)7 A — Dalaf, 1<i<j<n,1<k<i<n
(5) akak — Nakak, 1<i<n1<k<n
(6) afa —p,akal, 1<i<j<n1<k<n
(7) ofaf —qj,aka¥ — (A = Dakal, 1<i<j<n1<k<n
®) akal — g alak, 1<i<n1<k<l<n
©) olaf —p akal — ()\ 1)aH, 1<i<n1<k<l<n
(10) afal —p;;(pg)~'akaf, 1<i<j<nl1<k<li<n
(11) afaf —(g;)~ pkla] —(qﬂ) 'A=Dalaf, 1<i<j<n1<k<I<n
(12) af qﬂ(pkl) aa — )~ l(/\—l)aa , 1<i<ji<n,1<k<I<n
(13) akaf — q;(qp)'afad — ()7 A = Daka¥ — (g) ' O — Dakel
—(,\—2+,\—1)aga§, 1<i<j<nl1<k<l<n
(14) (a*)?, 1<i<n,1<k<n
(15) afak +p, ok, 1<i<j<n1<k<n
(16) akal + g alak, 1<i<n,1<k<i<n
a7 afa-+pij(pkl) 'abak, 1<i<j<n1<k<li<n

(18) ol + (g;)'pafal + (g7 'A - Dedaf, 1<i<j<n1<k<i<n

onal =dal et X=X\ =...=\,.

4. Groupes quantiques
4.1. Groupes quantiques

Définition (4.1.1). Soit (X, m,e) un monoide quantique. On dit qu’un morphisme
d’espaces quantiques i: X — X°PP est un antipode du monoide quantique (X, m,e),
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si le diagramme suivant d’applications K -lin€aires est commutatif

i*®idQX
Ry @02y —— NxQ0
m* n
2% el K U 2y

m* \ / u
Ny ® 2y ———— xQ0%
idg X ®i*
ol u désigne ’application K -linéaire définissant la multiplication et 7 celle définissant
I'unité de I’algebre (2.

Le diagramme ci-dessus n’est pas un diagramme de morphismes d’algebres et il
ne peut donc pas &tre traduit en un diagramme de la catégorie des espaces quantiques.
Ce diagramme exprime que i* est un antipode, au sens des bigébres de Hopf ([Ab],
p.61), avec la seule différence qu’ici §2y est une bigebre graduée gauche et en plus
on impose 2 i* d’étre compatible avec la différentielle. En particulier, on en déduit
une structure de bigeébre de Hopf sur I’algebre des observables @y [cf. (3.1.2)].

Théoreme (4.1.2). i) Un monoide quantique posséde au plus un antipode.
il) Si (X, m, e) désigne un monoide quantique et i un antipode de ce monoide, les
diagrammes suivants sont commutatifs

X1 s
XxX ——— XPPxXP —— , XOPP x XOPP

X X opp
Spec(K)

e e%PP

x$ Y Nyopp

ou s désigne la contrainte de commutativité [cf. (2.3.7)].
La démonstration est une transposition immédiate de [Ab], p. 61-64.

Définition (4.1.3). On appelle groupe quantique un quadruplet (X,m,e,1), ol
(X,m,e) est un monoide quantique et ¢ un antipode de ce monoide. On dit que
(X, m,e) est le monoide quantique sous-jacent a (X, m,e,i). Si (X, m,e,7) et
(X’,m/,€e’,i’) sont des groupes quantiques, un morphisme de groupes quantiques
de (X, m,e,) dans (X',m’,€’,i') est un morphisme f des monoides quantiques
sous-jacents tel que le diagramme suivant soit commutatif

x 1. x

Xeop _____, X'/OPP
fOPP
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Exercise (4.1.4). Démontrer que la commutativité de ce diagramme résulte, en fait,
de I’hypothése que f soit un morphisme de monoides quantiques.

4.2. Groupe quantique associé a un monoide quantique matriciel

En généralisant une construction de Manin ([Man2], p.44, théor¢me 3), on peut
associer a tout monoide quantique matriciel un groupe quantique, correspondant en
quelque sorte au “groupe des éléments inversibles” de ce monoide. On obtient le
théoréme suivant dont la démonstration est identique a celle de Manin.

Théoréme (4.2.1). Soit (X, m, e) un monoide quantique matriciel. 1l existe un groupe
quantique (X,mm,€,1) et un morphisme de monoides quantiques fo du monoide
quantique sous-jacent a (X 7, €,1) dans (X, m, e), possédant la propriété universelle
suivante: Pour tout groupe quantique (X',m' e’ i) et tout morphisme de monoides
quantiques f de (X',m/, e") dans (X, m, e) il existe un morphisme unique de groupes
quantiques g de (X',m’ €' ,i') dans (X, ,1) tel que f = f, 0 g. De plus, I'algébre
2% est engendrée par les images itérées de f)(2y) par i*, autrement dit, toute sous-
algébre de 24 contenant f§(£2x) et stable par i* est égale a 2% .

(4.2.2). On dira que (X, 7, €, ) est le groupe quantique associé au monoide quantique
matriciel (X,m,e) et f, le morphisme canonique. Si (X, m,e) est le monoide
quantique des endomorphismes d’un c6ne quantique C' (3.4.3), on dira que (X, 77, , 1)
est le groupe quantique des automorphismes de C.

(4.2.3). Le monoide quantique sous-jacent au groupe quantique associé a un monoide
quantique matriciel n’est pas en général un monoide quantique matriciel, ni méme de
type fini, ce qui enléve une grande partie de I’interét de cette construction. Néanmoins
on définira (4.3.1) une classe de monoides quantiques matriciels dont le groupe
quantique associé est matriciel [prop. (4.3.3)].

(4.2.4). On peut également généralisier dans le cadre du présent travail les autres
constructions de Manin ([Man2], p.46) pour obtenir un groupe quantique dont
I’antipode est un isomorphisme ou méme une involution.

4.3. Monoides quantiques de Cramer

Définition (4.3.1). On dit qu’un monoide quantique (X, m,e) est de Cramer a
gauche (resp. a droite), s’il existe une matrice multiplicative A, dont les coefficients
engendrent la K -algebre différentielle {2, une matrice B a coefficients dans @y et
un élément ¢ de Oy, tels que

m*e)=tet, =1

et
BA=tI (resp. AB=tI)

(ou I désigne la matrice unité). On dit qu’un monoide quantique est de Cramer, s’il
est a la fois de Cramer a gauche et de Cramer a droite.

On remarque qu’un monoide quantique de Cramer a gauche ou a droite est en
particulier un monoide quantique matriciel.
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Proposition (4.3.2). Pour que le monoide quantique sous-jacent a un groupe quan-
tique soit de Cramer, il faut et il suffit qu’il soit matriciel.

Démonstration. Si (X, m, e, ) désigne un groupe quantique et A une matrice multi-
plicative, on a
YA A=A i*A) =1

[cf. (3.2.1) et (4.1.1)], ce qui démontre la proposition.

Proposition (4.3.3). Soient (X, m, €) un monoide quantique de Cramer a gauche (ou
a droite) et (X,m, €,1) le groupe quantique associé. Alors (X ,m, ) est un monoide
quantique matriciel.

Démonstration. Soit fO:X' — X le morphisme canonique. Par hypothese, il existe une
matrice multiplicative A, dont les coefficients engendrent la K-algebre différentielle
2y, une matrice B a coefficients dans @y et un élément ¢ de 7, tels que

m*t)=tet, et)=1 4.3.3.1)

et
BA =tI. (4.3.3.2)

Posons ¥ = fJ(t) et s = i*(#). La condition (4.3.3.1) implique que
st=1s=1, (4.3.3.3)
autrement dit, que f est inversible d’inverse s, d’ou
i*s)=1. (4.3.3.4)
La condition (4.3.3.2) implique, en vertu de (4.3.3.3), que si ’on pose
A= e B=fi®,
ona .
sBA=1. (4.3.3.5)
Comme A est une matrice multiplicative, il en est de méme pour A, d’ou
YDA = A" A) =1, (4.3.3.6)
et les conditions (4.3.3.5) et (4.3.3.6) impliquent que
i*(A) = sB. 4.3.3.7)

Démontrons que 1’algebre différentielle {2 est engendrée par les coefficients de A et
s. Pour cela, en vertu de (4.2.1), il suffit de démontrer que la sous-algebre différentielle
12 de 2 engendrée par les coefficients de A et s (qui contient I (82x), puisque 2
est engendrée par les coefficients de A) est stable par i*. Comme i* commute 2 la
différentielle et inverse 1’ordre des facteurs d’un produit, il suffit simplement de voir
que les coefficients de i*(A) et i*(s) sont dans £2. Mais cela résulte de (4.3.3.4) et
(4.3.3.7) et du fait que 2 contient f; (2). Pour terminer la démonstration, il suffit

de remarquer que _
A0
0 s

est une matrice multiplicative a coefficients dans 7%.
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Exemple (4.3.4). On démontre que le monoide quantique défini par les relations (1)
a (18) du théoréme (3.5.5) est un monoide quantique de Cramer. Explicitons le cas
ou n est égal a 2. Ce monoide est alors isomorphe [Mall] a

(X, m, €) = (Spec({2), Spec(A), Spec(e))

o 2 = K{{a,b,c,d))/J, a, b, c et d désignent des indéterminées, J est I’idéal
bilatére de K ({(a,b,c,d)) engendré par

1) ba — pab, dc—pcd, ca—qac, db— qbd, pcb— qbc,
2) q(da — ad) — qzbc+cb (& p(da — ad) —p2cb+bc),
(3) aa — pqac, (b —pgbB, yc—pqcy, éd—pqds,
@) ac—pco, Bd—pdB, ab—gba, yd— qdy,

&) Ba — paf — (pg — )ba, bc—pcb — (pqg — Ddy,
(6) va —qay — (pg — )ca, 8b—gbé — (pg — 1)dp3,
@) ad —da, qfc—pcf — (pg— do, pyb—qby—(pq — Dda,
®) pgba — pgas — q(pg — Dby — p(pg — 1cB — (pg — 1)*da,
©) o, B, 7, 8,

(10 ay+pya, B6+péB, af+qBa, 76+ qby,
an ba+abd, pyB+qBy— (pg— 1)ab.

(ou p, g désignent des éléments inversibles de K et a, 3, 7y et 6 les différentielles de a,
b, c et d respectivement) et A (resp. €) 1’'unique morphisme d’algebres différentielles

tel que
Al@)=a®a+bRc,

Ab)=a®b+b®d,
Ale)=c®a+d®c,
Ad=cb+d®d,

(resp. e(a) = e(d) =1 et e(b) = e(c) =0).

a=(27)

est une matrice multiplicative dont les coefficients engendrent la K -algebre différen-
tielle {2, et si I’on pose

Alors la matrice

t=ad—q”1cb=da—qbc=da—pcb=ad—p’lbc,

on a
At =tRt, et)=1

d —qb a b\ [(a b d —pb I
—q7'c a c d) \ec d/\-plc a ) 7’

ce qui prouve que le monoide quantique (X,m,e) est un monoide quantique de
Cramer. De plus, on démontre que si (X, 77, €, 1) désigne le groupe quantique associé
au monoide quantique (X, m,e), alors 2% = K((a,b,c,d,s))/J’, ou s désigne une
nouvelle indéterminée et J' est 1'idéal différentiel de K ((a,b,c,d,s)) engendré par
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J,st—1

et ts — 1, autrement dit, {25 s’obtient de {2y en “inversant” 1’élément ¢,

qui s’appelle le déterminant quantique.
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