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Abstraet. The principal purpose of this paper is to show that the normals to
the hypersurfaces in space-time which represent the shock waves of relativistic
magnetohydrodynamics are spacelike when the caloric equation of state of the
medium satisfies the conditions of compressibility previously given in references [5]
and [6]. Thus, the velocities of these waves are less than the local velocity of light
and the theory is consistent with the postulates of a relativistic theory. A theorem
previously given in reference [5] concerning the stability of Alfven shock waves,
is corrected in this paper.

Introduection

Dans des travaux antérieurs ([5, 6]), nous avons étudié les ondes
de choc de la magnétohydrodynamique relativiste en les supposant
ortentées dans le temps, donc de vitesse admissible an point de vue re-
lativiste. Le but principal de cet article est d’abord d’établir que, sous
les hypothéses de compressibilité introduites anlérieurement (voir section IT),
les ondes de choc sont nécessairement orientées dans le temps, mais aussi
de placer les vitesses de ces ondes de choc par rapport aux vitesses
magnétosoniques et aux vitesses d’Alfven. L’intérét et le caractére
rigoureux des hypothéses relativistes de compressibilité se trouvent
ainsi mis en pleine lumiére.

L’un des théorémes énoncés dans [5] (p. 51) et concernant les chocs
d’Alfven est erronné. Le résultat indiqué est physiquement correct si
Pon tient compte de la stabilité des ondes de choc relativement aux
ondes infinitésimales d’Alfven. Les § 11 et 18, 19 rectifient le point de
vue et les démonstrations.

Ce mémoire est rédigé de fagon a se suffire & lui-méme, & quelques
calculs numériques prés qui figurent dans [5] et [7]. Il est divisé en
six sections: I. Tenseurs-distributions et discontinuités, IT. Hypothéses
de compressibilité en hydrodynamique relativiste, I11. Equations de la
magnétohydrodynamique, IV. Ondes de choc en magnétohydrodynami-
que, V. Fonction d’Hugoniot et orientation des ondes de choe, VI.
Thermodynamique des chocs et vitesses des ondes de choc.
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I. Tenseurs-distributions et discontinuites
1. Tenseurs-distributions sur une variété riemaniennel

a) Soit V, ., une variété différentiable orientée de dimension n + 1
et classe C*"+1(h = 0); nous disposons sur V,,, d’'une métrique rie-
manienne ds? de sighature arbitraire et classe C¥(0 < k < h). Localement:

ds? =g,pda*daf (o, f=0,1,...,n).

Si T et U sont deux p-tenseurs, nous notons (7', U), le produit scalaire
de 7' et U au point z de V, 4. Soit Z?(V, ) 'espace des p-tenseurs
a support compact de classe C*sur V,, ;. Si 7' est un p-tenseur localement
sommable arbitraire, nous pouvons poser pour U € Z?(V, )

(T,Uy= [ (T,0),n) (L1)

ou 7 est ’élément de volume riemannien de la variété.

Un p-tenseur-distribution T de V, ., est une forme linéaire continue,
& valeurs scalaires, sur Uespace 27 (V,, ). Continu est ici entendu au sens
usuel en théorie des distributions. Si U € 27(V,, ), (T, U) est la valeur
pour U du tenseur-distribution 7'.

Un p-tenseur localement sommable 7" de V,, . ; peut étre identifié avec
un tenseur-distribution au moyen de la formule (1.1). Ce tenseur- distri-
bution est noté TP, ou quelquefois 7', par abus de notation, quand
aucune confusion n’est possible.

b) Nous supposons maintenant 4, &k = 1.

Si V est lopérateur de dérivation covariante dans la connexion
riemannienne, § 'opérateur de codérivation sur les (p + 1)-tenseur, défini
localement sur un domaine de coordonnées par

0:Up,ppi™ = Vo Us.
la dérivée covariante VT d’un p-tenseur distribution T est définie naturel-
lement comme le (p + 1)-tenseur distribution satisfaisant la relation

11 est aisé de voir que toutes les propriétés classiques de la dérivée co-
variante dans une connexion riemannienne, ainsi que les formules cor-
respondantes, deneurent valables pour les tenseurs-distributions.

¢) Nous considérons maintenant exclusivement un domaine 2 de
Vi1 Soit 2 une hypersurface réguliére définie par I'équation locale
@ = 0 (¢ de classe O%) qui partage {2 en deux domaines 2, et £, cor-
respondant respectivement & @ < 0 et @ > 0. Nous notons par I &= 0 le
gradient de ¢.

Considérons la classe des n-formes o vérifiant la relation:

Bpa . Op

n=dpro=Ilrw.

1 Voir par exemple LiIcENEROWICZ [4].
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Siw et w’ sont deux formes de cette classe, il existe une (n — 1)-forme
u telle que o' = w + d A u. Soit 92, et 9£2; les bords orientés sur X
de 0 et 2,(00Q,= — 0£,). D’aprés la remarque précédente, 'intégrale
[lo=— [fo, (f€2°(Q)
22, 20,

a une valeur bien déterminée indépendante du choix de w dans la classe
envisagée. Nous pouvons ainsi définir un scalaire distribution §, (ou plus
briévement §) par la relation:

(5,f>=a${fw=—mffw, (f€2°(2) (1.3)

d, est la mesure de Dirac relative & ¢; son support est porté par X

2. Tenseurs-discontinuités & la traversée d’une hypersurface

a) Considérons un p-tenseur 7' sur £ satisfaisant les hypothéses
suivantes:

A)) Sur chacun des domaines £, et Q,, le tenseur T est un tenseur
ordinaire de classe CL.

A,) Quand @ tend vers zéro par valeurs négatives (resp. positives), T' et
VT convergent uniformément vers des fonctions & valewrs tensorielles
définies sur X et notées Ty, (VT'), (resp. Ty, (VT),).

Nous introduisons les tenseurs-discontinuités sur X'
[T]=1T,— Ty, [VT]=(VT),— (VI),
Si TP est le tenseur-distribution défini par le tenseur 7', le tenseur-
distribution V7', dérvée au sens des distributions de 7'P est donné par
la formule [7]
VTD =1§[T]+ (VT)D. (2.1)
Dans cette formule, le terme (V1')P est le tenseur-distribution défini par
le tenseur ordinaire localement sommable V7', dérivée covariante usuelle
du tenseur 7. Le terme [J[7T'] est appelé la O-couche tensorielle cor-
respondant au tenseur-discontinuité [7'] sur X.
En étudiant la dérivée du tenseur-distribution §[7'] de 2 ([7]), on
voit qu’il existe un p-tenseur distribution, noté 67, tel que l'on ait:

S[VT1=V(@[T])+16T (2.2)
67T a pour support 2.
¢) Nous considérons maintenant des tenseurs satisfaisant toujours
aux hypothéses 4;, 4, mais qui sont supposés continus sur £2. Ces ten-
seurs définissent d’une maniére naturelle une algébre .7 de tenseurs.
La formule (2.2) devient alors:

o[V, T1=1,-0T. (2.3)
Considérons 'application :
0:T el 06T
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ou 7 est un tenseur-distribution & support sur 2. On déduit de (2.3)
que Vapplication & est une dérivation: si @ et b sont deux réels et si
T, U € o/ sont deux p-tenseurs, il résulte de (2.3):

S@T +bU)=adT 4+ 00U .
SiT, U € o/ sont respectivement un p-tenseur et un g-tenseur, on a:
(T U)=0TeU+T®doU
0T est appelé la discontinuité infinitésimale de T et 0 Uopérateur de dis-

continuité infinitésimale.

II. Hypotheses de compressibilité en hydrodynamique relativiste
3. Fluide parfait thermodynamique relativiste

a) Soit V, un espace-temps muni d’une métrique hyperbolique ds?,

de signature + — — —, satisfaisant aux hypothéses de différentiabilité
de I. Dans V, un fluide parfait est décrit par un tenseur d’énergie
Tg}; = (0 + P) UgUp — PYup, (2, f=0,1,2,3) (3.1)

ol p est la densité propre d’énergie du fluide, p la pression, u, le vecteur-
vitesse unitaire du fluide orienté vers le futur, g,z le tenseur métrique.
La densité d’énergie p se compose de la densité propre de matiére et de
la densité d’énergie interne du fluide. En accord avec Taus [8], nous
posons

9=&r@+§J (re>0).

ol r est la densité propre de matiére et & Pénergie interne spécifique du
fluide. Par définition la densité de matiére r est conservative au cours
du mouvement (conservation du nombre de particles). Si V est ’opérateur
de dérivation covariante, r est supposée satisfaire

V. (ru®) =0. (3.2)

Dans (3.1) apparait le scalaire:
g+p=czr(1+%+—c%%).
Nous posons:
1 .
="\ i=etl=eqpV
ou V est le volume spécifique et 1 Uenthalpie spécifique. A cette enthalpie,
il est préférable, dans le cadre relativiste, de substituer ce que j’ai appelé

Pindice du fluide
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qui se réduit & 'unité & Papproximation classique. Le tenseur d’énergie
(3.1) s’écrit alors:
TV = c*rfu,up — PGap - (3.3)

b) La température propre & du fluide et son entropie spécifique S
peuvent étre définies comme en hydrodynamique classique, parla relation
différentielle

OdS =de+ pdV =di — Vdp=cdf— Vdp (0 >0).
On en déduit:
cdf =Vdp+ OdS. (3.4)

La variable thermodynamique T = fV joue dans le cadre relativiste un
role important et se substitue le plus souvent au volume spécifique clas-
sique. Il est commode d’adopter p et S comme variables thermodynami-
ques de base. Nous considérons v = 7(p, S) comme une fonction donnée
définissant, pour le fluide, une équation d’état.

¢) Le systéme différentiel fondamental de Uhydrodynamique est fourni
par les relations de conservation:

V,(ru®)=0, V,TO*F=0. (3.5)
On vérifie immédiatement qu’elles entrainent:
u* 9,8 =0 (3.6)
et fournissent le systéme différentiel aux lignes de courant:
erfusV,uf — (g%f — wuf)o,p=0. (3.7)

Inversement (3.2), (3.6), (3.7) forment un systéme équivalent & (3.5).

4. Vitesse d’une hypersurface par rapport au fluide et ondes soniques

a) Soit 2" une hypersurface réguliére de V, d’équation locale ¢ = 0
(avec I = d ¢). La vitesse v* de I’hypersurface X' par rapport au fluide
est donnée par la formule

Cadi
62

I il ” N P,
T (uruf — gub) 1, g (u*l,)? — 11, °

=y¥ avec y* 4.1)

On voit que, quel que soit I, y* est positif et que ’on a:
#l,>0 «=y*>1; PFl,=0<y*=1; I, <0=y*<l1.

b) Dans un domaine £2 ou les variables thermodynamiques p, S et le
vecteur-vitesse uP sont continus, supposons que les hypothéses 4,, 4, soient
satisfaites par p, S, uf relativement & une hypersurface X, les dérivées
premiéres étant discontinues.
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D’aprés (2.3) il existe des distributions & support sur X notées o p,
88, duf telles que:

§[Vupl=1,0p, 6[V,S]1=1,68, [V, uf]l=1010uf (4.2)

olt § est relative & ¢. L’étude des conditions pour que l'une au moins
des distributions dp, 68, 6P ne soit pas nulle conduit aux deux cas
d’hypersurfaces caractéristiques du systéme différentiel (3.5) (voir [6]).

1°) Des hypersurfaces engendrées par des lignes de courant, vérifiant

u%l, = 0.
Ce sont les ondes de matiére (ou d’entropie). Leur vitesse par rapport au

fluide est nulle.
2°) Des hypersurfaces vérifiant ’équation:

P(l) = (" — wu?) Ll + p(@ol,) = 0 (43)
ol y est donnée & partir de I'équation d’état par la relation:
By, =— V2(y—1). (4.4)

Ce sont les ondes soniques. Si v est la vitesse des ondes soniques par
rapport au fluide, on déduit de (4.3)

w=y =) (+5)

Nous postulons dans la suite que v < ¢ (ou y > 1), ce qui revient d’aprés
le a & postuler que les ondes soniques sont orientées dans le temps. Pour
que v soit < ¢, il faut et il suffit, d’aprés (4.4), que 7, soit < 0.

§. Hypothéses de compressibilité

a) On a été conduit (voir [5], [3]) & adopter pour les fluides parfaits
relativistes les hypothéses de compressibilité sutvantes portant sur la fonc-
tion 7 (p, S)

7, <0, T3>0 (H,)

et la condition de convexité
7> 0. (H,)

Nous avons vu que I'inégalité 7, < 0 exprime que la vitesse sonique v
du fluide est inférieure & ¢ (ol que les ondes soniques sont orientées dans
le temps). Les hypothéses de compressibilité (H,), (H,) se réduisent &
Papproximation classique aux hypothéses usuelles, dites de HErMAN
WEYL, concernant la fonction V(p, S). Ces hypothéses sont satisfaites
par les gaz polytropiques relativistes [5]; des hypothéses semblables ont
été étudiées par IsrAEL [3].

b) En inversant la fonction 7 = 7(p, S), on obtient une fonction
S = S(p, ) exprimant I’entropie en fonction des variables p et 7. On
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a identiquement en p et S:
S =8{p,z(p,S}. (5.1)

Nous nous proposons de traduire les hypotheéses de compressibilité faites
en termes de la fonction S(p, 7). Par dérivation de (5.1) par rapport &
S & p constant, il vient:

Sitg=1.
On en déduit:
, 1
S, = e (5.2)

De méme, par dérivation de (5.1) par rapport a p, & S constant, on a:

Sy + ;r; =0. (5.3)
II en résulte

8= — 2 (5.4)

7§
Les hypothéses de compressibilité (H;) se traduisent donc par les
inégalités:
8;>0, S.>0. (5.5)
¢) En dérivant (5.3) par rapport & p, & S constant, il vient:
Spe 4 28, Ty + Spa(y)? + ;7 =0
On en déduit:
(72 Ty = — {Spe(89)? — 2 8,.8,8; + S;2(8,)%} . (5.6)
Sous I'hypothése 75 > 0, Phypothése (H,) se traduit done par I'inégalité :
Spe (812 — 2 88,8, 4+ 81:(8,) 2< 0.

III. Les equations de 1a magnétohydrodynamique

6. Le tenseur d’énergie de la magnétohydrodynamique relativiste

a) Supposons le fluide envisagé soumis & un champ électromagnétique
décrit par deux tenseurs dont 'un H est le tenseur champ électrique-
induction magnétique. Si * est I'opérateur d’adjonction sur les tenseurs
antisymétriques, les vecteurs orthogonaux & u, done spatiaux,

eﬂzu"‘H“ﬁ, bﬂzu“(*H)xﬁ
sont respectivement le vecteur champ électrique et le vecteur induction
magnétique relatifs & la direction temporelle u. Soit u, constante donnée,
la perméabilité magnétique du fluide. Le vecteur champ magnétique % est
supposé relié & I'induction magnétique b par la relation bs = uhg.
Le courant électrique J est sensiblement la somme de deux termes
JP=yuf 4 gef

ou v est la densité propre de charge électrique et o la conductivité du fluide.
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b) La magnétohydrodynamique est ici l’étude des propridtés d’'un
fluide relativiste de conductivité infinie; J étant essentiellement fini, il en
est de méme pour oe et nécessairement e = 0. Par rapport ¢ la direction
temporelle w définte par la vitesse du fluide, le champ électromagndtique se
réduit a sa partie magnétique.

D’aprés des résultats classiques, ce champ admet le tenseur d’énergie:

1
Tup = U{IRI® (o tg — 5 Gup) — holig}

ol |h|2 = — heh, est strictement positif pour A, == 0. Le tenseur d’énergie
total s’en déduit par addition de (3.3):

1
Top=(*rf+ w|hl|®) uattg — q9a5 — phohg avee q=p+ 5 ulhl* (6.1)

7. Le systeme différentiel fondamental de la magnétohydrodynamique

Ce systéme est fourni par les considérations suivantes: nous postulons
encore que r vérifie:

V. (ru®)=0. (7.1)
Les équations de MAXWELL se réduisent ici a:
V. (h*uP — w*hf) = 0. (7.2)

Les équations de la dynamique relativiste sont fournies par la conserva-
tion du tenseur d’énergie donné par (6.1):

V, T8 =0 . (7.3)

Le systeme (7.1), (7.2), (7.3) constitue le systéme fondamental de la
magnétohydrodynamique. On vérifie immédiatement qu’il entraine

encore
u*8,8 =0 (7.4)

et fournit le systéme différentiel aux lignes de courant:
(rf+ w |h|?) urV, uf — (9%F — u*uP) 0,q
4ﬁ4éwawquvﬂﬂw—ﬂmmw—ymmmzo. (7.5)

Inversement (7.1), (7.2), (7.4), (7.5) forment un systéme équivalent au
systéme fondamental. On peut encore noter que ces relations entrai-
nent [6]

V. (fh%) — 5 Oh= 3,8 = 0. (7.6)

8. Ondes magnétosoniques et ondes d’ Alfven

a) Dans un domaine 2 ol les variables thermodynamiques p, S et
les vecteurs uf, h? sont continus, supposons que les hypothéses 4, 4,
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solent satisfaites par ces grandeurs, relativement & une hypersurface X

(d’équation @ = 0,avecl = d @), les dérivées premieres étant discontinues.
D’aprés (2.3), il existe des distributions & support sur 2 notées dp,

88, duf, 6hP telles que:

O[Vpl=1,0p, [V, 81=1,68, O[Vufl=10uf [V hP]=1,6R

L’étude des conditions pour que 'une au moins des distributions dp,
88, 6uP, 6h* ne soit pas nulle conduit aux trois cas d’hypersurfaces
caractéristiques du systéme différentiel fondamental [6):

1°) Des hypersurfaces engendrées par des lignes de courant, vérifient:
w*l, =0
ou ondes de matiére, & vitesse nulle par rapport au fluide.

2°) Des hypersurfaces vérifiant 'équation:

Pl)y=ctrf(y — 1) (w*l,)* + (®rf + w|h]? p) (u=l,)? Plg

8.1
— w2 Pl = 0. ®.1)

Ce sont les ondes magnétosoniques qui correspondent & I’existence de dis-
continuités des dérivées de p et des composantes normales & X de uf et A°.

3°) Des hypersurfaces vérifiant 'équation:
D(l) = (crf + p|r|?) (wl,)? — u(h*l)>=0. (8.2)

Ce sont les ondes d’Alfven qui correspondent, en I'absence d’autres dis-
continuités, a 'existence de discontinuités des dérivées des composantes
tangentielles de uf et AP.

b) Posons pour abréger
B=Veri+ plhl¥u .
L’équation (8.2) aux ondes d’Alfven peut s’écrire

{(Bu=+ h*) 1} {(Buf — hP) Ig} =0

et Pon voit que les ondes d’Alfven sont engendrées par les trajectoires
des champs de vecteurs temporels

A“:ﬁu“—l—h“, Bazﬁ,wx_hoc
ce qui définit deux types d’ondes dites 4 ou B.
¢) J’ai établi (voir [6]) pour le systéme de la magnétohydrodynami-
que, le premier théoréme local d’existence et d’umicité du probléme de
CavuchY sur des classes de fonetions O (classes de GEVREY) et montré

que, bien que le systéme ne soit pas strictement hyperbolique au sens
de GARDING-LERAY, il y a cependant domaine d’influence.
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9. Vitesses des ondes magnétosoniques et des ondes d’ Alfven

A toute hypersurface X' (d’équation ¢ = 0, avec I = d ), nous avons
associé (§ 4) le paramétre:
(uly)*

X A D A
Yy = (uocla)z — loclz g 0. (91)

La relation (9.1) est équivalente a la relation:
(1 =y W) = — (*l) y* . 9.2)

a) De maniére analogue, la composante £, du champ magnétique
définie par:
2 (h*1,)* (h*1y)*

nT (ueub — geB) Lly  (uFlg)? — %1,

v
o

vérifie le lemme suivant:

Lemme 1. On a toujours b2 < |h|2.

2. Pour que h2 = |h|2, il faut et il suffit que | appartienne au 2-plan
défine par (u, h).

En effet considérons un repére orthonormé (e, e;) (1,7 =1,2,3) en
x € Vytelqueey = u. Ona h® = 0 etil vient d’apreés 'inégalité de ScawARz

(PP = 3 ()R- 2 (1)
i @

soit

hil)2
Sep = e ou B =pap

ce qui établit le 1°. Pour que I’égalité ait lieu, il faut et il suffit que si
nous décomposons ! selon % et un vecteur k orthogonal, £ soit colinéaire
& h, ce qui démontre la seconde partie du lemme.

b) En introduisant A2, la quantité P (l) peut s’écrire:

Ply=crf(y — 1) (usl)* + (2rf + p|h2 y — uh2)- (u*l,)? 1Pl;
+ wh (1Plp)2 .

D’apres (9.2), P(l) peut s’exprimer en termes de y* par:

~~~~~~~~ = 11(%) (04)
ol
I(y) = Erf(y — 1) y2 + (rf + wlh]*y — ph3) y(1 — y) + phi(l — y)?
c’est-a-dire en développant et ordonnant en y:
II(y) = (@rf + ulb) i (@rf+ plbl* y + phd) y + phi. (9.5)

Sous la seule hypothése 7, < 0 (c’est-a-dire y > 1), le trinéme 11 (y) a les
propriétés suivantes

HO)=ph2=0, II1)=crf(y—1)>0
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et
v? 1 1
() =11 (5) = w2 (5 - 1) 0.
Ainsi IT(y) a deux zéros entre 0 et 1 que nous désignons par y¥ L et yME,
On en déduit qu’il existe pour les ondes magnétosoniques deux vitesses
vM L et vME par rapport au fluide définies par:

(VMLYR[2 — yML = (yMR)2c2 — yMR
Yy

et vérifiant les inégalités:
ML < p < oME < ¢ (9.6)

oML est appelée la vitesse des ondes magnétosoniques lentes et vML la
vitesse des ondes magnétosoniques rapides.
¢) En introduisant k2 dans D(l), il vient:
D) _gE_ Mk
@rf+ u P ety —0) — Y 7 e u
Ainsi les ondes d’Alfven admettent par rapport au fluide une vitesse
v4 donnée par:

(9.7)

(v4)2 why
R S

Un calcul immédiat donne:

H( (vA)z) s ,u(k% — B (y-1)=0.

c? c?

On voit ainsi que:
oML < pd < pME (9.8)

IV. Ondes de choe en magnétohydrodynamique relativiste
10. Le systéme fondamental des ondes de choc

a) Dans un domaine 2 de V,, soit encore X2 une hypersurface d’équa-
tion locale ¢ = 0 (avee I = d¢). L’hypersurface X' est une onde de choc
magnétohydrodynamigue si us, h* ou l'une au moins des variables thermo-
dynamiques est discontinu & la traversée de X.

Au voisinage de X, p, S, u®, h* sont supposés vérifier les hypothéses
A, et 4,. Ainsi

1°) Sur chacun des domaines 2, et 2;, p, S, u%, k% sont de classe C™.

2°) Quand ¢ tend vers zéro par valeurs négatives (resp. positives),
ils convergent uniformément, ainsi que leurs dérivées covariantes, vers
des fonctions tensorielles définies sur 2.

Les notations sont celles du §2. Nous supposons que le systéme
fondamental (7.1), (7.2), (7.3) de la magnétohydrodynamique est satisfait
au sens des distributions:

V,us)? =0, V,(h*uf — ushf)P =0, V (T=)P=0. (10.1)
11 Commun,math, Phys.,Vol.12
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En introduisant des éléments d’essai & supports compacts dans £,
(resp. £2;) on voit que ces relations entrainent bien sur Q, (resp. ;)
Vo(ru®)=0, V,(h*uf —uwhf)=0, V (T*F)=0

ce qui implique:

(Vo(ru)P =0, (V,(h*uf — ubf)P =0, (V,T*F )P =0. (10.2)
De (10.1) et (10.2), il résulte d’aprés la formule (2.1):
Lru]l=0, [ [h*wf —uwhfl=0, [ [T*¥]=0. (10.3)

Le systéme (10.3) est le systéme fondamental des ondes de choc.

Nous établirons que sous les hypothéses de compressibilité (H;), 2’ est
nécessairement orientée dans le temps, done de vitesse admissible au point
de vue relativiste.

b) Soit ¥ un état du fluide défini par les valeurs en un point x de
2 de p, S, u%, ke Un tel état est défini par la donnée de 8 composantes.
En décomposant uf et A selon leurs composantes normales et tangentes
a2, ona:

uf =P + “lﬁ hﬁ=tﬂ+?:—ﬁ‘l, WPly =0, #l,=0). (10.4)

Posons

2

a(Y)=rul,, VY)=(h*l,)uwf — a(rY)

et

r

W) = (27 + p ihzlz)w(Y) ruf — qlf — u(hol) W

11 est clair que le vecteur V2 cst tangent & 2. St Y, et Y, désignent les
états respectivement antérieur et postérieur au choc, le systéme (10.3)
exprime que

a(Yy)=a(Y,), VH(X)=TVHY,), WH(Y)=W(Y,).

Le scalaire @ et les vecteurs VP et W¥ définissent les invariants du choc.
Un choc est dit tangentiel si @ = 0. On a alors u§l, = u%l, = 0; X est
de vitesse nulle par rapport au fluide dans les deux états, donc orientée
dans le temps. Les chocs tangentiels ont été étudiés ailleurs [5]. Nous
les écartons dans la suite et supposons a == 0.
¢) Introduisons le scalaire invariant
(hocz 2 Ihk

r? "

~ Ly, - (10.5)

En substituant dans W8 & & son expression en termes de V# et uf, il
vient:

Wt = aoaruf — qlf + p— (k“ 1) Ve
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ou l'on a introduit la variable importante:
D)

a?

o=ct— uHl = (10.6)

Si nous décomposons W# en sa partie tangentielle et sa partie normale,
on obtient:

WﬁzXﬁ—(q—%oc)lﬂ

XP = aarv® + p- (hl,) VP (10.7)
est tangent & X. L’invariance de W¥ est équivalente & 1’ensemble de celle
de X? et de celle de la composante normale. Ainsi le scalaire:

c2a?

e=q—=5T
est invariant. 4=,

Considérons en particulier le produit scalaire invariant au cours du
choe: XPVy= WV = ar(hol,) (o« + pH) .

D’apres la définition de «, on obtient le scalaire invariant:

=f(h*ly), (XPVs= c2ab). (10.8)
Considérons enfin le scalaire invariant
1
K = pry XPXg.

Un calcul élémentaire [6] donne

a? Xz urH
E TR T

K=f-
ol l’on a posé: i,
X = [}le + W‘;H . (10.9)
En évaluant H K, il vient:
b2 1
HE =5 — & yo®.

Ainsi L = yo? est un invariant qui, a, H, K étant fixés, peut étre

substitué a b, en convenant que le signe de (A*7,) reste inchangé.
d) De cette étude, il résulte que les deux variables thermodynamiques
du fluide et les trois scalaires |h|?, u*l,, A%, vérifient les cinq relations:

rugly = rougl, = a, (10.10)

(BE1) (b2 (BEL) |hf?
—Laf—*%:‘ s *‘L,%L:H, (10.11)

c2a? c2a?
B g, T =90~ Jay, To= € (10.12)
a? X uH a? % wH

f% - o1, T%““ 2”0_211:1_ ct Xlzf% - WT(Q) + 2,&?3'70“‘7%0:]{’
(10.13)
%03 = g0 = L. (10.14)

11*
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On peut considérer (10.12), (10.13), (10.14) comme définissant les
valeurs de y et des variables thermodynamiques apres le choc; (10.10)
fournit alors la composante normale de la vitesse et (10.11) celle du
champ magnétique.

D’autre part les composantes tangentielles de la vitesse et du champ
magnétique vérifient, d’aprés I'invariance de VP et W#:

(h2l,) of — (ugl,) 1 = (RZl,) vf — (ugl,) i
(€ryfy + plh|?) (Wly) v — p(hsl,) i (10.15)
= (®rofo -+ plhol?) (uil,) vf — p(hEl,) th

Le déterminant des premiers membres de (10.15) aux inconnues vf, tf
s’écrit:
Dy () = (Pryfr + p|h]?) (uile)® — p(hile)® = aPoy .

Si oy + 0, (10.15) détermine o, ¢f en fonction de quantités connues
d’aprés les équations scalaires.

11. Cas singuliers

a) Supposons ¢; = 0 en un point xz de X'; X' est alors onde d’Alfven
en x pour ’état postérieur au choc et elle est orientée dans le temps
(I*1, < 0). La relation (10.14) donne

%03 =0

et ou bien oy = 0, ou bien y, = 0.

Dans le cas oy = o; = 0, 2 définit un choc dit d’ Alfven. Les cas o == 0,
%o=0, 00 =0 et ¢y =0, 5, =0 (¢ &= 0) sont dits des choecs singuliers.

Un choc @’ Alfven peut étre de type A ou B. Sous I'hypothése 7, < 0,
j’ai établi ailleurs [5] que les variables thermodynamiques et les com-
posantes normales de la vitesse et du champ magnétique sont invariantes
au cours d’un choc d’Alfven. Les composantes tangentielles, de grandeurs
invariantes, peuvent tourner au cours du choc en respectant la condition
suivante: le vecteur A% (resp. B%) reste invariant dans un choc d’Alfven
de type 4 (resp. B).

b) En ce qui concerne y, nous allons établir le lemme suivant qui nous
sera utile & différentes reprises.

Lemme 1. Pour %], 4 0, la quantité y définie par (10.9) a le signe
de — (I*1,); pour que y = 0 il faut et il suffit que l appartienne auw 2-plan
(u, h).

2. Silel, est = 0, on a H < 0 et par suite o« > 0.

En effet d’apres (10.9) et la définition de H:

(1) y = B2 1, + (B2 — [hJ? (uel,)?
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soit en introduisant A2 :
(L) 7 = (2 — |hf2) (Quel, )2 — 1e1,)
ce qui, compte-tenu du lemme du § 9, démontre le 1°.
L’inégalité h2 < |R|? peut s’écrire:
(h*1,)? = |B|® ((ul,)? — 1#1,) .
En divisant par o? = (ru*l,)?, il vient:
(ol |hJ2 hj2
S R R
Pour 11, = 0, on a donec H =< 0 et o > 0.

=1, .

12. Les vecteurs UP et T¢ pour un choc

a) Pour un état Y du fluide en xz, considérons le vecteur

gr— Ml ";Iz W (12.1)
Ce vecteur est orthogonal & VP. En effet'
0r vy = Py, Py

Orlon a:
BVp=0 Vyp=""[h2, P V,=1Pl,.
11 vient ainsi:
00 7y = W gy - M ey — o
BT Ty (3 r 7

Transformons I’expression de UP en substituant & # son expression

en fonction de V2. On a:
U8 — Hrob — Wl s (12.2)
a

Par produit par «, il vient:

o UP —E(awvﬁ -+ ,u— L Vﬂ) - czv Ve
c’est-a-dire:
H b
aUP =—-XP —c2—- VP, (12.3)
Ainsi le vecteur o Uf est invariant au cours d’un choc défini par X.
Un caleul aisé & partir de (12.2) fournit le carré de U?:
UbUs— — Hy . (12.4)

b) Pour un état ¥ du fluide posons H = ¢(¥) |H|, ou H est &0
(le cas H = 0 pouvant étre traité & part). Nous envisageons un choc non
d’Alfven de telle sorte que «, et oy ne s’annulent pas simultanément.
Au vecteur Uf, nous substituons le vecteur:

SR SR i MR )

ViH]| afiH] = rJH|

P
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Ce vecteur est tel que « 7% est invariant au cours du choc et vérifie
TETy— — e(Y) 5. (12.5)
Pour les états Y, et ¥,, on a:
%o
=g,
On en déduit:
[76] = (— - 1) 78,

Par suite:
2
(1) [75] = (2 - 1) 70 T0p = — e70 (B +1 - 222)

251
soit en tenant compte de (10.14):
(1 (75 = = ¢ (i + 10— 220
Or, toujours d’apres (10.14):
%o é1 Y
Tog = K1y =€ VXOXl .
On obtient ainsi:
[T [T5] = = et 20— 2¢'Vioz) . (e = (Yo =e(T) (12.6)

olt ¢’ = + 1 a le signe de L o ;.

V. Fonction d’Hugoniot et orientation des ondes de choe
13. Fonction d’Hugoniot

a) La relation (10.13) peut s’écrire:

=0.

AU~ G () + 2ulge)
En tirant c2a?l%l, de (10.12), il vient:
] = (v + 7) [q] + 2plx7] —

Nous substituerons désormais & (10.13) une relation qui, compte-tenu
de (10.12) et (10.14) lui est équivalente. Un calcul aisé, mais un long
(voir [5], p. 57—59) permet de déduire de (13.1) en faisant usage de
(10.14), la relation dite d’Hugoniot

1 Vo
R[] = (vo+ 7)) [P1+ [F] 5 p (o + 11— 26 Viora) = 0 (13.2)
D’aprés (12.6) cette relation peut s’écrire:
1
Al = (v + ) [p] — vl g p e[TP1 [Tp] = 0. (13.3)
C’est (13.3) que nous substituons & (10.13)2.

2 Nous avais introduit ailleurs [9] une autre fonction d’Hugoniot, plus commode
pour certains problémes.

=0. (13.1)
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b) Dans un état Y du fluide distinguons un état partiel Z défini par
(p, T, T?). En nous limitant aux états Y tels que H(Y) H(Y,) > 0, nous
sommes conduits & introduire la fonction d’Hugoniot 5# de la magnéto-
hydrodynamique considérée comme une fonction d’un état partiel Z pour
un état partiel initial fixé Z,:

H (Lo, Z) = cA(f* — f%) ~ (T4 7o) (P — Po) — (* — 7o)

1 (13.4)
. —2—;&8(’1’5 — T8 (Ts— Top) -
On a manifestement S (Z,, Z,) = 0 et (13.3) peut s’écrire:
H(Zy, Z7) = 0. (13.5)

c¢) Substituons, d’autre part, a ¢ la variable:
—_ 1 . 1 a? H
(=Pt g hr=9F gt -

La relation (10.12) peut s’écrire sous la forme:
- — c2a?
¢~ !Io:lTla‘(H_To)
chaque état partiel Z = {p, v, 7%} détermine d’aprés (12.5) un point dans
le plan (g, 7).
d) Un état Y, étant fixé, considérons les états ¥ du fluide vérifiant
les conditions suivantes:
(C): a®H = a3H, ,

ca?

(Cy): 5—&0:7@(1 = Ty)
(Cy): (rTF — ‘L'OTg) = /,LH(T*? — Tg)

ou les grandeurs munies de 'indice 0 correspondent & 1’état Y, et celles
sans indice 0 & I'état Y. 11 est clair que 1’état Y, satisfait ces conditions.

Par ces conditions, Y est soumis & cinq relations scalaires et dépend
encore de trois parameétres. L’'un peut étre pris égal & a, le second fixant
la position du point représentatif dans le plan (g, 7) de la droite définie
par (C,) et le troisiéme achevant [compte-tenu de (C;)] de fixer les com-
posantes tangentielles vf et .

Nous nous proposons d’évaluer la différentielle de la fonction
d’Hugoniot o# dans la famille définie par les conditions précédentes.

14. Différentielle de s#

Pour abréger les notations, nous allons introduire dans ce paragraphe
le crochet pour représenter les différences de quantités correspondant
respectivement & I'état ¥ et & 'état Y,. Les conditions précédentes
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g’écrivent
©): [@H]=0,
©): (7= 170,
(C): L TP] = uH[T?] .

a) Commencons par différentier (C,). 11 vient:
2
dg = ﬁ ([v] da + a*dv).
Par produit par [t] et compte-tenu de (C,), on obtient:
2
[t1d7 — [§] d7 = 70%7 [t]? da?.

En substituant & q sa valeur, il vient la relation:

[(1dp — [pdv = - 5 uleldy + 5 plyldet g (2P da? . (141)

Différentions de méme (C;):
AdTTP)y = uHdT? + p[TP1dH .

En multipliant par [7's], on obtient:

[T (TP dt + vdTF) = pH[Tel1 dTP + u[Ts] [TF1dH .
Soit, compte-tenu de (C;),

([vT5] — [ Ts]) A TP = [T5] TP dv — -5 [T [TP] dH .

Or:

[Tl =Tl =1Tp = 1¢Top—TTs+1Top=[t] Top -
I1 vient ainsi la relation

[2] Top d TP = [15] TF dv — L [T5] [TP1dH . (14.2)
b) Considérons maintenant la fonction:
H = P[P~ (v + 7o) [p] — [v] 5 pe[TP] [T4]
En tenant compte de:
cAfdf=fOdS + rdp

on obtient en différentiant:

Aot — 216 dS + [r] dp — [p) dv — [v] 5 wed (17 [T5))

1
—fye[Tﬂ] [Te]dr .
On en déduit d’apres (14.1):
2 1
d# =20 dS + % [e]2 da? — 5 pe[t] {d([TP] [T4]) + edy}

) (14.3)
— 5 ue([TP] [Tg] — e[y)) dr .
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Or on a, compte tenu de (12.5):
[TP) [Ts] = TP Ts + TOﬁTg — 2T TP,  e[yl=—TTP + TysT}
11 en résulte:
[TP)[Tp) — elx]=2[Tp] T7.
D’autre part:
A([TP1[Tg)) =2TsdTl — 2Ty d TP, edy=—2TsTF.
Il vient:
d([TP) [Te]) + edy=—2TypdT#.
En reportant dans (14.3), on obtient:

A = 210 dS + Jo- [t da? + pe([r] Top d TP — [T4] 1° d1)
soit, d’apres (14.2):

AH = 2[0dS + o [P da? — »

C
11,

Ce qui peut s’écrire, compte-tenu de (C,),

A =210 48 + o~ [v]* da? -

Or on déduit de (C,):
dH da?

H “a? ¢
I vient ainsi:

At — 2f@ds+{

e HI [vT5] [x79] 0

[z]* | [vTp] [ T¥]
ml T —j;lHli} c2da? . (14.4)

¢) Par un raisonnement analogue & celui du §12, b, il est aisé
d’étudier, sous les hypothéses faites, le signe de [7'5] [T%] qui est aussi
le signe de [t T's] [z T%]. On a d’aprés (C,):

(TP — vy T8 =uHTP — uHTE
ce qui peut s’écrire:
TP = (og — p[H]) TE .

On en déduit:
[Tﬁ]z(%o_l MIH[)Tﬁ
Il vient ainsi:

[Hl)2 . (14.5)

[T 77 = — e (% -1 — 4
Ainsi [T] [T?] a le signe de — & y,. Nous pouvons énoncer:
Théordme. En différentiant # (Zy, Z) dans la famille définte par les
conditions (C,), (Cy), (C,) on obtient:
_ (T —7)° (TTﬁ — 70 Top) (TP — 7, T%)
ax =270 as + {27 B
ou e(xTs— 19Top) (T TP — 7, TE) a le signe de — y,.

} 2da?  (14.6)
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15. Différentielle de S le long d’une droite du plan (g, T)

a) Ajoutons aux conditions (C;), (C,), (C,) la condition

(Cp:  a=a,.
Les conditions (C,) et (C;) peuvent alors s’écrire:
(Cy): H=H,,

(C): TP = oy T8
et (C3) implique L(Y)= L(Y,). D’aprés (C,), le point correspondant
a Z dans le plan (g, t) décrit la droite d’équation
c?a?

q‘@ozﬁ(f“fo)

ol @ = g, est une constante donnée.
b) Nous nous proposons de donner une expression de la différentielle
de S quand Y varie dans la famille d’états vérifiant les conditions (C,),

(CZ): (C3), (04) De

et de (4.4) on déduit:

dv=1,dp+ 15dS

‘L'SdS—~ oy dp+d1:

Or en différentiant (C,) avec @ = const. on a:

cta?

1
Wd‘l} ~?,udx

et en différentiant L = yo? = const.

dp =

oady+ 2xctdr =0
On en déduit:
TgadS = {Tl (Zal o+ yx) + oc}dr
ce qui peut s’écrire, compte-tenu des valeurs de o et y:

h

—_— 2
Ty dS ={yr—21(%621—|~[u 2)+ot}dr. (15.1)
o
¢) Le second membre de (15.1) peut s’évaluer aisément en fonction
de P(1). La relation (8 — 1) définissant P () peut se mettre sous la forme:
P 2 Ik B za
T§)~= c%%—(y- 1)+ (c%—i— ,u[r—g’y)l“l“— i 1,
ce qui peut s’écrire:
PO y - 1

a?

(c2a?T + u |h[21%1,) + (cz (h“la) T |h|2) I, .

a2

Il en résulte:

Pl _y—1
=

a?

(ca?t + w A2 1%1,) + al®l,
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On en déduit ainsi de (15.1) la relation inportante:

rfgocd;S’r—j—@—dr. (15.2)

a?l*l,

16. Orientation dans le temps des ondes de choc

a) Considérons au point x € X un choc qui n’est ni nul, ni choc
d’Alfven. On sait [5] que s’il en est ainsi, on a &, + o, donec 7, % 7,.
Nous nous proposons de démontrer que sous les hypothéses (H,) de com-
pressibilité 7, < 0, 7 > 0 que nous postulons, 'onde de choc magnétohydro-
dynamique X est orientée dans le temps.

Considérons la famille des états Y vérifiant (C,), (Cy), (Cs), (Cy). Les
points correspondants du plan (g, v) varient sur la droite portant le
segment (g, 7o), (¢y, T;) que nous notons (Z,, Z,) par abus de notation.

11 résulte de (14.6) et de (15.2) que I'on a dans ces conditions:

d# —2{6 48 (16.1)
et
TgadS = %dr. (16.2)

b) Sil*l, > 0, y* est > 1 et on déduit de (9.4), soit::
R ()

que P(I) est > 0. On sait d’apres le lemme du § 11 que o est > 0. Ainsi,
sous les hypothéses (H,), il résulte de (16.2) que dS/dt est sirictement
positif le long de la droite (Z,, Z;). Comme

%(Zo, Zo) = %(Zm Zl) =0

la fonction # considérée comme dépendant de 7 est stationnaire en un
point au moins du segment (Z,, Z,) et d’aprés (16.1), il en est de méme
pour S(z), ce qui est en contradiction avec dS/dt > 0.

Si1*l, =0, P(I) = c*rf(y — 1) (u*l,)* est >0 et « est toujours > 0.
On peut paramétriser le segment (Z,, Z,) & l'aide de la variable g et
substituer & (16.2):

20

’
TsadS =53

dq.
Le méme raisonnement appliqué a S et 5 considérés comme fonctions
de g conduit & la méme contradiction.

Ainsi nécessairement [*], est < 0 et 2" est orientée dans le temps.
Nous énongons:

Théoréme. Sous les hypothéses (Hy)(z, <0, 75 > 0) toute onde de choc
magnétohydrodynamique X est nécessairement orientée dans le temps. St
v& et vf sont les vitesses de X par rapport auw fluide avant et apres le choc,
on a v§ <c, v¥ <ec.
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En vertu du lemme du § 11, nous pouvons poser y = k% = 0. D’aprés
(13.2) la relation d’Hugoniot peut s’écrire3:
H(Zo, Zy) = c(ff — f§) — (T + 70) (P1 — Po) + (¥1 — Tp)
i (16.3)
) ?H(kl — k)2 =0.

¢) Dans la formule (14.6) donnant la différentielle de S sous les con-
ditions (C;), (Cy), (Cy) le coeffictent de da? est négatif, ce qui étend un
résultat de la magnétohydrodynamique classique.

VI. Thermodynamique des choes et vitesses des ondes de choc
17. Thermodynamique des chocs

a) p et S étant les variables thermodynamiques de base, f(p, S)
vérifie d’apres (3.4):

ERlp=V>0, cfg=0>0. (17.1)
On en déduit par dérivation:
0
o (c2f?) = 21 . (17.2)

Les états Z, et Z; sont reliés par la relation d’Hugoniot (16.3) qui est
symétrique par rapport aux deux états.
Au cours d’un choe, on a nécessairement en chaque point de 2
Se=5;. (17.3)

Nous allons établir le résultat suivant, valable en chaque point de X
Théoréme 1. Pour un choc qui n’est ni nul, nv d’Alfven, on a sous les
hypothéses de compressibilité (H,), (H,):
Se< 8.

En effet supposons qu’au point « de X, on ait Sy =8, et p, == p,.
En modifiant au besoin le numérotage des états Z, et Z,, on peut supposer
Po < py- On a alors 7, > 7, puisque 7, < 0. De (17.2), on déduit:

Dy
{f2(p1, So) — *(po, So)} =2 [ 7(p, Sp) dp .
Do
I1 en résulte d’aprés I’hypothése de convexité (H,):

(ff — 13) < (P1 — po) (T (Do, So) + T (p1 Sy))
soit
A(ff = f5) — (re + 7o) (P — o) <O

3 Sousles conditions H = H,et al's = «,T g, # coincide avec #* donné par:

1
HH(P, T3 PoTo) = (2 — o) — (T + 7o) (9 — po) + (7 — 7o) 5 (b — o)?
ou H = Hy, k(c?t — pH)= L,.
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On déduit de la relation d’Hugoniot que 7, > 7,, ce qui implique con-
tradiction. On a done p, = p; et le choc envisagé ne peut étre que nul
ou d’Alfven.
b) Cela posé, nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant.
Théoréme 2. Sous les hypothéses de compressibilité (H,), (H,), on a pour
un choc qui n’est ni nul ne choc d’ Alfven

P>Do, h>fe, T<7p-
En particulier toute onde de choc est une onde de compression et V; < V.
Supposons en effet p; < p, au point x de 2. De (17.2) on déduit

Do
{2 (po, So) — (P, S} =2 [ 7(p, Sp) dp .
21
D’aprés la condition de convexité 7, > 0, il en résulterait

c? {f2 (Po» So) — 2 (P15 So)} = (po — P1) (T (Pos So) + T (P2, Sy)) -

Comme 8, < S; on aurait a fortiori, puisque fg > 0, 75 > 0

c? {fz (Po> So) — 2 (P1 Sl)} < (po — P1) (T(Po> So) + T(p1, 1))

A(ff = 18) — (r+ 7o) (71— Po) > 0. (17.4)

La relation d’Hugoniot donne alors 7, < 7,. D’aprés (H;) cela est con-
tradictoire avec p; < p,y, S; > S, On a donc p, > p, et d’aprés (17.1)

h>fo
Pour établir 7; < 7, on part de:

2
cz{fz(pl’ 81) — 1?(Pos Sl)} =2 f 7(p, Sy dp .
Do
Il en résulte puisque 7, < 0

{f2(p1, 81) — 2(Por S1)} > 27(p1, 81) (P — Do)
ou, a fortiori,

soit

(ff — f8) — 27(py — po) > 0. (17.5)
De la relation d’Hugoniot il résulte alors:
1
(71 — 7o) {pl — Pot ?/‘(kl - ko)z} <0
soit 7; < 74 ce qui démontre le théoréme.

On a par swite oy << otg.

18. Onde de choc et ondes d’ Alfven

Considérons & la traversée de X' un choc non tangentiel qus ne soit pas
choc d’ Alfven.
a) Nous nous proposons d’établir le lemme suivant.
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Lemme. Il existe toujours une direction m aw moins orthogonale ¢ 1,
Uy Uy, By, By

Examinons les différents cas possibles.

1. 8% oy = 0, il existe une direction au moins orthogonale aux
vecteurs I, V et X avec:

XP = aayryvf + By "o Wl VP = aoyryvf + ,u L ML VP (181)

De (18.1) il résulte que m est orthogonal & v, et v; done & u, et %;. Comme
o d o a

VP = () — = = (W51 uf — 1] (18.2)

m est aussi orthogonale & A et & A,.

2. 8t oy =0, a; =0, on a y, = 0 et il résulte du lemme du § 11 que !
est dans le 2-plan (ug, k). Le vecteur V est orthogonale a 7 dans ce 2-plan.

Il existe une direction m au moins orthogonale & I, V et u;. Cette
direction est orthogonale au 2-plan w,, %, et, étant orthogonale & V et
u, est orthogonale & A,.

3. 80 g =0, oy = 0, il suffit d’échanger le role des indices O et 1.

b) En 2 €2 introduisons une perturbation infinitésimale de 1’état
antérieur au choc. Il en résulte une perturbation infinitésimale de I'état
postérieur au choc reliée a la précédente par les relations obtenues en
différentiant les équations fondamentales de choc. Adoptons en z un
repére orthonormé {e.,} tel que e(, soit colinéaire & I et e & m. Dans
ce repeére, il vient:

wd=0, =0, u}=0, r=0.

Le systéme différentiel se partage en deux systémes dont le premier
contient exclusivement les perturbations du3, 043, soit:

(h21,) duf — i 8h3 = (hzl,) dud — —— O3
0

(18.3)
B3 dud — (h31,) 013 = B3 oud — (hgl.) OhF.

Nous supposons que seuls dug, dh3 sont # 0. Les variables thermodynami-
ques n’ayant pas été perturbées, il en résulte que, dans les états respec-
tivement antérieur ou postérieur au choc X, de telles perturbations cor-
respondent & des chocs d’Alfven infinitésimaux, ¢’est-a-dire & des ondes
d’Alfven.

Considérons, dans I’état antérieur & 2, une onde d’Alfven de type 4.
Le vecteur Ay étant invariant & la traversée de cette onde, une telle
onde porte en x une perturbation (dud,, 6h3,) telle que

Bodudy + 0h3, = 0. (18.4)
De méme une onde d’Alfven de type B porte en x une perturbation
(dudp, 0A3p) telle que:

Boduds — 0k =0. (18.5)



Ondes de choc 169

La superposition en @ d’'une onde de type 4 et d’une onde de type B
fournit une perturbation (dud, 6h3) arbitraire.
c) Les vecteurs 4§ et By vérifient en » € 2.

a 7

Asl, = ﬂo?{ +hgl,,  Bil= B, a“ bl . (18.6)

On en déduit:
aZ
(Agloz) (Baz oc) = 50 ] hazl ) = 7 *o -

Convenons d’orienter { de I’état antérieur vers I’état postérieur au choc
2'; on a alors @ < 0. Supposons pour fixer les idées b > 0 et par suite
kgl (vesp. hgl,) > 0. D’apres (18.6), le vecteur B, (resp. B;) est orienté
par rapport & 2 du méme coté que I. Quant au vecteur 4, (resp. 4;) son
orientation par rapport & X est celle de I ou 'orientation opposée selon
que aq (resp. oy) est positif ou négatif. Pour o nul, 4 est tangent & 2.
Si b était supposé < 0, les roles des vecteurs 4 et B seraient simplement
inversés.

19. Compatibilité d’une onde de choc avec les ondes d’ Alfven

a) Nous examinons les cas ou le choc X envisagé, non choc d’ Alfven,
est tel que oyoy = 0.
Supposons d’abord :
=0, a>0.

Dans Iétat Y, les ondes d’Alfven de type 4 et B qui aboutissent en
x € X peuvent créer en ce point une perturbation (6ug, 043) arbitraire et
dans les relations (18.3), on a puisque =0

1 72 (h tx)2 =0.

Pour que ces relations admettent une solution quels que soient du§, 648,
il faut et il suffit que Pon ait identiquement en dud, 6A3:

B (gt Do — - 088) — Wil B+ duf — B, 883) = 0

soit:
a
B3 (hgl) — B (L) = 0, (19.1)
%%-f-q “1,) (hel) = 0. (19.2)
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il vient d’apres (19.2):
Aoy =0
soit A = 0, ce qui est impossible. Il y a incompatibilité de Uonde de choc X
avec les ondes d’ Alfven.
b) Supposons maintenant
<0, o=0.

Il en résulte:

ﬁo—% Rl = 0. (19.3)

Avant le choc, une onde de type B et une onde de type 4 tangente & X
peuvent aboutir en x € X créant une perturbation arbitraire (du3, 6A3).

Mais peuvent s’éloigner de « ’'onde de type 4 pour I’état Y, portant
une perturbation (du3 4, 653 4) vérifiant
et une onde d’Alfven de type B pour I’état Y, portant une perturbation
(6u$p, 6R3p) vérifiant:

B 0udy — 8h35 =0 (19.5)

Les relations (18.3) relient cette derniére perturbation & une perturbation
(6ud, 5h3) antérieur au choc X avec:

a =
(Bt = But) Suts = (3L S — - 513

pa (ﬁl—f; - kila) dulp = P Suf — (hgl) 613

Ainsi pour qu’une perturbation (§ug, 5h3) puisse étre transmise & travers
le choc X, il faut et il suffit que:

(Bt + B o) B — (Bus-+ B5L) SHE = 0. (19.6)
To To
Nous établirons dans un instant que
Biget Hgle 0.

L’onde de choc X sera compatible avec la perturbation arbitraire
(6ud, 6h3) il existe toujours une décomposition

Sud + dudy = ouf

Ok + Oh34 = OR§
avec:

Oy =1IT6u}, Ohdys=— B,0udy
ou l'on a posé:
Bu gl B
II=—F—.
/31 T + h(o)‘ loc
0
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On est ainsi amené & étudier le systéme linéaire:
Sud + dudy = ouf }
IT §ud — B, 0ul 4 = OhF .
Le déterminant de (19.7) est donné par:

(19.7)

BubEL + +m@r~M#): 5ot B,

fap - 15l o+ 1l
(Bot- - gl) = 0.

Ainsi (19.7) n’admet pas de solution pour toutes valeurs des seconds
membres et X' n’est pas compatible avec les ondes d’Alfven.

1T+ o=

11 nous reste & montrer que £, % + kg 1, # 0. Sinon on aurait f;, = f,
0

ou

Arify+ p | = Erofo + i |hof?
ce qui peut s’écrire:

rdﬁn+u'”>“m@%w+um“)

ou

hila)? (h§1,)? ("L fi
3 (ot p ) e P g B

Il en résulte:

1 (R 1,)2 1
wam e (T
soit
(R 1)* (h§ 1)? Py ]?
1a2a (to+71) = ( laz2 "'#) To -
Il vient

ihli2 T, (h% la)z

2 0T T 1T

ce qui est contradictoire.

Nous pouvons énoncer pour un choc non tangentiel.

Théoréme 1. Si X est une onde de choc telle que oy, = 0, elle est in-
compatible avec les ondes d’Alfven & moins qu’elle ne corresponde & un
choc &’ Alfven (o = o = 0).

¢) Nous avons démontré ailleurs [5] par des raisonnements analogues
le théoréme suivant.

Théoréme 2. Pour qu’un choc non d’ Alfven soit compatible avec les ondes
&’ Aljven, il faut el il suffit que oyo; > 0.

Les chocs envisagés peuvent done étre décomposés en chocs lents tels
que

o <op<0
12 Commun.math. Phys.,Vol.12
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et chocs rapides tels que:
0<oy <.

De la relation k3 od = k% of il résulte que dans un choc lent, la grandeur du
champ magnétique diminue, alors qu’elle augmente dans un choc rapide.

20. Vitesses des ondes de choc magnétohydrodynamiques

a) Supposons que I’état Y du fluide varie comme précédemment sous
les conditions (C,), (Cy), (C;), (Cy), Z décrivant dans le plan (7, T) une
demi-droite A de pente négative issue de Z, de telle sorte que:

- - c2a?
1= Q= T-T), T=7.

Le long de 4, on a d’aprés (15.2) en considérant S comme fonction de ¢
. L8 _ PO
“dr T arlel,

Nous allons établir le lemme suivant:

Lemme. Sous les hypothéses de compressibilité (H,), (H,), en tout point
Zgde A ou S est stationnaire

(20.1)

dz8
( e )S< 0. (20.2)
On a en effet:
dS ’ ’ r ’ dg _ 1 dx
T =S Sm;‘:SrTSp(W W‘E;)
soit:
as o, 1 dy
d —S +S (l“l —2‘/1%—) . (203)

En dérivant (20.3) par rapport & 7, il vient:
2 ’” 2 d [ c*a? 2
B8y s (ea 1 _x)Jrsz(_C_“__i d_%)

v e, 2 HMde 1, 2 *dr
, 1 d*y
=Sy g g

En un point Z, ou S est stationnaire:

("2_“2 1Ay (S
o, 2 M dr)s— ( ;)s'
Il en résulte qu’en un tel point:

(‘;—ZTS) (S,, (SA(S) — 28780 + S8 — 5 1 (S jgg)

Partons de le relation:
yot=1L

et dérivons la en 7. Il vient en tenant compte de dx/dT = c?

dy
d—roc+202x=0.
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En dérivant une seconde fois, on a:

dZZ 1 de__
WOCT?)C 7;—0.

On en déduit:

d2
dT’f o = 6¢cty = 6ck%.

On obtient ainsi en posant @ = 7,: — 3u c*(k*/«?) 7, et tenant compte

de (5.6): .
(7).~ =,

ou le second membre est strictement négatif d’aprés (H;) et (H,), ce qui
démontre le lemme.

b) Considérons un choc qui, au point x de 2, fait passer de Z, a Z,.
Le long de la demi-droite A issue du point représentatif de Z, et passant
par le point représentatif de Z;, on a:

ds#

ds
i =204

S est stationnaire en un point au moins Z, du segment (Z,, Z,) et en ce
point S est aussi stationnaire. Du lemme il résulte que le point Z; est
unique sur 4 et correspond pour S(r) & un maximum strict sur 4. La
variable 7 décroissant le long de 4, on a:

as ouli
7. <0 pourt>7; eten particulier pour v = 7o,

s ] -
47 >0 pourz <7 eten particulier pour v =17, .

Soit v* la vitesse de X par rapport au fluide. Nous laffecterons d’un
indice pour les états Y, et Y,. La relation (9.7) peut s’écrire:

a? _ (1,2:‘)2 _ (,DA)Z
(c2rf + w |B|2) (u®ly)? — 1%1,) x="c cz

(20.4)

1° Considérons d’abord un choc rapide (0 < oy < ). D’apres (20.4),
on a:
vy > g, v > of.
De la relation (20.1) il résulte que P () est positif avant le choc, négatif
aprés et d’aprés (9.4) il en est de méme pour /7(y*). On en déduit:
v > olR,  of < oYfE,

2° Considérons maintenant un choc lent (o, < a5 < 0). D’apres
(20.4), on a:
vf <og, v <ofl;
1%
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o étant négatif avant comme apres le choc, il résulte de (20.1) que P (I)
est négatif avant le choc, positif aprés. On en déduit de méme

vy > ol of < oYL,

ous 6 6 cette étude dans I’énoncé suivant:
Nous pouvons résumer les résultats de cett

Théoréme. Sous les hypothéses de compressibilité (H,), (H,), les vitesses
v§ et v¥ par rapport aw fluide d’une onde de choc magnétohydrodynamique
respectivement avant et apreés le choc vérifient les inégalités suivantes.

1. Pour un choc rapide

VUL < vl < oMB <of, oML <of <of <oMR, (20.5)
2. Pour un choc lent

vML < of < vl <oMB,  of < oML < off < oME (20.6)

ou interviennent les vitesses magnétosoniques lentes et rapides et les vitesses
d’ Alfven avant et aprés le choc.

Considérons le cas de Phydrodynamique relativiste hf = 0. I1 n’y a pas
de choc lent et 'on a 94 = 0, vML = 0, vME = 9, Les inégalités (20.5) con-
duisent dans ce cas aux inégalités classiques (voir ISRAEL [3]).

¢) Je démontrerai ailleurs que dans le voisinage de Y:

S—8,= (T—g—@)o (P — Po)? s (er;,Q— 3/404%1:;,>0) .

L’accroissement d’entropie est ainsi du 3° ordre par rapport & la puissance
du choc (p, — ) [9].
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