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Abstract. A necessary and sufficient condition for the completeness of gener-
alized free fields in a time-slice is established.

1. Einleitung
Es sei 7' eine Zeitschicht im vierdimensionalen Minkowskiraum, d. h.
T = {a: o] < ltol} -

Dann erfiillt ein Feld A4 (f) das Zeitschichtpostulat, (ZSP), falls fir einen
beliebigen beschréankten Operator C gilt:

Aus [4(f), C] = 0 fir suppfc T

folgt [4 (g), C] = 0 fir suppg beliebig.

Das heifit mit anderen Worten: Die ganze Algebra der Feldoperatoren
14t sich durch Operatoren erzeugen, deren Testfunktionen ihren Triger
in T haben (Vollstindigkeit).

Das verallgemeinerte freie Feld wird festgelegt durch ein positives,

lorentzinvariantes Ma8l u (p) (z. B. [3], [4]). H. J. BOoRCHERS zeigte in [1],
daf} das ZSP gilt, wenn fir u(p)

[P du(p) <o, 1>0

erfilllt ist. Haac und ScHROER zeigten in [2], daBl das ZSP nicht gilt,
wenn u(p) im Unendlichen langsamer oder ebenso abfillt wie

_r
(X + |p)*°

Im folgenden soll eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Giiltigkeit des ZSP in Abhingigkeit von u(p) gegeben werden.

k=0,1,2,...,n<oco.

2. Ergebnisse

Es sei T eine Zeitschicht, O sei ein beliebiger beschrénkter Operator
des Fockraumes
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A(f) sei ein verallgemeinertes freies Feld, definiert durch das Mall u(p).
Wir betrachten die Menge 2 (7') der Testfunktionen mit kompaktem

Tréger in 7. Thre Fouriertransformationen seien mit 17 (7') bezeichnet,
also
f@ea(T), [flpez(T).
Weiterhin sei
i (p) = pu(p) + pu(=p) -
Dann gilt das folgende
Theorem 1. Das Zeitschichtpostulat gilt dann und nur dann fir das

verallgemeinerte freie Feld A (f), wenn & (T) dicht in L, (u,) ist.

Aus Theorem 1 ist ersichtlich, daf das ZSP hochstens dann gelten
kann, wenn p(p) stirker als jedes Polynom abfillt. Aus diesem Grunde
sind solche Felder und ihre zeitlichen Ableitungen zu einer scharfen Zeit
wohldefiniert. Es ergibt sich folgende Verschirfung:

Theorem 2. Gilt das ZSP fiir eine Zeitschicht der Dicke
es auch noch fiir etne o-férmige Zeitschicht.

3. Beweise

Zum Beweis unserer Theoreme formulieren wir mehrere Hilfssédtze:
Lemma 1. Sei ¢ beliebig € ZLy(uy). Aus [A(F), A(§)]=0 fiir
f(p) € Z(T) folgt [A(G), A(¢)] =0 fir alle §E€ Ly(u) dann und nur
dann, wenn D (T) dicht in L, (uy) ist.
Bewets. Esist (s. [1])
(@, [A(), A(§)] Q) = [c-Zah]] (2, Q) .

Statt der Kommutatoren kénnen wir also auch deren Vakuumerwar-
tungswerte betrachten.

a) Aus [A(f), A(¢)] = 0 moge [4(§), A(§)] = 0 folgen. Fir A gilt
nach Definition (s. [4])

A@Gp) 2 =§(p)€ A, .
Also

QAN A@12)=(Q, AN &) — (Q, APT)
= [f(—=») §(p) du(p) — [ §(— p) F(p) du(p)
= [](p) {¢(—p) O(—p) — F(—p) OD)} duy (p)

= [fp) ¢ (p)du, =0

mit ¢’ € L, (u,) und f € (7).
Ebenso ist N ~
(4@, A(@1=J§® ¢ (p) duy=0
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fir alle §€ Z,(u,). Diese Integrale lassen sich als Skalarprodukt im
Ly (u,) auffassen. Da @ und damit ¢ beliebig gewéhlt waren, ist also

2 (T) dicht in &L, (uy).

b) Die Gegenrichtung ist trivial.

Lemma 2, Aus [A(f), C]1 =0 fir f ¢ 2(T) folgt (2, [A(g),C12)=0
fir suppg beliebig kompakt dann wnd nur dann, wenn 2 (T) dicht in
Ly () tst.

Beweis. Iis treten hier Matrixelemente der Form

(@2, A7), 019

auf, die sich leicht auf die in Lemma 1 verwendete Form bringen lassen:
@A) 00) - (@ CA(H 2)
= [T=p p@) du — [ p(=p) [(p) dp.

wobei p(p) die 5#;-Komponente von C'£2 ist. Mit Lemma 1 folgt die
Behauptung.

Durch die Bedingung, daf3 £ (7') dicht in &, (u,) liegt, wird das Mal
uy bzw. u festgelegt. Es ist jetzt noch zu zeigen, dafl der Kommutator

[4(9), C]

selbst verschwindet, wenn das Matrixelement

(@, [4(9), 1 Q)
verschwindet.

Sei A4 (xy, f) das verallgemeinerte freie Feld zum Mafl u, das den
Bedingungen aus Lemma 2 gentigen moége. Das Feld sei in rdumlicher
Richtung schon mit einer Testfunktion f(a) mit kompaktem Tréger ver-
schmiert. Sei

(2, [A (. f), C1 ) = (2, A (0, f) C2) — (2, CA(x,, f) 2)
= F*(xo) — F~ () .
Lemma 3. Es gili F*(xy) — F~(x,) = 0 fiir alle x, genaw dann, wenn
FH(zg) = F~(x,) = 0.
Beweis. a) Gelte zundchst F*(x,) — F~(x,) = 0 fir alle x,.

Fr(wg) = (2, A(wo, ) 02) = (£, 4(0,/) U(=2) C2)

ist Randwert einer in der unteren Halbebene analytischen Funktion.
Ebenso ist F'-(x,) Randwert einer in der oberen Halbebene analytischen
Funktion. Da diese beiden Funktionen auf der reellen Achse stetig und
identisch gleich sind, kann man sie zu einer ganz-analytischen Funktion
erweitern. Nach einem bekannten Satz ist die Fouriertransformation
einer ganzen Funktion ein MaBl. Die Fouriertransformationen der kom-

plexen Erweiterungen von '+ bzw. F— haben ihren Trager in V+ bzw. V-,
16 Commun.math. Phys.,Vol.11
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der gemeinsame Tréger ist also nur der Nullpunkt im Impulsraum. Die
Fouriertransformation der ganzen Funktion ist also ein §-Mal}. Also ist

F+ = F~ = const.
Nach Konstruktion gilt fiir den Operator des verallgemeinerten freien
Feldes
(Q,A(f) ... A(f,) C0)
=, Af) ... Alf,) Ey+ B+ -+ B,) C0Q),
wobei E; der Projektor auf den Teilraum 5, von
=G #

i=0
ist. Damit ist

Ft(xg) = (2, A (o, ) CR) = (2, A (2o, f) (B + Ey) C2) = const.
Also miissen alle Beitrége bis auf den von £, verschwinden, d. h.
Fr(xg) = (2, A (20, ) 2)=0.
Analog fur F- ().
Wir redefinieren jetzt C als
C-C=C—(Q,C1.
Kommutiert €' mit irgend einem Operator, so tut es natiirlich auch C.
Wir setzen Lemma 2 voraus und beweisen
Lemma 4. (2, [A(f), C] 2) = 0 fiir suppf beliebig dann und nur dann,
wenn (2, A(f) . .. A(f,) CRQ) = 0 fiir alle n und suppf; beliebig.
Beweis. a) Sei zunéchst (2, [4 (f), 0] 2) = 0.
Induktion: Firn = 1 ergibt sich die Behauptung direkt aus Lemma 3
durch Integration mit einer zeitabhéngigen Testfunktion.
n = 2: Wir betrachten Matrixelemente
(@2, 4(p) A(f) CQ)
mit ¢ € Z(T) und suppf, beliebig kompakt. Sei
Oy :=A(fy) C.
Dann ist
+ (2, A(f) A(p) CQ) — (2, A(f,) CA(9) Q) -
Die beiden letzten Terme verschwinden nach Lemma 2. Es bleibt
(2, [A(p), A(f)]1 CQ) = [c-Zahl] (2, CQ)
= [c-Zabl] (2, CQ) — [c-Zahl] (2, CQ2)=0.
Wegen Lemma 2 verschwindet dieses Matrixelement auch fiir alle Test-
funktionen f, mit beliebigem kompaktem Trédger. Mit dem gleichen
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Argument wie in Lemma 3 folgt dann, daf} sogar gilt
(@, A(f) Q) = (2, A(f) A(f,) C2)=0.

Der Induktionsschlufl von » — 1 auf n + 1 verlduft ganz analog, dabei
wird wesentlich ausgenutzt, dal3 sich der Kommutator des verallgemei-
nerten freien Feldes als ¢-Zahl herausziehen 148t.

b) Die Gegenrichtung von Lemma 4 ist trivial.

Es gilt also 0 = 0, d. h.

—(Q,001=1-1.

C kommutiert also mit allen Operatoren. Da das fiir beliebige Polynome
von Feldern A (f) bewiesen wurde, gilt

[4(f),C1=0

fir alle Testfunktionen f(z), denn die Testfunktionen mit kompaktem
Trager bilden eine dichte Untermenge. Zusammenfassung von Lemma 2,
3 und 4 liefert den Beweis von Theorem 1.

Beweis von Theorem 2. Dazu benutzen wir in Lemma 2 Testfunk-
tionen, deren Triger in zeitlicher Richtung 4-férmig und in réumlicher
Richtung kompakt ist. Die Menge ihrer Fouriertransformationen sei mit

.@(6) bezeichnet. Wir setzen voraus, dafl
[4 (8(xg = 0). 1), C]

verschwindet, zusammen mit allen zeitlichen Ableitungen. Es ergeben
sich dann Terme der Form

Jv@ () pldu, . vyt
Es sei nun u, so ein Mal3, dafl das ZSP erfiillt ist fiir eine Zeitschicht 7'.
Mit f(z) € 2(T) ist auch &% f(z) € 2(T). Also 148t sich die Fourier-
transformation
f(®o — 20, P) € 2(T)

zu einer ganzen Funktion erweitern und in eine Potenzreihe in z, ent-
wickeln. Das Skalarprodukt mit einer beliebigen Funktion §(p) € Ly (u,)
ist

[§D) H(py — 20, D) dpy, = [ §(p) 2 (Po — 20)" Tn(P) dpy - (1)

Wegen des starken Abfalles der [, (p) und von g, (s. [2]) konvergiert das
Integral gleichmédBig zumindest in einer Umgebung der Ebene p, = z,.

Also ergibt sich
=2 [ 3P FuD) (Po — 20" dpia (p) - (2)

Offenbar ist [, (p) (py — 2o)" € Z(5). Ist §(p) eine beliebige zu D(9)
orthogonale Funktion, so verschwindet jeder Summand in (2) und damit
16
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auch das Integral (1). §(p) ist also auch zu @(T) orthogonal. Da D (T)

dicht in Z, (u,) ist, trifft das auch fir 1 (6) zu. Alle Feldoperatoren lassen
sich also durch Testfunktionen zu einer scharfen Zeit erzeugen.

Herrn Professor Dr. H. J. Borcurrs danke ich herzlich fiir wertvolle Hinweise
und Diskussionen.
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