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Abstract. In algebraically special Einstein spaces (Rμv = 0) with a hypersurface-
orthogonal spacelike Killing vector field ξVi the trajectories of the multiple eigen
null directions kμ lie —• except one case — in the subspaces F 3 orthogonal to ξv

(kμξv = 0) and are hypersurface-orthogonal. The solutions with vanishing expansion
i]ctμ'^ — 0, Kundt's class) can be determined explicitly.

In algebraisch speziellen Einsteinraumen (Rμv — 0) mit einem hyperflachen-
normalen raumartigen Killingvektorfeld ξv liegen — mit Ausnahme eines Ealles —
die Trajektorien der mehrfachen Null-Eigenrichtung hμ in den zu ξv senkrechten
Raumschnitten (kμξμ = 0) und sind hyperflachennormal. Die Lδsungen mit ver-
schwindender Divergenz {Jctμ'*ι*=09 Kundtsche Klasse) kδnnen explizit bestimmt
werden.

1. Einleitung

Das Ziel der Arbeit besteht in der mόglichst expliziten Ermittlung

aller entarteten Vakuumlδsungen (Bμv — 0) mit einem hyperflaehen-

normalen, raπmartigen Killingvektor fv.

Das Linienelement kann auf die Form 1

ds2 = V2(da*)2 + gij{xk) dx1 dx\ V = F ( ^ ) ? ξf* = δξ (1)

gebraeht werden es gelten dann die Keduktionsformeln

(4) t 3 3 l ) V > i '

— ^ijTcl ~ ~~FHjrn εskl

Durch den Killingvektor ξv sind Unterraume F 3 mit der Signatur (—\-

ausgezeichnet.

1 Lateinische Indizes: 0 . . . 2; Griechische Indizes: 0 . . . 3.
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Der reelle Nullvektor kv soil eine Eigenrichtung von Rμvρσ darstellen:

Jc[τRv]ea[μkλ]keJcσ = O. (3)

Das Kriterium fur Entartung besagt:

BVQa{μkλ]Jfil? = O. (4)

Wir werden im weiteren zwei Falle unterscheiden: kv hat entweder eine
Komponente F φ O {kvξ

v φ 0) oder liegt ganz in F 3 (kvξ
v = 0).

2. Raume mit Uvψ φ 0

Mit (2) folgt aus den Kriterien (3), (4) unter der Voraussetzung

Satz I. Liegt die isotrope Eigenriohtung kv nicht in dem zum Kiΐling-
vektor senkrechten Unterraum V%(kvξ

v Φ 0), so sind die zugehδrigen Rdume
vom Petrow-Typ I oder D. Typ I-Rdume haben 0,2 oder 4 (einfache),
Typ D-Rdume 0 oder 2 (ziveifache) isotrope Eigenrichtungen mit kvξ

v Φ 0.

Mehrfache Eigenrichtungen kv mit kvξ
v φ 0 existieren genau dann,

wenn Ei3- die Entwicklung

V % j

gestattet. Es gibt dann die beiden zweifachen Eigenrichtungen

kv~Uv±-=jk=r9 ^ = ( ^ , 0 ) . (6)

Aus Geodasie und Scherungsfreiheit von kv und unter Verwendung von
(5) kann die Existenz eines hyperflachennormalen, zeitartigen Killing-
vektors ηv ~ uVi gefolgert werden. Mit dieser Kenntnis lassen sich die
Einsteinschen Feldgleichungen integrieren. Wir formulieren das Ergeb-
nis in

Satz II. Die einzige entartete Losung mit kv ξ
v φ 0 gehδrt zur Weylschen

Klasse:

ds* - x^dxψ + Kz1)-1/*! {{dxψ + {dxψ} - x^dx0)2, x1>0. (7)

Diese Losung ist in [1] invariant gekennzeichnet.
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3. Raume mit hvξ
v = 0

3.1. Allgemeine Aussagen

Das Kriterium (3) sowie die Bedingungen fur mehrfache Entartung
lassen sich auf kovariante Beziehungen in Fo zurϋckfuhren:

TypI: RijWW^O (8.1)

TypII: WBiykm] = 0 (8.2)

TypIII: Ru,¥
f = 0 (8.3)

TypN: RiUkm] = 0. (8.4)

Diese Klassifizierung steht in engem Zusammenhang mit den Eigen-
werten und -vektoren von Eίj. Man erkennt aus (8.2), daβ in alien ent-
arteten Fallen eine Eigenwertgleichung

Ruy = λki9 ^¥ = 0 (9)

mit nullartigem Eigenvektor besteht, so daβ sich Entartung in zu-
sammenfallenden Eigenwerten von RiS auβert (vgl. z. B. [7]). F 4 ist also
genau dann vom Typ I, wenn Rtj 3 verschiedene Eigenwerte λ0, λx, λ2 hat.

Urn zu entscheiden, ob ein Typ I-Raum 4, 2 oder 0 Eigenrichtungen
mit kvξ

v = 0 (Satz I) hat, entwickeln wir ^ nach dem Eigenvektor-
system von Riό und ermitteln die Zahl n der verschiedenen reellen
Lόsungen k{ von (8.1) in Abhangigkeit von den Eigenwerten:

3 Eigenwerte reell, ( λl T λ%)

2 Eigenwerte konjugiert-komplex n — 2.

Bei samtlichen Lόsungen der Weylsehen Klasse liegen entweder alle
oder keine Eigenrichtungen kv vollstandig in F 3.

Wir behandeln im folgenden die entarteten Lόsungen mit kvξ
v = 0.

Mit Hilfe der Eicci-ϊdentitaten und der Feldgleichungen folgt aus (9):

^ &... ~ ic.oJc.n lc i (10)

Diese Relationen drύcken die Geodasie und Scherungsfreiheit des Vektor-
feldes kv— (ki90) aus und sind auch aus den entspreclienden Aussagen
in F 4 herleitbar. Wichtig ist in diesem Zusammenhang

Satz III. In F 3 ist fur jeden Nullvektor kt Geodasie gleichbedeutend mit
Hyperflachennormalitat.

2 λQ gehort zum zeitartigen Eigenvektor.

12*
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Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Entwicklung von &ί;3

nach einem Dreibein in F 3 . Die Eigenschaft der Hyperflachennormalitat
ύbertragt sich natύrlich auf den Vektor kv = (ki} 0) in F 4 . Daher gilt

Satz IV. Entartete Vakuumlδsungen mil kv ξ
v = 0 gehδren zu den von

KUNDT [3] (hμ.μ = 0) bzw. ROBINSON-TRAUTMAN [4] {bμ

;μ Φ 0) be-

handelten Lδsungsklassen.

Die Voraussetzung einer Bewegungsgruppe gestattet in beiden Fallen
explizitere Angaben ύber die Metrik.

3.2. Kundtsche Klasse {bμ

 ;μ = 0)

AuBer (11) gilt jetzt

πnd damit
F f ίfr< = 0: (12)

Entweder ist Vti Nullvektor oder ein zu kti orthogonaler raumartiger
Vektor. Die Feldgleichungen haben nach einer Konformtransformation

die Gestalt
Bi^-2U,iU,j, U = logV. (14)

Im betrachteten Fall laβt sich unter teilweiser Verwendung der Feld-
gleichungen in einem fur die Integration zweckmaβig gewahlten Ko-
ordinatensystem (kti = of, hι — δ\) die Form des Linienelementes

ds2 ^ giό dxi dχi - goo(dx0)2 -f 2 dx° dx1 +
(15)

+ {dx2)2 + 2 G{x°, x2) x1 dx2 dx° ,

erreichen. Die restlichen Feldgleichungen sind dem folgenden System von
Differentialgleichungen Equivalent:

# , 2 , 2 - 3 ^ , 2 < 3 + ^ - 0 , (16)

(U)* (G,2-G), (17)

(18)

Zu jeder Lόsung der Differentialgleichung (16) kann man die Funktionen
ϋ =- U{x°, x2) und E^E(x°,x2) aus (17) und (18) durch einfache
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Quadratur bestimmen; F = F(x°, x2) ergibt sieh aus der linearen Diffe-
rentialgleichung (19). Die Feldgleichungen reduzieren sich also praktisch
auf die Differentialgieichung (16), deren allgemeine Lόsung angebbar ist:

VW (20)
Aus (17) erhalt man nach einer noch ausfύhrbaren Koordinatentrans-

formation (x° = f{x0'), x1 = xv (/(a;0'))"1, x2 = x2')

χt-A-~ , fi = o , ± i .

Lόsungen mit B = 0 (UtiU
A = 0) sind vom Petrow-Typ III, Λτ oder 0.

Die Differentialgieichung (16) hat die partikularen Lόsungen

( 7 = 0 (Typ N,O). (22)

Ergebnis dieses Abschnittes ist

Satz V. Alle Lδsungen der Kundtschen Klasse (k>μ

;μ = 0) mit (minde-
stens) einem hyperfldchennormalen Killingvektor ξμ sind durch (15) —(22)
explizit bestimmt.

3.3. Robinson-Trautmansche Klasse (k'μ;μ φ 0)

In diesem Fall lόsen wir die Killinggleichung

ξμ v + ϊv μ = 0 (23)

in der von ROBINSON-TBAITTMAN [4] angegebenen Normalform der
Metrik:

ds2 = -4 (dξ2 + dη2) - 2dρ dx° - L{dx{i)2

) 4^- = 0 . (24)
2? o p

Dabei ist:

(25)

Mit (24), (25) sowie mit kvξ
v = 0 erhalten wir aus (23) die Aussagen:

£" = (ξ1, I s , 0, 0) (26)

ξ1 + ίξ2 — f(z), z = x1 -\- ix2 (x1 =Ξ ξ, x2 =E= η) f(z) analytisch , (27)
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Der Killingvektor erweist sich wegen (26) automatisch als hyperflachen-
normal. Durch eine Transformation f(z) -> z, bei der die Form des Linien-
elementes (24) stets erhalten bleibt, erreicht man wegen (27) ξ1 = x1,
ξ2 = x2; und die allgemeine Losung von (28) lautet dann in diesen
Koordinaten3

p = χi ς>(^,χή. (29)

Den anschlieβenden Ubergang zu einem Kugelflachenelement im Zweier-
Unterraum vermittelt die Transformation

#i = eφ sin (log tg y ]

) n (30)

x* — e<p cos I log tg -g-1 .

Die Metrik erhalt in IJbereinstimmung mit (1) (x3 ΞΞ φ) die Form

ds2 = q2{ΰ, x°) ρ2{sπι2ϋ dφ2 + d§2) - 2dρdx° - L(dx0)2 (31)

Die Feldgleichungen fordern schlieβlich4

— 1 /

\ g /
(39)1 (Xsin^) aiog^

~TΪ> ^~ —α~~ = m a o 5 m = Const .
12 g2 s m ^ δa;0 'Es gilt somit

Satz VI. A He Lόsungen der Robinson- Trautmanschen Losungsklasse
(k>μ.μ Φ 0) mit axialer Symmetrie sind aus (32) bestimmbar.

Es ist uns nicht gelungen, die allgemeine Losung des Differentia]-
gleichungssystems (32) zu finden. Fur m = 0 ergibt sich

K = A (x°) log tgγ+B (x°). (33)

Hier liegt eine Singularitat langs der Achse # = 0, π vor. Aus der Form
des Linienelementes (31) erkennt man: Losungen, die fur ρ -> σo pseudo-
euklidische Form annehmen, sind durch q2 — 1 gekennzeichnet denn
q ist ρ-unabhangig. Die einzige Losung, die dieser Bedingung genύgt, ist
die Schwarzschild-Losung (q2 = K = 1).

3.4. Geodάtίsche Eigenrichtungen

Eine Verscharfung unserer letzten Feststellung bildet
Satz VII. Auβer der Schwarzschildlosung gibt es Jceine axialsym-

metrische Losung der Einsteinschen Feldgleichungen, die das Feld einer

3 Q: beliebige Funktion der angegebenen Argurαente.
4 Strich bedeutet Ableitung nach #.
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isolierten Quellυerteilung beschreibt und gleichzeitig eine geodatisehe Eigen-

richtung von Rμvρσ mit kvξ
v = 0 besitzt.

Den Beweis fϋhren wir in einem Bondischen Koordinatensystem, in
dem sich alle realistischen Gravitationsf elder in groBerer Entfernung von
der isolierten Quellverteilung beschreiben lassen. Wir verwenden die
geodatisehe Eigenkongruenz kμ zum Aufbau der Bondi-Metrik [5]:

&= (0,^,0,0), ξμ= (0,0,0, ξη

ds2^ ρ2(e-2> ;sin2^cZ992 + e2^ dft2) - 2Uρ2e*y dx* dft - (34)

- 2e2? dx»dρ + goo(dxQ)2 . (x1 = ρ, x2 = ft, xz - φ) .

Die Bedingung, daβ kμ Eigenrichtung des Riemanntensors ist, lautet
nach (8.1)

(35)

Im Zusammenhang mit der Feldgleichung [5]

β,i=ie(γ,i)2 (36)

erhalt man die Lόsung

y = 2lrΘtn^- ; β= - -i-log (l + ~) , c = c(x 0,^), (37)

wobei eine Integrationsfunktion bereits so gewahlt wurde, daβ β und γ
fur ρ -> σo das richtige asymptotische Verhalten haben. Die Funktion γ
hat die allgemeine Entwicklung

γ = - | c 3 ] ρ"3 + Dρ~ 4 + . (38)

Bei dem gefundenen Ausdruck (37) fur γ ist also C = D = 0. Damit
ergeben sich aus den Feldgleichungen unter anderem die zusatzlichen
Forderungen (vgl. auch [6])

(cN)^-^ 3cN cotft = 0 (39)

2c2ct0 + 2cM + N cot# - Nf2 = 0 . (40)
Aus (39) folgt

cN = -j 3 n . (41)

Fur A(α;°) 4= 0 ist dies nicht mit den Regularitatsbedingungen auf der
Achse ft = 0, π vereinbar, die zumindest in groBem Abstand von der
isolierten Quelle erfullt sein mύssen. Fur h(x°) = 0 ergibt sich als einzige
regulare Metrik die Schwarzschildlόsung (c = 0).

Herrn Prof. Dr. E. SCHMUTZER und den Mitgliedern der Arbeitsgruppe Rela-
tivitatstheorie danken wir fiir wertvoile Diskussionen.
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