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Abstract. By subtraction of products of three-point functions the four-point
functions in relativistic quantum field theory are decomposed into two parts, in
one of which there does not occur any mass-shell-singularity in the variables
&<x + fys ( a 4= j5; 1 ̂  «> P ̂  4). All these singularities are given explicitly by the
kernels|of the products of the three-point functions. — Necessary and sufficient
conditions for the non-triviality of unitary ^-matrices or some of their elements
are proved in terms of statements on the occurence of mass-shell-singularities in the
vacuum expectation values of field operators. The strongest result we have gained«N-2 \2 \ \ (N—2 \2 "] N „

JT hA — ra2] I Z h) —m2 • <0| ]J A(]fe,)|0> is equal to zero for
some N > 3, then all transition amplitudes T%_+n vanish for every n.

I. Problemstellung
Wir betrachten eine skalare Feldtheorie, die durch eine operator-

wertige Distribution A[f] — fA(x)f(x)dx in einem Hilbertraum §
beschrieben wird. Die Operatoren A [/] sind unbeschrankt mit einem in
§ diehten Definitionsbereich D[A]. f(x) soil ein Element aus einem
geeigneten Testfunktionenraum, z. B. (24n sein; (d. h. f(x) ist eine
C°°-Funktion iiber dem reellen Minkowski-Raum, die im Unendlichen
starker als jede reziproke Potenz abfallt). Wir werden im folgenden an
Stelle der Distribution A[/] immer den Begriff der ?,verallgemeinerten
Funktion A (a;)" benutzen. Alle iiber dem reellen Minkowski-Raum auf-
tretenden Funktionen sind dabei als Distributionen iiber <S4n aufzufassen
[1], [2], [3], [4].

Das Feld A(x) soil die folgenden Eigenschaften haben [4], [5], [8]:
(AI) Invarianz unter der Poincare-Gruppe iLg^.
(All) SpeJctrumbedingung
(AIII) Lohalitdt
(AIV) VollstdndigJceit
Bezeichnen wir die Bereiche p2 > b2 ± p(°) > 0 des Minkowski-

Raumes mit Vb
± und ihren AbschluB mit Vb

±, so bedeutet die Spektrums-
bedingung, daB die Spektralzerlegung des Translationsoperators T(a)

T(a) = fe^adE(p) pa = pMa,W - p a (1)
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die f olgenden Eigenschaf ten hat:

dE(p) = d(p) {d{p) |0> <0| + d(p* - m2) \p, m) (m, p\} d*p + de(p)

Tragerc^(p) Q F ^ (2)

Dabei ist |0) der eindeutige Vakuumzustand und \p, m) ein Einteilchen-
zustand zur Masse m und zum Impuls p.

Nach WIGHTMAN [4], [5] wird eine solche Theorie vollstandig durch
die Angabe einer Folge von Funktionen Wn(xv x2, . . ., xn) (n = 1, 2, . . .)
beschrieben, die mit den Vakuumerwartungswerten von w-fachen Pro-
dukten der Feldoperatoren A(x) ubereinstimmen.

Wn(xv ...,xn) = ^ l A ^ ) . . . Afo)|0> (3)

Wn(kv . . ., hn) = 5— / dxx dx2. . . dxn eik*Wn(xl9 . . ., xn) . (4)

J
Die Wightman-Funktionen haben die folgenden zu (AI) — (ATV) aqui-
valenten Eigenschaf ten:

(W I) Lorentzinvarianz:

WniAx^^ + a, . . ., Axn + a) = Tfn(^1? . . ., an) fiir (/I, a)

(WII) Spektrumsbedingung):
Trager t^w (if̂ , . . ., iB) £ Jf mit

fur r = l ; . . . ; w - l und 2 1 Jc3- =

o
F f - : F2

±
m w {ifc: ft2 - m2 = 0; ±^<°> > 0}

W2{x; y) = t ^ (a; - y) + i / de(/i) A% (x - y)

(Will) Lolcalitat:

fur ( .̂ - ^+i)2 < 0 .

Zu diesen linearen Bedingungen kommt noch eine weitere nichtlineare
hinzu, die sich unmittelbar aus der Positivitat der Norm in § ergibt.
Diese nichtlineare Bedingung spielt bei den weiteren Betraehtungen
keine Rolle, so daB auf ihre Angabe verzichtet werden kann.

Infolge der Spektrumsbedingungen sind die Wightman-Funktionen
im Ortsraum Randwerte von analytischen Funktionen mit gewissen
asymptotischen Beschranktheitsbedingungen [5].

Die relativistische Kovarianz fuhrt zu einer VergroBerung dieses
Regularitatsgebietes [6], [7], [8]. SchlieBlich ergibt dann die Lokalitat,
daB alle permutierten W-Funktionen analytische Fortsetzungen von-
einander sind; d. h. die Wightman-Funktionen sind Randwerte einer
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einzigen in einem einfach zusammenhangenden Bereich eindeutigen und
analytischen Funktion [8], [9], [10]. (Vergleiche die analogen Eigen-
schaften der retardierten Funktionen im Impulsraum: Abschnitt II.)

Fiigt man in den Vakuumserwartungswerten (3) zwischen zwei Feld-
operatoren ein System von Zwischenzustanden ein, so fiihrt jeder dieser
Zustande zu bestimmten Arten von Singularitaten im Impulsraum. Wie
aus der Spektralzerlegung des Translationsoperators (1), (2) ersichtlich
ist, liefern z. B. die Vakuumzustande (5-Funktionen d(2]Pi), und ebenso
die Einteilchenzustande d((2JPi)2 — m?)-

Hinzu kommen im allgemeinen auf der Massenschale noch Singulari-
taten der Art [(2>*)2 ~ ^ J " 1 (siehe Abschnitt IV).

Da andererseits diese Singularitaten das asymptotische Verhalten der
Wightman-Funktionen fur groBe Separationen der Argumente im Orts-
raum bestimmen, ist es fiir die Untersuchung aller mit der asymptoti-
schen Teilcheninterpretation, der S-Matrix und ahnlichen Problemen zu-
sammenhangenden Fragen wichtig, diese Singularitaten explizite aus den
Wightman-Funktionen herauszupraparieren, und zwar moglichst so,
daB die bei den Singularitaten aufgetretenen Koeffizienten wiederum
Wightman-Funktionen bzw. ,,Produkte" von Wightman-Funktionen
mit einer geringeren Anzahl von Argument en sind.

Im Falle der Vakuumsingularitaten ist dies vollstandig durch die
folgende suczessive Definition der sog. trunkierten Wightman-Funk-
tionen WZfat, ...,xn) gelungen [11], [12]

WT(xv x2, xz) = : W(xv x2, xz)

WT(xv x2, x3, x,) = : W(xv x2i x,, xA) - WT(xv x2) W
T(x3, x,) (5)

- WT(xi;x,) WT(x2;x,)-WT(x1;x/k) WT(x2;x3)
usw.

Dabei haben die trunkierten Funktionen die Eigenschaften (WI) und
(Will) so wie den kleineren Trager:

T r a g e r WT(kv ...,kn)QM
m i t

SchlieBlich haben die WT (kv . . .,Jcn) nur noch eine einzige Vakuum-
/ n \

singularitat, namlich d\ £ kt I (Gesamtenergie-Impuls-Erhaltung), so daB

die Auflosung von (5) nach W(Jcv . . ., kn) eine Entwicklung nach diesen
Singularitaten darstellt.
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Wahrend nun die Wightman-Funktionen zum Beispiel bei einer un-
endlichen raumartigen Separation der Argumente gegen eine Konstante
gehen [13], verschwinden die trunkierten Vakuumerwartungswerte in
diesem Fall starker als jede Potenz [14], [15], [16].

Der nachste Schritt besteht darin, durch eine zu (5) analoge Entwick-
lung von den trunkierten Wightman-Funktionen den Beitrag der Massen-
schale zum Trager abzuspalten.

Infolge der Spektralzerlegung (1) und (2) bzw. der schwachen asym-
ptotischen Konvergenz der aus den Haagschen quasilokalen Operatoren
[11], [18], [19]

B [hn] = f dxx dx2 . . . dxnh(xv ...,xn) A(xx) • . . . • A(xn) (6)

gebildeten Z$Z-Operatoren [20] gelten die folgenden Aufspaltungen auf
der Massenschale (Abschnitt IV):

ft (p) {dip- £ k\ W(k±, . . ., kn) -
(7a)

kr9 -p) (&%\ A(kr+1)... A(kn) |0>J = 0

ft (p) {dip - j ; p\ d(p* - m?) (p2 - m2) W(k^ . . . kri x

X p l 9 . . . p w q x \ . . . q ) - W ( p l 9 . . . p n , - p ) X ( 7 b )

X [p 2 -m 2

/ d*p g™ (p) Idlp - Z p \ 6(p* - m 2 ) (p* - m 2 ) W(kv ..., kr, x

X plf . . . p n , qlt... q8) - ff{-p, p l 9 . . . p n ) X ( 7 c )

X [p2 - m 2 ] W(kv ...kr, p , qv . . .,q8)\ - 0 .

Dabei ist g\ (p) eine Testfunktion, deren Trager in einer Umgebung der
Massenschale im Vor- bzw. Riickwartskegel konzentriert ist. Damit
erwartet man eine Entwicklung der Art1

Wu(xv x2, a?8, x^j = WT(xv x2, xa, xj) -

- Terme der Art {fdzK(z\xt) WT(xv x2, z) WT(z, xZ9 xB) (8)

+ Permutationen der {x^ z)}

usw.
1 Ich mochte Herrn Dr. H. J. BOUCHERS fiir eine wertvolle Diskussion iiber die

Art der zu erwartenden Entwicklung danken.
Commun. math. Phys., Vol. 2 13
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In diesen Gleiehungen soil K{zjxj) ein geeigneter Integralkern sein.
Die WII{x1, . . ., xn) sollen die Bedingungen (WI) und (Will) erfullen
und die folgenden Tragereigenschaften im Impulsraum haben:

Trager Wn(kv . ,.,kn) Q M11

mit

X

r = l r=l )

n

Durch Anwendung von Klein-Gordon-Operatoren IT K™ auf die
1 = 1

W11 (xv . . ., xn) kann man dann sehr leicht Wightman-Funktionen er-
i

halten, deren Trager im Impulsraum in alien Partialsummen 2J K m ^
r = l

I < I <^> n — l im Vorkegel V2^1 konzentriert ist. Vermutlich sind durch
die Entwicklung (14) die Singularitaten der Wightman-Funktionen in
irgendwelchen Partialsummen der Impulse auf der Massenschale auf
solche in den einzelnen explizite auftretenden Impulsen kt zuruckgefuhrt.

n

Damit wurden dann in den Funktionen U K™ Wu (xv . . ., xn) iiber-
i = i

haupt keine Singularitaten auf der Massenschale mehr auftreten (Ab-
schnitt III).

Uber Entwicklungen der Art (8) konnen Modelle fiir lokale, lorentz-
invariante Feldtheorien mit nichttrivialer S-Matrix konstruiert werden.
Ein solches Modell erhalt man, indem man von einem gewissen Index N
an alle Wu (xv . . ., xn) mit n> N gleich Null setzt. Dann sind alle
trunkierten Wightman-Funktionen ,,Produkte" von ^^^-Funktionen
mit einer Anzahl von Argumenten n < N. Die S-Matrix ist dann nicht-
trivial, falls die trunkierten Wightman-Funktionen noch Hauptwert-
singularitaten auf der Massenschale enthalten. Leider ist die S-Matrix
in diesen Modellen nicht unitar (Abschnitt IV).

In den folgenden Abschnitten wird eine solche Entwicklung fiir die
Vierpunktfunktion hergeleitet.

Zu Gleichung (8) analoge Entwicklungen sind von SYMANZIK [22],
[23] fiir die r-Funktionen und von ZIMMERMANN [24], [25] fiir die
r-Funktionen hergeleitet worden. In Abschnitt II erweitern wir eine
modifizierte Form der von SYMANZIK angegebenen Entwicklung auf die
von STEINMANN [26], von RUELLE [27] sowie von ARAKI [8], [12] und
BURGOYNE [29] eingefiihrten verallgemeinerten, retardierten Vierpunkt-
funktionen.
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In Abschnitt III benutzen wir das von denselben Autoren sowie
JOST [25] angegebene Rekonstruktionsverfahren, urn iiber die vierfachen
Kommutatoren eine Entwicklung der Art (8) fur die entsprechende
Wightman-Funktion herzuleiten.

Die Abschnitte II und III sind formaler Natur, da die auftretenden
retardierten Funktionen mathematisch nicht wohl definiert sind. Im
Endergebnis (III.22) treten die retardierten Funktionen nicht mehr auf,
sondern nur noch Matrixelemente von zweifachen retardierten Kommu-
tatoren. Diese Matrixelemente werden im Anhang durch verallgemeinerte
Jost-Lehmann-Dyson-Darstellungen prazise definiert.

Wahrend in den Absehnitten II—III auBer beim Beweis von Satz V
nur die Voraussetzungen (AI) —(AIV) bzw. (WI) —(Will) benutzt
werden, wird in Abschnitt IV unter der weiteren Annahme der LSZ-
Asymptotenbedingung die Aufspaltung (7) der Wightman-Funktionen
auf der Massenschale hergeleitet und einige damit zusammenhangende
Folgerungen iiber die Nichttrivialitat der S-Matrix gezogen.

II. Yerallgemeinerte retardierte Funktionen

Die r-Funktionen [20] sind die Vakuumerwartungswerte der %-fachen
retardierten Operatorprodukte (iiber die Mehrdeutigkeiten bei der
Definition dieser Produkte [32] werden in Abschnitt III noch einige
kurze Bemerkungen gemacht):

R(xlxlt...,xn)= :{~i)n Z 0{x-x1)Q(x1-Xi)...0(xn-1-xn)x
Perm. {1,..., n}

x [. . . [A(x);A(x1)];A(x2)]; . . . ] ; A(xn)] (9)

r(xjxv ...,xn)= (0\R(xlxv . . ., xn)\0) . (10)
Die r-Funktionen sind symmetrisch in den Argumenten x±; . . .; xn und
invariant unter der Poincare-Gruppe iLg^..

r(Ax + a\. . ,,Axi + » , . . . ) = r(xj. . .,xif . . .) (A;a)^iLg^. . (11)

AuBerdem gilt die Tragerbedingung:

r(xjxl9 ...,xn) = 0 falls (x - x§) i V% fiir ein xj . (12)

SchlieBlich gelten fiir die i?-Produkte (1) die Operatoridentitaten:
[34], [35].

R(xjy, zv . . .,zn)

= -id{x-y) Z [R{%l*i> -•>**) R(l *)]
Combin.

R(xly, zv . . ., zn) - Riyjx, z1? . . ., zn)
(14)

^ +
Combin.

13*
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Mit den Satzen von SCHWARTZ [6], von HALL und WIGHTMAN [7], von
TOMOZAWA [10] und dem verallgemeinerten Edge-of-the-Wedge-
Theorem von EPSTEIN [8], [35] ergeben sich aus den Eigenschaften
(9) —(14) Regularitatseigenschaften fur die Fourier-Laplace-Trans-
f ormierten, die definiert sind durch:

1 C
Tn) = • (2w)5/2(» + l) J ^xlJ

X r (« /%, . . .,xn)

JJ
n

Z Pi) r' (pjpl9 ...,pn)

(15)

I; = x — Xj; ^ = ^ + ^ k>

Diese bekannten Eigenschaften sollen fiir die Drei- und Vierpunkt-
funktion in den beiden folgenden Satzen zusammengefaBt werden:
Dafiir ist es zweckmaBig, einige neue Beziehungen und GroBen ein-
zuf uhren:

rj (x)s = rj (xv x2, xz) = r (x^x^ xn)

Tj(X) = Tj\Xi, X%, X%, X^) ^ T(XjlXm, Xn, Xs) .

Im folgenden bedeuten (j, m, n) oder (j, m, n, s) immer eine Permutation
von (1, 2, 3) bzw. (1, 2, 3, 4). Neben den retardierten Funktionen fuhren
wir die advancierten Funktionen

aj(x) = rj(-x) (17)

und im Falle der Vierpunktfunktionen die folgenden gemischten oder
verallgemeinerten r-Funktionen [26] —[29] ein:

*V*(a) = •rj(x) + iSjk(x)
(18)

an(x) = : as(x) + iSj1c(-x)
mit:

8,*{*) = : <0| [R(x,lxn, *n); A (xk)] |0> . (19)

Die gemischten Funktionen rj]c(x); ajk(x) sind ebenfalls Lorentz-
invariant, symmetrisch in xm und xn9 und sie haben die Tragereigen-
schaften:

rn(x) = 0 fiir (Xj-xm)$Vl; oder (x, - xn) $7%;
(20)

oder {(xk - xj i F°± und (xk - xn) i F°±} .

SchKefilich definieren wir die 8- bzw. 12-dimensionalen, offenen, reellen
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Kegel im Raum des Imaginarteils von p durch:

«?± = : L = (qi; q2; qz) : £qr = 0; q, $ F°± ; qs g F°±J (21a)

F°±;gw6 ^ ± ; ^ ^ F°±l (21b)

(21c)
X(7, + <7J6FoJ

: Z q

sowie die reellen Punktmengen Ef(a), E^a) und 2^,(a) durch:

= (^x; A;2; &3): ̂  ^r = 0; kf > a2} (21 d)

= jjfc = (fci; fc2; k3; i4) : i ; k r = O;kf> <A (21 e)

^ , ( 0 * ) = I * = (fci; fc2; fc3; i 4 ) : J 1 i f = 0; (kt + k,)* > o« | . (21 f)

Die Kegel ^ sind gerade so definiert, daB gilt:
1. ^f + und ^f~~ unterscheiden sich nur im Vorzeichen von q®.
2. ^ ^ und ^^unterscheiden sich nur im Vorzeichen von <$.
3. ^fj und ^mn unterscheiden sich nur im Vorzeichen von qf + q%.
Weiterhin bezeichne L+(c) die homogene, komplexe Lorentzgruppe

mit der Determinante + 1 , conv{lf} die konvexe Hiille der Menge M und
QM die Komplementarmenge von M.

Mit diesen Defiriitionen gilt dann [10], [12], [26] —[30]:
a) Dreipunktfunktion:
Satz I. Die seeks Dreipunktfunktionen r'j (it) und dj (k) sind Grenzwerte

einer eindeutigen, analytischen Funktion g(p) der Komplexen Verander-
lichen p = k + iq [k = (kv k2, k3); q = (ql9 q2, q3) reell]:

| ( t ) = Ijmflr(p) (22)

g(p) ist eindeutig und analytiseh in der einfach zusammenhdngenden
Punktmenge NZi bestehend aus der Vereinigung alter moglichen erweiterten
Eohren

X? = UATf; At L+(c) (j = 1, 2, 3) (23)

mit

l \ (24)
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g (p) hat analytische Fortsetzungen in die Punktmengen

-£?* (m2) = : L : £ pr = 0; p £ conv. 12? w T A A C ^ S K ) J (25)

i die reellen Punkte
( 3

5^(m2) = : ] ^ : £ pr = 0; g = 0; ftf < m2; Jif < m2j> . (26)
{ r = l

Aufierdem gilt:
% fur V^Tf (27)

g(p) = g(Ap) fur p£T± und A£ L+{c)
und

tq)\ < Polynom{&} (28)

fur jeden Strahl Q + tq (t > 0), der ganz in einem der Tf verlduft und fur
B > 0; sowie

r] (ft) - a[ (k) = 0 fur ftf < m2 . (29)

Aus diesem Satz ergibt sich mit Hilfe des verallgemeinerten Edge-
of-the-Wedge-Theorems von EPSTEIN [8], [36] die fur alle weiteren
"Qberlegungen wichtige Folgerung:

Folgerung FIX: Die drei Funktionen

9siP) = : (Pi - ™2) 9(P) 8= 1, 2? 3 (30)

5m«Z m ctew grofleren Bereichen

Nl = N9vZif(4m*) (31)
regular, und es gilt:

(ftf - m2) [f; (ft) - a\ (ft)] = 0 /wr ftf < 4m2 . (32)

Beweis: Es geniigt die Gleichung (32) zu beweisen. Denn die Aussage
iiber den Regularitatsbereich folgt daraus mit Satz I und dem verall-
gemeinerten Edge-of-the-Wedge-Theorem, da sich die beiden Rohren
Tf und Tf nur durch das Vorzeichen von q® unterscheiden [28].

Aus den Definitionsgleichungen (9), (10) und (16) folgt:

f,{h) - at(k) =

x

Einsetzen der Spektralzerlegung (5); (6) fiir den Translationsoperator
und Integration iiber xs ergibt mit (0| A (0) |0) = 0 sofort die Behauptung.

p) Vierpunktfunktion:
Satz II. Die zweiunddreifiig Vierpunktfunktionen

r/(ft); a/(ft); f^(ft) und a^-(ft)
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sind Grenzwerte einer reguldren Funktion G{p) der komplexen Verdnder-
lichen

4

p = k+iq[k= (k^ k2; kz; fc4), q = (&; q2; q3) g4) reell; Z Pr = °J

= lim

= lim G{k

{8}

{24}

(33)

(34)

i5^ eindeutig und regular in der einfach zusammenhdngenden Punkt-
menge N^ bestehend aus der Vereinigung oiler moglichen erweiterten
Rohren 9^=; 9tg mi«

L+(c)

r = 1

4

(35)

G (p) hat analytische Fortsetzungen in die Punktmengen

k (m2) = {jp : p £ conv{T^ \j T^} n C ^ - f

^(m2) = {p :p£ conv.{T^\jT+n)^QE j n(

reellen Punkte

B(m2; m2) = \p: ^ P̂r = 0; g = 0; *2 < m2; (^ + fc,)2 < m2; 1 ^

^ n; i;j ^

Aufierdem gilt:

^ G(P) fur ^ (p) ^ G(p) fur pg

(36 a)

(36b)

(37)
[G(p) = G{Ap) fur p£ T±; T$ und A $ L+{6)\

l-Bt\G(k + i{Q + tq))\ < Polynom {k} (38)

fur B > 0 und jeden Strahl Q + tq (t ^ 0), 6?er ^a^2 in einer der Rohren
T^ oder T^ verlduft.

Schliefilich gelten die Uentitdten:

= 0 Mr

- a'nm{k) = 0

(40)

(41)
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Eine zu FIX analoge Folgerung lautet fur den Fall der Vierpunktfunktion:
Folgerung FII^ Die sieben Funktionen

sind in den grofieren Bereichen

regular, und es gilt:

(kf - m2) [ I (k) - % (ifc)] - 0 fur kf < 4m2 (44)

[(** - K? ~ m2] Ifyik) - amn(k)] = 0 fur (k, + knf < 4m2 . (45)

Der Beweis dieser Folgerung ergibt sich wieder mit Hilfe des Edge-
of-the-Wedge-Theorems aus Satz II und den letzten beiden Gleiehungen,
die mittels der Operatoridentitat (14), den Steinmann-Relationen (41)
und der Spektralzerlegung des Translationsoperators hergeleitet werden
konnen (siehe Beweis zu Satz III.) Da dieser Beweis etwas umstandlich
ist, und die Folgerung FIIX nicht mehr benutzt werden wird (sie wiirde
erst bei der Funfpunktfunktion eine Rolle spielen), soil er hier iiber-
gangen werden.

Wir definieren nun 32 neue Funktionen durch:

% (x)1 = • %(*) + J d*z{r
a(x3.lxs, z) Kfra{zjxn, Xi) +

+ £to/aw, z) Kf *a(z\x» x,) + Mxjlxt, z) Kf l{z\xn, xs)}

% (x)1 = :%(x) + fdtz {«(zfxi9 xj) Kf rn {zlxs, Xn) +

+1 (xjlxs, Z) Kf * (xnlxi} z) +1 (Xifxw z) Kf f (xjxi9 z)}.

Dabei ist Kf der Klein-Gordon-Operator zur Masse m. Die Funktionen
r$ (x)1, cij (x)1 in 61. (46) unterscheiden sich von den entsprechenden
Funktionen von SYMANZIK [22], [23] dadurch, daB hier als Integralkern
die Reziproke Kf der freien retardierten (advancierten) Zweipunkt-
funktion auftritt, wahrend bei SYMANZIK die Reziproke der vollen Zwei-
punktfunktion abgespalten wird (s. Diskussion am Ende von Ab-
schnittlll).

Die neuen Funktionen r(x)I,a(x)1 haben dieselben Invarianz- und
Tragereigenschaften 61. (12) bzw. (20) wie die urspriinglichen Funk-
tionen. Daraus folgt aber, daB ihre Fourier-Transformierten Randwarte
einer in 2V4 eindeutigen und regularen Funktion sind, und dort die Be-
schranktheitsbedingungen (38) erfiillt sind. Wir werden nun mit dem
Beweis des folgenden Satzes diesen Regularitatsbereich vergroBern und
drei zu 61. (39) —(41) analoge Identitaten herleiten.
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Satz III. Die zweiunddreifiig Funktionen r'j (k)1, a^(fc)1, ^(k)1 und
a't^k)1 sind Grenzwerte einer reguldren Funktion G(p)1 der komplexen
Verdnderlichen p = k -}- iq, k; q reell:

{kf= lim Gik + iq)1; $ (ife)1 = lim G{k + iq)1. (48)
? > 0 a*i q>0

G (pj1 ist eindeutig und regular in der einfach zusammenhdngenden Punkt-
menge N4, bestehend aus der Vereinigung aller moglichen erweiterten
Rohren 9 ^ ; 9t^, und hat analytische Fortsetzungen in die Punktmengen

2) = {V : V € c o n v . { ^ \j T%} r\ C^(m2)} (49a)

) = {p: p £ conv.{T,7 w r+ n } n C^n(4m2)}

ê m d̂ e reellen Punkte

2; 4m2) =
[ r 1

 1 (49b)
4V

Auflerdem gelten die Relationen (37) und (38) /#r r(^)1 ^ ^ G(p)1 sowie die
Identitdten:

-d^M^O fur (^,+ A;J2<4m2 (51)
KM + ^(^)T - «;n(t)1 - a;m(^)J = 0 . (52)

Beweis: Wie schon erwahnt wurde, ergeben sich die Regularitat in
iV4 sowie die Relationen (37) und (38) in bekannter Weise [10]; [12];
[26] —[30] aus den Invarianz- und Tragereigenschaften im Ortsraum.

Fiir kf < m2 folgt durch Fouriertransformation aus den Gleichungen
(46) und (47) mit (39):

hi) {{km + ^ ) 2 -
(53)

* W^m i fon) m ) d'\~~ ^m ^nl^mr ^n/j •

Daraus ergibt sich sofort mit Satz I Gl. (29) die Gleichung (50), da fiir
kf < m2 die eckigen Klammern verschwinden.
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Es sei nun Z^(£/m2) eine komplexe Umgebung des Abschnittes der

(54)

reellen Achse mit kf < m2:

r = l J

Dann ist 'J, (p)1 regular fiir p £ ©^

©?= = -.Z^e/m^nT? (55)

und 3 j (29)1 regular fur p £ ©^

©5= : ^ ( s K ) n T S . (56)

Da sich T̂  und Ti:} nur im Vorzeiehen von qf unterscheiden, so folgt mit
den Gleichungen (50); (55) und (56) aus dem verallgemeinerten Edge-of-
the Wedge-Theorem [8]; [36], daB

rdvHadv)1] und f'^pf [a^p)1]

eine gemeinsame analytische Fortsetzung in den Durchschnitt B^ von
Zij(elm2) und der abgeschlossenen konvexen Hxille von T^ \j Tf bzw.
T^\j Tf haben:

B% = Zu(e/m2) r\ conv{TA w Tf} . (57)

Die Holomorphie-Envelope von T^ \j T^ \j B^ ist nach einem Satz
von BBOS; EPSTEIK und GLASBR [28] gerade die Punktmenge U^(m2).

Die Steinmann-Relation (52) folgt unmittelbar durch Einsetzen von
(46) und (47) in die entsprechende Relation (41) aus Satz II, da sich die
auftretenden Terme aus Produkten von Dreipunktfunktionen bei Be-

4

riicksichtigung der Tragerbedingung ^7 ^r = 0 gegenseitig kompen-
r = l

sieren.
Als nachstes soil die Gleichung (51) bewiesen werden. Infolge der

Steinmann-Relation (52) geniigt es, den Beweis fur die GroBe

A(k) = : [?„(*)* - amn{m - [rH{kf - a^Jc)1] (58)

zu fiihren.
Aus den Gleiohungen (46) und (47) folgt fiir A (h):

x {f (ktlkm, k, + kn) [(k, + knr - « * ] « ' (kjk,, ~kn- kt) (59)

- f '(i,/^, kt + km) [(kt + kmf - ma] a'(kjkt, -kn- k{)},

wobei / (k) definiert ist durch :

[ru(k) - anm(k)] .
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Beriicksichtigen wir die Definitionsgleichungen (17) —(19) fur ftj bzw.
amn, so folgt mit der Operatorenidentitat (14) fur I(k):

- <0| [B(-xJ-xt); R(-xnl-Xi
(60)

+ <0| [R(- xn\- xt); R ( - xj-

Infolge der Jakobi-Identitat

); A(a*)]; Afe)]; A(arr)] - [[[A(*,); A (a;,)]; A (a,)];

und der PCT-Symmetrie:

= -(Q\[[[A(xi);A(xj)];A(xs)];A(xr)]\0)

verschwindet der zweite Term in Gleichung (60).

Also gilt:

(61)

(63)

Fiigen wir zwischen die beiden auftretenden retardierten Kommutatoren
ein vollstandiges System von Eigenzustanden zu P2 und PM ein:

|0> <0| + / dQ{M*) f d*p 0(p) d(p2 - m2) \p; M) (M; p\ = 1
mit

'PW \p; M) = pM\p; M); P*\p; M) = if2 \p; M)
- dd(M*) - <5(m2 - Jf2) dM* + dg(M2) (64)
Trager von dQ(M2) > 4m2

so erhalten wir schlieBlich, da fiir (kj + Jcn)
2 < 4tm2t nur der diskrete

Anteil d(m2 — M2) des MaBes dq einen Beitrag liefert:

I(k) = 2i f d*p 6(p) 6(p2 - m2) x

x {<O|£(J#J b ; m> <m; p| ̂ ( i ^ l O ) (65)

- <0|fi(fc,/^) b ; m> <m; p|5(*,/im) |0» .

Andererseits folgt mit

f(*y/i,; p) - Siktlk,; p) = -»<0| [£(*#,) ; A(p)]|0> (66)

sowie Folgerung FIX Gleichung (32):

A(k) =

, P) •
(67)
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Fiir (kj -f kn)
2 < 4m2 ergibt sich daraus mit der Spektrumsbedingung

(All)bzw. (WII'):

x {<0| R (kjIK) \p, m> (p2 - m2) rfrilK, P) ~ (68)

Es sei nun {/a (x)} ein vollstandiges System positiv frequenter Losun-
gen der Klein-Gordon-Gleichung zur Masse m. Aus der unter den Voraus-
setzungen (AI) —(AIV) bzw. (WI) —(Will) giiltigen schwachen Zu-
.stow^konvergenz auf den asymptotischen Hilbertraumen § e x [19], die
den Einteilchen-Unterraum aus $) enthalten:

w - lim A'«(0*|0> = ( A ^ * |0> (69)
«-^±oo \ in /

mit

{(r) x ^70"!
*-W(ex) \'v)

folgt mit den iiblichen Reduktionsverfahren [20], [37] :

(4* - m2) f (p/g, - * ) = (0\B(plq) \k; m> (2^)-!

> (2^)-i (71)

fiir k(°) = + )/F + m2 .

Damit erhalten wir aus Gleichung (68):

A(k) = I(k) + 2if d*pd(p) d(p2 -

x {<0|£(J#w) \p; m> <m

- <0| 5(fc#J |p; m> <m; p|fi (*,/*„) |0» .

Durch Vergleich mit Gleichung (65) erhalten wir :

4 (Jfc) = 0 fiir (^. + knf < 4m2 (72)

und daraus mit der Steinmann-Relation:

ri}(kf-amn(1c)l=0 fiir (h, + knf < ±m* . (73)

Es sei nun i^(e/4m2) eine komplexe Umgebung des Abschnittes
(kj + kn)

2 < 4tm2 der reellen fc-Achse.

: i 1 pr = 0; |g| < e; (^ + *n)a < 4m2; £ > oj . (74)

Dann ist ^(p)1 regular fiir p £ ®ff mit

©?f = :^n(e/4m8)nJP<7 (75)

und d^^p)1 regular fiir p £ © ^ mit

:4(«ATi. (76)
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Da sich T^ und T+n nur im Vorzeichen von {qf^ + q^) unterscheiden,
so folgt mit den Gleichungen (73) —(76) aus dem verallgemeinerten
Edge-of-the-Wedge-Theorem [8], [36], daB f^p)1 und amn{pf eine
gemeinsame analytische Fortsetzung in den Durchschnitt B™n von
Ajn(ej4tm2) und der abgeschlossenen konvexen Hiille von {T^ \j T+n}
haben:

B§* = : Aln (£/4m2) r\ conv{Tt7 w T+n} . (77)

Die Holomorphie-Envelope von T^ w T^n \j Bff1 ist aber gerade
wieder durch Z^n(4ra2) gegeben [28].

SchlieBlich ist noch die analytische Fortsetzbarkeit in die reellen
Punkte 5(m2;4m2) zu zeigen. i?(m2;4m2) ist der Durchschnitt der
sieben reellen Bereiche

f 4
Hj=:\k: JJ kr = 0 ; if <

• U K = 0; (ife< + &J2 < 4ma * + n, 1 ^ i; w < 4 .
r = i J

In diesen Bereichen sind jeweils zwei der zweiunddreiBig r (A^-Funktionen
infolge von (50) und (51) gleich, so daB in B (m2; 4m2) alle zweiunddreiBig
Funktionen ubereinstimmen. Wenden wir nun das Edge-of-the-Wedge-
Theorem auf zwei Funktionen, z. B. {r^(^)1; ̂ (p)1} oder {r^-(jp)1; ^(p)1}
an, fiir die die zugehorigen Rohren {T^~; T^} bzw. {T^; T^} durch
Spiegelung am Ursprung auseinander hervorgehen, so folgt die Be-
hauptung.

III. Rekonstruktion der Wightman-Funktion

Nach JOST [30] und STEINMANN [26] gibt es zu gegebenem g(p)
[G(p)] mit den Eigenschaften aus Satz I [Satz II] eindeutige Funk-
tionen K3(x1; x2;, xz) [K4(x1; x2; xz; #4)] mit den folgenden Eigen-
schaften (KI) —(KIV) der Art, daB die gemaB

r(xjx1\ x2) = - 0(x - x±) d(x1 - x2) Kz(x, xv x2) —
(79)

— 0 (x — x2) 6 (x2 — x-j) Ks {x, x2, xj

r(x/x1; x2; a?8) = ( - ^)3 £ 0(x- xx) d(x1 - x2) d{x2 -

Perm. {1; 2,3}

X Kt(x, XVX2, X3)

berechneten r-Funktionen die vorgegebenen sind:

(KI) Lorentzinvarianz:

jfiL3(a0 = Kz(Ax + a) fiir {A^) £ iLg?+ .
4 4
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(KII) Spektrumsbedingung:

%3(kvk2,k3) = 0 f u r £ki±0 oder (k± + k2f < m2

oder {&f < ra2 und &§ < m2}

4
J?4(&!, *2, &3, ft4) = 0 fur 2?*r + 0 oder k\<m*

j?4(&l3 fc2, ^3? fc4) - Z ^ , Jfca, Jfc4, i3) = 0 fiir (k3 + &4)
2 < m 2 .

(KIII )Lokal i ta t :

K3(xl9 x2, x3) = 0 fiir ( ^ - x2)
2 < 0

oder {(x2 - #3)
2 < 0 und (xx - ^3)2 < 0}

^4(0?!, x2, x3, xji = 0 fiir (^ - x2)
2 < 0 .

(KIV) (Jakobi-)Identitaten:

Kz(xv x2, x3) + Ks(x2, xv Xz) = 0

K3(x1} x2, xs) + -^3(^2^ xz> xi) + -^3(^3. »i> ^2) = 0

Z 4 ( ^ , »2, xz, xA) + K±(x2i xl9 xZ9 xj = 0

Die J£-Funktionen sind explizite gegeben durch:

Kz (xv x29 xB) = r (x2/xl9 x3) - a (x1jx29 xz) —
(81)

- r(x1jx2; xz) + a(x2jxl9 x3)

Ktfa, x2, o;35 xA) - ~Su(x) + 8u(-x) + 82^{x) - SM(-x)

mit Snj (x) - i [rn(x) - rnj (x)] .

Entsprechend den Gleichungen (46) und (47) spalten wir die i£4-Funktion
in zwei Anteile auf:

K,(xv x2, xs, x,)11 = : - Su(x)11 + Su(- xfl + Su(x)11 - SM(- x)11

mit Slj(x)II=+i{rl(x)I-rlj(x)1}

A 4 ( ^ 1 ? x2> x%, X4J — : A 4 ( # 1 ? x2i x%, XQ) A 4 (CC 1 , X2, X%, X^) ("**)

Jede dieser beiden Funktionen erfiillt fiir sich die Bedingungen (KI) bis
(KIV). AuBerdem hat aber K^(x)11 den kleineren Trager:

(Kir): K^K\ h\ h\ h)11 - Rt(K\ *a; K\ h)u- o fiir (k, + ^4)
2<

<4m2.
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DaB K^x)11 diese Eigenschaften hat, ergibt sich unmittelbar aus
Satz III, wenn man noch die aus Gleichung (83) mit der Symmetrie der
r5 (x) folgende Relation

i i 4 ( # l 5 x%, x%, #4) — K^ix-^, x%, x±9 x%)

= ifl/uO*)1 - «23W1] + [r*s(x)1 - au(xf] (85)

beachtet.
Aus den Definitionsgleichungen (83) und (84) folgt durch Einsetzen

von (46) und (47) mit Gleichung (81) sowie

die Darstellung fiir i

/ ? 4 (^ 2 ,& 3 ,& 4 ) i=-

x {Kz(kv -2

+ K3{-p,kz,

+ Ss(k±, -p,

+ K3{-p,k2,

+ K3(k1,-p,

+ Ks(—p, &3,

+ K^(kz, —p,

+ KA~p>K
-i(O\[B(-p

- t<o | [5( - P

mit

;A(i

j,ftr;

h)
h)
h)
h)<
h)-

IK);

IK);

Ih);

fc)]|o

fd*

4et(

4et(

5ret(

4et(

4et(

4et(

4et(

A(fc

A(ft

A(fc

>

2 - xj) <o| [5

p X

(*>)<o|[S(p/;

>̂) (0 | ^(pjkj

p) (0\ [B(plk2

p) (0| [Ripjk}

p) (0\ [R(plk2

p) (0| [B(plky

pXoiiSiPlk,

3)]|o>2T(p)<(

XT IA\ A / _ \ /,

4)]|O>2T(P)<<

1

c,);A(ft4)]|0> +

);A(fc3)]|0> +

);A(A;3)]|0> +

);A(i4)]|0> +

);A(fc4)]|0> +

);A(ft,)]|O> +

);A(k1)]\O) +

);A(ft4)]|0>-

)|[5(p/fc2);A(ft4)]|0>-

)|[5(p/ft,);A(ft,)]|0>-

/ 2 2\

(87)

- m2) (m2 - p2) .
SchlieBlich existieren fiir jedes gegebene i^(#) (i = 3,4) mit den Eigen-
schaften (KI) — (KIV) eindeutig trunkierte Wightman-Funktionen,
d. h. Funktionen mit den Eigenschaften (WI), (WII') und (Will), der
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Art, daB die daraus berechneten dreifachen bzw. vierfachen Kommuta-
toren die vorgegebenen if-Funktionen sind [21]; [25]. Explizite sind die
trunkierten Wightman-Funktionen gegeben durch:

ft fa, k2, k3)T = ft fa, k2, k3) = 6fa + k2) 0 ( - k2) R3(kv k2, ks) +

+ ©(*!> 0(*,) R3(k3, k2, kt) ft fa, k2, k3, k^

= 6(k1){d(k1+k2) x

x [6 fa + k2 + k3) Rifa, k2, ks, &4) -

- e fa) £« fa, k2, klt *,)] - e fa + h) d fa) x (89)

X Rtfa, k3, kit k2) -d(Jc2+ kt) 6 fa + k2 + k3) X

X Stfa, k3, k2, h)+e{k2 + jfcj) [0(4.) X

X &tfa, K ks, fc,) - 6(-k3) gtfa, \ , k2, k3)]}.

Entsprechend der Gleiohung (84) spalten wir die TF-Funktionen wiederum
in zwei Anteile auf. Wir definieren zunachst W1 fa, . . . &4) durch die zu
(89) analoge Gleichung, die man erhalt, wenn man auf der rechten Seite
Kt(k) durch K^k)1 ersetzt. Aus der Darstellung (87) fur K^kf folgt
dann nach langeren Rechnungen unter Benutzung von

R3(kv k2, k3) = ft fa, k2, k3) - ft fa, k1; k3) +

+ ft fa, k2, kt) - ft fa, h, k2)

sowie den Tragereigenschaften (WIF) von ft fa, k2, k3): die Darstel-
lung (91) fiir Wl.

Aus der Darstellung (91) folgt sofort, daB W1 lorentzinvariant ist,
und mit den Tragereigenschaften der auftretenden Dreipunktfunktionen
die Spektrumseigenschaft (WII').

W1 fa, k2, k3, *4) = - In f d*p x

x { ft fa, k» - p) 7ret (p) [<0| S (plh) A (jfe4) |0> +

+ ft(-P,
+ <0|A(i1

+ ft fa, -p, kj7nt(p) [<o|A(fc2) B(plh)\o) +

ft fa, k3, -p) 2Tiet(p) (0\A(k2)

ft fa, -p, i,) Xedp) <o\£(pl

W(k2, k3, -P)XAV) <0|A(*!) S(plki)\O)
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W(-p, h, 44)

W(k2, -p, *4) XetiP) <0|Afo)S(p/]y |0> - (91)

x [<0|A(*3) 5(p/*4

x [<O|A(*a) R(plh)\0)

B(plh)\0) + <|5(^/*a) A(*4)|0>] -

mit
- m2) (m2 - p*) (92)

11 (A?!,. . . , fe4) wird dann definiert durch:

" I I ("'I' ^2' ^3' ^4/ = = ' " \"^li ̂ 2 ' *̂ 3? ̂ 4 / ^ v^l' "^2' ̂ 3 ' ^4/ *

Die Lokalitat von Wn(x) folgt natiirlich unmittelbar mit den Uber-
legungen von 0. STEINMANN [26] aus der Gleichung (89) analogen Dar-
stellung durch i^4(o;)I-Funktionen. Ohne Benutzung der retardierten
Drei- bzw. Vierpunktfunktionen folgt die Lokalitat zunachst fiir
WI(xv . . ., x±) direkt aus der fouriertransformierten Darstellung (91),
und damit auch aus Gleichung (93) fiir Wu{xv . . ., #4).

Die Giiltigkeit von (WII;/) kann ebenfalls mit der erwahnten Dar-
stellung durch K± (x)I-Funktionen mit einigen Modifikationen des Stein-
mannschen Rekonstruktionsbeweises [26] gezeigt werden. Eiir die
weiteren TJberlegungen ist es aber sinnvoll, einen direkten Beweis mit
Hilfe der Gleichung (91) anzugeben.

Infolge der Tragerbedingung (WII') gilt k2 $ V% und k3 $ V7! fiir
0 < (k± + &2)

2 < 4 m2. Fiir diesen Variabilitatsbereich verschwinden
Commun. math. Phys., Vol. 2 14
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aber alle Terme der Gleichung (91) bis auf die folgenden vier:

WI(kly k2, kS9 jfe4) = 4TT2 / d*pQ(p°) d(p2 - m2) x

> + <0| %(- Plh) A {k2) |0>] (m2 - p2) x (94)

x (m2 - p2) [<0|A(*8) R(plki)\O) + <0|i?(p/&3) A(fc4)|0>]

fur 0 < (&! + &2)
2 < 4 m2 .

Es sei nun h(pi} Pj) eine Testfunktion aus <S8 mit der Tragereigenschaft:

Tt(Pi, Pj) = 0 falls (^ + ^ ) 2 ̂  4m2 oder (^ + Pj)2 ̂  0 (95)

und Dm diejenige Teilmenge aus §, die von Vektoren der Form

ip(h) = f d*Xi d*x3- h{x{; Xj) A(x4) A(x,) |0> (96)

aufgespannt wird, wobei die Funktionen ^ (a;, y) die Eigenschaft (95)
haben. Dann folgt mit dem bekannten Reduktionsverfahren [20], [21],
[37]:

c c -
J J

r *O j (X* ^v*j / v \ *A/ j • *v>i I t i l l ! f (^/ vO / r̂  I *v i ^j / r j \ / \

o %f

) [A (a;);

- f lim

Infolge der schwachen asymptotischen Zustandskonvergenz auf
A » C § e x £ £ [ 1 8 ] ; [ 1 9 ] :

w- lim A/« (0* |0> = (A^ut)* |0>; A&110> = 0

erhalten wir daraus:

fur 2)0 = + J ^ T
To \ 1 ~ «-

^ ^ [<0| A(Jfc<) AOfy) |^, m> fur jp° = — ]/p2

Mit den drei letzten Gleichungen ergibt sich dann:

W1{k1, k2, *3, i4) =

^) A(ia) |p;w><m;3)|A(*3)A(44)|0> (98)

fur 0 < (Jkx + ib2)
2 < 4m2 .

Dieser Ausdruck kompensiert aber gerade den Beitrag von WT(kv . . . , Jfe4)
fiir 0 < (*! + )b2)

2 < 4m2 in Gleichung (93).
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Durch die Forderungen (WI), (Will) sowie (WII') fur WT(xv.. ., xA)
und (WII") fur Wll(xv . . ., a4) ist die in den Gleichungen (91) —(93)
angegebene Darstellung nicht eindeutig bestimmt. Wie namlich die vor-
stehenden tJberlegungen zeigen, konnen wir mittels der Ersetzung

A'nt(p) = Ant(p) + «(?)
( }

in den Gleichungen (91) —(94) zu einer neuen Funktion W^(xl9 . . ., #4)
gelangen, die ebenfalls die Bedingungen (WI), (WII") und (Will)
erf ullt, falls der Kern & (p) die folgenden Eigenschaften hat:

i2 — (p + ie)2

4 m2

Damit erhalten wir den Satz :
Satz IV. Fur gegebene Funktionen W(xl9 xl9 x3) und WT(xv x2, x3, a?4)

mit den Eigenschaften (WI), (WII') und (Will) erf ullt die Funktion
• / I / {L* 1A IA IA i ——* I/I/ JL ( [A IA IA IA i I/I/ ( IA IA LA 1A i ii iifi\

& \ 1? 2? 3? 4/ — V 1? 2 ' 3? 4/ I? \ ? 2? 3? 4/ ? I l u U l

wo&e& W^&u k2i kz, k±) durch die Gleichungen (91) und (99) definiert ist,
die Bedingungen (WI), (WII") und (Will) fur jeden Kern &{p) mit den
Eigenschaften (S?). Die daraus konstruierte Funktion

4
w o* /y ^ / / /irw M7ii /̂ y. w sy *v \ cyciw

i , frvo, w o , i v ^ i • JL A. •~-^'Q* y '' $'̂  \ "1 ? 2? ^? ^ A.) \ * ^ ^ /

Eigenschaften (WI) ^^^ (Will) die Trdgereigenschaft
_ ^ f 4 z _

(WII) Trdger von W®(kv . . ., k±) C \k : 2J K — 0; 2J kr £ Y\

Aus der Darstellung (91) folgt mit den Gleichungen (88), (92) und (93),
daB die trunkierten Wightman-Funktionen in alien kt (i — 1, . . .,4)
und alien daraus gebildeten Partialsummen auf dem Massenhyperboloid
eine Singularity <5 (k2 — m2) haben. Zu diesen kommen noch Hauptwert-
singularitaten in den Variablen k2, k3, kx -\~ k3 und k2 + k3 hinzu.

Per Konstruktion tritt die Singularity d ((k± + k2)
2 — m2) in

W1^ (kv k2, k3, k±) nicht mehr auf. Es besteht also die Frage, ob durch
die obige Konstruktion weitere von den in den trunkierten Wightman-
Funktionen auftretenden Singularitaten automatisch aus W^ eliminiert
worden sind. Von den Singularitaten in k2 und k3 ist dies nicht zu er-
warten, da diese Singularitaten auch in den rx-Funktionen noch ent-
halten sind. Wir werden am Ende von Abschnitt IV zeigen, daB Wx|
zumindest noch Hauptwertsingularitaten in k2 und lc3 enthalten muB,

14*
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da sonst das elastische Streumatrixelement ein Produkt von Dreipunkt-
funktionen ware. Es liegt aber nun die Vermutung nahe, daB mit den
Singularitaten in fcx -f- &2 a-uch diejenigen in den restlichen Partial-
summen kx -f- k3 bzw. k2 + kz in W^ nicht mehr auftreten, d. h., daB sie
durch die Darstellung (91) und (100) auf die Integralkerne Aiet bzw. A+

zuruekgefiihrt waren.
Um zu zeigen, daB die TF^-Funktionen in Jceiner Partialsumme {ka + kp)
oc =j= P eine Singularitat auf der Massenschale haben, miissen wir auf die
/•-Funktionen zuriickgreifen. Wir werden zeigen, daB keine der zwei-
unddreiBig ^-Funktionen in irgendeiner Partialsumme (kx -f kp) 1 g a;
P ^ 4, a 4= /3 auf der Massenschale eine Singularitat hat. Da die Wight-
man-Funktionen in linearer Weise eindeutig durch die rf-Funktionen
dargestellt werden konnen (falls letztere existieren), so folgt daraus, daB
auch in den W"-Funktionen diese Singularitaten nicht mehr auftreten.

Unter den Voraussetzungen (AI) — (AIV) und der L-S-Z-Asym-
ptotenbedingung gelten nach SYMANZIK [22], [23] die folgenden Rela-
tionen fiir die gewohnlichen r-Funktionen:

r / r \ 2-1-1

r(pjkl9 . . ., kr, qly . . . q8) - m 2 - [p + £ k3 + i s ) \ x
L l ' - 1 Jj (102)

x m2 - \p + £ h\

kv ...,Jcr;u) (m2 - u2) r(+u/qv ...,q8)}=0

Daraus ergibt sich mit Gleichung (46) fur die Vierpunktfunktion:

[(*i + Kf - m2] r(hlh> kn, *JI](*< + *a)« = «»» = ° oc = j;n;s . (104)

Aus diesen drei Gleichungen folgt aber mit der Symmetric der f-Funk-
tionen, daB r{ (k)1 und a{ (k)1 in keiner der Partialsummen (kx + kp)
a =j= /S eine Einteilchensingularitat haben.

Mit Hilfe der in Abschnitt I I hergeleiteten Regularitatseigenschaften
der ^-Funktionen konnen wir zu den Gleichungen (102) —(104) analoge
Relationen fur die gemischten r-Funktionen beweisen, aus denen un-
mittelbar folgt, daB auch diese Funktionen keine Einteilchensingulari-
taten mehr enthalten.

Satz V. Unter den Voraussetzungen (AI) —(AIV) gilt:

[ m 2 - fa + kp)2] h A m ^ jcRy = m* = 0 p = j ; m ; n . ( 1 0 6 )
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Beweis: Fur k £ B(m2; m2) (reelle Regularitatspunkte von G(p)) gilt
nach Satz I I und Gleichung (102):

Durch analytische Fortsetzung beider Seiten dieser Gleichung und Limes-
bildung nach Satz II folgt die Gleichung (39) fur beliebige h. Ebenso gilt
nach Gleichung (103) fiir k £ B(m2; 4ra2) (reelle Regularitatspunkte von

_M, = 0 p = j ; m ; n .

Durch analytische Fortsetzung bei festgehaltenem (Â  + ^ ) 2 = m2 in
den restlichen unabhangigen Variablen und Limesbildung folgt dann
Gleichung (106) fiir beliebige k.

Die Darstellungen (91) und (100) haben zunachst nur einen formalen
Charakter, da die Matrixelemente der retardierten Kommutatoren
mathematisch nicht prazise definiert sind. Im Anhang wird aber gezeigt,
daB diese Matrixelemente mit Hilf e von verallgemeinerten Jost-Lehmann-
Dyson-Darstellungen bis auf ein Polynom im Impulsraum eindeutig
definiert werden konnen [38] —[43]. In Gleichung (91) bzw. (100) ver-
schwindet der Beitrag dieser Polynome auf der Massenschale infolge der
auftretenden Klein-Gordon- Operatoren.

Am Ende von Abschnitt IV werden wir ohne Benutzung von retar-
dierten Funktionen zeigen, daB W1^ keine Hauptwertsingularitat in der
Variablen k2 + k% enthalt.

Das in den beiden letzten Abschnitten angegebene Konstruktions-
verfahren laBt sich im Prinzip fiir beliebiges n verallgemeinern. Leider ist
es infolge kombinatorischer Schwierigkeiten bis jetzt nicht gelungen,
eine zu (91) analoge Darstellung fiir W%(xv . . ., xn) mit n > 4 explizite
anzugeben.

IT. Folgerungen aus der Asymptotenbedingung

In diesem Abschnitt sollen unter der zusatzlichen Voraussetzung der
L8Z-Asymptotenbedingung [19], [20], [21] die Aufspaltungen (7) und
einige damit zusammenhangende Folgerungen bewiesen werden. Dazu
stellen wir zunachst einmal diejenigen Asymptotenbedingungen zu-
sammen, die nur aus den Annahmen (AI) —(A—IV) folgen.

Der Ausgangspunkt sind die Haagschen quasilokalen Operatoren [11]

B[hn) = :fd*x1... &xn hn(xi; ...;xn) A ( ^ ) • . . . • A(xn) , (107)
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wobei hn ein Element aus $4n ist.

B [Kip] = (2^r)3/2 / d*Pl. . . d*pw X (108)

X 6 Ip - £ p \ ln{Vx\ .>.\Pn)n
\ /

Ist nun der Trager von s± (p) £ <24 urn die Massenschale konzentriert, und
ist {/a(̂ )} ein vollstandiges System von Losungen positiver Frequenz der
Klein- Gordon-Gleiehung zur Masse m

6(k) 6(k* - m2) /a(i) e-««, (109)

dann erzeugt der Operator

B,aM]* = if&xBlsJxV-^g.W (110)

mit

infolge der Spektrumsbedingung (All) aus dem Vakuum einen Einteil-
chenzustand mit der Wellenfunktion fa:

\ [hit]* |0> = \0TJ; B,a M ] |0> = 0 . (112)

1st allgemeiner <&fn der Raum der Testfunktionen sn(p) £ <S4w mit der
Eigenschaf t:

Trager s j ^ , . . ., pn) £ | p : 0 < ( ^ ^ ) < 4m4 , (113)

dann gilt fur alle Operatoren B [sn], die den Bedingungen

]*|0>4=0 (114)

geniigen, nach HAAG [11] und RUELLE [15] die starke asymptotische
Zustandskonvergenz:

m m

s-iim n vgjsnjtr |o> = n K* (Q* |O> . (lie)

Dabei ist Aex (f^) mit ex = in oder out ein freies Feld zur Masse m

Aex (/a) = ifd3x fjx) -j^tr Aex (*)

« (117)

Aex(*) = 0(k) aex(k) + fl(- k) aex(-

[aex(k); aex(k')*] = 2a)fcd(k - k'); o>s = + j/k
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l

Die lineare abgeschlossene Hiille der Vektoren /7"Aex (/<*)* |0) ergibt die

asymptotischen Hilbertraume § e x C $).

Fiir beliebiges hn(p) £ (24n konnten HAAG und ROBINSON [44] und
unabhangig davon H E P P [19] eine sehwache asymptotische Operator -
konvergenz auf einer in § e x dichten Teilmenge beweisen. Dariiber hinaus
hat H E P P [19] die folgende Form der Yang-Feldman-Gleichung her-
geleitet:

Die Funktionen <pn (kl9 . . ., kn) seien definiert durch

$n(k1 5 . . ., k j - -=• Z $n(cokl, k i , . . ., cokni kw), (118)
[/^! Perm.{l,...,w}

wobei ^n( i1 } . . ., &n) eine Funktion aus <S4n der Art ist, daB fiir alle kj
aus ihrem Trager paarweise die Bedingung

fur i=H (119)

erfiillt ist. Weiterhin sei Dex die in § e x dichte Menge, die von beliebigen
Linearkombinationen von Vektoren der Art

^ ( P 1 , • • - , P j . ^ e x ( P , ) * | O > (120)

aufgespannt wird. Dann gilt fiir &ex £ Dex die Yang-Feldman-Gleichung

B [Kip] 0 o u t = a (p2 - m2) Bout [hjp] 0mt + faT-i_TO2 X
in in in v-^ ' '

in ^ /

= 0(P) <O|B[AW] |p, m> aex(p) + 0 ( - p ) <m, - ^ | X

als Identitat in @£ [19].
Werden die quasilokalen Operatoren B [An] nieht aus Produkten von

lokalen Feldern A(x) gebildet, sondern sind sie regularisierte Elemente
von lokalen Observablenringen, dann konnen in der Gleichung (121) die
Zustande @ex(<p) durch beliebige Zustande W^9) zu beschrankter
Energie ersetzt werden [18].

Fiir die weiteren tJberlegungen miissen wir nun zwei zusatzliche An-
nahmen machen:

(AV) Asymptotische Vollstandigkeit: § e x = § .
(AVI) Auf alien Zustanden der Art

. • d*qm fm(ql9 ...,qm) IJ A(qt) | 0> (122)
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mit fm £ €>4w gelten die Yang-Feldman-Gleichungen

6(p) d(p* - m2) K u t (p ) - a i n (p )}^ =

IP ~m
<0 |B [hn] \Pim)

0(-P) S(P2 ~ ™?) Kut(P)* - «ln(P)*} y =

+ <m, - p |B M | 0> lP m

als Identitaten in (S4.
Anmerkung2: Die Voraussetzung fm beliebig aus (34w wird nur fiir die

Aussagen iiber die Einteilchensingularitaten der Wightman-Funktionen
gebraucht. Fiir alle daraus hergeleiteten Folgerungen iiber die S-Matrix
oder deren Matrixelemente geniigt die schwachere Annahme, daB in den
Zustanden !F(/W) nur solche Funktionen fm£ (24w auftreten, die fiir alle
kj aus ihrem Trager paarweise die Bedingung

k̂  |^0) | 4= k,-1^0)| fiir i + j (124)
erfiillen.

AuBerdem soil das Feld folgendermaBen normiert werden:

, m) = - 2 ^ ^ <0|B[^]|p, m> = ^(p), (125)

so daB gilt:

{Aout(p) - Ato(p)} W =

ie(p) d(p2 - m2) [p2 - m2] A(p)W .

Bilden wir nun das Matrixelement von (123) mit zwei Zustanden der
Art (122), so erhalten wir mit

b ,m> = «ex(p)*|0> = A e x(-p) |0> P « 0 > 0 (127)

und unter Beriicksichtigung des Schwartzschen Kernsatzes [1] die
folgende Identitat auf @4(n+m + r + 1 ) :

- m2) |(23r)«/« ie(p) d (p ~EPi) (P2 ~ m*) Wr+n + l X

X (k1,...,kr,p1,...,pn,q1,...,ql)-

A ) . . . A(pn) Aex(-p)\0) + (128)

. . . A(i) [Aout(p) - Ain(p)] A(?1) . . . J = 0
2 Ich danke Herrn Prof. R. HAAG fiir eine wertvolle Diskussion zu diesem

Punkt.
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oder mit Gleichung (126):

e(p)d(p2 - m2) id (p - j£p^ b 2 - m2] Wr+n
(129)

{kl9...,kr,pv...pn,ql9.. .qs) —

- [(0\A(Pl) . . . A(pn) Aex(-p)\0)+ (0\Aex(-p) A(Pl) . . . A(pn)|0>] x

x (p2- m2)

Aus der letzten Gleichung erhalten wir mit

d(p* - m2) <0|Aex(^)b; m> = (0\A(p)\p, m> (130)

sehr leicht die Gleichung (7).
Weiterhin folgt aus Gleichung (128), daB

r n I

(131)

x d i p - Z p A \ m 2 - [ £ p A \ W r + n + l{k1, . . . , k r , p l t . . . p n , q l 9 . . . q x )
\ / L \ / J

fiir fi+n + r $ S4j x Sfn x ©4r eine stetige eigentliche Funktion ist. Mit
anderen Worten W'(kl9 . . ., kr, pv . . ., pn, qv . . ., qs) kann auf der

f/ n \2 I"1
Massenschale hochstens wie 2J Pj\ — rn%\ singular werden.

LV=i / J
Definieren wir die S-Matrix durch Ao u t = S~1A i nS, so ergibt sich

ebenfalls aus Gleichung (128) fiir n = 1:
Satz VI. Die S-Matrix ist dann und nur dann vom Einheitsoperator

verschieden, wenn irgendein Wr(pl9 . . ,,pr) mit r ^ 3 in mindestens
einem der Impulse PJ mit 1 < j < r eine Singularity der Art (pf — m 2 )" 1

hat.

Aus Gleichung (129) folgt dann schlieBlich:
Satz VII. Hat Wr+n+1(kl9 . . ., kr, pl9 . . ., pn,qv . . ., qt) fur festes

r, I und irgendein beliebiges n auf der Massenschale eine Singularitdt der

Art \[ E Vn - m2\ 9 dann haben alle Wr+j+1 (kv . . ., kr,pl9 . . ., pjt

Qv - • • J Qi) fur a^e h f^r die \0 JJ A (p{) 1) =}= 0 ist, ebenfalls eine Singu-

laritdt der Art I I E Pi I "" m 2

Als eine Folgerung aus den beiden letzten Satzen erhalten wir
schlieBlich den Satz von GREENBEBG und LIGHT [45], [46].
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Satz VIII. (GEEENBEEG und LICHT) : Verschwinden die trunkierten
Wightman-Funktionen W%(kv • • • > &n) /^r a^ e n > N, so ist die 8-Matrix
ein Vielfaches der Einheitsmatrix.

Beweis: Aus der Voraussetzung W%{kv . . ., kn) = 0 fiir alle n> N
folgt zunachst

- m2) fi(p°)

fiir alle n> N und beliebiges r, L

Denn diese Wightman-Funktionen sind Produkte von trunkierten
Wightman-Funktionen Wf(kv . . ., ks) mit s < N, die keine Singularity

JT/n>N \2 1-1

der Art I 2J kj I ~ m2\ haben konnen.

Da andererseits mit {0| A(^x)\1c, m) 4= 0 auch gilt:

< 0 | A ( ^ ) . . . A ( ^ ) | ^ m > # 0 fiir n > 2, (133)

so ergibt sich aus Gleichung (128) fiir n > N:

e(p) d(p2 - m2) <0| A(^) . . . A(*r) x

x [Aout(^) - Ain(p)] A(?1) . . . A(qe) \0) = 0 .
Da diese Gleichung fiir eine in § dichte Menge gilt, so folgt mit der
Unitaritat von S fiir alle Woni, &out £ {Polynom [Aout] |0>}:

<^out|SAout0out> - <AJutyout|S0out> = 0 . (134)

Wie die vorstehenden tJberlegungen zeigen, ist fiir die Mchttrivialitat
einer unitaren S-Matrix notwendig, daB in den Wightman-Funktionen

r/ n \2 -i-i

Singularitaten der Art 11 2J K\ ~ m2\ ^ur beliebig grofies n auftreten.

Daraus folgt aber, daB die in Abschnitt I erwahnten Modelle, die man
durch die Definition W1® {kv . . ., kr) = 0 fiir r>N erhalt, entweder
eine nicht unitare oder eine triviale S-Matrix haben. Denn in diesem Fall
sind alle Wightman-Funktionen ,,Produkte" von W^(kv . . .,&s)-
Funktionen mit s ^ N. Dann konnen sie aber keine Singularitaten der
obigen Art mit n> N haben.

Setzen wir voraus, daB nicht alle trunkierten Wightman-Funktionen
ab einer gewissen Ordnung, sondern daB nur ein einziges W% (kv . . ., kN)
mit N ^ 4 identisch verschwindet, so verschwinden die Streuamplituden
fiir tJbergange aus einem Anfangszustand, bestehend aus zwei Teilchen,
in einen Endzustand, bestehend aus n Teilchen fiir alle n. Diese Aussage
ist eine unmittelbare Folgerung aus dem f olgenden Satz:
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Satz IX. Falls W^(k±, . . ., kN) = 0 fur irgendein N > 3 und falls
) A(k2) \p, m) =1= 0, dann gilt:

*((Z:PX-«A\(Z;PX-*»>*] xIr Is (135)

lx <o| JJMK) jjl(Pj) nMqP)\o) = o
a = 0 j = 1 /3

fur beliebiges n und alle r, s mit 0 ^ r -]- s ^ N.
Beweis: Zunachst folgt aus der Voraussetzung durch Entwicklung

nacli trunkierten Wightman-Funktionen:

) ) [ ( ) ] < M P i ) M i l ) | > = o.

Daraus ergibt sich mit Satz VII:

] ^ A = 0
fiir beliebiges n.

Diese Gleichung gilt aber auch fiir die entsprechenden trunkierten
Wightman-Funktionen. Nach Voraussetzung folgt aus den beiden
letzten Gleichungen wieder durch Entwicklung nach trunkierten Wight-
man-Funktionen :

.7 = 1

zunachst fiir w = N — 3, und daraus dann mit Satz VII fiir beliebiges n.
Durch Weiterfiihrung dieses Verfahrens ergibt sich sukzessive die Be-
hauptung.

Satz X. Falls <0| A(^) A(Jfc2) \p, m> 4= 0 und falls W%(k±, . . ., kN) = 0
/ / N-2 \2 \ f/JV-2 \2 "I

oder d 11 Z h) ~ m2)\\ £ h) ~ m2\ WN(kv . . ., kN) = 0 fiir irgend-

ein N > 3, so gilt fur die tJbergangsmatrixelemente T2_>n fiir beliebiges n:
T2-*nn(9l> • • •>9n\9n+l>9n + 2) = :S2-+n($l> • • • > 9n\9n+l> 9n + i) ~

(136)
~ <0| IlK*t(9i) 4,utto»+l)* AontfonVlO) - 0 .

7 = 1

Beweis: Fiir das "Obergangsmatrixelement aus einem Anfangs-
zustand, bestehend aus zwei Teilchen mit den Wellenfunktionen gn+1(k)
und ^ + 2(̂ )5 i n einen Endzustand, bestehend aus n Teilchen mit den
Wellenfunktionen g1(k), . . ., gn(k) ergibt sich durch Anwendung der
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Yang-Feldman-Gleichung (121) und der Schwartzschen Ungleichung die
folgende Majorisierung:

nAout(gj)*\0)\\ -[f d*qid*q2gn+1(qi) gn+1(q2) x
9 = 1

2
X IJd{qr) 6{q* - m2) (q* - m2) X

X <0| Aex(gn+i)

Aus dieser Ungleichung folgt mit Satz IX bzw. Satz VII sofort die
Behauptung.

Fiir den Beweis der vorstehenden Satze VI—X sind weder die Lokali-
tat noch die Lorentzkovarianz der Felder notwendige Voraussetzungen.
Diese Satze gelten fiir alle Feldtheorien, fxir die die Yang-Feldman-
Gleichungen gelten, wie z. B. in den nicht kovarianten, quasilokalen
Theorien von HAAG [31] und ABAKI [18].

Es sollen nun noch die am Ende von Abschnitt I I I aufgestellten
Behauptungen iiber die Singularitaten von W^ (kv . . ., ifc4) bewiesen
werden.

Fiir die elastische Streuamplitude 5r7
2->2 ergibt sich mit Hilfe der

Yang-Feldman-Gleichung (121) die folgende Darstellung [47]:

xd(k9i- m2) 6 (hi - m2) d{hs) 8(Jc% - m2) (h\ - m2) x

x <0|Aex(^) A(*a) A(-k 3 ) Aex(-ft4)[0> ^ t l e - ^ - ^ f .

Setzen wir die Gleichungen (91) und (100) fiir den Vakuumerwartungs-
wert ein, so folgt wegen des auftretenden Klein-Gordon-Operators
(fc| — m2), daB das Matrixelement T2_>2

 e^n P^odukt von Dreipunkt-
funktionen ist, falls W&(kv h2, k3, Jc^) keine Hauptwertsingularitat in k3

und damit auch in k% hat.
Die Aussage iiber die Hauptwertsingularitat in k2 + kz ergibt sich

aus dem folgenden Satz:
Satz XI. Unter den Voraussetzungen (A. I) —(A. VI) gilt fur die durch

Gleichung (100) definierte Funktion W®(pl9 p2> Pz> PA) :

, p2, ps, ft) = 0 (138)

Beweis: Zunachst folgt aus den Gleichungen (86), (91) und (100) mit
den Tragereigenschaften der auftretenden Vakuumerwartungswerte
sowie mit

{^^2^| (139)
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die f olgende Relation:

e(p) d(v> - m2) d(p -p2- p3) (p* - m2) {ffT(Pl, Pt, p3, Pl) -

- ft* (Pi, Pt, Ps> ft) + 2 rc / <*** ft (ft, - h, ft) (m2 - fc2) x (140)

x [<0|A(ft) 5(i/ft) |0> + <0|S(*/ft)A(fl,)|0>]} = 0 .

Mit (ft, + p3f = m2 gilt auch Jfc2 = m2. Mit Gleichung (97) folgt dann:

- m2) {d(p - p2 - p3) e(p) (p2 - m2)

- ^ a (ft, 2>2. ftt, ft)] - ft (ft. P. ft) (P2 - ™2) X (141)

x

Mit Gleichung (101) ergibt sich daraus die Behauptung.

V. Zusammenfassung und Diskussion

Ausgehend von verallgemeinerten retardierten Vierpunktfunktionen
r(k) bzw. einem trunkierten, vierfachen Vakuumerwartungswert WT(k)
haben wir fiir eine lokale, lorentzkovariante, skalare Feldtheorie unter
der Annahme, daB die Massenschale k2 = m2 isolierter Punkt des Energie-
Impuls-Spektrums ist, durch Subtraktion von Produkten von Dreipunkt-
funktionen neue Funktionen r1 (k) bzw. Wu (k) konstruiert. Diese haben
alle Eigenschaften der urspriinglichen Funktionen, auBer daB das
Spektrum in bestimmten Partialsummen der Impulse erst mit dem
Zweiteilchenkontinuum beginnt, d. h., daB die rx-Funktionen Randwerte
einer analytischen Funktion OI(p1, p2> Vz> P<i) PJ = ^ + MJ sind, deren
Schnitte in den Variablen kx + kp mit 1 ^ a =j= /5 ̂  4 erst bei 4 m2

beginnen, und daB der Trager von Wu (kl9 k2, kz, fc4) in kx + k2 bei der
Zweiteilchenschwelle (kt + k2)

2 = 4im2 beginnt.
Die Tatsache, daB die Lokalitat eine in gewisser Weise symmetrische

Subtraktion der Produkte der Dreipunktfunktionen erzwingt, legte die
Vermutung nahe, daB die r1- bzw. W"-Funktionen in keiner der Partial-
summen ka-\- kp I ^ a 4 = j 8 ^ 4 auf dem Massenhyperboloid k2 = m2

eine Singularitat haben. Diese Vermutung konnten wir unter der weiteren
Voraussetzung der L-^-Z-Asymptotenbedingung fiir W11 (klf k2, kz, kA)
in k2 + kz sowie fiir r1 (k) in alien diesen Partialsummen zeigen. Da
If11 (k) durch die r1 (k) eindeutig in linearer Weise darstellbar ist (falls
diese existieren), so folgt daraus, daB die Vermutung auch fiir die rest-
lichen Kombinationen im Falle der Wightman-Funktion richtig ist.

Wir haben also eine Entwicklung der trunkierten Wightman-
Funktion WT(kv &2> &3> fc4) gewonnen, in der alle ihre Einteilchen-
singularitaten in den Impulskombinationen kK+ kp 1 ^ a4= |8 ̂  4
durch die Integralkerne von Produkten von Dreipunktfunktionen
explizite gegeben sind.
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Das Konstruktionsverfahren kann prinzipiell fiir beliebige w-Punkt-
funktionen angewendet werden. Doch erscheint es wegen kombinato-
rischer Schwierigkeiten ratsamer, in diesem Fall ausgehend von der in
Abschnitt IV hergeleiteten Aufspaltung der Wightman-Funktionen auf
der Massenschale ein sukzessives Verfahren ohne den Umweg uber die
verallgemeinerten r-Funktionen zu benutzen. Diese Moglichkeit wird zur
Zeit noch naher untersucht.

SchlieBlich haben wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Niehttrivialitat von unitaren S-Matrizen bzw. einiger ihrer Elemente
in Form von Aussagen uber das Auftreten von Hauptwertsingularitaten
in den Wightman-Funktionen Wn(kv . . .,Jcn) hergeleitet. Der in diesem
Zusammenhang bewiesene Satz VII wurde zuerst von GREENBERG und
LICHT [45] unter den Annahmen (AI) —(AVI) und der Existenz von
r-Funktionen sowie von ROBINSON [46] unter den Annahmen (AI) bis
(A III) und der in Abschnitt I erwahnten positiven Definitheit bewiesen.
Fiir die hier hergeleiteten Satze VI—X sind weder die Lorentzkovarianz
der Felder (AI) noch die Lokalitat (AIII) notwendige Voraussetzungen.
Sie gelten in jeder Feldtheorie, in der die Yang-Feldman-Gleichungen
gelten, wie z. B. in den nicht kovarianten, quasilokalen Theorien von
HAAG [31] und ARAKI [18].

Diese Satze zeigen, daB in alien quasilokalen, asymptotisch voll-
standigen Feldtheorien, in denen die Haag-Entwicklung des Feldes nach
freien Feldern nur endlich viele von Null verschiedene Entwieklungs-
koeffizienten hat (wie z. B. die i^-Quanten-Naherung von GREENBERG
[48]), die S-Matrix ein Vielfaches der Einheit ist.

Herrn Professor Dr. H. LEHMANN mochte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit
sowie fiir die Ernmnterungen und wertvollen Diskussionen wahrend ihrer Aus-
fiihrung danken. Frau Dr. U. VOLKEL und den Herren Dr. H. Joos, Dr. K. MEETZ
und Dr. H. SATZ danke ich fiir manche kritische Bemerkung und klarende Dis-
kussion.

Anhang
Integraldarstellungen vom Jost-Lehmann-Dyson-Typ

Die Matrixelemente <0| JB («/»!) A(#2)|0> und <0| A (x2) R (s/^) |0>
sollen mit Hilfe von verallgemeinerten Jost-Lehmann-Dyson-Dar-
stellungen prazise definiert werden. Zu diesem Zweck betrachten wir
zunachst die entsprechenden kausalen Kommutatoren:

( ^ar,) = : <0| [A(a), A(zJ] A(x2

= : <0|A(a;2) [A(z), A ^ H O ) ( '

bzw. deren Fouriertransformierten

" \S(xs[z; Xl}
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Aus der Translationskovarianz folgt:

z, x{\x2) = 8 ^ - xl9 xx - x2)
{ }

Definieren wir die Fouriertransformierten 8$ {qv q2) durch:
~ 1

®te )
so erhalten wir den Zusammenhang:

(sap, h^\h%) = d(k±-{-k2 + p) a^p, kv + P)

[8 (JC2 [p, *!]) = « {h +1c2 + p) S2 (k2, p+k2).
 ( }

Die Distributionen 8^{x,y) haben die aus (WI), (WII') und (Wil l)
folgenden Eigenschaften:

q $ F2^; 82{p, q) = 0 fiir

Es sei L(q) diejenige Lorentztransformation, die den Vektor q drehungs-
frei in sein Ruhsystem transformiert [38]:

Mq)q ={]/<?, 0,0,0) (148)

i lq" q' \
, g,g, W ; r = l ; 2 ; 3 . (149)

Aus der Lorentzkovarianz folgt dann, dafi Sj(p, q) von der folgenden
Gestalt sein muB:

R t o *) = *(!;(*) * j£> 0)

Dabei sind die fj {k°, k, t) temperierte Distributionen liber dem Raum
@(i?4 * (—oo, +oo)), die in k unter der eigentlichen dreidimensionalen
Drehgruppe 0\ invariant sind, und deren Trager in der Menge Im mit

Im = {t: t = m oder 2m g t < + oo} (151)
enthalten ist:

f i(*°,Ek,0 = fi(ifco;k;0 fiir i^^O^ (152)

f , ( ^0 = 0 fur ^ / m . (153)

Prazise bedeuten die Gleichungen (150) bis (153), daB der Unterraum der
temperierten Distributionen aus <S'(JR8)

 m ^ den Eigenschaften (147) und
der Unterraum der temperierten Distributionen aus <S; (JR4 * {— oo; + oo))
mit den Eigenschaften (152) und (153) topologisch isomorph sind.
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Explizite ist dieser Isomorphismus gegeben durch [39]:
/ d*p d*q Sx (p, q)(p(p,q) = fdt d*p %x (p, t) (M <p) (p, t)

f iir alle cp (p, q) £ © (B8) mit cp (p, q) = 0 fur q $ F+™ und

{Mtp) (p, t) = :f d*q d(q* - t*) <p(L~Hq) p, q) .

Fiihren wir schlieBlieh die partielle Fouriertransformierte

Ti(x, t) ̂ —^fd^kf^k, t) er*** (154)

ein, so erhalten wir die zu (147) analogen Eigenschaften:
(TI) xs(xj) = Of iir x2<0
(rll) Tj(lc, t) = 0iwt$ Im oder fiir t - | /m^Tk¥< k° < ]/n^-~W
(rill) T^A0, k, t) - ^(Jk0, R\, t) fur R g 0 .̂.
Die Spektrumseigenschaft (TII) ergibt sich leicht folgendermaBen:

Durch Einfugen des voUstandigen Systems von Zwischenzustanden (64)
erhalten wir aus den Darstellungen

<0| [A(z);A(x)} A(0)|0>

<0| A(0) [A(z); A

unter Benutzung der Darstellungen (1) und (2) des Translationsoperators:

$i(3i> ?a) = const 6(g2) f dQ(M2) d(q% - Jf2) x
(156)

= c o n s t ( S l ) / e ( ) (2 f )
( 1 5 7 )

mit

/g>K(x) = : (M; p| [A(I); A ( - | ) ] |0> (158)

$M(X) = = <0| [ A ( | ) ; A ( - 1 ) ] b ; Jf> .
Aus Gleichung (9) ergibt sich dann mit der Lorentzkovarianz:

ri(L(q) p, Vf) = const f dQ{M2) 6{q2 - M*) 6(q°) x

X nt)q,M{L(q) (p - Tq)) (M, L(q) q\ A(0) |0>

f2(L{q) p, Y<?) = const f dg{M2) d(q2 - M*) d(q) X
/ / 1 U ( 1 6 0 )

X h%«,M (L(q) (p -\q)) <0| A(0) \L(q) q, M) .
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Mit den bekannten Tragereigenschaften von J13M(^) [40]:

f i P 0 fiir ^ / T Y

oder fiir (L{q)pf ^ ^~ - |/m2 + P | (161)

mit Pq=:L(q)p
folgt dann die Behauptung (rl l) .

Mit genau den gleichen tjberlegungen wie bei der Herleitung der
gewohnlichen Jost-Lehmann-Dyson-Darstellung [40], [41] (Erweiterung
von fj(k, t) zu einer rotationssymmetrisehen, temperierten Losung der
sechsdimensionalen, hyperbolischen Wellengleichung und Losung des
zugehorigen Cauchy-Problems unter Benutzung des Doppelkegel-
theorems) beweist man den Satz:

Satz XII. Eine temperierte Distribution hat dann und nur dann die
Eigenschaften (TI) — ( T I I I ) , wenn sie in der folgenden Form darstellbar ist:

flip, t) = fd^ndss (f - -j) & ((P° ~ I ) ' - (P - u)2 -

Dabei sind die Spektralfunktionen @j(u,s,t) O\-invariante temperierte
Distributionen, der en Trdger fur festes t £ Im in der Menge F mit

(163)r= : {(u; 8): |u| ̂  - i ; a ̂  max [o; m - j / - J - |u|2]}
enthalten ist. Umgekehrt sind die Spektralfunktionen <J>) fur vorgegebenes
fj(p, t) eindeutig gegeben durch:

(164)

j(x, t)

Ausgehend von der Darstellung (162) kann man nun mit dem ublichen
Konstruktionsverfahren [43] zu einem bis auf Polynome in k° wohl
definierten Ausdruck fiir den retardierten bzw. avancierten Kommutator
rp\x, t) = "d{ ib^0) Tj(x, t)" gelangen. Dieses Konstruktionsverfahren
sei hier nur angedeutet und fiir die Einzelheiten auf den Artikel von
OMNES [43] verwiesen.

Zunachst ist xj (x, t) fiir festes t im Ursprung x° = 0 von endlicher
Ordnung, d. h. es existiert eine ganze Zahl n der Art, daB (x°)2n xj (x°, x, t)

Commun. math. Phys., Vol. 2 15
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dort regular ist, und daher 0 (± x°) (x°)2n Tj {X, t) wohl definiert ist. Da die
Distributionen

bzw. (166)
d

dieselben Trager- und Invarianzeigenschaften wie ri (x, t) bzw. f3- (k, t)
haben, und die Faltung

existiert, so erhalt man nach einigen Rechnungen aus Gleichung (162)
unter Ausnutzung der Tatsache, daB der Trager von @j(u, s, t) in |u|
besehrankt ist:

r
.,8,t) + {2p° -t)®f(U,S,t)

t

oder

(168)

, s, t) + (2^° - a0) 0?(u, 5, 0] _ j _ + 27
2 ? = 0

Da in den Gleichungen (91) bzw. (100) das in (168) auftretende Polynom
infolge des Klein-Gordon-Operators (p2 — m2) auf der Massenschale
keinen Beitrag liefert, so konnen wir ohne Einschrankung der Allgemein-
heit die dort auftretenden retardierten Kommutatoren durch die folgen-
den Darstellungen definieren:

= : d(kv +kz+p)r^\L{kx + p)p, tffe+W) (169)
?\ (k2 + p),}/%) (170)

mit

2TZ J dnds
[(p — uY +

[s + mlf [(p — u + iy)2 — a]

(171)
z

x [&}(u, s, t) + 2(p°, «») 0f (u, a,«)] ml > 0; y0 = (y, o); y > 0

Bei vorgegebenen Kommutatoren fj (p, [/g2) = $x (p, L (q) q) und f2 (?>,
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= S2(L(q)q,p) sind die Spektralfunktionen 0f(u, s, ]/q2) durch die
Gleichungen (164) und (165) eindeutig gegeben.

Da die Matrixelemente (169) und (170) bis auf Polynome im Impuls-
raum, deren Beitrag in den Gleichungen (95) —(98) sowie in Gleichung
(100) auf der Massenschale verschwinden wiirde, eindeutig definiert sind,
erhalten wir den Satz:

Satz XIII. Fur gegebene temperierte Distributionen W(xvx2ixs) und
WT{xv x2, x3, x±) mit den Eigenschaften (WI), (WII') und (Will)
erfullen die durch die Gleichungen (164), (165), (169) —(170), (91) und
(100) definierten temperierten Distributionen W^ (x^ x2, x3, x±) die Be-
dingungen (WI), (WII") und (Will) fur jeden Kern $(x) mit den Eigen-
schaften (5?). Die daraus honstruierte temperierte Distribution

4

W* (xv x2, a?3, x,) = II K™r W
li fa, x29 s8 , a?4) (172)

r= 1

hat neben den Eigenschaften (WI) und (Will) die Trdgereigenschaft (WII).
Die Lorentz-Kovarianz ist in dem obigen Satz durch den topologi-

schen Isomorphismus zwischen dem Unterraum der temperierten
(Lorentz-kovarianten) Distribution mit den Eigenschaften (147) und
dem Unterraum der temperierten (03-kovarianten) Distribution mit den
Eigenschaften (152) und (153) gesichert.
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