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Abstract. By subtraction of products of three-point functions the four-point
functions in relativistic quantum field theory are decomposed into two parts, in
one of which there does not occur any mass-shell-singularity in the variables
kg4 kg (== B3 1< a, f= 4). All these singularities are given explicitly by the
kernelsfof the products of the three-point functions. — Necessary and sufficient
conditions for the non-triviality of unitary S-matrices or some of their elements
are proved in terms of statements on the occurence of mass-shell-singularities in the
vacuum expectation values of field operators. The strongest result we have gained

N—2 \2 N—2 \2 Ny

is: If § (( pX kj) ——m2) [( P k,-) —mz] - {0] IT A(%;)|0) is equal to zero for
j=2 j=2 j=1

some N > 3, then all transition amplitudes 7’s_,, vanish for every n.

I. Problemstellung

Wir betrachten eine skalare Feldtheorie, die durch eine operator-
wertige Distribution A[f]= [A(x)f(z)dz in einem Hilbertraum $
beschrieben wird. Die Operatoren A [f] sind unbeschrinkt mit einem in
9 dichten Definitionsbereich D[A]. f(x) soll ein Element aus einem
geeigneten Testfunktionenraum, z. B. &,, sein; (d.h. f(z) ist eine
C*-Funktion iiber dem reellen Minkowski-Raum, die im Unendlichen
starker als jede reziproke Potenz abfallt). Wir werden im folgenden an
Stelle der Distribution A [f] immer den Begriff der ,,verallgemeinerten
Funktion A (x)“ benutzen. Alle iber dem reellen Minkowski-Raum auf-
tretenden Funktionen sind dabei als Distributionen iiber &,,, aufzufassen
(1], 2], [3], [4].

Das Feld A (z) soll die folgenden Eigenschaften haben [4], [5], [8]:

(AT) Invarianz unter der Poincaré-Gruppe iLgf_

(AIL) Spektrumbedingung

(AIIT) Lokalitis

(ALV) Vollstindigkeit

Bezeichnen wir die Bereiche p%>b% + p® >0 des Minkowski-
Raumes mit V% und ihren Abschluf mit V®_, so bedeutet die Spektrums-
bedingung, dafl die Spektralzerlegung des Translationsoperators T'(a)

T(a) = [€i?2dE(p) pa=p©a® —pa (1)
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die folgenden Eigenschaften hat:
dE(p) = 0(p) {6(p) [0) 0| + 0 (p* — m?) |p, m) (m, p|} d*p + do(p)
Triiger do(p) < V2" (2)
Dabei ist |0) der eindeutige Vakuumzustand und |p, m) ein Einteilchen-
zustand zur Masse m und zum Impuls p.
Nach WicaTMAN [4], [5] wird eine solche Theorie vollstdandig durch
die Angabe einer Folge von Funktionen W, (x;, @5, . . ., %,) (v =1,2,...)

beschrieben, die mit den Vakuumerwartungswerten von n-fachen Pro-
dukten der Feldoperatoren A (z) itbereinstimmen.

Waly, . .., 2,) = <O0JA(xy) ... A(x,)] 0> (3)

Wn(kl,‘..,kn)=——ig:fdxldx2...dxne”an(xl,...,xn). )

(@m) 2
Die Wightman-Funktionen haben die folgenden zu (AI)—(ALV) dqui-
valenten Eigenschaften:
(WI) Lorentzinvarianz:

Wolda, +a,...,Adz,+a)= W,(2, ..., %,) fir (4,a)€iLg,

(WII) Spektrumsbedingung):
Trager W, (ky, . . ., k;) C M mit

T (0] %
M={k:2k,~€V?{”u{0} fir r=1;..;72—1 und ij=0}
i=1 j

i=1

_O —_
Vim = V2m oy {k: k? — m?=0; +k© > 0}

Walesy) = id (@ —y) +1 [ do(u) 44 (z — )
(WIIL) Lokalitit:

Wiey, .. oo @®pq, @) — Wiy, %, .., 2,)=0

fur (x; — 2;,4)2<0.
Zu diesen linearen Bedingungen kommt noch eine weitere nichtlineare
hinzu, die sich unmittelbar aus der Positivitit der Norm in & ergibt.
Diese nichtlineare Bedingung spielt bei den weiteren Betrachtungen
keine Rolle, so dafl auf ihre Angabe verzichtet werden kann.

Infolge der Spektrumsbedingungen sind die Wightman-Funktionen
im Ortsraum Randwerte von analytischen Funktionen mit gewissen
asymptotischen Beschrinktheitsbedingungen [5].

Die relativistische Kovarianz fiihrt zu einer Vergroferung dieses
Regularitdtsgebietes [6], [7], [8]. SchlieBlich ergibt dann die Lokalitit,
daf alle permutierten W-Funktionen analytische Fortsetzungen von-
einander sind; d.h. die Wightman-Funktionen sind Randwerte einer
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einzigen in einem einfach zusammenhingenden Bereich eindeutigen und
analytischen Funktion [8], [9], [10]. (Vergleiche die analogen Eigen-
schaften der retardierten Funktionen im Impulsraum: Abschnitt I1.)

Fiigt man in den Vakuumserwartungswerten (3) zwischen zwei Feld-
operatoren ein System von Zwischenzustéinden ein, so fithrt jeder dieser
Zustdnde zu bestimmten Arten von Singularitdten im Impulsraum. Wie
aus der Spektralzerlegung des Translationsoperators (1), (2) ersichtlich
ist, liefern z. B. die Vakuumzustinde d-Funktionen (3 p;), und ebenso
die Einteilchenzustéinde 6((3; p,)?> — m?).

Hinzu kommen im allgemeinen auf der Massenschale noch Singulari-
titen der Art [( 3, p;)? — m2]~! (siehe Abschnitt IV).

Da andererseits diese Singularitdten das asymptotische Verhalten der
Wightman-Funktionen fiir grofle Separationen der Argumente im Orts-
raum bestimmen, ist es fiir die Untersuchung aller mit der asymptoti-
schen Teilcheninterpretation, der S-Matrix und &hnlichen Problemen zu-
sammenhéngenden Fragen wichtig, diese Singularititen explizite aus den
Wightman-Funktionen herauszupraparieren, und zwar moglichst so,
dall die bei den Singularitdten aufgetretenen Koeffizienten wiederum
Wightman-Funktionen bzw. ,,Produkte” von Wightman-Funktionen
mit einer geringeren Anzahl von Argumenten sind.

Im Falle der Vakuumsingularitédten ist dies vollstdndig durch die
folgende suczessive Definition der sog. trunkierten Wightman-Funk-
tionen WI(z,;, ..., x,) gelungen [11], [12]

WT(xl’ xz) = W(xl’ xz)
W (2, %g, @3) = : W (21, %p, )
WT (), @, T3, Ty) = : W (@, Ty, T3, 2g) — W (21, %) WT (25, %)  (5)
— W (@y; a5) W (g3 24) — W (21324) W (245 25)
usw.
Dabei haben die trunkierten Funktionen die Eigenschaften (W1I) und
(WILI) sowie den kleineren Triger:
Trager WZ(k,, ..., k,) C M
mit
_ r _o_ n
(WII') Mz{k:Zk,-E VEm fir r=1;...5n — 1;2]0,-:0} .
j=1 i=1

SchlieBlich haben die WZ(k,, . .., k,) nur noch eine einzige Vakuum-

n
singularitdt, ndmlich § ( P ki) (Gesamtenergie-Impuls-Erhaltung), so dal3
i=1

die Auflosung von (5) nach W (k,, . . ., k,) eine Entwicklung nach diesen
Singularitdten darstellt.
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Wihrend nun die Wightman-Funktionen zum Beispiel bei einer un-
endlichen raumartigen Separation der Argumente gegen eine Konstante
gehen [13], verschwinden die trunkierten Vakuumerwartungswerte in
diesem Fall stiarker als jede Potenz [14], [15], [16].

Der néchste Schritt besteht darin, durch eine zu (5) analoge Entwick-
lung von den trunkierten Wightman-Funktionen den Beitrag der Massen-
schale zum Triger abzuspalten.

Infolge der Spektralzerlegung (1) und (2) bzw. der schwachen asym-
ptotischen Konvergenz der aus den Haagschen quasilokalen Operatoren
[11], [18], [19]

Blh,]= [dayday...da, h(zy, ..., %) Ay) * ... - Aw,) (6)

gebildeten L SZ-Operatoren [20] gelten die folgenden Aufspaltungen auf
der Massenschale (Abschnitt IV):

[ d*p g™ (p) {6 (p— 2 kz) Wik, ..., k) —
=1 (7a)

I7Vr+1(kl’ LIRS kr? _p) <Q§'ZLI A(kr+l) . A(kn) [0>} = 0

[ d*p g™ (p) {6 (p —l;;pz) O (p? — m?) (P> — m2) W (ky; . . . &y, X
X Prsev o Puo Gy @) — WDy oo P —p) X (Th)

X [p2 - m2] W(kl’ cee kr’p>Q1> .. qs)}: 0

[ d*p g™ (p) {5 (zo —1_21 :ol) 8 (p%— m?) (p2 — m2) W (ky, . .., &y, X
X Pryee Prsr -+ qs) — W(—p,%,---pn) X (7¢)

X [p?* — m?] W(kla---kwp’qv' ’QS)}zo

Dabei ist g™ (p) eine Testfunktion, deren Trager in einer Umgebung der
Massenschale im Vor- bzw. Riickwirtskegel konzentriert ist. Damit
erwartet man eine Entwicklung der Art!

W (@, @, 3, 2g) = WT (2, Tg, @3, ) —
— Terme der Art {f dz K (z|x;) WT (%, 25, 2) WT (2, 73, 23) (8)
+ Permutationen der (z;, 2)}

usw.

1 Ich mochte Herrn Dr. H. J. BorcHERS fiir eine wertvolle Diskussion iiber die
Art der zu erwartenden Entwicklung danken.
Commun. math. Phys., Vol. 2 13
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In diesen Gleichungen soll K (z/x;) ein geeigneter Integralkern sein.
Die Wl(z,, ..., z,) sollen die Bedingungen (WI) und (WIII) erfiillen
und die folgenden Trigereigenschaften im Impulsraum haben:

Trager W(ky, . . ., k,) < MT
mit
O l —
MH={k:kIE vem, Mk, e Vi 2<1=n—-2 X
(WII") =t
n—1 _O n
X M k€ V?Fm;Zk,:O} .

r=1 r=1

n
Durch Anwendung von Klein-Gordon-Operatoren [/ K7 auf die

z
=1

W(x,, ..., x,) kann man dann sehr leicht Wightman-Funktionen er-
l

halten, deren Trager im Impulsraum in allen Partialsummen }; k, mit
r=1

1 £ 1< n— 1im Vorkegel V3™ konzentriert ist. Vermutlich sind durch

die Entwicklung (14) die Singularititen der Wightman-Funktionen in

irgendwelchen Partialsummen der Impulse auf der Massenschale auf

solche in den einzelnen explizite auftretenden Impulsen k; zuriickgefiihrt.

n

Damit wiirden dann in den Funktionen [/ K2 Wyi(xy, .. .,,) iber-
1=1

haupt keine Singularititen auf der Massenschale mehr auftreten (Ab-

schnitt ITI).

Uber Entwicklungen der Art (8) kénnen Modelle fiir lokale, lorentz-
invariante Feldtheorien mit nichttrivialer S-Matrix konstruiert werden.
Ein solches Modell erhilt man, indem man von einem gewissen Index NV
an alle Wil(z,, ..., x,) mit »> N gleich Null setzt. Dann sind alle
trunkierten Wightman-Funktionen ,,Produkte’ von WI.Funktionen
mit einer Anzahl von Argumenten n < N. Die S-Matrix ist dann nicht-
trivial, falls die trunkierten Wightman-Funktionen noch Hauptwert-
singularitdten auf der Massenschale enthalten. Leider ist die S-Matrix
in diesen Modellen nicht unitir (Abschnitt IV).

In den folgenden Abschnitten wird eine solche Entwicklung fir die
Vierpunktfunktion hergeleitet.

Zu Gleichung (8) analoge Entwicklungen sind von Symanzix [22],
[23] fiir die r-Funktionen und von ZIMMERMANN [24], [25] fir die
7-Funktionen hergeleitet worden. In Abschnitt II erweitern wir eine
modifizierte Form der von SYmMANzIK angegebenen Entwicklung auf die
von STEINMANN [26], von RUELLE [27] sowie von ARAKI [8], [12] und
BurcoyNE [29] eingefiihrten verallgemeinerten, retardierten Vierpunkt-
funktionen.
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In Abschnitt III benutzen wir das von denselben Autoren sowie
Jost [25] angegebene Rekonstruktionsverfahren, um tiber die vierfachen
Kommutatoren eine Entwicklung der Art (8) fiir die entsprechende
Wightman-Funktion herzuleiten.

Die Abschnitte IT und III sind formaler Natur, da die auftretenden
retardierten Funktionen mathematisch nicht wohl definiert sind. Im
Endergebnis (I11.22) treten die retardierten Funktionen nicht mehr auf,
sondern nur noch Matrixelemente von zweifachen retardierten Kommu-
tatoren. Diese Matrixelemente werden im Anhang durch verallgemeinerte
Jost-Lehmann-Dyson-Darstellungen prézise definiert.

Wiéhrend in den Abschnitten II—IIT auller beim Beweis von Satz V
nur die Voraussetzungen (AI)—(AIV) bzw. (WI)—(WIII) benutzt
werden, wird in Abschnitt IV unter der weiteren Annahme der LSZ-
Asymptotenbedingung die Aufspaltung (7) der Wightman-Funktionen
auf der Massenschale hergeleitet und einige damit zusammenhéngende
Folgerungen iiber die Nichttrivialitdt der S-Matrix gezogen.

I1. Verallgemeinerte retardierte Funktionen

Die r-Funktionen [20] sind die Vakuumerwartungswerte der n-fachen
retardierten Operatorprodukte (iiber die Mehrdeutigkeiten bei der
Definition dieser Produkte [32] werden in Abschnitt ITT noch einige
kurze Bemerkungen gemacht):

R(xfzy, ..., x,) = :(—72)"P (‘? ?(x—xl)O(xl—xz)...e(xn_l—xn)x

X[ [A@); Al Al - A@)] (9)
@[z, - . ., %) = {O| R (xfxy, . . ., 2,)|0) . (10)

Die r-Funktionen sind symmetrisch in den Argumenten x;;...;z, und
invariant unter der Poincaré-Gruppe 7L gi .

r(de+al...,Az;+a,...)=7r..., % ...)(d;a) eiLgi . (11
Auflerdem gilt die Trigerbedingung:
r@fay, ..., x,) =0 falls (x—a;) ¢ VO fireina;. (12)

SchlieBlich gelten fiir die R-Produkte (1) die Operatoridentitdten:
[34], [35].

R(xly, 2y, . . ., 2)

. (13)
= —1i0(x — y)CZ;' [R(x[zgs - - -5 21); BW[241s - - -5 20)]
R(x/?/, AT z’n) - R(y/%, gy e zn) (14)

=i X (Rl %) RO - s 2)]

Combin.

13*
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Mit den Séitzen von ScHWARTZ [6], von HALL und WicHTMAN [7], von
Tomozawa [10] und dem verallgemeinerten Edge-of-the-Wedge-
Theorem von EpSTEIN [8], [35] ergeben sich aus den Eigenschaften
(9)—(14) Regularitatseigenschaften fir die Fourier-Laplace-Trans-
formierten, die definiert sind durch:

. 1 n ipz+i 2 D
F(p[pys - - -5 Pa) = 3W<7+—1)—f01490.]]107,490,4@z 4200 %
?:
X r(@fzy, ..., %)

1 & v —1 £ iDj 1
= gmsmarn=r 0@+ 3 p) [ Hage =5 r (&, &)} (15)
j=1 j=1

7‘:(p/pl’ RN p'n) = 6(1’ +21p7) i'(p/l’p e e p'n)
j=

Ei=x—w;; p=k+iqg k;q reell.

Diese bekannten Eigenschaften sollen fiir die Drei- und Vierpunkt-
funktion in den beiden folgenden Sitzen zusammengefalt werden:
Dafiir ist es zweckmiBig, einige neue Beziehungen und GroBen ein-
zufiihren:

7(X)3 = 1(@y, Ty, Tg) = 7 (T[T, Tp)

75 (x) = 75 (%, X, T3, Ty) = 7‘(xj/xm: T, Ts) -

(16)

Im folgenden bedeuten (j, m, n) oder (j, m, n, s) immer eine Permutation
von (1, 2, 3) bzw. (1, 2, 3, 4). Neben den retardierten Funktionen fithren
wir die advancierten Funktionen

a;(x) = r;(— ) (17)
und im Falle der Vierpunktfunktionen die folgenden gemischten oder
verallgemeinerten r-Funktionen [26]—[29] ein:

rig(@) = 1) + 185 (2)

. (18)
@i (®) = :a;(@) + 185 (— )

mit:
81 () = : O] [B (%[, )5 A (21)]|0) . (19)

Die gemischten Funktionen r;,(z);a;,(x) sind ebenfalls Lorentz-
invariant, symmetrisch in #,, und z,, und sie haben die Trégereigen-
schaften:

rip(@) =0 fir (x;—a,) ¢ f/'_(i; oder (2; — ) QV_Oi;
oder {(z — %) Q_VE und (2 — x,) ¢ V‘I} .

SchlieBlich definieren wir die 8- bzw. 12-dimensionalen, offenen, reellen

(20)
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Kegel im Raum des Imaginérteils von p durch:
3
G = :{q= (013 923 ga) : 2 4r = 039, € V2430, € V"i} (21a)
r=

4
%f=:{q= (015025 055 90) 1 2 4, = 03 4 € VL35 4, € V5 ¢4 € V(:)I:} (21b)

r=1

4
‘5$=¢{Q= (@5 025 003 00): 2 0, = 05 05 € Vo5 (5 + ) € V3 X
=

(21¢)
X (g5 + qm) € V&}
sowie die reellen Punktmengen E? (a), E;(a) und E,;(a) durch:
3
Ef(az)z{kz(kl;kz;k3):z Icf=0;k72>a2} (21d)
r=1
4
E,-<a2>={k=(kl;kz;ks;ku:Zkr=o;k,2>a2} @1e)
r=1

4
E;;(a®) = {k = (kys ky; kg3 kg) 2 3 ko = 05 (ks + k) > 012} . (219)
r=1

Die Kegel €2 sind gerade so definiert, daB gilt:

1. €}* und €}~ unterscheiden sich nur im Vorzeichen von ¢?.

2. #;* und ¥Hunterscheiden sich nur im Vorzeichen von g¢f.

3. €;; und %,,, unterscheiden sich nur im Vorzeichen von ¢9 + ¢3.

Weiterhin bezeichne L., (¢) die homogene, komplexe Lorentzgruppe
mit der Determinante + 1, conv {M} die konvexe Hiille der Menge M und
0 M die Komplementédrmenge von M.

Mit diesen Definitionen gilt dann [10], [12], [26]—[30]:

o) Dreipunktfunktion:

Satz 1. Die sechs Dreipunktfunktionen 7; (k) und @; (k) sind Grenzwerte
einer eindeutigen, analytischen Funktion g(p) der Komplexen Verdnder-
lichen p =k + iq [k = (ky, ky, ks); ¢ = (91, 92, @s) reell]:

7 (k) = lim g(p) (22)
geTf

g(p) tst eindeutig und analytisch in der einfach zusammenhingenden

Punktmenge N, bestehend aus der Vereinigung aller moglichen erweiterten
Rohren

Rf =UATE; A€Lyi() (j=1,2,3) (23)
mit

Tji={p: jpr=0;q€%*‘i}. (24)
T
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g (p) hat analytische Fortsetzungen in die Punktmengen
2% (m?) = : {p : Zglpr = 0; p € conv. {Tf“ v Ti_} NG Es(m2)} (25)
r=
und in die reellen Punkte

3
B;;(m?) = :{p:Zprzo;q«—:0;k,%<m2;k,-2<m2}. (26)
r=1
Auferdem gilt:

R

(P)=g(p) fiir pcT; (27)
g(p)=g(Ap) fir pcTF und A€ L (c)

<

und
e=Btlg(k + i(Q + tq)| < Polynom{k} (28)

fiir jeden Strakl @+ tq (t > 0), der ganz in einem der TiF verliuft und fir
B > 0; sowie

F(k) — ai(k) =0 fir k2 <m?. (29)

Aus diesem Satz ergibt sich mit Hilfe des verallgemeinerten Edge-

of-the-Wedge-Theorems von EpstrIN [8], [36] die fiir alle weiteren
Uberlegungen wichtige Folgerung:

Folgerung FI,: Die dret Funktionen

g9s(p) = : (Bf —m*) g(p) s=1,2,3 (30)
sind in den grofleren Bereichen
N§ = Ny u 23;(4m?) (31)

regulir, und es gilt:
(k2 — m?) [7 (k) — a;(k)] =0 fir k2 <4m?. (32)
Beweis: Es geniigt die Gleichung (32) zu beweisen. Denn die Aussage
iber den Regularitdtsbereich folgt daraus mit Satz I und dem verall-

gemeinerten Edge-of-the-Wedge-Theorem, da sich die beiden Rohren
T; und T nur durch das Vorzeichen von ¢ unterscheiden [28].

Aus den Definitionsgleichungen (9), (10) und (16) folgt:
i)~ @) = gz [ o e*e 0o, — )
% {0 [4 (2;); A ()] T () A(0)]0) — O] A(0) T (—a,) [A(wy); A(x;)]]0) .

Einsetzen der Spektralzerlegung (5); (6) fiir den Translationsoperator
und Integration iiber x, ergibt mit (0| A (0)|0) = 0 sofort die Behauptung.
B) Vierpunktfunktion:
Satz I1. Die zwetunddreifig Vierpunktfunktionen

7 (k) @ (k); 73 (k) und aj;(k)
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sind Grenzwerte einer reguliren Funktion G(p) der komplexen Verdnder-
lichen

4
p=k+iqllk = (ky; ky; ks k), ¢ = (015 925 s qu) Teell; ler =0]
r=

5 (k) = lim G(k+ig) (8} (33)
qETF

7 (k) = lim G(k+iq) {24} (34)
qET$

G (p) ist eindeutig und regulir in der einfach zusammenhingenden Punkt-

menge N,, bestehend aus der Vereinigung aller mdglichen erweiterten
Réhren R 9?% mit

=UATE R =Y ATE; A€ Ly (0)

r=1
4
T = {p= 2= O;qe(ff*;}
=
G (p) hat analytische Fortsetzungen in die Punktmengen
ZEm?) = {p:p € conv{TF U T} N C E;(m?)} 364)
a
Znn(m?) = {p:p€conv.{T; Ty }N(CE;,(m*} (
und in die reellen Punkte
4
B(mz;m2)={p: 2 pe=0;9=0;k <m?; (k; + k;)? <m?; 1 =
r=t (36b)
=n31;] = 4} .
Auperdem gilt:

;) =60 fir pETT; J@)=6@) for peTF
Gp) = G(Ap) fir peTE T wnd A€ L)
=BG (k4 ¢ (Q + tg))| < Polynom {k} (38)

fiir B > 0 und jeden Strahl @ + tq (t = 0), der ganz in einer der Rohren
T3t oder T35 verliuft.
Schlieflich gelten die Identititen:

- =0 fir i <m (39)
) = (0) =0 £ (k4 Bt < (40)
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Eine zu F I, analoge Folgerung lautet fiir den Fall der Vierpunktfunktion:
Folgerung FII,: Die sieben Funktionen

{ G;(p) = : (pf — m*) G(p) } “2)
Gjn(P) = : (5 + Pa)® — m*] G(D)
sind in den gréfleren Bereichen
NiE = N, u 25 (4m?) bzw.} (43)
Nir = Ny Znm(4m?)

reguldir, und es gilt:
(4 —mt) [F @) = Fw] =0 fir 1 <4m? (44)

[k — Ea)® — m?] [F5(k) — @pn (k)] =0 fiir (k; + k,)* < 4m? . (45)

Der Beweis dieser Folgerung ergibt sich wieder mit Hilfe des Edge-
of-the-Wedge-Theorems aus Satz IT und den letzten beiden Gleichungen,
die mittels der Operatoridentitdt (14), den Steinmann-Relationen (41)
und der Spektralzerlegung des Translationsoperators hergeleitet werden
konnen (siehe Beweis zu Satz I11.) Da dieser Beweis etwas umsténdlich
ist, und die Folgerung FII; nicht mehr benutzt werden wird (sie wiirde
erst bei der Fiinfpunktfunktion eine Rolle spielen), soll er hier tiber-
gangen werden.

‘Wir definieren nun 32 neue Funktionen durch:
o @)= 13 (@) + [ dz{l(x;fx,, 2) K20 (2]2,, @) +

+ Z(xj/xm z) K’gn Z(Z/xw xz) + Z(x:i/xi’ z) K;n 2(2/%, CL‘S)}

2;;' (w)I = Zj;i(x) + f d*z {g(z/xu x]‘) K;n ;L(z/x.sv xn) +
+ Z(xj/xw z) Kgng(xn/xu z) 'l_Z(xj/xm 2) K;ng(xs/xir z)}

Dabei ist K7 der Klein-Gordon-Operator zur Masse m. Die Funktionen
7; ()Y, a;(x)! in GL. (46) unterscheiden sich von den entsprechenden
Funktionen von Symanzik [22], [23] dadurch, daB hier als Integralkern
die Reziproke K7' der freien retardierten (advancierten) Zweipunkt-
funktion auftritt, wihrend bei Symanzir die Reziproke der vollen Zwei-
punktfunktion abgespalten wird (s. Diskussion am Ende von Ab-
schnitt ITT).

Die neuen Funktionen 7(z)!, a(z)! haben dieselben Invarianz- und
Tragereigenschaften Gl. (12) bzw. (20) wie die urspriinglichen Funk-
tionen. Daraus folgt aber, daf} ihre Fourier-Transformierten Randwearte
einer in N, eindeutigen und reguliren Funktion sind, und dort die Be-
schranktheitsbedingungen (38) erfiillt sind. Wir werden nun mit dem
Beweis des folgenden Satzes diesen Regularitiatsbereich vergrofern und
drei zu Gl (39)—(41) analoge Identititen herleiten.

(46)

(47)
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Satz III. Die zweiunddreipig Funktionen 7 (k)L a; (k), 7;(k)t wnd
ai; (k)L sind Grenzwerte einer reguliren Funktion G (p)t der komplexen
Verdanderlichen p =k + iq, k; q reell:

L= lm G+ ighs [0 = lim Ge+igh.  (48)
q—>

:F ¥
(IET quij

G (p)! ist eindeutig und regulir in der einfach zusammenhingenden Punkt-
menge N,, bestehend aus der Vereinigung aller moglichen erweiterten
Rohren R ; N5, und hat analytische Fortsetzungen in die Punktmengen

ZE(m?) = {p: p € conv.{TF U T} N CE;(m?)} (49a)
Znn(4m?) = {p: p € conv.{T;; U Tt} N CE;,(4m?)}
sowre in die reellen Punkte
4
B(m?; 4m?) = {WZ P, =0;q=0; k% <m?; (k, + k;)? < 4m?;
r=1

1=n;7=4

} (49b)

Auperdem gelten die Relationen (37) und (38) fiir r(p)! und G (p)! sowie die
Identitdten:

;’i, (k)Y — a k)L=0 fir kF<m? (50)
Fij(k)t — @pn (k) =0 fiir (k; + k,)? < 4m? (51)
i () + 773 (k) — @y (B)F — @ (k) =0 . (52)

Beweis: Wie schon erwihnt wurde, ergeben sich die Regularitit in
N, sowie die Relationen (37) und (38) in bekannter Weise [10]; [12];
[26]—[30] aus den Invarianz- und Tragereigenschaften im Ortsraum.

Fiir ¥} < m? folgt durch Fouriertransformation aus den Gleichungen
(46) und (47) mit (39):

~7
7,

Y = T = 20 (el T+ )

X (e + K> — m2) [5r(— o — Jejllen, ) — & (kfle; — K — E)] +
o B (sl Ty By 4 ) (o + Fo;)2 — m?) x

X [ (= by — By, By) — & (Tolleyy — Eopy — k)] +

o 5 (iflegs B+ Tog) — & (o + Fonfkes, B)]

X (o + Tp)® = m2) 5 (= Fopy — Fonflos )} -

Daraus ergibt sich sofort mit Satz I Gl (29) die Gleichung (50), da fiir
k} < m? die eckigen Klammern verschwinden.

(53)
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Es sei nun Z;;(¢/m?*) eine komplexe Umgebung des Abschnittes der
reellen Achse mit k¥ < m?:

4
Z;;(glm?) = {p 2 p=05]g <& kf < mz} . (54)
r=1

Dann ist ;';;}(p)I regulir fiir p € ©F
DF = 1 Z;;(elm?) N T (55)
und Zz;j(p)l regulir fiir p € 97

Da sich 7'; und T';; nur im Vorzeichen von ¢ unterscheiden, so folgt mit
den Gleichungen (50); (55) und (56) aus dem verallgemeinerten Edge-of-
the Wedge-Theorem [87]; [36], daB3

7i(p) @ (p)'] und () (@ (p)']
eine gemeinsame analytische Fortsetzung in den Durchschnitt Bjf von
Z;;(e/m?) und der abgeschlossenen konvexen Hiille von T; U T~ bzw.
T U Ti haben:
B = Z;;(g/m?) N conv{TH U T#} . (57)

Die Holomorphie-Envelope von 73 U 7' U Bj; ist nach einem Satz
von Bros; EpsTEIN und GLASER [28] gerade die Punktmenge X' (m?).

Die Steinmann-Relation (52) folgt unmittelbar durch Einsetzen von
(46) und (47) in die entsprechende Relation (41) aus Satz IT, da sich die
auftretenden Terme aus Produkten von Dreipunktfunktionen bei Be-

4

riicksichtigung der Trigerbedingung > k.= 0 gegenseitig kompen-
r=1

sieren.

Als néchstes soll die Gleichung (51) bewiesen werden. Infolge der
Steinmann-Relation (52) geniigt es, den Beweis fiir die Grofie

A(k) = : [?w(k)l - dmn(k)l] - [faz(k)I - dnm(k)I] (58)
zu fithren.
Aus den Gleichungen (46) und (47) folgt fir A (k):

Ay =I(k) 4na(2k)

XA (lif oy By + Kn) [(k; + kp)* — m*1 & (ko ks, — oy, — K5) (59)
— Fkilkn, by + k) [(k; + ky)® — m2] @ (ko fbi, =l — k) }
wobei I (k) definiert ist durch:
I(k) = : [Fi; (k) — Gnn(k)] — [F55(k) — Gy (F)] -
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Beriicksichtigen wir die Definitionsgleichungen (17)—(19) fiir #;; bzw.
@mns 80 folgt mit der Operatorenidentitit (14) fir I (k):

1) = — g [ @ e {01 [R (i) R (2,)1]0) —
- <0] [R('—xm/— xz) > R("' x’n/— SC,)] ]0>} -

i : (60)
— g [ P O B ) s B (i) ]10) +
+ O [B(— 2,/ 2;); B(= [ —2;)]]0)} .
Infolge der Jakobi-Identitdt
[[[A(2); A@)]; A@)]; A,)] — [[[A(@); A)]; Ale)]; Alwy)] o)
= [[A(x;); Alxy)]; [Awy); Adw,)]]
und der PC T-Symmetrie:
Ol1[[A(—=,); A )1 A(—x5)]; A(—2,)]]0
OI[[[A(=2); A(=2)]1; ,)]; )]10) (62)

= <O][[[A AR A(xj)]’ A(ws)] > A(xr)] [0>
verschwindet der zweite Term in Gleichung (60).
Also gilt:
I() = — g [ @@ et O/ R @fen); Riefo)10) . (63)

Fiigen wir zwischen die beiden auftretenden retardierten Kommutatoren
ein vollstéindiges System von Eigenzustinden zu P? und P® ein:

0) €O] + [ do(M?) [ d*p O(p) 8(p* — m?) |p; M) (M ; p| =1
mit
PW|p; My=p®|p; M); P2|p; M) = M?|p; M)
do(M2) = §(m? — M?)dM? + do(M?) (64)
Triger von dg(M?) > 4m?
so erhalten wir schlieBlich, da fiur (&; + k,)* <4m? nur der diskrete
Anteil §(m? — M?) des MaBles dg einen Beitrag liefert:
I(k)=2i [ d*p 6(p) 6(p* — m?) X
% {{O| B (kifky,) |p; my {m; p| B (kslk,) [0) (65)
— 0| B (k;fk,) |p3 my {m; p| B (kilko) |07 -
Andererseits folgt mit
F(kyfks p) — Glkifks; ) = —iC0| R (kifk); Ap))[0) (66
sowie Folgerung FI, Gleichung (32):

A(k) = I(k) — 4mi [ d*p{{0| B (k) A(—p)10> -

- . (67)



190 A. H. VOLKEL:

Fir (k; + k,)? < 4m? ergibt sich daraus mit der Spektrumsbedingung
(ATI) bzw. (WII'):
A(k) = I(k) — 4mi [ d*p O(p) 6 (p? -—m2) X
X {0 E (k[ k) |, my (p* — m?) 7 (kf o, D) (68)
- <m’ p[ R(kj n) [0> (p - m2 T(kt/km’ Z’)} .
Es sei nun {f, ()} ein vollstindiges System positiv frequenter Losun-
gen der Klein-Gordon-Gleichung zur Masse m. Aus der unter den Voraus-
setzungen (AI)—(AIV) bzw. (WI)—(WIII) giltigen schwachen Zu-

standskonvergenz auf den asymptotischen Hilbertraumen 9 [19], die
den Einteilchen-Unterraum aus $) enthalten:

w— lim Ala()*]0) = ( ouc) 10 (69)
mit "

A(ex) (t f ddz fac x)(e\{) (70)

=z
folgt mit den iiblichen Redu];tionsverfa,hren [20], [37]:
(k2 — m?) 7(plq, — k) = CO| E(plg) |k; m) (27)~
(k2 — m?) 7(plg, k) = {m; k| E(plq) [0) (27)~ (71)
fir kO = 1+ k2 + me.
Damit erhalten wir aus Gleichung (68):
A k)= I(k)+ 23 [d*p O(p) 6(p* — m?) X
X {01 B (kifk) [p3 m {ms pl B (k) 10)—
— O] B (ksfkn) |p; m) {ms p| B (kifk) |03} -
Durch Vergleich mit Gleichung (65) erhalten wir:

A(k)y=0 fir (k;+ k,)? < 4m? (72)
und daraus mit der Steinmann-Relation:
Fis ()Y — @ (B)L =0 fir (k;+ k,)2 < 4m?. (73)

Es sei nun A4;,(¢/4m?) eine komplexe Umgebung des Abschnittes
(k; + k,)% < 4m? der reellen k-Achse.

4
A;n(e[dm?) = : {p:Z pr=0;lg| <e; (k; + k,)> <4dm?;e > 0} . (19)
Dann ist 7;(p)! regulér fiir p € D~ mit
O~ = : A;,(e/4m?) N Tj; (75)
und @,,, (p)! regulir fir p ¢ Df;, mit
Ot =1 Ajnle/dm?) N T, . (76)
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Da sich T;; und T}, nur im Vorzeichen von (q((” + ¢{9) unterscheiden,
so folgt mlt den Gleichungen (73)—(76) aus dem verallgemeinerten
Edge-of-the-Wedge-Theorem [8], [36], dal #;(p)! und d,,,(p)' eine
gememsame analytische Fortsetzung in den Durchschnitt BZ" von

A, (g/4m?) und der abgeschlossenen konvexen Hiille von {T';; U T},
haben:

Bom = A, (e/4m?) N econv{T;; U T;F.}. (77)

Die Holomorphie-Envelope von T3 v T;h, U Bi* ist aber gerade
wieder durch 27" (4m?) gegeben [28].

Schliefllich ist noch die analytische Fortsetzbarkeit in die reellen
Punkte B(m?;4m?) zu zeigen. B(m?;4m?) ist der Durchschnitt der
sieben reellen Bereiche

4
Hj::{k:Zk,r—O;k;"-<m2} 7=1;2;3;4
r=1

(78)

4
Hmzz{k:ZkrzO;(ki—]—kn)2<4m2} tEkn, 104,
r=1

In diesen Bereichen sind jeweils zwei der zweiunddreiBig r (k)I-Funktionen
infolge von (50) und (51) gleich, so dafl in B (m?; 4m?) alle zweiunddreiBlig
Funktionen iibereinstimmen. Wenden Wir nun das Edge-of- the Wedge-
Theorem auf zwei Funktionen, z. B. {7{(p (p)'} oder {Tw )L @i ()1
an, fir die die zugehorigen Rohren {Tz ; T+} bzw. {Ti;; Ti;} durch
Spiegelung am Ursprung auseinander hervorgehen, so folgt die Be-
hauptung.

IIL. Rekonstruktion der Wightman-Funktion

Nach JosT [30] und STEINMANN [26] gibt es zu gegebenem g (p)
[G(p)] mit den Eigenschaften aus Satz I [Satz II] eindeutige Funk-
tionen Kj(y; @p;, ¥3) [K4(2y; %95 255 4)] mit den folgenden KEigen-
schaften (KI)—(KIV) der Art, da die gemif

r(@fwy; @) = — 0(x — @) O(2 — @) Ky(, 2y, 25) —

79
—0(x — 2,) 0(2y — 27) K(2, 2, @) 79

r(xfay; g5 T) = (— )3 > 0(x — x) 0(2; — 2,) 0 (x5 — 3) X
Perm. {1;2,3} (80)

X Ky(x, 2, Tg, 4)
berechneten r-Funktionen die vorgegebenen sind:
(KI) Lorentzinvarianz:
Ky(x) = Ki(/lx +a) fir (A;a)€iLg/ .

4
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(KTII) Spektrumsbedingung:

3
Ry(ky, kg, bey) =0 fiir 3 k;4 0 oder (ky + ky)? < m?

j=1
oder {k} <m?* und k% <m?}

4
R (ky, ko, kg k) =0 fiir Xk, 40 oder k% <m?

r=1
R (ky, ko, kg, ky) — Ky(key, Kooy Fogy ko) = 0 fiir (kg + ky)2 < m?.
(KTIT) Lokalitat:
Ky, 29, 23) = 0 fiir (x, — ,5)2< 0
oder {(zy— 3)2<0 wund (2, — 23)* <0}
K, (g, g, 25, ¢y) = 0 fiir (z; — 2,)2<0.
(KIV) (Jakobi-)Identitdten :
Ky (2, @5, @) + K (g, 41, 25) = 0
Ky (21, @y, w3) + Ky (g, 5, @) + Ky(03, @1, 25) = 0
Ky (), 29, @3, @) + K4 (24, 21, 25, 74) = 0
Ky (2, @9, T3, @) + Ky (%3, @5, Ty, @) + Ky (25, 71, Tp, 74) = 0
Ky (1, @, 3, 1) — Ky (2, Tp, Ty, T3)
= Ky (w3, @4, Tg, ¥1) — Ky (25, @, @y, @) .
Die K-Funktionen sind explizite gegeben durch:

Ky (), g, X3) = 1 (%[, ¥3) — @ (21[%y, T3) —

(81)
— 7 (2205 X3) + @(2e[Ty, X5)

Ky (21, @y, @3, 74) = — 814(2) + S1a(—2) + 854 () — Spa(— ) (82)

mit Sna(x) = Z[rn(x) - rnj(x)] .

Entsprechend den Gleichungen (46) und (47) spalten wir die K,-Funktion
in zwei Anteile auf:

Ky (2, @, @, )T = 1 — Sp4 (@) + Spy(— )™ + Spq (@) — Sy (— )™ (83)
mit Sy (@) = +i{r, (@)t — (@)}
K (21, g, 03, m)1 = 1 K, (2, @, @, €4) — Ky(g, Tg, T3, x)t  (84)

Jede dieser beiden Funktionen erfiillt fiir sich die Bedingungen (KI) bis
(KIV). AuBerdem hat aber K,(x)! den kleineren Triger:

(KIT'): By(ky; ky; g k)™ — Ky (ky; ko kg ko)X = 0 fiir (kg + k)2<
< 4m?.
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DaB K,(»)™ diese Eigenschaften hat, ergibt sich unmittelbar aus
Satz ITI, wenn man noch die aus Gleichung (83) mit der Symmetrie der
r; () folgende Relation

Ky (1, 29, %3, ) — K, (2, @5, 2y, 25)™
= {14 (@)1 — g3 (¥)1] + [ra5(@)! — a4 (2)"] (85)

—[r (@)t — ay, (@)1 — [7'24( — g3 (7 ]}
beachtet.
Aus den Definitionsgleichungen (83) und (84) folgt durch Einsetzen
von (46) und (47) mit Gleichung (81) sowie

(OI [ (k/k,) ;A (k)]]0)
- *_—(};T (12 = 47) OI LR kf1); A1 0) (86)
die Darstellung fir K, (k):
Ry (ky, by, Fogy o) = — 277 [ d2p X
% {Ry (ky, =, k) Zet )OI LE (plks); A (k,)]]0 +
+ Ro(=p, by, o) Ay (p) <O| LB (plky); A(l)110) +
+ By (ky, — p, ) Argy (p) O] LB (p/hen); A (k5)110) +
+ Ry(—p, by, k) Z;t(p ) O] LR (plky); ( 4>]|0>+
ky)
k)]

~

A
); A

+ By (ky, — p, k) Aroy (p) <O LB (p/ks); Aky)110) +
+ Ky(—p, ks, 4)Am p) <O LB (pfky); A(k,)1|0) + (87)
+ Ry (kg — 1, ) dry(p) O] LB (plky); A(ke))1]0) -+
+ Ry(—p. b, 1>Aret (9) O] LB (p/ky); A k4)]l0>—
—i{0| LB (~ pky); A(ka)JIOM(p) CO| LB (plks); A (k,)]10) —
—i(0| LB (~ p/k A (k)110) A (p) CO| LR (p/k); A (k;)110) —
— (0| LR (— phy); A (k)10 A (p) (O LR (p/ks); A (k) 110D —
OBk Zx(k4>1|0>27<p) CO| LR (pfkz); A (k)] |0D}
my

>

1 —_—_—
Aret () = (m* = P*) s g (* — %)

- (88)
A(p) = —2mi(m? — p*) e(p°) 0(p* — m?) (m* — p?) .
SchlieBlich existieren fiir jedes gegebene K;(x) (¢ =3,4) mit den Eigen-
schaften (KI)—(KIV) eindeutig trunkierte Wightman-Funktionen,
d. h. Funktionen mit den Eigenschaften (WI), (WII') und (WIII), der
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Art, daB die daraus berechneten dreifachen bzw. vierfachen Kommuta-
toren die vorgegebenen K-Funktionen sind [21]; [25]. Explizite sind die
trunkierten Wightman-Funktionen gegeben durch:

W(kp kg, k3)T = W(kv ko, ks) = 0 (ky + ky) 0(— ko) Ks(kp ko, ks) +
+ 0(ky) 0 (k) Ky (s, kg, oy) W (ky, g, Koy, Koy)”
= 0(ky) {0 (ky + ka) X
X [0(ky + kg + k) Ky(ky, by, Feg, og) —
— 0(ks) By (g, kg, bog, kg)] — 0 oy + ) 0 (ko) X
X Ky (b, by, o, Tey) — 0 (Fey + Fey) O (ky + ko + k3) X
X Ky (Fy, Ty, by, eg) + 0 (kg + ) [0(Ky) X
X By (ley, ko, Ty, og) — 0(—kg) Ky (oy, by, Keg, e3)13 -

Entsprechend der Gleichung (84) spalten wir die W-Funktionen wiederum
in zwei Anteile auf. Wir definieren zunichst W(k,, . . . k,) durch die zu
(89) analoge Gleichung, die man erhéilt, wenn man auf der rechten Seite
K, (k) durch K,(k)' ersetzt. Aus der Darstellung (87) fiir K,(k)! folgt
dann nach lingeren Rechnungen unter Benutzung von

Ka(kv kz’ ka) = W(kp km ks) - W(kz, kl’ ka) +
+ W(k39 k2s kl) - W(kli’ kl’ ]‘72)

sowie den Trigereigenschaften (WII') von W (ky, k,, ks): die Darstel-
lung (91) fir WL

Aus der Darstellung (91) folgt sofort, daB W? lorentzinvariant ist,
und mit den Trégereigenschaften der auftretenden Dreipunktfunktionen
die Spektrumseigenschaft (WII’).

W(ky, kg, kg, ko) = — 27 [ dp X

X AW (ky, kg, — D) Aray(9) [€O] B (pkes) A (k) [0) +
+ (0] A(ky) B (plky) |0) +

+ W (= p, by, bg) Are (9) [<O| B (pfley) A (k) [0) +
+ (0| Ak, ) B (p/ka)|0) +

+ W ks, — P, kg) Arer(p) [CO]A (ky) B (pfks)[0) +
+ <0 E(p/ 2>A<k 0y +

+ W (ky, kg, — ) Aoy () CO|A (ko) B p/k [0 +

o+ W kg, —p, k) Ayt () O] B( /kz (k) |0) +
+ W (ke By, — ) et (p) O] A (k) B (p/k)|0) +

(89)

(90)
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o+ W (= p, ke, k) A ‘Tem <ou? p/ko A(ky)0) +

+ W (=, ks k) Areq () O] B (pfky) A (k) 0 +

+ W(kz, —p, ko) Aree (1) <01A kaR (plks) |0y = (91)
~ i[{0]A koR — plkg) 0 +

+ O B (= plty) Aky) 0) A, (p) x

X [<0tA p/k 10) + <O| B (pfky) A (k,)[0)]—
—i(0| R p/ ) A (k) 05 A5 (p) %

x [(0]A

Fl>z

(-
(ko) B (p]les) [0) + <O] B (p[ks) A (leg) [0)] —
— {0 A (ky) B(p/ky)|0) A, (p) X
% [0 A (ky) B p/k3>|0>+<01 (— plks) A(leg) [0)] —
— (0| R —p/l 310>A+p><

x [<01A ) B(plkg) [0) -+ <| B (plks) A (k) |0)] —
- Z<Ol k,) ~(17/7‘73)10> X
x [4, (p) (O R (— pfky) A(ky) |0y +
+ Ay (= ) <O A (k) B (— pfky) [0)T)
mit
A, (p) = —2mi(m? — p%) 0(p%) O(p? — m?) (m2 — p?)  (92)
Wi(k,, . .., k,) wird dann definiert durch:
I71711 (ky, kg, Fog, kog) = : WT(kla kg, kg, ky) — |8 (ky, o, kg, k) . (93)

Die Lokalitit von W (x) folgt natiirlich unmittelbar mit den Uber-
legungen von O. STEINMANN [26] aus der Gleichung (89) analogen Dar-
stellung durch K,(z)'-Funktionen. Ohne Benutzung der retardierten
Drei- bzw. Vierpunktfunktionen folgt die Lokalitit zunédchst fir
WY(xy, . . ., z,) direkt aus der fouriertransformierten Darstellung (91),
und damit auch aus Gleichung (93) fiix W (x,, . . ., x,).

Die Giiltigkeit von (WII"’) kann ebenfalls mit der erwdhnten Dar-
stellung durch K, (z)!-Funktionen mit einigen Modifikationen des Stein-
mannschen Rekonstruktionsbeweises [26] gezeigt werden. Fir die
weiteren Uberlegungen ist es aber sinnvoll, einen direkten Beweis mit
Hilfe der Gleichung (91) anzugeben.

Infolge der Trigerbedingung (WII') gilt &y ¢ V™ und kg ¢ V™ fir
0 < (kg + kp)? <4m? Fir diesen Variabilitdtsbereich verschwinden
Commun. math. Phys., Vol. 2 14
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aber alle Terme der Gleichung (91) bis auf die folgenden vier:
W (ky, kg, Fog, y) = 4722 [ d%p O (p°) 8 (p® — mz) X
X [<OIA ) B (= pfky) |0) + <O B(—p[ky) A (ky) i0>] (m* — p*) X (94)
x (m# = 2% (O] A (k) R (p/kg) [0) + (0] B(p/ky) A (kg [0)]
fir 0 < (kg + k)% < 4m?.
Es sei nun % (p;, p;) eine Testfunktion aus S mit der Trigereigenschaft:
h(p, p;) =0 falls (p;+ p;)* = 4m* oder (p;+ p;)* =0 (95)
und D,, diejenige Teilmenge aus §), die von Vektoren der Form
= [ d*x; d'a; h(x; @) Ae) Alx)]|0) (96)

aufgespannt wird, wobei die Funktionen % (x, y) die Eigenschaft (95)
haben. Dann folgt mit dem bekannten Reduktionsverfahren [20], [21],
[371:

[ s dsas by [ asa @) Kp OBt Al)0) +
0| A ) Biafa) (o)1= —i [ dsadta ki) lim [ @0 @) 500

() =¢
% {01 A @); A )] Ae)[0) + <0 A (z) [A(@); Awy)][0)}
— [ eyt ke ) im (0] A() A ) A 0)
— (0] A (x;) A(x;) Ala( [0)]

Infolge der schwachen asymptotischen Zustandskonvergenz auf
D,,cH™ <9 [18]; [19]:

w- lim Af IO> out |O> AoutI0> 0

t— 4 o

erhalten wir daraus:

(m® — p?) {{0] B ( P/k A(k;)|0) + (O|A (k) B (p]k;) 0)}

1 |<ms plA k)[0) fir p0 =+ [P+ m? o
T en (0| A (k; |p,m> fir p°=— |/p*+ m2

Mit den drei letzten Glemhungen ergibt sich dann:
W (ky, ke, kg, ko) = [ d2p 0(p°) O (p* — m?) x
x (O A(ky) A (k) [p; m) (m; p| A(ks) Ak))0)  (98)
fir 0< (ky+ kz) <4m?.

Dieser Ausdruck kompensiert aber gerade den Beitrag von W7 (ky, . . ., k)
fir 0 < (ky + ky)* < 4m? in Gleichung (93).
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Durch die Forderungen (W1I), (WIII) sowie (WIL') fir W7 (zy, . . ., z,)
und (WIT") fiir W¥(z,, ..., z,) ist die in den Gleichungen (91)—(93)
angegebene Darstellung nicht eindeutig bestimmt. Wie ndmlich die vor-
stehenden Uberlegungen zeigen, kénnen wir mittels der Ersetzung

et (P) = Aot (p) = dret(p) + R (p)
A(p) > A’ (p) = 4(p) + RK(-p) — K(p)
in den Gleichungen (91)—(94) zu einer neuen Funktion Wk (2, . . ., z,)
gelangen, die ebenfalls die Bedingungen (WI), (WII") und (WIII)
erfiillt, falls der Kern R(p) die folgenden Eigenschaften hat:

F ) o)
R(p) = fﬂ—z_:(m

4m?

o(u?) =0 fir u><4m?.

(99)

(R)

Damit erhalten wir den Satz:
Satz IV. Fiir gegebene Funktionen W (2y, %y, 25) und WT (x;, 2y, 25, ,)
mit den Bigenschaften (WI), (WIL') und (WILIL) erfiillt die Funktion

Wi (fy, Ty by, k) = W (ky, Fy, b, Bo) — Wk, ko, kg, k), (100)
wobet W%(kl, ko, ks, ky) durch die Gleichungen (91) und (99) definiert ist,
die Bedingungen (WI), (WIL") und (WILL) fir jeden Kern K(p) mit den
Eigenschaften (R). Die daraus konstruierte Funktion

4
W g (2, @, 25, %) = 7 K7, Wg (%1, X, X3, Ty) (101)

r=1
hat neben den Eigenschaften (W1I) und (WIIL) die Trigereigenschaft
~ 4 i —
(WII) Triger wvon Wga(ky,. . ., k4)c{k:2 ky=0;) k€ V3™,
r=1

r=1
1=1,2,3¢.

Aus der Darstellung (91) folgt mit den Gleichungen (88), (92) und (93),
daf die trunkierten Wightman-Funktionen in allen k; (i=1,...,4)
und allen daraus gebildeten Partialsummen auf dem Massenhyperboloid
eine Singularitét § (k2 — m?) haben. Zu diesen kommen noch Hauptwert-
singularititen in den Variablen k,, k3, k; + k3 und k&, + k4 hinzu.

Per Konstruktion tritt die Singularitit J6((k; + k)* — m?) in
W (ky, kg, g, k4) nicht mehr auf. Es besteht also die Frage, ob durch
die obige Konstruktion weitere von den in den trunkierten Wightman-
Funktionen auftretenden Singularititen automatisch aus W eliminiert
worden sind. Von den Singularitdten in k, und %, ist dies nicht zu er-
warten, da diese Singularititen auch in den r'-Funktionen noch ent-
halten sind. Wir werden am Ende von Abschnitt IV zeigen, daf W
zumindest noch Hauptwertsingularititen in %, und %, enthalten muB,

14%*
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da sonst das elastische Streumatrixelement ein Produkt von Dreipunkt-
funktionen wire. Es liegt aber nun die Vermutung nahe, dal mit den
Singularititen in ky + k, auch diejenigen in den restlichen Partial-
summen %, + kg bzw. ky + ky in Wi nicht mehr auftreten, d. h., daB sie
durch die Darstellung (91) und (100) auf die Integralkerne A, bzw. A,
zuriickgefithrt wiren.
Um zu zeigen, daB die Wa-Funktionen in keiner Partialsumme (&, + kg)
o == [ eine Singularitdt auf der Massenschale haben, miissen wir auf die
r-Funktionen zuriickgreifen. Wir werden zeigen, dall keine der zwei-
unddreifig rI-Funktionen in irgendeiner Partialsumme (k, + k) 1 < o;
B = 4, a + B auf der Massenschale eine Singularitdt hat. Da die Wight-
man-Funktionen in linearer Weise eindeutig durch die 7I-Funktionen
dargestellt werden konnen (falls letztere existieren), so folgt daraus, daB3
auch in den Wa-Funktionen diese Singularitdten nicht mehr auftreten.
Unter den Voraussetzungen (AI)—(AIV) und der L-S-Z-Asym-
ptotenbedingung gelten nach Symanzik [22], [23] die folgenden Rela-
tionen fiir die gewohnlichen r-Funktionen:

r 21-1
Fplky, ..k gy, - q5) = [m2~ (p+.21k7'+i8) ] X
i=

(102)
roo\2
<= o+ S) ottt a
e
y A\ 2 N
5 (mz _ (“,- Sk ) [mz _ (p + glk,.) ]{f(p/kl,...,k,,,ql,...,qs)+ o)

+ 27 [ duF(plky, .. ., ks w) (m? — w?) F(+ulg, ..., q)}=0
Daraus ergibt sich mit Gleichung (46) fiir die Vierpunktfunktion:
[(k; + ko)? — m?] 7 (ky/kj, Ky, ks)ILki FE P =mt = 0 a=j;n;s. (104)

Aus diesen drei Gleichungen folgt aber mit der Symmetrie der r-Funk-
tionen, daB r;(k)! und a,(k)! in keiner der Partialsummen (k,+ k)
o &= [ eine Einteilchensingularitdt haben.

Mit Hilfe der in Abschnitt IT hergeleiteten Regularititseigenschaften
der rI-Funktionen konnen wir zu den Gleichungen (102)—(104) analoge
Relationen fiir die gemischten r-Funktionen beweisen, aus denen un-
mittelbar folgt, dafl auch diese Funktionen keine Einteilchensingulari-
tédten mehr enthalten.

Satz V. Unter den Voraussetzungen (AI)—(AIV) gilt:
1
mz—(k; -+ kﬁ +'£8

[ — (ks + kp)"] 723 (B)' Nt 1 g =2 = 0 f=j5m;m.  (106)

7y (k) = E [m? — (k; + kp)?17;;(k) B=7g;m;n (105)
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Beweis: Fiir k ¢ B(m?; m?) (reelle Regularititspunkte von G (p)) gilt
nach Satz IT und Gleichung (102):

¢ ) = 71
G0 = gy [t — (- B 6 p=fimin.

Durch analytische Fortsetzung beider Seiten dieser Gleichung und Limes-
bildung nach Satz II folgt die Gleichung (39) fiir beliebige k. Ebenso gilt
nach Gleichung (103) fiir k € B(m?; 4m?) (reelle Regularitédtspunkte von
G(p)Y):
G (k) = 7 ()t
[m? — (k; + kp)"] G(0) ]y 1+ pgyrmme =0 f=Fsmsm.

Durch analytische Fortsetzung bei festgehaltenem (k; + k)2 = m? in
den restlichen unabhingigen Variablen und Limesbildung folgt dann
Gleichung (1086) fiir beliebige k.

Die Darstellungen (91) und (100) haben zunichst nur einen formalen
Charakter, da die Matrixelemente der retardierten Kommutatoren
mathematisch nicht préizise definiert sind. Im Anhang wird aber gezeigt,
daf} diese Matrixelemente mit Hilfe von verallgemeinerten Jost-Lehmann-
Dyson-Darstellungen bis auf ein Polynom im Impulsraum eindeutig
definiert werden kénnen [38]—[43]. In Gleichung (91) bzw. (100) ver-
schwindet der Beitrag dieser Polynome auf der Massenschale infolge der
auftretenden Klein-Gordon-Operatoren.

Am Ende von Abschnitt IV werden wir ohne Benutzung von retar-
dierten Funktionen zeigen, daBl W4 keine Hauptwertsingularitit in der
Variablen k, + &, enthilt.

Das in den beiden letzten Abschnitten angegebene Konstruktions-
verfahren 143t sich im Prinzip fiir beliebiges n verallgemeinern. Leider ist
es infolge kombinatorischer Schwierigkeiten bis jetzt nicht gelungen,
eine zu (91) analoge Darstellung fiir Wk (@, . . ., @,) mit n > 4 explizite
anzugeben.

IV. Folgerungen aus der Asymptotenbedingung

In diesem Abschnitt sollen unter der zusétzlichen Voraussetzung der
LSZ-Asymptotenbedingung [19], [20], [21] die Aufspaltungen (7) und
einige damit zusammenhéngende Folgerungen bewiesen werden. Dazu
stellen wir zundchst einmal diejenigen Asymptotenbedingungen zu-
sammen, die nur aus den Annahmen (AI)—(A—1IV) folgen.

Der Ausgangspunkt sind die Haagschen quasilokalen Operatoren [11]
Bilh,]=:[d*x ...d%, k(2 .. 52,) A) - ...~ A=), (107)
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wobei %, ein Element aus S,,, ist.
B#,[/z] = : T (x) B[h,] T (—2)

Blha/p] = @a)%2 [ dip, . . . d*p, X (108)
X 0 (p -2 p;) by - 5 2a) IT A(py) -
j=1 j=1

Ist nun der Trager von s; (p) € &, um die Massenschale konzentriert, und
ist {f,(2)} ein vollstéindiges System von Losungen positiver Frequenz der
Klein-Gordon-Gleichung zur Masse m

1 .
ule) = g [ AR OU) 80 —m?) (b =42, (100)
dann erzeugt der Operator

o 5
B, [s)1]* =i [ @2 Blsyfe]* 5 92(2) (110)
t=g
mit
~ . Ja(p) _
0a(P) = s pIB s, 1105
infolge der Spektrumsbedingung (AII) aus dem Vakuum einen Einteil-
chenzustand mit der Wellenfunktion f,:

Bya [s/tT* IO> = l(p;:): Bg“ [sy/t] [O> =0. (112)

Ist allgemeiner &7, der Raum der Testfunktionen s, (p) € &,, mit der
Eigenschaft:

(111)

n 2
Trager s, (Py, - - - Pu) {p 10 < ( P pj) < 4m2} , (113)
j=1
dann gilt fiir alle Operatoren B[s,], die den Bedingungen
{m, p| B[s,]*|0) % 0 (114)
sn(pI! ce pn) 6 eTn (115)

geniigen, nach Haae [11] und RurrLLe [15] die starke asymptotische
Zustandskonvergenz:

m m

s-lim JT Bg%[snj/t]* IO> = JT Aous (fo:,-)* |0> . (116)
e ! j=1 in

t—>+ o0

Dabei ist Ay (f,) mit ex = in oder out ein freies Feld zur Masse m

Alia) = i [ @ .0) o Aex @)
Aux(2) = g [ @k (82 — m®) Ky (01173 (117)

Aex(k) = e(k) a’ex(k) + 6(“‘ k) a'ex(_k)*
[ox (K); Gox (K)*] = 20,0 (k — K'); =+ Jk2 + m?.



Uber die Einteilchensingularitéten in Relativistischen Quantenfeldtheorien 201

1
Die lineare abgeschlossene Hiille der Vektoren [T A..(f,)*|0) ergibt die
r=1

asymptotischen Hilbertrdume H* C $).

Fiir beliebiges &, (p) € &,, konnten Haae und RoBinNsoN [44] und
unabhéngig davon Hepp [19] eine schwache asymptotische Operator-
konvergenz auf einer in $** dichten Teilmenge beweisen. Dariiber hinaus
hat Hepp [19] die folgende Form der Yang-Feldman-Gleichung her-
geleitet:

Die Funktionen ¢, (k;, . . ., k,) seien definiert durch

. 1
Pulky, .. ., ky)

]/n! Perm. {1,...,n}

wobei @, (ky, . . ., k,) eine Funktion aus &,, der Art ist, daB fiir alle k;
aus ihrem Trager paarweise die Bedingung

@n(wkls kl: ey wk,,) kn)? (118)

ko5t + Kot fir i+ (119)

erfillt ist. Weiterhin sei D®* die in $°®* dichte Menge, die von beliebigen
Linearkombinationen von Vektoren der Art

2 Wpy,

" 4@ ¢y, Y
qjex((pn) = 50)};1 gL Cn(Pys - s Pr) ]{aex(pf)* I0> (120)
1 j=
aufgespannt wird. Dann gilt fiir @, € D** die Yang-Feldman-Gleichung

- ~ 1
BA,/p] ¢9ut = 0(p® — m?) Bgut [A/p] ¢9ut + pFi

6)2 — m? X
m

X [pz - mz] i)’ [hn/p] ¢grlllt (121)
]éex [hn/p] = e(p) <OIB[hn] Ip’ m> aex(p) -+ 6(_p) <m> ""p[ X
x B [kn] |0> aex(_ P)*
als Tdentitdt in &, [19].

Werden die quasilokalen Operatoren B [%,] nicht aus Produkten von
lokalen Feldern A (x) gebildet, sondern sind sie regularisierte Elemente

von lokalen Observablenringen, dann kdénnen in der Gleichung (121) die

Zustinde Dy (¢) durch beliebige Zustinde Y€ $ zu beschrinkter
Energie ersetzt werden [18].

Fiir die weiteren Uberlegungen miissen wir nun zwei zusitzliche An-
nahmen machen:

(AV) Asymptotische Vollstindigkeit: H* = $).
(AVI) Auf allen Zustédnden der Art

Vil) = [ B0 BTl 0) RGO (122)
z
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mit f,, € &,,, gelten die Yang-Feldman-Gleichungen
0(p) 6(p* — m?) {@out () — aw (P)} ¥ =

273 0(p) 8(p? — m?) ~ (123a)
T OB pmy P~ ™ Bl/p]¥
0(=p) 6(p* — m?) {@ous (D)* — @i (D)*} ¥ =
271 6(— p) 6(p? — m? (123b)

) ~
(mi— pIBURI0) P~ M BUPIY

als Identititen in &;.

Anmerkung?: Die Voraussetzung f,, beliebig aus &,,, wird nur fir die
Aussagen tiber die Einteilchensingularititen der Wightman-Funktionen
gebraucht. Fiir alle daraus hergeleiteten Folgerungen iiber die S-Matrix
oder deren Matrixelemente geniigt die schwéchere Annahme, daf in den
Zusténden ¥(f,) nur solche Funktionen f,, € &,,, auftreten, die fiir alle
k; aus ihrem Triger paarweise die Bedingung

k| KO + k; |KO| fir i+ (124)
erfiillen.
Auflerdem soll das Feld folgendermaflen normiert werden:
1 -
so daf gilt:

8(p% — m2) (A (p) — Ap(p)} ¥ =
— (272 ie(p) 6 (p® — m?) [p® — m*] A(p) P .

Bilden wir nun das Matrixelement von (123) mit zwei Zustdnden der
Art (122), so erhalten wir mit

[, m) = 0 ()*[0) = Ax(=p) [0} p® >0 (127)
und unter Beriicksichtigung des Schwartzschen Kernsatzes [1] die
folgende Identitdt auf Sy, pmarin):

(126)

8(p* — m?) {<2n)5/2 ie(p) 0 (p =) p;-) (B2 — m2) W, iy X

j=1
X (kyy oo s By D1y o v oy Do Qs -+ +» Q1) —
— [OJA(py) . .. A(p,) Aux(— ) [0) + (128)
+ (0] A (=) Apy) . . . A(p,)0)] x
< 0| A(ky) . . . A(k) [Agyy(p) — A (0)] Algy) - - . Alg) l0>} =0

2 Tch danke Herrn Prof. R. Haac fiir eine wertvolle Diskussion zu diesem
Punkt.
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oder mit Gleichung (126):
&(p) 0(p* — m?) {6 (p —jépj) (2 —m2 I W,y
(Bys v v s bry Pry oo Pro Qs oo - 4s) —
~ [OJA(@) . . . A(Pa) Acx (= 2)[0) + O Acx (- 1) A1) - - - A(p,) [0)] x

(129)

X (P = mA) Wi by s B P, -(h)} =0.
Aus der letzten Gleichung erhalten wir mit

5(p* — m?) (0] Aex (p) [p; m) = (0| A (p) |, m) (130)
sehr leicht die Gleichung (7).
Weiterhin folgt aus Gleichung (128), daf3

r n !
F(p) = fHd4koz 17;d4pﬁ6.l_]]:dq5 fr+n+l(k1’ e kr’ PP Q1 - - - fh) X

=1 B
N N 2o (131)
X 5(1) “_Z;pj) [mz - (.Z,’lpf) ]Wr+n+z(k1a R BN TR SO/ PR )|
i -

fir f1, e € G4y x €%, x &y, eine stetige eigentliche Funktion ist. Mit
anderen Worten W (ky, ..., %y Dy« s Do Qas - - -5 qs) kann auf der

n 2 -1
Massenschale hochstens wie [( ) pj) - mz] singulér werden.
j=1

Definieren wir die S-Matrix durch A,,; = S-1A;;S, so ergibt sich
ebenfalls aus Gleichung (128) fiir n = 1:

Satz VI. Die S-Matrix ist dann und nur dann vom Einheitsoperator
verschieden, wenn irgendein W,(py, ..., D) mit r = 3 in mindestens
einem der Impulse p; mit 1 <j < r eine Singularitit der Art (p} — m?)~*
hat.

Aus Gleichung (129) folgt dann schlieBlich:

Satz VII. Hat W,ppni1(kys oo kps Pis « « oy Do Qas - - -5 @1) fiir festes
r, L und irgendein beliebiges n auf der Massenschale eine Singularilit der

n 2 -1
Art [( pj) - mz] , dann haben alle W, ;1 (ks -« s Ky Dy - - o Dy
i1

Gy - qv) fiir alle j, fiir die <0

II A(pl-)\l> =+ 0 1ist, ebenfalls eine Singu-
i=1

i \2 -1
laritit der Art [( P pi) - mz] .

i=1
Als eine Folgerung aus den beiden letzten Satzen erhalten wir
schlieBlich den Satz von GREENBERG und LicaT [45], [46].
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Satz VIII. (GrEENBERG und LicHT): Verschwinden die trunkierten
Wightman-Funktionen WE (ky, . . ., k,) fiir alle n > N, so ist die S-Matriz
ein Vielfaches der Einheitsmatriz.

Beweis: Aus der Voraussetzung WZ(k,, ..., k,) = 0 fir alle n > N
folgt zunichst

8(p® — m?) &(p°) & (p ~.2%1 pj) (p? — m?)
j=

Wr+n+l(k1! vk Py Pt ) =0
fur alle n > N und beliebiges r, I.

(132)

Denn diese Wightman-Funktionen sind Produkte von trunkierten
Wightman-Funktionen WT(k,, . . ., k) mit s < N, die keine Singularitit

4

n>N \2 -1
der Art [( P ch) - m2] haben kénnen.
j=1

Da andererseits mit (0| A (p,) |k, m) == 0 auch gilt:

O|A(py) ... Ap,) |k, m) =0 fir n> 2 (133)
so ergibt sich aus Gleichung (128) fir n > N:

e(p) 8(p* — m?) CO|A(ky) . .. A(k,) x

% [Agu(p) — A ()1 A(gy) - - - Alg,)[0)=0.

Da diese Gleichung fiir eine in & dichte Menge gilt, so folgt mit der
Unitaritdt von S fiir alle ¥y, Doyt € {Polynom [A,;]|0)}:

CpoutlSAout ¢0ut> - <A:)kut'11-,out[ S(pout> =0. (134)

Wie die vorstehenden Uberlegungen zeigen, ist fiir die Nichttrivialitit
einer unitidren S-Matrix notwendig, dafl in den Wightman-Funktionen

7 2 -1
Singularitdten der Art [( P k,) - mz] fiir beliebig grofles n auftreten.

r=1
Daraus folgt aber, daf} die in Abschnitt I erwéhnten Modelle, die man
durch die Definition Wg(ky, ..., k,) =0 fiir » > N erhilt, entweder
eine nicht unitdre oder eine triviale S-Matrix haben. Denn in diesem Fall
sind alle Wightman-Funktionen ,,Produkte von Wg(ky, .. .,k,)-
Funktionen mit s < N. Dann kénnen sie aber keine Singularititen der
obigen Art mit » > IV haben.

Setzen wir voraus, daB nicht alle trunkierten Wightman-Funktionen
ab einer gewissen Ordnung, sondern daB nur ein einziges W% (&, . . ., ky)
mit N = 4 identisch verschwindet, so verschwinden die Streuamplituden
tiir Ubergiinge aus einem Anfangszustand, bestehend aus zwei Teilchen,
in einen Endzustand, bestehend aus n Teilchen fiir alle n. Diese Aussage
ist eine unmittelbare Folgerung aus dem folgenden Satz:
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Satz IX. Falls W5 (k,, ..., ky) =0 fir irgendein N >3 und falls
{0| A (ky) A(ky)|p, m) == 0, dann gilt:

(o) =) [(Zn) -]

% O ITA®) [T3@) gfa(qﬂ)l(» ~0
o= j=

fiir beliebiges n und alle r, s mit 0 < r 4+ s =< N.

Beweis: Zunichst folgt aus der Voraussetzung durch Entwicklung
nach trunkierten Wightman-Funktionen:

a((fp)—m) [(iip) — | Ol 1:[A<p, Algl0y=0.

Daraus ergibt sich mit Satz VII:

5 (( b p,.)g i) [(?2 p,)q — 2] Ol ) 1) &0 10) = 0

=1
fiir beliebiges n.

Diese Gleichung gilt aber auch firr die entsprechenden trunkierten
Wightman-Funktionen. Nach Voraussetzung folgt aus den beiden
letzten Gleichungen wieder durch Entwicklung nach trunkierten Wight-
man-Funktionen:

-~ ~ n -~ ~
3 2 n 2 <0I A (kl) A (kz) {YA (pa) A (ql) lO>
(E2) = ME2) ) o 2z s ianl
” ! A (k) ITA () A(0) A(02)10)
i=
zundchst fiir n = N — 3, und daraus dann mit Satz VII fir beliebiges 7.

Durch Weiterfithrung dieses Verfahrens ergibt sich sukzessive die Be-
hauptung.

Satz X. Falls (0| A (k;) A (k,) |p, m) + 0 und falls W5 (ky, . . ., ky) =0
N—2 \2 N—2 \2
oder 6(( b kj) - mz) [( D) ch) — mz] Wy, . .., ky) =0 fiir irgend-
i=2 =2
ein N > 3, so gilt fiir die Ubergangsmatrixzelemente Ty_, ,, fiir beliebiges n:

T2-—>nn(g-1: RS gnlgn+l, gn+2) =1 S2—>n(§1> RN gnlgn+19 gn+2) -

2 (136)
- <OI ’]];Aout(ga') Aout(gn+1)* Aout(gn)* |O> =0.
j=

Beweis: Fir das Ubergangsmatrixelement aus einem Anfangs-
zustand, bestehend aus zwei Teilchen mit den Wellenfunktionen g,, ,, (k)
und g, (%), in einen Endzustand, bestehend aus n Teilchen mit den
Wellenfunktionen g¢,(k), ..., ¢,(k) ergibt sich durch Anwendung der
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Yang-Feldman-Gleichung (121) und der Schwartzschen Ungleichung die
folgende Majorisierung:

1T2—->nl = (275)5/2 " j{__Ileut (gi)* [0>” ' [f d4Q1 d4Q2 In+1 (Q1) gn+1(§l2) X

2
x 1710(%) d(g7 — m?) (g7 — m?) X
r=
X (0] Acx (G +2) Al) A(— ) Acx (g1 2|02 .
Aus dieser Ungleichung folgt mit Satz IX bzw. Satz VII sofort die
Behauptung.

Fiir den Beweis der vorstehenden Sétze VI—X sind weder die Lokali-
tét noch die Lorentzkovarianz der Felder notwendige Voraussetzungen.
Diese Satze gelten fiir alle Feldtheorien, fiir die die Yang-Feldman-
Gleichungen gelten, wie z. B. in den nicht kovarianten, quasilokalen
Theorien von Haag [31] und Araxz [18].

Es sollen nun noch die am Ende von Abschnitt IIT aufgestellten
Behauptungen iiber die Singularititen von Wg(ky, ..., k,) bewiesen
werden.

Fir die elastische Streuvamplitude T'y_,, ergibt sich mit Hilfe der
Yang-Feldman-Gleichung (121) die folgende Darstellung [47]:

Ty 2(F1 G293 94)

4
= —i(2ﬂ)5/2t_l>iinw f Hd”%‘ 91 (k) g2 (ks) g5 (ks) g4 (ky) ¥
j=1
X O (k3 — m2) 6 (k3 — m?) 0(ks) O (k5 — m?) (k§ — m?) x
X (O] B () A (k) K (— ) Koy (— g 0 25— 2%

2 g—i(kg—or)t,
2wk,

Setzen wir die Gleichungen (91) und (100) fiir den Vakuumerwartungs-
wert ein, so folgt wegen des auftretenden Klein-Gordon-Operators
(k3 — m?), daB das Matrixelement 7'5_,, ein Produkt von Dreipunkt-
funktionen ist, falls Wg (ky, &y, kg, k,) keine Hauptwertsingularitit in %,
und damit auch in %, hat.

Die Aussage iiber die Hauptwertsingularitdt in &, + k; ergibt sich
aus dem folgenden Satz:

Satz XI. Unter den Voraussetzungen (A.T)—(A. VI) gilt fiir die durch
Gleichung (100) definierte Funktion Wi (D1, P, Ds» Ps):

5((1’2 + P3)? — mz) &(pa+ p3) [(pe + p5)? — m?] Wg (P1> Pas D3, Ps) = 0 (138)

Beweis: Zunéchst folgt aus den Gleichungen (86), (91) und (100) mit
den Tragereigenschaften der auftretenden Vakuumerwartungswerte
sowie mit

[(ps + p5)? — m?] {

(137)

W (pz’ p3$ k)

. =0 fir 0< 4+ p,)2 < 4m? (139
(&, py, ) P2t 29 o
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die folgende Relation:
£(p) 6(p? — m2) 8(p — Py — ps) (B* — m®) {W7 (D, Py, Pss Pa) —
— W& (01, o D5, 1) + 25 [ A% W (py, — K, py) (m? — k) x (140)
% [CO| A (py) B (k/p5)10) + CO| B (k/p) A (p;) [0)T} = 0 .
Mit (p, + ps)?2 = m? gilt auch k% = m? Mit Gleichung (97) folgt dann:
8(p* — m?) {0(p — p2 — ps) £(p) (P* — m2) [WT(py, po, D3, Ps) —
— W& (B2, Do 23 2] — W (01, P, 2y) (9 — mP) % (141)

% [0 A (p2) A (pg) Aex(~2)[0) + (O] Ax(—p) A (p) A(p0) [0} = 0.
Mit Gleichung (101) ergibt sich daraus die Behauptung.

V. Zusammenfassung und Diskussion

Ausgehend von verallgemeinerten retardierten Vierpunktfunktionen
(k) bzw. einem trunkierten, vierfachen Vakuumerwartungswert W7 (k)
haben wir fiir eine lokale, lorentzkovariante, skalare Feldtheorie unter
der Annahme, daB die Massenschale £2 = m? isolierter Punkt des Energie-
Impuls-Spektrums ist, durch Subtraktion von Produkten von Dreipunkt-
funktionen neue Funktionen 71(k) bzw. W (k) konstruiert. Diese haben
alle Eigenschaften der urspriinglichen Funktionen, auBler dafl das
Spektrum in bestimmten Partialsummen der Impulse erst mit dem
Zweiteilchenkontinuum beginnt, d. h., da8 die #I-Funktionen Randwerte
einer analytischen Funktion GI(p,, ps, s, ps) p; = k; + ¢g; sind, deren
Schnitte in den Variablen k,+ k; mit 1 < a4+ f < 4 erst bei 4m?
beginnen, und daB der Trager von Wi (k,, ks, ks, k,) in ky + k, bei der
Zweiteilchenschwelle (&, + k,)* = 4m? beginnt.

Die Tatsache, dafl die Lokalitét eine in gewisser Weise symmetrische
Subtraktion der Produkte der Dreipunktfunktionen erzwingt, legte die
Vermutung nahe, daf die 71- bzw. Wil.Funktionen in keiner der Partial-
summen k,+ k; 1 =< a# g = 4 auf dem Massenhyperboloid %% = m?
eine Singularitit haben. Diese Vermutung konnten wir unter der weiteren
Voraussetzung der L-S-Z-Asymptotenbedingung fiir WU (ky, ky, ks, ky)
in k, + ky sowie fir r1(k) in allen diesen Partialsummen zeigen. Da
W (k) durch die 7I(k) eindeutig in linearer Weise darstellbar ist (falls
diese existieren), so folgt daraus, daf die Vermutung auch fiir die rest-
lichen Kombinationen im Falle der Wightman-Funktion richtig ist.

Wir haben also eine Entwicklung der trunkierten Wightman-
Funktion WZ(k,, ks, ks, ky) gewonnen, in der alle ihre Einteilchen-
singularititen in den Impulskombinationen k,+ ks 1 < a4 =4
durch die Integralkerne von Produkten von Dreipunktfunktionen
explizite gegeben sind.
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Das Konstruktionsverfahren kann prinzipiell fiir beliebige n-Punkt-
funktionen angewendet werden. Doch erscheint es wegen kombinato-
rischer Schwierigkeiten ratsamer, in diesem Fall ausgehend von der in
Abschnitt IV hergeleiteten Aufspaltung der Wightman-Funktionen auf
der Massenschale ein sukzessives Verfahren ohne den Umweg tiber die
verallgemeinerten r-Funktionen zu benutzen. Diese Moglichkeit wird zur
Zeit noch niher untersucht.

SchlieBlich haben wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Nichttrivialitit von unitdren S-Matrizen bzw. einiger ihrer Elemente
in Form von Aussagen liber das Auftreten von Hauptwertsingularititen
in den Wightman-Funktionen Wn (k,, . . ., k,) hergeleitet. Der in diesem
Zusammenhang bewiesene Satz VII wurde zuerst von GREENBERG und
Licar [45] unter den Annahmen (AI)—(AVI) und der Existenz von
r-Funktionen sowie von RoBINSON [46] unter den Annahmen (AI) bis
(ATIII) und der in Abschnitt I erwihnten positiven Definitheit bewiesen.
Fiir die hier hergeleiteten Sitze VI—X sind weder die Lorentzkovarianz
der Felder (AI) noch die Lokalitdt (AIII) notwendige Voraussetzungen.
Sie gelten in jeder Feldtheorie, in der die Yang-Feldman-Gleichungen
gelten, wie z. B. in den nicht kovarianten, quasilokalen Theorien von
Haag [31] und Araxr [18].

Diese Sitze zeigen, daB in allen quasilokalen, asymptotisch voll-
standigen Feldtheorien, in denen die Haag-Entwicklung des Feldes nach
freien Feldern nur endlich viele von Null verschiedene Entwicklungs-
koeffizienten hat (wie z. B. die N-Quanten-Niherung von GREENBERG
[48]), die S-Matrix ein Vielfaches der Einheit ist.

Herrn Professor Dr. H. LEEMANN mochte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit
sowie fiir die Ermunterungen und wertvollen Diskussionen wihrend ihrer Aus-
fithrung danken. Frau Dr. U. V6LREL und den Herren Dr. H. Joos, Dr. K. MEETZ

und Dr. H. Sarz danke ich fiir manche kritische Bemerkung und klirende Dis-
kussion.

Anhang
Integraldarstellungen vom Jost-Lehmann-Dyson-Typ

Die Matrixelemente <{O|R (z/x;) A(2,)|0) und <{O0|A(z,) R(z[x,)|0)
sollen mit Hilfe von verallgemeinerten Jost-Lehmann-Dyson-Dar-
stellungen prézise definiert werden. Zu diesem Zweck betrachten wir
zunichst die entsprechenden kausalen Kommutatoren:

{ ([2, ]2s) = : (0| [A(2), A(zy) ]A %,)[0)
S(xy[2, ,]) = <01A (23) [A A(x))1]0)
bzw. deren Fouriertransformierten

8((p, )y
S(ky [p, k1)

(142)

([z5 21]p)
P2+ Fy %y + k2 2s)
} (2n T [ dzdzdz, e { Sz a1
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Aus der Translationskovarianz folgt:

S([z, 2;]w,) = 81 (z — 2y, ® — @)
144
'@WA%%D=SA%—%Z—WQ- (144)

Definieren wir die Fouriertransformierten S;(g;, ¢,) durch:

~ 1 .
8101, 42) = g [ ds dry 0117 8 (2, ) (145)
so erhalten wir den Zusammenhang:

{5([10, ke k) = 8 (ky + ky ++ p) Sy (D, Ky, + p) (146)
S(ky[p, ky]) = 0(ky + by + p) Sp(ka, p + k) .

Die Distributionen 8;(z, y) haben die aus (WI), (WII') und (WIII)
folgenden Eigenschaften:

8;(p, ) = S;(dp, Ag) fir A€ Lg

o _ O
8,(p,q)=0 fir ¢¢V2™; S,(p,g)=0 fiix pgv3m  (147)
Si(@,y)=0 fir 22<0; Sy(x,y)=0 fir y2<0.

Es sei L(g) diejenige Lorentztransformation, die den Vektor ¢ drehungs-
frei in sein Ruhsystem transformiert [38]:

L(g)g = (/2% 0,0,0) (148)

9 e
1
L_l(q):';:_—:( pry 2 % )t;r: 1;2;3. (149)
q 6, + = >
qu ¢ V‘q ! qu +q°
Aus der Lorentzkovarianz folgt dann, daB S;(p, ¢) von der folgenden
Gestalt sein mufi: B
8i(p, ) = #(L() 2. Vo)
~ N 150)
{&mw=uwm%W%. (
Dabei sind die %;(k°, k, t) temperierte Distributionen itber dem Raum

S (R, * (—o0, +0)), die in k unter der eigentlichen dreidimensionalen
Drehgruppe 03. invariant sind, und deren Tréiger in der Menge I, mit

IL,={t:t=m oder 2m =< t< 4o} (1581)

enthalten ist:
T;(k°, Rk, t) = %;(k°; k; ¢) fur R¢€ 03 (152)
%k t)=0 fir tc1,. (153)

Prizise bedeuten die Gleichungen (150) bis (153), daBl der Unterraum der
temperierten Distributionen aus &' (Rg) mit den Eigenschaften (147) und
der Unterraum der temperierten Distributionen aus &’ (R, * {— co; 4 0))
mit den Eigenschaften (152) und (153) topologisch isomorph sind.



210 A. H. VOLKEL:

Explizite ist dieser Isomorphismus gegeben durch [39]:
Jdipdiq8i(p. q) p(p.q) = [dtdip#(p, &) (M ¢) (p, 1)
fiir alle ¢(p, g) € & (Ry) mit ¢ (p, q) = 0 fiir ¢ ¢ V7 und
(Mo) (p, 1) =: [d*qb(¢* — ) p(L(9) P, 9) -
Fithren wir schlielich die partielle Fouriertransformierte
03(0, 8) = g | A (0, 1) ek (154)

ein, so erhalten wir die zu (147) analogen Eigenschaften:

(zI) T, ) =0fira®<0

(vII) 7;(k, t) = O fiir ¢t ¢ I,, oder fiir ¢ — [/m® + k2 < &° < |/m® + k>

(zIII) 7;(k° Kk, t) = 7;(k°, Rk, t) fiur R € 03..

Die Spektrumseigenschaft (7II) ergibt sich leicht folgendermafBen:
Durch Einfiigen des vollstdndigen Systems von Zwischenzustdnden (64)
erhalten wir aus den Darstellungen

Si (g1, ¢2) = _(2;de4'2 dia e+ @—1)D (0| [A(2); A(x)] A(0) !O>(155
~ 1 )
82(q15 92) :W/d4zd4x6—1((41“42)2+Qaz)<OIA(0) [A(z)§A(x)]10>

unter Benutzung der Darstellungen (1) und (2) des Translationsoperators:

81 (gs, gu) = const () [ do(M?) d(g3 — M?) x
1
% 10 (11 — 5 22) <M. 0a] A (0)[0)
8201, g) = constO(gy) [ do(M?) 8(gF — I?) x

X Fu (42 - %91) O] A(0)|qy; M)

(156)

(157)
mit

[Pu(@) = [ dszeies [Py (@)

[ (@) = : (M5 pl [A (-;-) A(—g)] 10> (158)

x X
@) = <0l [A(5)s A (= 5)] w20
Aus Gleichung (9) ergibt sich dann mit der Lorentzkovarianz:

#(L(0) p. Va?) = const [ de(M?) (g — M) 0(q")
X Ifnga(L(0) (p — 5 9)) <. L(@) 4] A0) 0
#(L(q) p, /%) = const [ do(B2) 6(g® — M) 6(q)

% Foan (L@ (p — 5 4)) QIAO) (@) g M) .

(159)

(160)
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Mit den bekannten Trigereigenschaften von 7 5 (q) [40]:

l/

e (L@p) =0 fir (L(g)p)°= — ¢ +Vm2+1’2

oder fir (L(g)p)® = Kgi —)m?*+P; (161)

mit P,=:L(q)p
folgt dann die Behauptung (zII).

Mit genau den gleichen Uberlegungen wie bei der Herleitung der
gewohnlichen Jost-Lehmann-Dyson-Darstellung [40], [41] (Erweiterung
von %;(k, t) zu einer rotationssymmetrischen, temperierten Losung der
sechsdimensionalen, hyperbolischen Wellengleichung und Losung des
zugehoérigen Cauchy-Problems unter Benutzung des Doppelkegel-
theorems) beweist man den Satz:

Satz XII. Eine temperierte Distribution hat dann und nur dann die
Eigenschaften (t1)—(vIII), wenn sie in der folgenden Form darstellbar ist:

7(p: 1) =fd3udse(p° ——%) b) ((p" - %)2__ (p— w2 —
X [D] (u, s, 1) + (2p° — t) DZ(u, s, 8)] .

Dabei sind die Spekiralfunktionen Di(u,s,t) 0% -invariante temperierte
Distributionen, deren Triger fiir festes t € I,, in der Menge I" mit

Fz:{(u;s):lulgégsgmax [O;m—‘/—tz——]ulz]} (163)

enthalten ist. Umgekehrt sind die Spektralfunktionen @i fiir vorgegebenes
%; (p, t) etndeutig gegeben durch:

1 d 0
D} (u, 8, 1) = 5~ 5= [9 (8) g G (ud0,5,8),0 _ %]

s> * (162)

o t (164)
B (u, s, 1) = T? [e(s) G, (—, s, t)]

G;(u, s, t) = (2ﬂ)a,2 fd4x live J (stz)r, (, t)

4 TJ P, t)
P [

Ausgehend von der Darstellung (162) kann man nun mit dem tblichen
Konstruktionsverfahren [43] zu einem bis auf Polynome in £° wohl
definierten Ausdruck fir den retardierten bzw. avancierten Kommutator
7D (2, t) = "0 (2% 7;(x, t)"" gelangen. Dieses Konstruktionsverfahren
sei hier nur angedeutet und fiir die Einzelheiten auf den Artikel von
OMNES [43] verwiesen.

Zunachst ist 7;(x, t) fir festes ¢ im Ursprung 2° = 0 von endlicher
Ordnung, d. h. es existiert eine ganze Zahl n der Art, daB (z°)2» 7;(2°, , £)

Commun. math. Phys., Vol. 2 15

(165)
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dort regulér ist, und daher 6 ( + %) (x°)2" 7;(x, ¢) wohl definiert ist. Da die
Distributionen
g5 (@, t) = (2°)*" 7;(z, 1)

bzw. (166)

. . 0 \2n

gi(g, ) = (—@a—qo-) %(g. t)
dieselben Triger- und Invarianzeigenschaften wie t;(x, t) bzw. %;(k, ¢)
haben, und die Faltung

9 \2n . 1
— 2(7) @4
(~isp) W@n=(popreeien) 6D

existiert, so erhilt man nach einigen Rechnungen aus Gleichung (162)
unter Ausnutzung der Tatsache, daB der Triager von @(«, s, t) in |u
beschréankt ist:

t\2

(aiqo)zn fgi)(p,t)—ﬁfduds{(po_?) —(p—u)2+m3] y
o r

2
§ -+ my

D}(u, s, 8) + (2p° — t) Di(u, s, t)
W~ tivp—p—w—s[=0

oder

~() _ J [(p — w)? + mi]"
W0 =+ Gy [ W G i kT <
r

(168)

2n—1

x [D}(u, s, t) + (2p° —u°)¢7(ust B t +Zc,

Da in den Gleichungen (91) bzw. (100) das in (168) auftretende Polynom
infolge des Klein-Gordon-Operators (p* — m?) auf der Massenschale
keinen Beitrag liefert, so konnen wir ohne Einschréinkung der Allgemein-
heit die dort auftretenden retardierten Kommutatoren durch die folgen-
den Darstellungen definieren:

0| B (pfkey) A (k) [0 = : 8 (K, + ko + 2) FV (L (ky + p) p, [k, + p)?) (169)

O] A (ky) B (p/ky)|0) = : 3(ky + by + p) T2 (L(ky) (ko + p), YAZ)  (170)
mit

[s + m [p—u + iy —s] =

w-t (171)

. 7 [( —u)2 mZ 7
’L';]) (p, t) = Ern f duds P ) + m]
I

X [P} (u, 5, ) + 2(p°, u®) DF(u, 5,8)] m§>0; yo=(y,0); y>0
Bei vorgegebenen Kommutatoren %, (p, ]/q‘2 ) = 81(p, L(g)q) und %, (p, Véé)
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= 8,(L(g) ¢, p) sind die Spektralfunktionen @i(u,s,}/q?) durch die
Gleichungen (164) und (165) eindeutig gegeben.

Da die Matrixelemente (169) und (170) bis auf Polynome im Impuls-
raum, deren Beitrag in den Gleichungen (95)—(98) sowie in Gleichung
(100) auf der Massenschale verschwinden wiirde, eindeutig definiert sind,
erhalten wir den Satz:

Satz XIII. Fir gegebene temperierte Distributionen W (xy, &y, z5) und
WT(y, 24, @5, ,) mit den HEigenschaften (WI), (WII') und (WIII)
erfiilllen die durch die Gleichungen (164), (165), (169)—(170), (91) und
(100) definierten temperierten Distributionen Wg (y, &y, &3, %,) die Be-
dingungen (W), (WIL") und (WILI) fiir jeden Kern R (x) mit den Eigen-
schaften (R). Die daraus konstruierte temperierte Distribution

. 4
W e (@y, @, w3, ) = [T KRWE (2, T, 5, ) (172)

r=1

hat neben den Eigenschaften (W 1) und (W ILL) die Trigereigenschaft (W IT).

Die Lorentz-Kovarianz ist in dem obigen Satz durch den topologi-
schen Isomorphismus zwischen dem Unterraum der temperierten
(Lorentz-kovarianten) Distribution mit den Eigenschaften (147) und
dem Unterraum der temperierten (0;-kovarianten) Distribution mit den
Eigenschaften (152) und (153) gesichert.
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