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E i n t e i l u n g d e r F l ä c h e n z w e i t e r K l a s s e . 

§ 101. Einteilung der Flächen zweiter Klasse nach dem Rang und 
dem Mittelpunkt. 

1« Einteilung der Flächen zweiter Klasse nach dem Rang. 
Auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oxyz bezogen, sei die 
Gleichung der Fläche zweiter Klasse (§ 75, (1)): 

F(u, v, w, s) =' bnu
2 + b22v

2 + b3bw
2 + 2b2bvw + 2bnwu 

^ > + 2b12uv + 2bléus + 2buvs + 2b34cws + bus
2 = 0. 

Die Determinante der Fläche ist (§ 75, 3): 

(2) B=\bkl\, 

und es werde zur Abkürzung gesetzt (§ 79, (5)): 

!

B' = Bn + B22 + Bm + Bu, 

B" - Ai + A2 + AB + A* + A5 + ft., 
B"'=bn+b22+ + ^. 

In Bücksicht auf die Anzahl ihrer Doppelebenen, bezüglich ihres 
Banges, zerfallen die Flächen (1) nach § 81, 8 in folgende Gruppen: 

i I. JB=(=0: Eigentliche Flächen zweiter Klasse; 

IL B = 0, ' + O ( 5 = 0, nicht alle Bkl= 0): Eigentliche Kurven 

zweiter Klasse; 

^ ^j l l l . - 0 , ' = 0, J 5 ' V ° (alle-B4 l = 0, nicht alle ßkl = 0): 

Getrennte Punktepaare; 

llV. = , ' = , " = ( * = 0): Doppelpunkte. 

2. Einteilung in bezug auf die unendlich ferne Ebene. Die 
unendlich ferne Ebene * = 0 ; v = 0, w = 0, s = 1 genügt der Glei
chung (1) immer dann und nur dann, wenn bu = 0. Sie genügt 
ferner den vier Bedingungen der Doppelebene § 76, (16) immer dann 
und nur dann, wenn ftu = 0, bu = 0, 634 = 0, b4A = 0. 

In bezug auf die unendlich ferne Ebene E« zerfallen daher die 
Flächen (1) in die drei Gruppen: 
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/1-^44 + 0: E«, gehört der Fläche (1) nicht an (ist keine Tan

gentialebene, § 75, 1); 

(5) 2. ^ = 0; 

î4> 2̂4? ̂ 34 ûicbt alle 0: E«> gehört der Fläche als ein

fache Ebene an; 

^3. bu= 0; 61 4= 0, b 2 4= 0, b 3 4= 0: E«, ist Doppelebene der Fläche. 
3 . Andere Form der Bedingungen (5). Setzt man zur Ab

kürzung: 
(6) -ßu+ßu+ßu, 
so ist für &M= 0 (I Anm. 1, III, (4)): 

(?) B 0 =-(^ 4 + ò|4 + 614). 
Daher sind die Bedingungen (5) auch ersetzbar durch die folgenden: 

(8) 1. bM + 0; 2. = 0, B0 + 0; 3. 6 ^ - 0 , B 0 = 0. 
4. Der Mittelpunkt der Flächen zweiter Klasse. Transformiert 

man die Gleichung (1) auf ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem 
O'xy'z', so werden nach § 75, (15); (11) die in u, v', w linearen 
Glieder der transformierten Gleichung immer dann und nur dann 
fehlen, wenn: 

ÌKA = - ^ ( « i f t r i O = &i4«i + Kßi + Kri + 4 < - , 

(9) KA = F^ßi 2 0) - 14<*2 + h& + &34 2 + &442/0' = 0, 

'Ò34 = - ^ ( " = &14«3 + « + + bU*0 = 0, 
oder mit Benutzung von § 75, (8); (11): 

. [ ^ + Äy0 + 7i^o) = bu«i + htßi + ± > 

(10) &44<>2# + + TVo) = &14<*2 + &24& + ^34^2? 

1*44(«S 0 + + ^ ) = &14«3 + 24& + 347 • 

Hieraus folgt durch Multiplikation mit a1} cc2, a3 oder ßlf ß2,ß$ oder 
r1? ft, ft u n d Addition (§ 88, (7); (8)): 

( Ü ) 44^0 = fe14> 44«/0 = &24> 44^0 = 34> 

woraus auch umgekehrt wieder die Gleichungen (10) oder (9) hervorgehen. 
Die auf das neue Koordinatensystem O'x'yz transformierte Glei

chung (1) erhält, unabhängig von der Bichtung der Achsen x', y\ e9 

immer dann und nur dann die Form: 

1 ; + 2Vnv'w' + 2Vblwu + 2V12uv' + Vus'2 = 0, 

wenn der Anfangspunkt ' = 0, 0, 0 den Bedingungen (11) genügt 
Er ist dann nach § 77, (7) der Pol der unendlich fernen Ebene  

= 0, v = 0, w = 0, s = 1, der Mittelpunkt der Fläche zweiter Klasse 
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5. Einteilung der Flächen nach dem Mittelpunkt. Ist nun 
bu =4= 0 ; so gibt es nach (11) einen bestimmten endlichen Mittelpunkt: 

(13) œ0 =
 bf, 0 = * , 0o =

 bf. 
^44 ^44 °44 

Die Fläche (1) ist eine Mittelpunktsfläche und die Gleichung (12) 
ihre Mittelpunktsgleichung. Die Ebene ist, da sie nicht mit ihrem 
Pol vereinigt liegt, wie in (5), keine Tangentialebene (§ 77, 4, I). 

Ist bàé = 0, aber 614, ò24, bu nicht alle Null, so gibt es nach (11) 
einen unendlich fernen Mittelpunkt. Die Ebene E^ Hegt mit ihrem 
Pol vereinigt und ist, wie in (5), einfache Tangentialebene. 

Ist endlich = 0, = 0, ò24 = 0, bM = 0, so ist nach (11) der 
Mittelpunkt unbestimmt und nach (9) bu = 0, fe24 = 0, b'M = 0, sowie 
nach § 75, (16) b'u = 0. Die Fläche (1) hat dann in jedem Koordi
natensystem eine Gleichung von der Form: 

(14) F(u, v, w, s) = bnu
2+b22v

2 -\-b3biv'2+2b23vw +2b31wu + 2b12uv = 0. 

Sie ist eine in der unendlich fernen Ebene liegende Kurve zweiter 
Klasse (§ 80, (19')). 

In den Fällen (5) 1., 2. und 3. hat daher die Fläche einen be
stimmten endlichen, einen bestimmten unendlich fernen oder einen 
unbestimmten Mittelpunkt. 

6. Vorläufige Einteilung der Flächen zweiter Klasse. Hiernach 
zerfallen die Flächen zweiter Klasse nach ihrem Range einerseits und 
nach ihrem Mittelpunkt, bezüglich ihrem Verhalten gegen die Ebene 
E« andererseits in folgende Gruppen96): 

(16) il 5=(=0: | = 0 , /4=0:; = 0, , = 0| = 0 , , = 0| 

I Eigentl. Fl. Eigentl. Kurv. B" =)= 0 : \ B" = 0 : 

2. Klasse j 2. Klasse Punktepaare Doppelpunkt. 

!

best. endl. Mittel
punkt ' 

Ex keine Tang.- i 
Ebene i 

, 0 ( best, oo f. Mittel-1 ' ' I 
4 4 _ ' | P^nkt I, 2 11,2 ! III, 2 0 

B ° + 0 ( E O O einf. Tang.-E. I I | 

, _ 0 funbest. Mittelp. ' 
p 4 4 _ n E, Doppeltang.- .0 ! 11,3 j III, 3 j IV, 3 I 
bo — ° ( Ebene | | 

36* 
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Der Fall I, 3 ist unmöglich, da mit bu = 0, B0 = 0 oder bu = 0,    
» 0, bu = 0, = 0 stets = 0; der Fall IV, 2 ist unmöglich, 

da mit allen ßkl nach (6) auch B0 = 0 (§ 27, 5). 

§ 102. Hanptachsenrichtungen und Hauptachsenkoefflzienten der 
Mittelpunktsflächen. 

1. Hauptachsen der Mittelpunktsflächen. Hat die Fläche zweiter 
Klasse § 101, (1) einen bestimmten Mittelpunkt 0 ' = x0, y0, z0 in 
§ 101, (13), so hat ihre Gleichung in jedem von diesem ausgehenden 
rechtwinkligen System ' xy' z' die Form § 101, (12). Die neuen 
Koeffizienten sind dann nach § 75, (13); (14); (11) infolge der Bedin
gungen § 101, (9): 

(bn = i ^ & r X K + F
2(a1ß1y1x0')ß1 + i ^ ( « j & 7 A > i , 

(1) b'22 = * ! (« , A f t ì O « * + F2(a2ß2y2y^)ß2 + FB(cc2ß2y2y0')y2, 

= Fi(**ß*ys*o)a3 + F^ßz7%^)ßb + F3(ccBßByBzQ')yB; 

|&2 = -^(«» ' + F2(cc2ß2y2yQ')ßB + FB(a2ß2y2yQ')yBj 

(2) b3i = ^(« «! + ^(« + ^(«. * 
' ;2 = ^ i (« i&7i#o>2 + ^ ( « l A f t O A + ^ ( « ï f t y i O T V 

Wir nennen nun die vom Mittelpunkt O' ausgehenden Achsen x'} y, z' 
die Hauptachsen der Fläche, wenn die Bedingungen: 

(3) 623 = o, &81 = o, ;2 = 
erfüllt sind. Die Koeffizienten '11 b22, b'BB heißen alsdann Haupt-
achsenkoeffizienten. 

Wie in § 88, 3 handelt es sich nunmehr um die Bestimmung 
der zwölf Unbekannten V1U b22f &33; at, ßlf yt; a2, ß2, y2; ccB, ßB, yb 

aus den sechs Gleichungen (1) und (3) und den sechs Gleichungen 
§ 88, (3); (4), aus denen außerdem die sechs Gleichungen § 88, (7), (8) 
folgen. Wir fügen dazu noch drei weitere Unbekannte #0', y0', £0'

 m ^ 
drei weiteren Gleichungen § 101, (9), so daß wir fünfzehn Unbekannte 
und fünfzehn Gleichungen haben. 

2. Notwendige Bedingungen. Die erste Gleichung (1) und die 

beiden letzten (3): 

! [ ^ i ( « i & 7 i < K + F^a1ß1y1xc;)ß1 + FB{a1ß1yix0')y1 = Vn, 

(4) / ^ i V K + F2(a1ß1y1x(;)ß2 + F,(a^irix0
f)y2 = 0, 

l ^ i K f t r A ' K + F2{a1ß1y1x(;)ßb + FB{a1ß1y1x^)yB = 0 

geben, mit al9 cc2, ccB oder ß1} ß2l ßb oder yly y2, yB multipliziert und 
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addiert mit Hinblick auf § 88, (7); (8) und mit Hinzufügung je einer 
Gleichung von § 101, (9) und § 88, (3): 

iF1(a1ß1y1x0') = ' 1} 

\F,(a1ßlytx0') = b,
ußl, 

(5) |-F«(«iÄJ'i*o') = b'lly1, 
\Fi(«1ß1nxt)') = 0, 

Man hat daher für die fünf Unbekannten V119 aly ßlf y19 xQ' die 
Gleichungen (5) und ebenso für die beiden anderen Gruppen von je 
fünf Unbekannten die Gleichungen: 

(Fi№*Y*y*) = bntt2i f-Fi(«sA2W) - 6 > , 

(6) l F3(cc2ß2y2y0') = b22y2J (7) l F3(cc3ß3ysz0') = 3, 

FA(«2ß2?2yo) = 0, Fa(a3ß3y3z0') = 0, 

V+iV+r.1- i? - ' - i. 
3. Hinreichende Bedingungen. Umgekehrt folgt aus den drei 

ersten Gleichungen (5) durch Multiplikation mit a17 ßly yv und Addition 
mit Rücksicht auf die fünfte Gleichung (5) wieder die erste Glei
chung (1) und ebenso aus (6) und (7) die anderen Gleichungen (1). 

Multipliziert man ferner die drei ersten Gleichungen (6) mit 
a3J ß3, y3 und (7) mit cc2, ß2, y2 und addiert, so ergibt sich mit 
Rücksicht auf (2): 

(g, (&23 = &22<>2«3 + ßiß* + Vîïb), 

Hieraus folgt aber unter der Voraussetzung b22 =4= b33, daß: 

(9) b23 = 0 und (10) a2a3 + ß2ß3 + y2y3 = 0. 

Ist dagegen b'22 = b33, so muß zu (8) noch die Gleichung (10) hinzu
gefügt werden, um die Gleichung (9) zu folgern. Somit ergibt sich 
wie in § 88, 6: 

Die fünfzehn Gleichungen (5), (6), (7) sind hinreichende Bedingungen 
für die drei Gruppen der Unbekannten b'n, a19 ßxi ylf #0'; V22y cc2, ß2, 
?2> ? & > ? ßz> zQi fa^s die drei Hauptachsenkoeffizienten b'n, b'22, 
b33 alle verschieden sind. Ist dagegen b22 = 633, so muß noch die Glei
chung (10), und sind b'n = b22 = Ò33, so müssen noch die drei Glei
chungen § 88, (4) hinzugefügt werden. 
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4. Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoefnzienten. Aus
führlich geschrieben, lauten die Gleichungen (5): 

(On - &iiK + hißi + bisYi + b1Ax0'= 0, 
hi<h + (h2 — bn)ßt + biS + b2ix0' = 0, 

(11) | &S!«! + bnßt + (b33 - ) 1 + 0' = , 

bu <h + « ft + n + < = °, 

und entsprechend die Gleichungen (6) und (7). Damit folgt, wie in 
§ 8 8 , 7 : 

Jeder der drei Hauptachsenkoeffizienten bu, ò2'2, b%s muß der in [i 
hubischen Gleichung genügen: 

j bn-iL 12 bu 614 | 

(12) E ( f l ) - | ^ *-* ™ = 0. 
I ,1 &32 3 3 - ^ &34 I 

| hl &43 ^44 | 

Sie heißt die Jeubische Gleichung des Hauptachsmproblems der 
Fläche zweiter Klasse § 101, (l).89) 

5. Andere Form der kubischen Gleichung. Die Elimination 
von ccx, ß17 yly XQ, die von (11) zu (12) führt, kann auch auf andere 
Weise ausgeführt werden. Eliminiert man nämlich mit Rücksicht 
auf die Voraussetzung: 
(13) ftu + 0 
XQ aus der ersten und vierten Gleichung (11), so ergibt sich: 

(14) {(bn - b'u)bu- bl}at + (b12bu- 14 ) 

+ Q>ubu-bubiS)y1 = 0, 

oder mit Hinzufügung der entsprechenden Gleichungen (§ 75, 3): 

[ (044 - M Û M + 04501 + 046^1 « 0, 

054«. + (055 - M u ) 0 1 + / W l - 0, 
{ } 064«! + 065 01 + (066 - M l ' l ) Vi » 0, 

Umgekehrt folgt aus der Gleichung (14) und der vierten Glei
chung (11) unter der Voraussetzung (13) auch wieder die erste 
Gleichung (11). Die Gleichungen (11) sind daher ersetzbar durch 
die Gleichungen (15), wenn man zu diesen noch die vierte Gleichung 
(11) hinzubehält. 
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Die Bestimmung der zwölf unbekannten: b'tl, ccx, /Jls yt ; b22, cc2, ß2t y2; 

^ ? a3 7 ßz? ^cann daher auch mittels der Gleichungen (15) und der 

acht entsprechenden geschehen. 

Die kubische Gleichung für b'n, b22, ' ergibt sich aber dann 
in der Form: 

! ß^—buP 045 046 I 

(16) hl EO*) = : 054 055 » ^ /35 J = 0. 

! 064 065 066 "~ 4 > ! 

Sie unterscheidet sich (vgl. nachher unter 6) nur um den Faktor b\± 
von der Gleichung (12). 

Damit ist aber das Hauptachsenproblem der Flächen zweiter 
Klasse b 4 4 + 0 auf die Form §88 , (15); (17) zurückgeführt. Es er
gibt sich also wie dort in § 89, 3 : 

Die kubische Gleichung E((i) = 0 in (12) oder (16) hat stets drei 
reelle Wurzeln j i n ji2, a3; und weiter wie in § 90, 7: 

Die Fläche zweiter Klasse b4é =1= 0 hat stets drei vom Mittelpunkt 
ausgehende Hauptachsen, in bezug auf welche die Gleichung der Fläche 
die Form erhält: 

(17) I(u, V, w, s) = {itu'2 + {i2v
2 + ii3w'2 + bus'2. 

Die Hauptachsen sind eindeutig bestimmt, wenn die Wurzeln [i1} ta2, ta3 

alle drei verschieden sind, dagegen einfach unbestimmt für zwei gleiche 
und dreifach unbestimmt für drei gleiche Wurzeln. 

6. Entwicklung der kubischen Gleichung. Die Differential
quotienten der Determinante (12) sind: 

^22 № ^23 ^24 

E ' 0 ) = - i 32 &33 - ^ 634 | ; 

\ &43 & 4 4 I 

| E » = I ^ - ^ ^ j + - . + - -; | E ' » = - bu. 
I hx bu ; 

Es folgt daher: 
EG*) = E(0) + E'(0) • ft + | E"(0) • ? + | E'"(0) • ft3 

= - (Bu + B2i + 33) ft + (ßu + ft, + ßj ^ - * 
oder: 
(18) «) = - & M f r4 B o f t

2 - B0> + , 

wo zur Abkürzung neben § 101, (6) gesetzt ist: 

(19) B^B^ + B^ + B^. 

Aus (16) folgt dieselbe Entwicklung, da (§ 89, (7)) : 
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j 044 045 046 i 

(20) | & 4 055 | = 5 

I 064 065 066 I 

055 056 I > . J 066 64 I 7) . 044: 045 I _ ? Ti 
| — ^ 1 1 ° 4 4 ? | — ^ 2 2 ^ 4 4 ? | ! " ^ 3 3 ^ 4 4 • 

I 065 066 ! Ì 046 044 ! ! 054 055 ! 

Es ist nämlich (I . 1, 111,(8)): 

I Su -#i2 ; 

-2*21 Aî2 -#28 I *= ^ & 4 4 

I A l -#32 -#33 ! 

und, wenn die Unterdeterminanten zweiten Grades der Bkl mit Bkl 

bezeichnet werden (§ 66, 6), wiederum (I Anm. 1, II, (4)) : 

; B l l B12 B 13 i 

i B21 B22 B23 J = ( 2 > 

\ B 3 1 B 3 2 B 3 3 ì 

woraus alsdann (I Anm. 1, 111,(11)) die erste Formel (20) folgt (die 
andern nach I Anm. 1, II, (5), auf B117 B22, angewendet). 

7. Hauptachsengleichungen der Mittelpunktsflächen. Da nun 
für die drei Wurzeln der Gleichung E(jt) = 0 nach (18): 

R R ' Ti 

(21) Pt+th+th^JT' P 2 ^ 3 + ^ l + ^ 2 = x S ^bW2^3=ft-? 

so ergibt sich: 
Die Gleichung der Fläche zweiter Klasse mit einem Mittelpunkt 

(&44+ ) kann stets auf eine der folgenden Formen gebracht teerden: 

( + 0 : {1±
 2 + {i2v

2 + ^w'2 + bus
2 = 0; 

I = 0, 0' + 0 : ^v2 + ft w2 + bus2 = 0; 
] \ = 0, 0 ' = 0 , 0 + 0 : ^ ' 2 + ' 2 = 0 ; 

[ = 0, 0 '=0, 0=0, 6 ^ + 0 : 6 ^ = 0 . 

Sie ist daher entsprechend ein Ellipsoid oder Hyperboloid (§70, (10)); 
eine Ellipse oder Hyperbel (§ 53, (35)) ; ein endliches Punktepaar (I § 72, 
(20')); ein endlicher Doppelpunkt (I § 47, (10)). 

8. Andere Form der Bedingungen (22). Wenn = 0 und 
B'=Qj so verschwinden (§79, (11)) alle Unterdeterminanten Bkl und 
damit auch B0' in (19). 

Ist umgekehrt: = 0, B 0 ' = 0 , so ist zunächst nach § 101,(3) 
und nach (19): 
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Nach § 79, (8) ist nun für = 0: 

und daher für B0' = 0 auch Bu = 0, 2?24 = 0, BM = 0 und damit in
folge der für = 0 gültigen Gleichungen (k = 1, 2, 3, 4): 

blkBu + b2kB24 + bSkBu + b,kBu - 0 

auch 64 -644=0, also wenn nicht alle b±k verschwinden, Bu= 0 oder 
B ' = 0 . 

Falls &14, b24, &34, nicht alle verschwinden, sind die Bedingungen: 

(23) J5 = 0, B 0 ' = 0 
in (22) ersetzbar durch: 
(24) = 0, ' = 0. 

Überdies haben für = 0 nach § 79, (9) 5 ' und B0', wenn sie 
nicht Null sind, dasselbe Vorzeichen. 

Wenn = 0, B ' = 0, i ? " = 0, so verschwinden (§ 81, (18)) alle 
Unterdeterm in anten ßkl und damit auch B0 in § 101, (6). 

Sei dagegen vorausgesetzt: 

ò 4 4 + 0 , B = 0, B' = Q, B 0 = 0 , 

so wird zuerst nach § 101, (3) und (6): 

B"=ßtl + ß22+ ßBd. 
Da nun mit B = 0, B' = 0 alle Bkl und damit alle Unterdetermi
nanten zweiten Grades der ßkl verschwinden (I Anm. 1, III, (22))7 

so ist: 

(25) (ßu + fe + ßS3)(ßu + /355 + ß„) = ßl + tf5 + /J£ + ßl 

+ ß!b + ßl + ßl + ßl + ßL 
also mit B0 = 0 : 

ßu- °> AB = °> ßu = °, ßu = 0, ßn = 0, A . = 0, ßu - 0, 

Damit folgt aber aus den unbedingt gültigen Gleichungen: 

-#11 = &42 016 — ^43015 + 44011> B 22 = &43 024 ~ &41026 + &44022> 

^33 = &41035 — 42 034 + &44033 
zunächst: 

bußu-0,buß„=0, bußss=0, 
und da &44 4= 0 ist: 

ßu = 0, A, = 0, ft, - 0; also: " = 0. 
Die Bedingungen: 

(26) 6 t t + 0, = 0, B ' = 0, B 0 = 0 
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sind ersetzbar durch: 

(27) + 0, = 0, ' = , '' = 0. 

Da überdies für = , 5 ' = 0 nach (25): 

(28) " 0 - ft» + ßl + ßl + ß,\ + ß,\ + ßi, + ß't + ßi, + ßi6 + « 

so haben alsdann B" und B0, wenn sie nicht Null sind, dasselbe 
Vorzeichen» 

Die Tabelle (22) kann nach (23), (24); (26), (27) auch durch die 
• folgende ersetzt werden (&4 4+0): 

(-5 4= 0 : fau'2 + {i2v
2 + \ibw'2+ bMzs

2= 0; 

ÏB = 0, B'+ 0 : w'* + iibw'2 + bus
2 = 0; 

\B = 0, £ ' = 0, B " + 0 : tbw'*+ bus*= 0; 

' = 0, J5' = 0, 2 = 0 : bus
2= 0. 

9. Die zu einer verschwindenden "Wurzel gehörige Hauptachse. 
Im zweiten Fall (29) gibt die Auflösung der Gleichungen (11) mit 
bii = ^i=0: 

(29') «i : : : V = Bhl : Bk2 : BkB : 7 

h = 1, 2, 3 oder 4 (I Anm. 2, III, (12)). 
Die Ebene xr = atx -{- ß±y -\- ytz -\- xQ

r = 0 des neuen Koordinaten
system s (I § 37, (19)) ist daher die Doppelebene der Fläche, deren 
Koordinaten /0, ;0, tv0f s0 nach § 79, (4') sich ebenfalls wie die Größen 
der rechten Seite (29') verhalten. 

10. Die kubische Gleichung des Hauptachsenproblems der 
Fläche zweiter Ordnung und zweiter Klasse. Die Gleichungen (11) 
können für B^=0 in der Form geschrieben werden (I Anm. 2,111, (1); (2)): 

<Ba, = (Bltax + B21ß± + Bsl?1)b'llf 

, | Bßi = (#12*1 + *2fit +  
= (B1Btt1 + B23ß± + ' > 

( J?<= ( 1 + B2Jt + 1) [1 

oder mit Weglassung der letzten Gleichung: 

[(^-^« + . + ^ - , 
(31) Bn «x + (B22 - g-) ßx + 23 7 l = 0, 

[ ^ + Btlßl + ( - ^ ) Yl = 0. 

Die Hauptachsenkoeffizienten ^ = &̂ t7 22 ' genügen daher auch 
der Gleichung: 
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. 1 ~~ ~ ^12 ^13 ! 

(32) \BÌL 2 2 - | 23 ; = . 

I ! 

Nun ist für 4= 0 nach § 7 8 , (7') die Gleichung der Fläche 
§ 101, (1) in Punktkoordinaten: 
(33) Bltx* + B22f + B ^ + 2B2Zyz + - . - + 44 = 0. 

Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten = a'117 

aL, aL der Fläche (33) ist aber nach § 88, (17) ebenfalls die Glei-
TD 

chung (32) nur mit für — • In diesem Sinne sind also die kubischen 

Gleichungen § 88, (17) und § 102, (12) nicht wesentlich verschieden. 

§ 103. Die Flächen zweiter Klasse ohne Mittelpunkt. 
1. Bestimmung der Achsenrichtung x\ Die Flächen ohne endlichen 

Mittelpunkt § 101, (16) zweite Zeile sind durch die Voraussetzungen: 

(1) = 0/ B0 = - ( »4 + 1 + 1) +  

bezeichnet. Bei der Transformation der Gleichung § 101, (1) auf ein 
neues System O'x'i/z werden die Koeffizienten § 101,(9) nach (1): 

ib'u = - ^ ( « i P i P i O - buai+ Kßi + , 
(2) ' = F±(a2ß2y2y0') = 2 + buß2 + 2, 

l f ts4 = - ^ (« = + bußz + ? -
Sie können nach (1) nicht alle drei verschwinden (I Anm. 2, II, 

(9)). Sollen jedoch zwei von ihnen verschwinden, etwa: 

(ß\ \Ki = ^ ( « 2 Aftik') = 14̂ 2 + 24& + 72 = 0, 

so folgt daraus unbedingt, daß: 
bU : &24 : 3 4 = A f t - ßsVi : ^2 «3 ~ $ 2 l «2 " «302 = <*1 : ßl '• 7l 

( I § 3 7 , (12)) oder: 
(4) Q<*i=b14e, Qß±=b2±, Qy1=b^J 

wo wir willkürlich das positive Vorzeichen der Wurzel: 

(5) 9 = * *1 =  
wählen. Danach wird dann: 

(6) Vu = F, Kf t A ' ) = 1 {bl + bl + bl) = ç. 

Den Bedingungen (3) ivird durch die Bestimmung (4) der Bichtung 
der x'-Achse genügt, worauf der Koeffizient ' den Wert (6) erhält. 
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2. Die Koeffizienten der quadratischen Glieder. Infolge von 
(1), (3) und (6) wird nach § 75, (13); (14); (15); (11): 

622 = ^ ( « ') = («* ) + - - «* )> 

68; = F ( a 3 A y , V ) =. («8fty.) + 2 3 > 0 ' = HfaflM),  
= ^ ( * 2 A T W K + F

2(cc2ß2y2y0')ß3 + -^(« ^ 

(7) | = ( /32 2) 3 + # 2 ( 2 & 2) + "3 («g ft 2) 8, 
6ii = ^(<* A T W K + -^(« + ^ (« 

= + + ^ / + 0* '> 
b'i2 = -*i(«tÄy>yo')ai + F*(*2ßiY$yo)ßi + ^ (*2 ^ ') 1 

I = Hx(a2ßtf2)ax + H2{a2ß2y2)ßx + (^2 2) + QVÓ-

3. Der Scheitelpunkt der Fläche. Wir bestimmen nunmehr den 
Punkt 0 ' = #0; t/0, #0, für den nach § 75, (9) die Gleichungen: 

1^0 ~ ^1*^0 ^2 ̂ 0 aS^0y 

3/o = - / W - ' - A*O', 

*o = ~ 1 V ~ ? W - * ' 
gelten, aus den drei Bedingungen: 
(9) &u = o, &; , -o , 6M = o, 
die nach (7) geschrieben werden können (§ 66, (12)): 
- QX0' = - ^ ^ + H2{axßxyx)ßx + ^ ( « l Af t ) ft — \H{axßxyx)y 

- py0' = Hx(axßxyx)a2 + # A ft) A + # 3 O i A f t ) f t , 
- Q*o' = ^ i O i A f t K + #2<>iAft)A + ^ s O i Aft)ft-
Multipliziert man diese Gleichungen mit a1? a2, #3 oder ß x , ß2, A

 0(^er 

ft; ft? u n ( i addiert, so folgt nach (8): 

| p ^ o e 1 (ai Aft) - i ^ K AftM> 

(io) U o = H2(«ißiyi) - i # ( * i A f t ) A , 

I P*O = ^ ( Aft) - £ # ( « i Aft)ft> 
wo p den nicht verschwindenden Wert (5) und o^, ß l 7 ^ die Werte 
(4) haben (§ 29, (ll)).9*) 

Der hierdurch bestimmte Punkt O' = x0} y0, #0 soll der Scheitel
punkt der Fläche genannt werden. 

4. Bestimmung der Achsenrichtungen und z und der Koeffi
zienten 622 und 633. Wir fügen nun zu den Forderungen (3) und (9) 
die weitere hinzu: 
( l i ) &;s = o, 
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um aus ihr die Richtung der Achsen y und z zu bestimmen, zugleich 
aber die davon abhängigen Koeffizienten fc22 und ' in (7). 

Die Gleichungen b\2 = 0, b22 = F(a2ß2y2y0'), 2 = 0 können nun 
nach (7) und (3) in der Form geschrieben werden: 

(12) i ^ f t ^ o ' K + -^(«« + -*! («* ') = 22> 
' ^ ( « ' + -^(« + F

3(a2ß2y2y0')y3 = 0. 
Hieraus folgen aber mit Rücksicht auf (3) wieder die Gleichungen 
§ 102, (6) und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). Auch gehen 
umgekehrt, wie § 102, 3, wieder die Gleichungen § 102, (9) und (10) her
vor, falls bg2 + &33, während für b'22 = ' die Gleichung § 102, (10) 
hinzuzufügen ist. 

Die Gleichungen § 102, (6) lauten nun im Falle (1) ausführlich: 

Kbn - b22>2 + b12ß2 + b13y2 + 14 0' = , 

&21fó2 + (&22 - *4>) & + 2 2 + 2* = , 

(13) I 31 2 + hS2ß2 + (b.ò3 - 22) 2 + bMijQ' = , 

^ + &42ft + 1>4 2 = 0> 

2* + ß2* + 2* = 1, 

und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). 
Die Koeffizienten b22, b33 sind daher die Wurzeln der in p qua

dratischen G leichung89) : 

| b u — f* 12 b13 14 J 

/1 / | - i i 2 2^ 
J bàl 2 033 — f* 634 ! 

i 41 42 &43 ° ! 

die aus § 102, (12) mit bu = 0 hervorgeht, so daß nach § 102, (18): 

(15) EM = Bofi
2 - B0> + B. 

Daß diese Gleichung stets zwei reelle Wurzeln hat, und daß es stets 
zwei ihnen entsprechende Hauptachsenrichtungen cc2, ß2, y2 und a3, ß3,   
gibt, wird in § 109, 5; § 110,3; 4 bewiesen werden (vgl. auch § 51, (18)). 

5. Kanonische Gleichungen der Flächen zweiter Klasse ohne 
Mittelpunkt. Da nun für die Wurzeln p2 und ji3 nach (15): 

( 1 6 ) ^2 + ^ = ! > , ^ = "> 

so ergibt sich mit Rücksicht auf (9), (11), (6) und (3): 
Die Gleichung der Fläche zweiter Klasse ohne endlichen Mittelpunkt 

(bu = 0, B04=0) kann stets auf eine der folgenden Formen gebracht werden: 



562 § , 5-6. 

[ + 0: ii2v'2 + iiBw'2 + 2 V = ~ B > Y = 0; 

(17) = 0, B0' + 0: ^w,2 + 2V^%ufs=0-

[B = O, B0' = 0: 2V=%u's' = 0. 
Die Bedingungen der beiden letzten Fälle (17) sind nach § 102, (23); 
(24) auch ersetzbar durch: 

(18) = , ' 4= 0 und - , ' = 0. 

Dabei liegt der Anfangspunkt Or des Koordinatensystems im Scheitel
punkt (10); hat die x-Achse die Richtungskosinus (4), (5); sind [i2 = b22 

und (i3 = b33 die Wurzeln der Gleichung (14) und bestimmen sich als
dann diey- und -Achse aus den Gleichungen (13) und den entsprechenden. 
Sie sind für {i2 4= [i3 eindeutig bestimmt, für /i2 = [iz in der yz-Ebene drehbar. 

6. Die Kurven in der unendlich fernen Ebene. Der noch 
übrige Fall § 101, (16) dritte Zeile ist durch die Voraussetzungen: 

(19) = 0, \ A - 0, = 0, = 0 ( = 0, B0 = 0) 

bezeichnet. Er ist schon in § 93, 2 erledigt. Danach ergibt sich: 
Die Fläche zweiter Klasse: 

(20) F(U' V' ^ = bllU* + bnV2 + *3™2 

^ ' -f 2b23vw + 2b31wu + 2b12uv = 0 
kann bei unverändertem Anfangspunkt des Systems Oxyz durch 
Einführung neuer Achsen x', y', z stets auf eine der folgenden Formen 
gebracht werden: 

^ + : vxu
2 + v2v'2 + v3w

2 = 0; 
(21) \ = , 4'4 + 0: v2v'2 + v3w'2 - 0; 

[Bu = 0, = , ';, + 0: v3w
2 =- 0. 

Hier ist: 
(22) Bu = ßn + ß22 + ß33, 4'4 = bn + b22 +   

und sind v1} v2, v3 die Wurzeln der kubischen Gleichung § 93, (7'): 

\ blt-v b12 b13 | 

(23) I b21 b22 - v b23 j = -v*+Buv
2-Buv+Bu=0, 

! hi b32 hs — v \ 
also: 
(24) v± + v2 + v3 = B^> V2V3 + vsvi + viv2 = & viv*vs = Bu. 
Mit (19) ist auch Bn = 0, B22 - 0, Bzb = 0, also (§ 101, (3)): 

(26) ' - 2 ?  

und ^ = 0, /355 = 0, /Jw = 0, also: 

(26) " - 
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endlich: 
(27) "'-BU. 

Daher können die Bedingungen der drei Zeilen (21) auch in der Form: 

(28) B' + 0; B' = 0, B" + 0; B' = 0, B" = 0, B ' " + 0 

gegeben werden. 

§ 104. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten. 

1. Kanonische Gleichungen. Das Ergebnis der vorstehenden Ent
wicklung ist dies, daß die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
Oxyz bezogene Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

F(u, v, w, s) = bnu
2 + b22v

2 -f- bB3w
2 + 2b2bvw + 2bzlwu 

^ * + 2b12uv + 2bi4us + 2b2évs + 2bMws + bMs2 = 0 

durch Einführung eines neuen rechtwinkligen Koordinatensystems  
' xy' z auf eine kanonische Form gebracht werden kann. 

Nach ihrem Bange einerseits und nach ihrer Beziehung zur un
endlich fernen Ebene Eœ andererseits gehört jede Fläche (1) in ein 
(ausgefülltes) Feld der folgenden Tabelle (§ 101, (16)) und hat dann 
die dort angegebene kanonische Gleichungsform (§ 102, (29); § 103, 
(17), (18); (21), (28)). Die Tabelle muß also alle Flächen zweiter Klasse 
enthalten. 
(2) II L 5 4 = 0 : | . 5 = 0, '=(=0:| . = 0, , = 0 . = 01 ' = 0 , 

Eigentl. Fläch, j Eigentl. Kurven "4= 0: # ' = 0, " '4=0: 

J 2. Klasse ! 2. Klasse Eigentl. Punkt . Doppelpunkte 

i j I | : 

1. &444=0: j ^w'2 + fV?'2 | ^ ^,2 

Eoo nicht + ^ ' 2 + & 4 4 * ' 2 ^ ^ n ^ 2 + 44*'2 = 0 &44s'2 = 0 
Tang.-Ebene = o + D " 8 " ü I 

=0: ^w 1-1/=^,. 
Eooemf.Tang.- | F r ° 1+2]/—B0«V=0 | 

Ebene I = ° ' 

3. &44 = 0, I 

Eoo Doppel- + v sw 2 = 0 
tang.-Ebene I ! 

Innerhalb eines Teils der kanonischen Gleichungen sind nun weiter 
noch die Vorzeichen der Koeffizienten zu unterscheiden. 
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2. Die eigentlichen Flächen mit Mittelpunkt. Die Gleichung I, 1 
der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 

(3) «-f-, /J-fs y-f-
t>44 ^ 4 4 44 

und s' = 1 in der Form: 
(4) au'* + ßv'* + yw'* + l = o 
geschrieben werden. Da alsdann nach § 102, (21): 

\°) = —K*— = JÄ-9 
°U °44 

so sind die Vorzeichen der Koeffizienten a, ß, y: 

(6) J für > 0 : + + + oder + 
U i < 0 : - + + oder . 

Andererseits sind wie in § 89, (41) die Koeffizienten a, ß, y, be
züglich /i1? ^2, fi3 alle von einerlei Vorzeichen, wenn gleichzeitig: 
(7) B o ' ^ X ) , 0 > 0 . 

Die Verbindung beider Angaben (6) und (7) gibt für die Vor
zeichen von a, ß} (§ 89, (42)): 

(8) | > 0 | B<0 

B0'&44>0, ^Bo>0 j; + + + |  

B0'fc44, J5B0 nicht beide > 0 Ij 1 - | f- + 

Nun folgt aus der nach § 81, (23) unbedingt gültigen Gleichung: 

^" - + ^ + ^ + ^ + ,, 
daß unter der Bedingung > 0, BBQ > 0 stets Br" und bu gleiches 
Vorzeichen haben. Man kann daher die Tabelle (8) in folgende Form 
bringen, wobei wir zugleich die Größen a, ß, y je nach ihrem Vor
zeichen als positive oder negative Quadrate bezeichnen: 

|! > 0 i J3<0 

(9) || 0' " ' > 0 , J '0 "\ 0 

|l 0 > 0 | nicht beide > 0 j 

! i| <rV2 + |3V2 I ! a V ^ f V » 

I JBB > 0 + y f w ' * + 1 = = 0 ° j + y V * - l = 0 
i ° Imag. Ellipsoid | Reelles Ellipsoid 

A4 + ' lì ! ; 
B0'&44, 0 « V 4 P V ! ! « V 1 - ß2v'2 

nicht beide j I 0 | — y2w'2 — 1 = 0 j — y*w'*— 1 = 0 
> 0 li Einschal.Hyperbol. Zweischal.Hyperbol. 

Die eingefügten Namen der Flächen ergeben sich aus § 70, (10). 
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S* Die eigentlichen Flächen ohne Mittelpunkt. Die Gleichung 
I, 2 der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 

in der Form (s' = 1) : 
(11) ßv'2 + yw'2+2u = 0 

geschrieben werden. Da alsdann nach § 103, (16): 

( 1 2 ) ^2/% = R-> ^ " B ~ " 

so sind die Vorzeichen der Koeffizienten a und ß: 

(fürB>0 oder 5 B 0 < 0 : T ± 

^ } 1 < 0 oder -BB0>0: + ± . 
Nach § 103, (1) ist nämlich hier stets B0 < 0. Demnach ist im 

Anschluß an die Tabelle (9): 
II J9>0 | < 0 

(14) 0'2 ' > 0 , I 0' "\ 0 I 
0 > 0 nicht beide > 0 

|| I I j3V2-f-yW2 

I 0 > 0 0 0 +2 ' = 0 
S EUipt. Paraboloid 

> 4 4 = _ f l ! - — J —. 
I B B 0 < 0 0 -|_2w' = 0 0 

Hyperb. Paraboloid' 
It I i 

Die eingefügten Namen gehen aus § 70, (32) hervor. 

4. Eigentliche Flächen zweiter Ordnung und Klasse. Wenn 
allgemein (A =f= 0) : 

(15) „ - , 
genommen wird, so wird die Fläche zweiter Klasse (1) mit der Fläche 
zweiter Ordnung § 99, (1) identisch. Gleichzeitig ist (§ 78, 8): 

[B = A% = B0' = BU + B22+B33 

Q ß \ I = A ( + a22 + 3 ) = A ^44? 
B0 = ßu + ßbb + As6 = A («11 + «22 + «Ss) = AAL  

V " = 6 n + &22 + 33 + 44 = An + ^ 2 2 + ^ + AU = Ä 

und damit: 

(17) B o ' - B " - . ^ ' ^ , BB0=A*Ai, 0' = ' . 
Die Bedingungen der Tabelle (9) und (14) kommen daher mit 

denen der Tabelle § 99, (8) und (14Ì überein. 
S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. II. 37 
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5. Eigentliche Kurven zweiter Klasse im Endlichen. Die 
Gleichung II, 1 der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 

(18) P - f , Y = ^ 
U4i W 4 4 

und s' = 1 in der Form : 

(19) ßv'2+yw'2+ 1 = 0 

geschrieben werden. Da hier nach § 102, (21) mit f*1 = 0: 

(20) ß+Y = £t ßr = l4, 
"44 uii 

so ergibt sich für die Vorzeichen von ß und y: 

| b t t B o ' > 0 , B 0 > 0 : + + 

(21) b u B o ' > 0 , 0 < 0 : - -

l^B0'<0 : ± + . 
In diesen drei Fällen ist die Fläche (19) nach § 53, (35) eine imagi
näre Ellipse oder eine reelle Ellipse oder eine Hyperbel,96) 

Die Bedingungen der zweiten Zeile (21) sind aber auch gleich
wertig mit: 
(22) 0'>0, ^ ' und B0 nicht beide > 0 . 

Denn die Bedingungen (22) lassen nur die Möglichkeiten B0 < 0 
oder B0 = 0 zu. Da aber nach § 81, (3) unbedingt: 

(23) B0* = (ßu + ft, + ft,)» = ßl + ßa + ßa 
+ 2(ßa+ßa + ßA + buB0'), 

so ist B0 = 0 nicht mit b^ B0' > 0 verträglich. 
Wir können daher die Bedingungen (21) in folgende Tabelle 

bringen, der wir noch den Fall II, 2 aus (2) anfügen: 

lì B = 0, J5'H=0 

(24) • ~—r- • — — 
B 0 > 0 , &44B0'>0 | B0, &44B0' nicht beide > 0 

, | JV , + y , « ? ' f + l = 0 ß2v'2 + y*w'*—1 = 0 
| 44 ° > 0 Imag. Ellipse I Reelle Ellipse 

hi 4= 0 | — — 
J h R ' ^ n ß*v'* — y*w'*— 1 = 0 
I Ô44B

0 < ° 0 
I Hyperbel 

B°' w'* + 2u' = 0 
&44=0 B0 + 0 0 - 0

3 

I Parabel 

Bei der Parabel ist nach §103, (17) B 0 < 0 , B 0 ' + 0. 
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6. Unendlich ferne eigentliche Kurven zweiter Klasse. Für 
die Gleichung II, 3 der Tabelle (2) ist nur zu unterscheiden, ob v1} v2y vs 

alle drei gleiches Vorzeichen haben oder nicht. Es folgt daher, wie 
in § 93, (8): 

Die eigentliche unendlich ferne Kurve: 

(25) 2 + v2v
2 + v%w2 = 0 

ist ein imaginärer oder reeller Kegelschnitt, je nachdem: 

(26) BUB£ > 0, Bi > 0 oder BuB^t B'u nicht beide > 0 

oder nach § 103, (25); (26); (27), je nachdem: 

(27) B'B'" > 0, B" > 0 oder B'B"', B" nicht beide > 0. 

7. Punktepaare. Das Punktepaar III, 1 ist im Endlichen ge
legen und ist, da nach § 102, (21) /i3 = B0 : ist, imaginär oder 
reell, je nachdem: 

(28) B 0 > 0 oder B0 < 0 

oder nach § 102, (28), je nachdem: 

(29) B">0 oder " < 0 . 

Das Punktepaar III, 2 besteht aus einem endlichen und einem 
unendlich fernen Punkte. Es ist B0 < 0 und daher .B"< 0. 

Das aus zwei unendlich fernen Punkten bestehende Punktepaar 
III, 3 ist nach § 103, (24); (26) imaginär oder reell, je nachdem: 

(30) , 1,3 = ;4 = " > 0 oder < 0. 

Man hat daher die folgende Tabelle: 

/DIN I! = 0, ' = 0, 2 + 0 
(31) 

" > 0 J 3 " < 0 

|| y 2 w ' 2 + l = 0 j y*w'* —1=0 
5 = ) = 0 h 

i Imag. endl. Punktepaar I Reell, endl. Punktepaar 

u's = 0 
,, = 0 , 4=0 0 1 44 ' ° ^ j ! Ein endl. u. ein oc f. Punkt 

_;| ! 
H j3V2 + y W 2 = 0 J /?V2 — y2w'2 = 0  

=== 0 7 BQ = 0 i 
II Imag. oo f. Punktepaar, i Reell, oo f. Punktepaar 

j  

3 7 * 
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§ 105. Invarianten der Fläche zweiter Klasse. 

1, Die Determinante als Invariante. Erhält die auf ein recht
winkliges System Oxyz bezogene Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

(1) F(u, Vj w, s) = bnu
2 + b22v

2 + bB3w
2 + 2b23vw + 2b31wu + 2b12uv 

+ 2b1Aus + 2b2JLvs + 2buws + bus
2 = 0 

durch die Substitution § 75, (7) in bezug auf ein schiefwinkliges 
System O'x'y'z' die Form: 

(2) S*F(u, v, w, s) = b > ' 2 + b22v
2 + b 3 > ' 2 + 2b2Zvw' + 2bb\wu 

+ 2b;2uv + 2 ò 1 > Y + 2b2\vs + 2 ò 3 > ' s ' + b'us'2 = 0, 
so haben die neuen Koeffizienten die Werte § 75, (13)—(16). Zu
gleich gelten neben § 75, (10) die Formeln § 91, (11) für die Achsen
winkel von O'x'y'z', sowie neben § 91, (5) die Gleichung (I Anm. 1, 

, (7)): 
j A t B± ± Sx0' j 

Sz0' 
I 0 0 0 S | 

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten (I Anm. 1, 
V, 3) wird nun mit dem Werte (3) und mit Rücksicht auf § 75, 
(13) - (16) : 

S s - S-s- I bn bls ò13 14 ! 

"21 "22 "23 "24 I 

J "31 "82 " "34 

! hl hi 43 hi ! 

Fs(\ Bt rt Sx0') F2(A, B2 2 .F2(A3 B3 3 Se^ b^S \ 

j Fs(\ Bx l\ Sx0') ^ 3 ( 2 2 2 F,(\B,r,Se0') b3is\ 

\F<(A1Blr1Sx0') ^4(A2 B2 2 Sy0') F4(A3 B3 8 S*,') b^S] 

und wiederum nach dem Multiplikationstheorem: 

| b n bi2 bu b u | j bj.i b/j ^ 3 ^u ! 

/ 4 \ £ 6 | 21 &22 &23 hé | j 21 &22 23 ^24 j . 

| ^31 ^32 ^33 ^34 ! | ^31 ^32 ^33 ^34 | 

! ^41 ^42 6 43 &44 i j &42 fe43 ^4 ! 

Beim Übergang von einem rechtwinkligen System Oxyz zu einem 
schiefwinkligen 'x'y besteht zwischen den Koeffizienten der beider
seitigen Gleichungen (1) und (2) Beziehung (4). 
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2. Der Kugelkreis im recht- und schiefwinkligen System. 
Durch die Substitution § 75, (7) verwandelt sich die Gleichung des 
Kugelkreises § 84, (9') in der Weise: 

(5) S2(u2+ v2 + w2) = lu2 + mv'2 + nw2 + 2pv'w' + 2qwu + 2ru'v', 

wo: 

| Ï - V + B ^ + / = 2 3 + 2 3 + 2 3, 
(6) m = V + B 2

2 + r 2
2 , (7) - + ^ + ^ , 

l w = A 3
2 + B 3

2 + r 3
2 , 1 = 1 2 + 1 2 + 1 2 . 

Nach der Bedeutung der Größen Ax, Bx, . . ., 3 (§ 75, zu (10)) 
ist neben: 

(8) S = k ft j y , S*=\\ B2 2, 

!^ ft \ iA3 1 
mit Rücksicht auf das Multiplikationstheorem (I Anm. 1, V, 2): 

l r q A Bi IY;8 

(9) ,r m P\ = \^2 B2 2 = S 4 . 

I (Z 1> w I I A 3 B 3 3 

Ferner drücken sich die Größen (6) und (7) durch die Achsen-
winkelkosinus § 91, (11) in der Weise aus (I § 35, (2)): 

J l = 1 - a2, m = l-ß2, n=l-y2, 

\P = ßy — a> 0. = 7a ~ ft r = aß — y. 

Zugleich wird auch (I § 37, (8)): 

\mn — p2 = nl — q2 = lm — r2 = 1 — a2 — ß2 — y2 + 2ccßy = S2\ 

\qr — lp = S2a, rp — mq = S2ß7 pq — nr = S2y. 

Ist das neue System O'x'y'z' ebenfalls rechtwinklig, so wird: 

(12) u2 + v2 + w2 = u2 + v2 + iv2. 

Der imaginäre Kugelkreis hat in jedem rechtwinkligen System dieselbe 
Gleichung (bleibt bei jeder Euklidschen Bewegung des Raumes fest).91) 

3. Kugelkreis und Fläche zweiter Klasse. Da vermöge der 
Substitution § 75, (7) nach (2) und (5) die Gleichung: 

(13) F(u, v, w, s) - ii(u2 + v2 + tv2) — 0 
übergeht in: 

(14) S2{F-[i(u2 + v2 + w2)) = Vnu
2 + . . • + bus'2 

- ii{lu2 + • • • + 2ru'v) = 0, 

so gibt die Anwendung des Satzes (4) identisch in p: 
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\ -^ 12 1 ò14j i^-lp [2 — fi bn-q[i ' \ 

(lö) £6i &21 &22 ~ ̂  &23 &24 I = ^21 ~r/i &22 "~mf* &23 ~P^ ' ! 
bsi 2 - ò34j | —î^t ' —pti ' — VMÌ 

\hi bi2 b^ [&41 42 

Die Entwicklung der Determinante rechts gibt, wenn B', B'klJ 

ßkl die Determinanten vierten, dritten, zweiten Grades aus den b'kl be
deuten (§ 66, 6): 
B' - { B ; J + -B2'2m + 3 > + 2 B 2 > + 2S;±q + 2 ;2 } /i 

+ { *(»* - + ( ^ - + Ae(ï» - 2) + 2&*(<ir - 
+ 2 ( - m(l) + '2ß'*b(P2- nr)}ii2 

- b 4 4 S V (nach (9)); 
die Determinante links wurde bereits § 102, (18) entwickelt. 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der beiderseitigen Potenzen 
von /i ergibt sich dann unter Benutzung von (10) und (11): 

• S*(Bn + B^ + Bi3) = 1 - a*) + 5 2 ; (1 - f) + Ba3(l - f) 

( m I +2Bi3(ßr-a) + 2B;i(ya-ß) + 2B1>2(aß-y), 

\S4ßu+ ßbb + / W = A4 + fte + Ä , + 2 ß . « + 2Ä4/3 + 2ß'töy, 

Aus (15) folgt zugleich die Form der kubischen Gleichung des 
Hauptachsenproblems in schiefwinkligen Koordinaten (§ 102, (12)). 

4. Invarianten des gemeinen Koordinatensystems. Unter Weg
lassung der Akzente in (2) kann man dann die Sätze (4); (16) auch 
so aussprechen (§ 91, 4): 

Die Koeffizientenverbindungen90) : 

I S6 ' S* > 

&4 + fes + fee + 2 fee « + 2 fe4 P + 2 fe5   

l £4 

efer Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

(18) F(u, v, w, s) = bnu
2 + b22v

2 H \- b^s2 = 0 
//a&m in jedem schief- und rechtwinkligen Koordinatensystem Oxyz den
selben Wert, falls u, ß, die jedesmaligen Achsenwinkelkosinus (beim 
rechtivinkligen = ß = = 0, S = 1) bedeuten. 

Wird die Fläche zweiter Klasse (18) durch die Voraussetzung 
(§78, (8); (9); + 0): 

bkl = A k v Bkl = A2akl, ßkl = Aakl, = 3 
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mit der Fläche zweiter Ordnung § 91, (18) zusammengelegt, so ist 
die erste Invariante (17) hier die dritte Potenz der ersten (17) dort, 
die zweite hier direkt die zweite dort, die dritte und vierte hier 
gleich der mit dem invarianten Paktor A2 : S4, bezüglich A : S2 multi
plizierten dritten und vierten dort. Bei den eigentlichen Flächen sind 
also die Invarianten (17) von denen in § 91, (17) nicht verschieden. 

5. Invarianten der unendlich fernen Kurve. Ist in (1) ò14 = 24 

= = 6M = 0, so wird auch in (2) nach § 75, (15); (16) ' = 24 

= ' = b'u = 0. Danach folgt aber mit den reduzierten Werten 
§ 75, (13); (14) durch zweimalige Multiplikation mit der Deter
minante S2 in (8), ebenso wie in § 91, (8): 

I 11 12 hb j Ì Kl b'l2 ; 

(19) &\ 21 22 2 \ = \ 21 22 &;3 • 
hl hs I ! Kl b'z2 * 

Durch Anwendung dieses Satzes auf die unendlich ferne Kurve 
zweiter Klasse: 

(20)bnu
2+b22v

2+b^iv2+2b23vtv + 2bslwu + 2b12uv — ii(u2+v2+w2)=0 

ergibt sich dann wie in (15): 

\bn-[i b12 bls | \Vn — lp K2-rti b'13 — qp I 

(21)S 4 jb 2 1 h* — P ò23 \ = \K-rp '^- 2 - 11 • 

i hi h* h% — Pi \hi — ̂ ^ K2-PP Kz — npl 
Die Entwicklung der Determinante rechts gibt wie bei (15): 

B'u- {ß*l + & > + / 3 > + 2ß'i3p + 2ß31q + 2ß;2r)p 
+ {b'n(mn - p«) + Vn(nl - f) + b'33(lm - r8) + 2b23(qr - lp) 

+ 2b' (rp — mq) + 2b' (pq — nr)},u2 

-SV-
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten ergibt sich daher unter Benutzung 
von (10) und (11): 

f S*(ßn + ß22 + ft,) = ftt(l - «2) + ß»(l - ß2) + ft,(l - f) 
(22) + 2ß'23(ßy-a) + 2ßM(yu-ß) + 2ß'li{aß-y), 

\S\bn + b22 + b33) = ò u + b;2 + 33 + 2 ' + 2b31ß + 2 '„ . 
Unter Weglassung der Akzente in der mit b'u = b'u = b'3i = b'u = 0 
reduzierten Gleichung (2) folgt daher: 

Die Koeffizientenverbindungen: 
i fti(l-»*) + fti(l - P1) + fes (* - 2)+ 8fe,(/?r-a) + 8ft,(yu-§) + 2ft,(qß -y) 

( 2 3 ) ft„ + bäa + fe8S + 2ba8« + «fttP + 2<W s44 

I s2 ' s* 
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der Gleichung der unendlich fernen Kurve zweiter Klasse: 

(24) bnu
2 + b22v

2 + bBZw2 + 2b2Svw + 2b31wu + 2b12uv = 0 

haben in jedem schief- oder rechttvinkligem Koordinatensystem Oxyz ' 
denselben Wert, falls a, ß, y die jedesmaligen Achsemmnkelkosinus (beim 
rechtwinkligen a = ß = y = 0, 8=1) bedeuten. 

6. Gleichung einer Rotationsfläche in Ebenenkoordinaten. Für 
den Übergang von einem rechtwinkligen System Oxyz zu einem parallelen 
O'x'y'z mit dem Anfangspunkt 0' = x0, y0} z0 wird aus § 75, (7): 

(25) = , v = v, w = w', s = — x0u — yQv' — z0w' + s. 

Dadurch wird allgemein: 

(26) Au+Bv + Cw+Bs=(A-Dx0)u + (B-Dtj0)v'+(C-Dz0)w'+ 

Sind nun: 

( ( A = A1u + Btv + C±w + A s = 0, 
^ ^ 1 ü2 = A2u + B2v + C3w + D2s = 0 
die Gleichungen zweier Punkte, yon denen wenigstens der erste end
lich ist ( A + 0), und nimmt man für 0 ' diesen ersten Punkt: 

(28) 0 = = , » o - - B i : A , *o = e t : A , 

so wird nach (26): 

(29) Di = A s ' , A = 2aw' + 2bv' + 2cw' - es, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

( 2 = 1 2- 2 1, 2b=D1B2-D2B1, 2c=D1C2-D2C1, - e = A A -

Die Fläche zweiter Klasse97): 

(31) F(u, v, w, s) = (u2 + v2 + *c2) _ ^ = 0 

wird dadurch transformiert in: 

(32) F(u, v, w, s) = (u2 + v'2 + w'2) -(2aii+2bv+2cw -es')s' = 0 

oder mit: 
(33) r2 = a2 + b2 + c2 - e: 

(34) F(u, v, w, s) = (u - as)2 + (v - bs')2 + (w - es')2 - r2s/2 = 0. 
Dies ist aber nach § 82, (45) eine Rotationsfläche mit dem Brenn
punkt O' = x0, y0, z0 oder A = 0. In der Tat zeigt schon die Form 
der Gleichung (31), daß jede gemeinsame Tangentialebene v, w, s 
der Fläche F = 0 und des Kugelkreises auch durch einen der Punkte 
(27) geht, oder der von einem solchen Punkte an die Fläche gelegte 
Berühruugskegel ein Kugelkegel ist (§ 70, 5). 

Die Gleichung (31) stellt also eine Rotationsfläche mit den Brenn
punkten (27), die auch konjugiert komplex sein können, dar. 


