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III. Kapitel
Einteilung der Flichen zweiter Klasse.

§ 101. Einteilung der Flichen zweiter Klasse nach dem Rang und
dem Mittelpunkt.

1. Einteilung der Flichen zweiter Klasse nach dem Rang.
Auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oxzyz bezogen, sei die
Gleichung der Fliche zweiter Klasse (§ 15, (1)):
) F(u, v, w, $) = by u? + bagv® + by w? + 2 bygvw + 2by wu
+ 2b,uv + 2b, us + 2by,vs + 2bg, ws + by, s? = 0.
Die Determinante der Fliche ist (§ 75, 3):
(2) B = Ibkzly
und es werde zur Abkiirzung gesetzt (§ 79, B)):
B = Bu + B22 + Bsa + B44;
(3) B” = Bi+ Boot+ By + ﬁ44 + ﬁ55 + Bees
B = bn + bzs + bss + b44-
In Riicksicht auf die Anzahl ihrer Doppelebenen, beziiglich ihres
Ranges, zerfallen die Flichen (1) nach § 81, 8 in folgende Gruppen:
I. B <4 0: Eigentliche Flichen zweiter Klasse;
IO B=0, B'40 (B=0, nicht alle B,;= 0): Eigentliche Kurven
@ ' zweiter Klasse;
. B=0, B'=0, B"50 (alle B,,=0, nicht alle g,,=0):
Getrennte Punktepaare;
IV. B=0, B"=0, B” = 0 (alle $;, = 0): Doppelpunkte.

2. Einteilung in bezug auf die unendlich ferne Ebene. Die
unendlich ferne Ebene u =0, v =0, w =0, s =1 geniigt der Glei-
chung (1) immer dann und nur dann, wenn b,=0. Sie geniigt
ferner den vier Bedingungen der Doppelebene § 76, (16) immer dann
und nur dann, wenn b, =0, by, =0, by, =0, b, = 0.

In bezug auf die umendlich ferne Ebene E. zerfallen daher die
Flichen (1) in die drei Gruppen:

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL 36
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1. by + 0: E. gehort der Fliche (1) nicht an (ist keine Tan-
gentialebene, § 75, 1);
(5)12. by = 05 by, by, by, nicht alle 0: E, gehort der Fliche als ein-
fache Ebene an;
3. by=0; b,=0, b,,= 0, by, = 0: E, ist Doppelebene der Fliche.
3. Andere Form der Bedingungen (5). Setzt man zur Ab-
kiirzung:

(6) Bo = Bus + Bss + Bes

so ist fir by,=0 (I Anm. 1, III, 4)):

(™ By = — (414 + B3, + BL,)-

Daher sind die Bedingungen (5) auch ersetzbar durch die folgenden:
(8) 1. by=+0; 2. by, =0, By 0; 3. by=0, B,=0.

4. Der Mittelpunkt der Flichen zweiter Klasse. Transformiert
man die Gleichung (1) auf ein neues rechfwinkliges Koordinatensystem
‘2'y 2, so werden nach § 75, (15); (11) die in «', ¢, w' linearen
Glieder der transformierten Gleichung immer dann und nur dann
fehlen, wenn:

by = Fy(eyf71%0) = biyty + by + bay?y + by’ =0,
9) {b;4 = Fy(ca72%) = bistts + by + bsy + byt =0,
by = Fy(esBsv520) = byyoty + byy By + byyps + byy2y’ =0,
oder mit Benutzung von § 75, (8); (11):
bu (@@ + BiYo + 71%0) = bruey + bouBy + bau?1s
by (e Zy + Bty + 72%) = bray + by By + byye,
by (s @y + BsYo + ¥s%0) = baes + bayfs + bsyvs-
Hieraus folgt durch Multiplikation mit e, oy, ¢; oder B,, f,, f; oder
71, Vs, ¥s und Addition (§ 88, (7); (8)):
(11) bu®o =1bisy bulYo = bayy buuy = by,
woraus auch umgekehrt wieder die Gleichungen (10)oder(9) hervorgehen.
Die auf das newe Koordinatensystem O'z'y'2 transformierte Glei-
chung (1) erhdlt, unabhingig von der Richtung der Achsen 2, ¥, 2/,
immer dann und nur dann die Form:
(12) F(u, v, w, s) = by, u’? + by,v? + by w™
+ 2bgv'w’ + 2y w'u’ 4 2bu' v + b, 8% =0,
wenn der Anfangspunkt O = x,, y,, 2, den Bedingungen (11) geniigt.
Er ist dann nach § 77, (7) der Pol der umendlich fernen Ebene
u=0,v=0 w=0, s=1, der Mittelpunkt der Fliche zweiter Klasse

(10)
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5. Binteilung der Flichen nach dem Mittelpunkt. Ist nun
by == 0, so gibt es nach (11) einen bestimmien endlichen Mittelpunkt:

(1 3) b b24

b .
—Ju — 2 T
ZLo=1p5"> Y=
44

b44’ b44

Die Fliche (1) ist eine Mittelpunkisfliche und die Gleichung (12)
ihre Mittelpunkisgleichung. Die Ebene E. ist, da sie nicht mit ihrem
Pol vereinigt liegt, wie in (5), keine Tangentialebene (§ 77, 4, I).

Ist b,, = O, aber b, b,,, by, nicht alle Null, so gibt es nach (11)
einen unendlich fernen Mittelpunki. Die Ebene E. liegt mit ihrem
Pol vereinigt und ist, wie in (5), einfache Tangentialebene.

Ist endlich b, = 0, b,, = 0, b, = 0, by, = 0, so ist nach (11) der
Mittelpunkt unbestimmt¢ und nach (9) b, =0, b,, = 0, b;, = 0, sowie
nach § 75, (16) b}, = 0. Die Fliche (1) hat dann in jedem Koordi-
natensystem eine Gleichung von der Form:

(14) F(u, v, w, 8) = by u+byyv® + bygw? + 2bys v +2by wu+ 2y, uv = 0.

Sie ist emne in der unendlich fernen Ebene liegende Kurve zweiter
Klasse (§ 80, (19%).

In den Fillen (5) 1, 2. und 3. hat daher die Fliche einen be-
stimmten endlichen, einen bestimmten unendlich fernen oder einen
unbestimmten Mittelpunkt.

By =

6. Vorliufige Einteilung der Flichen zweiter Klasse. Hiernach
zerfallen die Flichen zweiter Klasse nach ihrem Range einerseits und
nach ihrem Mittelpunkt, beziiglich ihrem Verhalten gegen die Ebene
E.. andererseits in folgende Gruppen®):

(16) B=0: |B=0,B'4=0:B=0, B'=0{B=0, B'=0
Eigentl. Fl. [Eigentl. Kurv., B”=0: B” =0:
2. Klasse 2. Klasse | Punktepaare {Doppelpunkt.
best. endl. Mittel-
bo0)  PRKE 11 1, 1 11, 1 v, 1
W E, keine Tang.- ’ ’ ’ ’
Ebene
b —0 best. oo f. Mittel-
477 punkt 12 1, 2 11, 2 0
Bo=+0 E, einf. Tang.-E.
—o0 unbest. Mittelp.
B‘ ‘=0‘ E, Doppeltang.- 0 11,38 o, 3 v, s
o Ebene

36*
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Der Fall I, 3 ist unméglich, da mit b, = 0, B, = O oder b, = 0,
by =0, byy =0, by, = 0 stets B=0; der Fall IV, 2 ist unmdoglich,
da mit allen g,, nach (6) auch B, =0 (§ 27, 5).

§ 102. Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten der
Mittelpunktsflichen.

1. Hauptachsen der Mittelpunktsfiichen. Hat die Fliche zweiter
Klasse § 101, (1) einen bestimmten Mittelpunkt O' = %, y,, 2, In
§ 101, (13), so hat ihre Gleichung in jedem von diesem ausgehenden
rechtwinkligen System O'2'y'2" die Form § 101, (12). Die neuen
Koeffizienten sind dann nach § 75, (13); (14); (11) infolge der Bedin-
gungen § 101, (9):

by = Fy(ey 7120 ) oy + Fo(ey By 7120) By + Fy (o Byv1 %0 ) 11,
1) by = Fy(eyBoveye) e + FylegBape ) By + Fi(asBvay) 7o

byy = Fy (g By ¥s20) 05 + FylesBsvs2y) Bs + Fy(tsBsrszy) 753

by = Iy (e Bv290) s + Fa(eaBev290) Bs + Fiy(eaBrv:90) Vs,
2) by, = Fy (o5 Bsvs20 ) oty + Fy(os Bsvs2y) By + Fy(asBsvsay) 1

lblxz = F (e, By 71%0) ey + Fo(ey By 71%0) B + Fyota By 7170 ) 7.

Wir nennen nun die vom Mittelpunkt 0" ausgehenden Achsen z’, ¥, 2’
die Hauptachsen der Fliche, wenn die Bedingungen:
(3) b,23 =0, bysl =0, bl12 =0
erfiillt sind. Die Koeffizienten b,, b,,, by; heiBen alsdann Haupt-
achsenkoeffizienten.

Wie in § 88, 3 handelt es sich nunmehr um die Bestimmung
der zwolf Unbekannten b, by, bys; @, By, 15 %) Bay Va5 @ Bss 73
aus den sechs Gleichungen (1) und (3) und den sechs Gleichungen
§ 88, (3); (4), aus denen auBerdem die sechs Gleichungen § 88, (7), (8)
folgen. Wir fiigen dazu noch drei weitere Unbekannte x,’, y,, 4,” mit

drei weiteren Gleichungen § 101, (9), so daB wir fiinfzehn Unbekannte
und finfzehn Gleichungen haben.

2. Notwendige Bedingungen. Die erste Gleichung (1) und die
beiden letzten (3):

| Fy (o By v1%0) oy + Foey By 71 29) By + Fyley By v170) 71 = by,
() Fy (o By 713 et + Fy(ey By 71 20) B + Fiy (e By 1% )7 = 0,
F (o By 7120 ) og + Fy(ey B, 7,20) Bs + Fy(oy fry1%9) vy =0
geben, mit «, «y, «; oder B, f;, B, oder y,, y,, v, multipliziert und
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addiert mit Hinblick auf § 88, (7); (8) und mit Hinzufiigung je einer
Gleichung von § 101, (9) und § 88, (3):

Fy(ey 71 ®0) = by, e,
Fy(e By @) = by, By,
(5) Fy(ey By7120) = b33 715
Fy(ey,7:2,) =0,
o +B2+y =1
Man hat daher fiir die fiinf Unbekannten b, a,, By, v,, 4, die

Gleichungen (D) und ebenso fiir die beiden anderen Gruppen wvon je
fiinf Unbekannten die Gleichungen:

F(e3B:7290) = by 0, F, (asBs752)) = byg,
Fy (e B73Y0) = baeBas Fy (s By 732y) = by Bs,
(6) {Fy(@Bev:¥0) = bys7es (1) { Fs(esBsvs20) = bags,
Fy(asBy729) =0, Fy(esBsv52)) =0,
w4+ B+t =1; a4+ 7+ 757 = L.

3. Hinreichende Bedingungen. Umgekehrt folgt aus den drei
ersten Gleichungen (5) durch Multiplikation mit «,, ,, », und Addition
mit Riicksicht auf die fiinfte Gleichung (5) wieder die erste Glei-
chung (1) und ebenso aus (6) und (7) die anderen Gleichungen (1).

Multipliziert man ferner die drei ersten Gleichungen (6) mit
3, B, 7 und (7) mit oy, By, p, und addiert, so ergibt sich mit
Riicksicht auf (2):

(8) _!b'% = by (@t + BBy + v27s),

b;s = bys (g + Bofs + v27s)-

Hieraus folgt aber unter der Voraussetzung by, < b,,, daB:

) by =0 und (10)  epas + Bofs + 725 = 0.
Ist dagegen by, — b;, so muB zu (8) noch die Gleichung (10) hinzu-
gefiigt werden, um die Gleichung (9) zu folgern. Somit ergibt sich
wie in § 88, 6:

Die fiinfzehn Gleichungen (5), (6), (7) sind hinreichende Bedingungen
fiir die drei Gruppen der Unbekannten b, a, B, p;, %5 by, ¢, Pa,
Vo> Yo 3 bags @3, Bsy Vs, 20, falls die drei Hauptachsenkoeffizienten by, , b,
by, alle verschieden sind. Ist dagegen by, = by,, so muf3 noch die Glei-
chung (10), und sind by, = by, = b;,, so miissen nmoch die drei Glei-
chungen § 88, (4) hinzugefiigt werden.
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4. Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten. Aus-
fiihrlich geschrieben, lauten die Gleichungen (5):
(byy — by + byg By + bispy + buzy =0,
boy ey + (bag — byy) By + bas Py + byuwy =0,
(11) byy oty + bsa By + (b3 — byy) ¥y + bsumy’ = 0,
by + by By + by + byuzy =0,
e+ B+ nP=1,
und entsprechend die Gleichungen (6) und (7). Damit folgt, wie in
§88,7:
Jeder der drei Hauptachsenkoeffizienten b, byy, by, muf der in u

kubischen Gleichung geniigen:
; by —u by bys by |

t b, by, — 1 b, by,
12 E _ 1% 22 23 L
( ) (M) ' bs, bss bgs—u by 1

1 b4l b42 b43 b44 ;

0.

Sie heiBt die kubische Gleichung des Hauptachsenproblems der
Fliche zweiter Klasse § 101, (1).8)

5. Andere Form der kubischen Gleichung. Die Elimination
von a, B, ¥1, %, die von (11) zu (12) fiihrt, kann auch auf andere
Weise ausgefiihrt werden. Eliminiert man nidmlich mit Riicksicht
auf die Voraussetzung:

(13) b+ 0
%, aus der ersten und vierten Gleichung (11), so ergibt sich:
(14) {(byy — b}1)byy — by} oy + (Busbay — b1bys) By

+ (B1sbey— bisbys)y, = 0,

oder mit Hinzuftigung der entsprechenden Gleichungen (§ 75, 3):

(Bua— busbiy) ey + Bus B+ Bus71 =0,

Bsaey + (Bss — buubi)) By + B =0,

Beatty + Bos B+ (Bes — basby) 11 =10,

o+ B+ =1

Umgekehrt folgt aus der Gleichung (14) und der vierten Glei-
chung (11) unter der Voraussetzung (13) auch wieder die erste
Gleichung (11). Die Gleichungen (11) sind daher ersetzbar durch

die Gleichungen (15), wenn man zu diesen noch die vierte Gleichung
(11) hinzubehélt.

(15)



§ 102, 5—6. 5HH

Die Bestimmung der zwolf Unbekannten: by, e, B, 75 bas, tta, Bay ¥s3
b, @5, By, vs kann daher auch mittels der Gleichungen (15) und der
acht entsprechenden geschehen.

Die kubische Gleichung fiir b;,, b,,, b;; ergibt sich aber dann

in der Form:

Pu—byp By 1346 ?
(16) b, E(u) = Bsa Bss — bt Bss =0
| Bes Bes Bes — bt |

Sie unterscheidet sich (vgl. nachher unter 6) nur um den Faktor b2,
von der Gleichung (12).

Damit ist aber das Hauptachsenproblem der Flichen zweiter
Klasse b+ O auf die Form § 88, (15); (17) zuriickgefiihrt. Es er--
gibt sich also wie dort in § 89, 3:

Die kubische Gleichung E(u) = 0 in (12) oder (16) hat stets drei
reelle Wurzeln u,, w,, uys; und weiter wie in § 90, 7:

Die Fliche sweiter Klasse by, == 0 hat stets drei vom Mittelpunkt
ausgehende Hauptachsen, in bezug auf welche die Gleichung der Fliche
die Form erhdlt:

17 Fu,v,w,8) = u, w2+ uyv'? 4 pyu' + by 82,

Die Houptachsen sind eindeutig bestimmt, wenn die Wurzeln u,, uy, ug
alle drei verschieden sind, dagegen einfach unbestimmt fiir zwei gleiche
und dreifach unbestimmt fiir drev gleiche Wurzeln.

6. Entwicklung der kubischen Gleichung. Die Differential-
quotienten der Determinante (12) sind:
bas — u byg byy
Ew)=— | bss byg—w by — - —-- ;
by by by |
” b - b 1 rrr
FE W =T BT W) = b
b41 b4—1 !
Es folgt daher:
E(w) =EO0)+E'(0)-u+3E"(0) - u*+FE”(0) -0
= B — (By + By + Byg)u + (Bug + B + Boo) ™ — by’

oder:

(18) E(u) = — by’ + Bou®— By'u + B,
wo zur Abkiirzung neben § 101, (6) gesetzt ist:
(19) By = By + By + By

Aus (16) folgt dieselbe Entwicklung, da (§ 89, (7)):
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1644 B B
(20) |ﬁ54 ﬁ55 ﬁ5
' Bos Bes Bs

Bss Bse l B | Bes Bos | Bus B | ‘
= B, by; | = DByyb,; | = B,b
Bes Bec 5 R m | Bss Bss | B

= Bb

2.,
449

=

!
6 |

| B Bus |
Es ist ndmlich (I Anm. 1, III, (8)):
B,y B, By
By, By By ;= By,
|‘B31 B32 B33 E
und, wenn die Unterdeterminanten zweiten Grades der B,, mit B,
bezeichnet werden (§ 66, 6), wiederum (I Anm. 1,11, 4)):

I B11 Bm B13 ‘
. 821 322 823 i = (B2b44 2;
{ 831 Bsz Bss i

woraus alsdann (I Anm. 1, II1, (11)) die erste Formel (20) folgt (die
andern nach I Anm. 1,1I, (5), auf B, , By, B;; angewendet).

7. Hauptachsengleichungen der Mittelpunktsflichen. Da nun
fiir die drei Wurzeln der Gleichung E(w) = O nach (18):

21) At pyt = Z—‘l, Usltis + Balty + ity = %7 g g g = b%,
so ergibt sich:

Die Gleichung der Fliche zweiter Klasse mit einem Meittelpunkt
(b= 0) kann stets auf eine der folgenden Formen gebracht werden:

B40:pu? + uv? + pyw? 4 by s? = 0;
B=0,B/+0:uv%+p, w?+b,s%=0;

B=0,B =0, B,=+0:ugw?+b,5%=0;
B=0,B/=0,B,=0,b,+0:b,5%=0.

Sie ist daher entsprechend ein Ellipsoid oder Hyperboloid (§ 70, (10));
eine Ellipse oder Hyperbel (§ 53, (35)); ein endliches Punktepaar (1§12,
(20M); ein endlicher Doppelpunkt (1 § 47, (10)).

8. Andere Form der Bedingungen (22). Wenn B =0 und
B’=0, so verschwinden (§ 79, (11)) alle Unterdeterminanten B, und
damit auch By in (19).

. Ist umgekehrt: B =0, B)'=0, so ist zundchst nach § 101, (3)
und nach (19): ‘

(22)
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Nach § 79, (8) ist nun fiir B = 0:
. By By = B, + B3, + B,
und daher fir B =0 auch B,=0, B,,= 0, B;,=0 und damit in-
folge der fir B = 0 giiltigen Gleichungen (¥ =1, 2, 3, 4):
by Byy+ by By, + by By, + by By =0

auch b,, B, = 0, also wenn nicht alle b,, verschwinden, B,,= 0 oder
B’'=0.
Falls b, bsy, by, by nicht alle verschwinden, sind die Bedingungen :

(23) B=0,B/=0
n (22) ersetzbar durch:
(24) : B=0, B=0.

Uberdies haben fiir B = 0 nach § 79, (9) B’ und B,, wenn sie
nicht Null sind, dasselbe Vorzeichen.

Wenn B=0, B’=0, B”"=0, so verschwinden (§ 81, (18)) alle
Unterdeterminanten g, und damit auch B, in § 101, (6).

Sei dagegen vorausgesetzt:

by+0, B=0, B'=0, B,=0,
so wird zuerst nach § 101, (3) und (6):
. B"=ﬂu+ Bas + Bss-
Da nun mit B=0, B'=0 alle B;, und damit alle Unterdetermi-

nanten zweiten Grades der f,, verschwinden (I Anm. 1, III, (22)),
so ist:

(25) (ﬂ11+ 62'2 + ﬂ33)(ﬁ44+ ﬁ55 + ﬁGG) = 5124 + ﬁ125 + ﬁ126 + ﬂ224

, + Bgs + Ba + Bsy + Bis + B,
also mit B,= 0:

Biu= 0, Bis = 0, Bie= 0, Boys =10, fos =0, Bys=0, Bs= 0,

Pss =0, Bss = 0.
Damit folgt aber aus den unbedingt giiltigen Gleichungen:

Bu = 42ﬁ16 - b4sﬂ15 + buﬂm B22 = b43ﬁ24 - 41.326 + buﬂss;
Bss = b41ﬁas - b42 ﬁ.u + b44ﬂs3

buufri =0, byBs =0, byfss =0,
und da b,, 4 O ist:
Biu=0, Bes=0, Bs;=0; also: B"=0.
Die Bedingungen:
(26) by=+0, B=0, B’=0, Bj=0

zunichst:
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sind ersetebar durch:
27 by+0, B=0, B=0, B"=0.

Da iiberdies fir B =0, B’= 0 nach (25):

(28) B"Bo = ﬁ124 + 6224 + ﬂ?,24 + ﬁ125 + 5225 + 13525 + ﬁlze"' ﬁ226+ ﬁ:?s + 3027
so haben alsdann B” und B;, wenn sie nicht Null sind, dasselbe
Vorzeichen.
Die Tabelle (22) kann nach (23), (24); (26), (27) auch durch die
- folgende ersetet werden (by, = 0):
B0:pu,uw?+ uygv? + pyw?4 by s = 05
B=0, B'40: 0%+ pyw®+ b,8% = 0;
B=0,B'=0,B"=40:ugw®+ by,s?=0;
B=0,B=0,B"=0:5,s?=0.
9. Die zu einer verschwindenden Wurzel gehdrige Hauptachse.
Im zweiten Fall (29) gibt die Auflosung der Gleichungen (11) mit
by =u, = 0:
(29) o : By iy % = Byt Byy: Byy: By,
k=1, 2 3 oder 4 (I Anm. 2, III, (12)).

Die Ebene 2" = ¢,z + 8,y + 7,2 + x, = O des neuen Koordinaten-
systems (I § 37,(19)) ist daher die Doppelebene der Fliche, deren
Koordinaten u,, vy, w,, s, nach § 79, (4") sich ebenfalls wie die GriéBen
der rechten Seite (29") verhalten.

10. Die kubische Gleichung des Hauptachsenproblems der
Fliche zweiter Ordnung und zweiter Klasse. Die Gleichungen (11)
konnen fiir B=+0 in der Form geschrieben werden (I Anm. 2,II1, (1); (2)):

Ba, = (B, e, + By B, + By 1y)byy,
(30) BBy = (Bygey + Byyfy + Biopy)byy,
IB7’1 = (Bisey + By + Bysv1)byy,
Bry= (Byyeq + Byyy + By 1) by,
oder mit Weglassung der letzten Gleichung:

B
(Bu- b—{;) @+ By py + By =0,

B
(31) By e + (Bzz - 1/_1'1) B1+ By, =0,

B
By e, + BB + (Bss—lT{;) 71=0.

Die Hauptachsenkoeffizienten u — b,,, b,,, b,, geniigen daher auch
der Gleichung:

(29)
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B

Bn - "[; B12 B13 !
! B !
(32) ' By, B,y — “ By, =0.
: B
By, By, Bgy—~—

| g
Nun ist fir B4+ 0 nach § 78, (7") die Gleichung der Fliche
§ 101, (1) in Punktkoordinaten:

(33) B 4* + By + Byys®+ 2Byyz +- - + B, = 0.

Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten 1 — a,
@g9, a4, der Fliche (33) ist aber nach § 88, (17) ebenfalls die Glei-
chung (32) nur mit 4 fﬁrl—f- In diesem Sinne sind also die kubischen
Gleichungen § 88, (17) und § 102, (12) nicht wesentlich verschieden.

§ 103. Die Flichen zweiter Klasse ohne Mittelpunkt.

1. Bestimmung der Achsenrichtung z’. Die Flichen ohne endlichen
Mittelpunkt § 101, (16) zweite Zeile sind durch die Voraussetzungen:

1) by=0, By—— (b124 + b224 + b324) +0
bezeichnet. Bei der Transformation der Gleichung § 101, (1) auf ein
neues System O'2'y'2" werden die Koeffizienten § 101, (9) nach (1):

by = Fy(eyB,71%0) = byyty + byyy + gy,
boy = Fy(eaape¥o) = byatts + by + by,
byy = Fy (o5 fsv32)) = bracts + byy By + bsus.
Sie konnen nach (1) nicht alle drei verschwinden (I Anm. 2, II,
). Sollen jedoch zwei von ihnen verschwinden, etwa:

(3) {bé«; = F4<“2 ﬁz?s.’/o') = by 05 + by B3+ by v, =0,
by, = Fy(asfy V320) = bygts + byyfs + b3y =0,
so folgt daraus unbedingt, daB:
byg i byy gy = Boys — Bs¥a t Vattg— Vstlg t pfy — a5y =0t 1 B, 1
(I § 37, (12)) oder:

&)

(4) 0, =by, 0B =01y, 0y,=Dbsy,
wo wir willkiirlich das positive Vorzeichen der Wurzel:
®) o=Vbi, + 03, + b3 =V-B,
wihlen. Danach wird dann:

’ ’ 1
(6) b, =F,(e.,712)) = 3 (b3 + b3, +b5) =o.

Den Bedingungen (3) wird durch die Bestimmung (4) der Richtung
der «'-Achse gewiigt, worauf der Koeffizient b, den Wert (6) erhdlt.
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2. Die Koeffizienten der quadratischen Glieder. Infolge von

(1), (3) und (6) wird nach § 75, (13); (14); (15); (11):
by, = F(af,y:12y) = H(e, fy71) + 2by,20 = H(ey p,7,) + 202y,
bee = FleBs7590 ) = H(exfoyps) + 2bg,4) = H(ezfs73),
by = F(a3fs752y) = H(asfyps) + 2bg,2) = H(es s 73),
boy = Fi(eaBypa¥y) o5 + FoleaBavayy) Bs + Fi(eafore¥) s
M = H, (3B, 75) 05 + Hy (38, 75) Bs + Hy (02 B372) 75
by, = Fy(a3Bsvsey) oy + Fy(e B3 v52,) By + Fi (s Bs 7520 )7

= H(esfs7s) ey + Hy(etB375) By + Hs(esBs75) 71 + 040,
bis = Fi(eeBss¥s) &y + Iy (e B2 90) By + Fi(eaBs 7290 ) 71

= H, (e3f575) ey + Hy (a2 B73) By + Hy (e Bv2) 71 + 0¥ -

3. Der Scheitelpunkt der Fliche. Wir bestimmen nunmehr den
Punkt O’ = z,, y,, #,, fiir den nach § 75, (9) die Gleichungen:

Ty = — &, &y — Yy — g%y,
(8) Yo =— B1% — Bt — P32
2y =— 1% — Va¥ — Vs%
gelten, aus den drei Bedingungen:
C)) by =0, b,=0, b;=0,

die nach (7) geschrieben werden konnen (§ 66, (12)):

— 0wy = H, (e, fy71) 0 + Hy(oy B171) 8y + Hy(ay By 7:) 7y — 5 H(ey 1 74),
— oYy = H (o, B,71) e + Hy (e, B171) By + Hy(ey f171)725
— 02, = H(eyfyy1)es + Hy(ey fy71) B85 + Hy (e By71) s

Multipliziert man diese Gleichungen mit «,, s, «¢; oder 8, f,, B; oder
V1, Ve, ¥s und addiert, so folgt nach (8):
l 0xy= H, (e, p171) — 3 H(ey py71) e,
(10) 19Y = H, (oy By71) — 3 H(ety B171) B4
IQZO = Hy(«; B171) — 3 H(ey By71) 71,
wo ¢ den nicht verschwindenden Wert (5) und «,, 8,, 7, die Werte
(4) haben (§29, (11)).%)
Der hierdurch bestimmte Punkt O = z,, y,, 2, soll der Scheitel-
punkt der Fliche genannt werden.
4. Bestimmung der Achsenrichtungen % und 2" und der Koeffi-
zienten by, und b,;. Wir fiigen nun zu den Forderungen (3) und (9)

die weitere hinzu:
(1) by =0,
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um aus ihr die Richtung der Achsen 3’ und 2’ zu bestimmen, zugleich
aber die davon abhingigen Koeffizienten b,, und b, in (7).
Die Gleichungen b, = 0, by, = F(eyfy95Y,), byy = O konnen nun
nach (7) und (3) in der Form geschrieben werden:
F(a2Byv290) s + FoleaBe290) By + Fy(afoaty) vy = O,

(12) (Fi(@sBorayo) s + Fo(eaBavs¥o) B + Fi(eaPora) ve = by
F(eaBapayy) s + FoleaPavatho) Bs + Fy(eaBorato)vs = 0.
Hieraus folgen aber mit Riicksicht auf (3) wieder die Gleichungen
§ 102, (6) und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). Auch gehen
umgekehrt, wie § 102, 3, wieder die Gleichungen § 102, (9) und (10) her-
vor, falls b}, 4 b;,, wihrend fiir b,, = b;, die Gleichung § 102, (10)

hinzuzufiigen ist. .

Die Gleichungen § 102, (6) lauten nun im Falle (1) ausfiihrlich:

(byy — bag) ety + byafy + bys?s + biuye =0,
bay ety + (bay — b3o) By + bas¥s + boyty =0,

(13) byt + bga By + (bss — bye)ve + bsuyy =0,
by + bysfy + bygys = 0,

a’ + Bt + 1t =1,
und entsprechend die Gleichungen § 102, (7).

Die Koeffizienten by, by, sind daher die Wurzeln der in u qua-
dratischen Gleichung®®):

i by —u by by by :

L b, boy — b, by, !
(14> Eo(ﬂ) _ | o2 — W Oy o 0,

! by, bys by — @ by ﬁ

by by by 0
die aus § 102, (12) mit b, = O hervorgeht, so daB nach § 102, (18):
(19) Eo(w) = Byp* — By'u + B.

DaB diese Gleichung stets zwei reelle Wurzeln hat, und daB es stets
zwei ihnen entsprechende Hauptachsenrichtungen oy, f,, 7, und o, 85, 75
gibt, wird in § 109, 5; § 110,3; 4 bewiesen werden (vgl. auch § 51, (18)).

5. Kanonische Gleichungen der Flichen zweiter Klasse ohne
Mittelpunkt. Da nun fiir die Wurzeln y, und g; nach (15):

B, B
(16) !‘2+H3='BLO; .“*2“3=B—o;

so ergibt sich mit Riicksicht auf (9), (11), (6) und (3):
Die Gleichung der Fliche zweiter Klasse ohne endlichen Mittelpunkt
(byy =0, By==0) kann stets auf eine der folgenden Formen gebracht werden :
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B = 0: py0? + pyw™® + 2V:—I§(;u’s'= 0;
(17) B= O} Bo’ + 0: ﬂsw’g -+ 2Vi:;B—;u'S'= O;

B=0, B, =0: 2V—B,u's = 0.
Die Bedingungen der beiden letzten Fille (17) sind nach § 102, (23);
(24) auch ersetzbar durch:
(18) B=0,B 340 ud B=0, B"'=0.

Dabei liegt der Anfangspunkt O' des Koordinatensystems im Scheitel-
punkt (10); hat die «'-Achse die Richtungskosinus (4), (5); sind uy = by,
und ws = by, die Wurzeln der Gleichung (14) und bestimmen sich als-
dann diey - und #'- Achse aus den Gleichungen (13) und den entsprechenden.
Ste sind fiir u, = uy eindeutig bestimmd, fiir u, = uy 0 der yz-Ebene drehbar.

6. Die Kurven in der unendlich fernen Ebene. Der noch
tibrige Fall § 101, (16) dritte Zeile ist durch die Voraussetzungen:
(19) byy=0, byy=0, by =0, by,=0 (b44 =0, B,=0)
bezeichnet. Er ist schon in § 93, 2 erledigt. Danach ergibt sich:

Die Fliche sweiter Klasse:
F(u, v, w, ) = by, u? + byyv? + byyw?

4 2bgvw + 2bg, wu + 2buv =0
kann be: unverdndertem Anfangspunkt O des Systems Oxyz durch
Einfiihrung newer Achsen 2',y', 7 stets auf eine der folgenden Formen
gebracht werden:

(20)

B, 4+ 0: v,u? 4 vy0'% + vy’ = 0;
(21) By =0, B/, #+ 0: 130 + vyuw? = 0;
B,=0, B,,=0, B, =+ 0: v,u'?=0.
Hier ist:
(22) B, = Bu + Boe + Bssy By = by + by + by,
und sind v, v,, v, die Wurzeln der kubischen Gleichung § 93, (7'):
by —v by by 1 ’
(28) by by — v by | =—v*+ B,»*— B,w+B,—0,
| by, bss byy — v |
also:

(24) v, 4+ vy + vy =By, v+ vyv, + vv, = By, vvv; = B,
Mit (19) ist auch B;; =0, By, =0, By = 0, also (§ 101, (3)):

(25) B’ = B,

und B, =0, 5 =0, B = 0, also:

(26) B’ = B'M,
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endlich:

@) B” — B,.

Daher kénnen die Bedingungen der drei Zeilen (21) auch in der Form:
(28) B'4+0; B '=0,B"+0; B'=0,B"=0, B”"+0
gegeben werden.

§ 104. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten.

1. Kanonische Gleichungen. Das Ergebnis der vorstehenden Ent-
wicklung ist dies, daB die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem
Ozyz bezogene Gleichung der Fliche zweiter Klasse:

1 Fu, v, w, s) = b, u? + byev? + bysw? + 2by,0w + 20y, wu

@) + 2buv + 2b,,us + 2b,,vs + 2b,,ws 4 bys? =0
durch Einfiihrung eines neuwen rechtwinkligen Koordinatensystems
O'z'y'2 auf eine kanonische Form gebracht werden kann.

Nach ihrem Range einerseits und nach ihrer Beziehung zur un-
endlich fernen Ebene E, andererseits gehort jede Fliche (1) in ein
(ausgefiilltes) Feld der folgenden Tabelle (§ 101, (16)) und hat dann
die dort angegebene kanonische Gleichungsform (§ 102, (29); § 103,
a0, 18); 1), @28)). Die Tabelle mup also alle Flichen zweiter Klasse
enthalten.

2) I B=0: 'iII.B=0, B'5=0:lIl. B=0, B'=0,[IV. B=0,B'=0,
Eigentl. Flich. | Eigentl. Kurven B"==0: B’=0, B"'=0:
2. Klasse ‘ 2. Klasse Eigentl. Punktep.| Doppelpunkte

" i

Loby 00 || me?p
Ex micht |dusw®4-by,s”

Tang.-Ebene =0

e 0% 4 pgw’?

. . s
b, 81=0 g * by, 8'2=0 by s?=10

2. by =0, w0+ pgw’ ‘o
dsw

B,==0: s ,
2V =B, uw's 2) —Byu's=0 0
+ —o °" T 42l —B,ws'=0 ’

Eweinf.Tang.-

Ebene
3. b,,=0,
=0: v,ou'? o't
EooB(;)oppel 0 _;_,, :;2_0 1,0 vt =0 vt =0
- W't —
tang.-Ebene

Innerhalb eines Teils der kanonischen Gleichungen sind nun weiter
noch die Vorzeichen der Koeffizienten zu unterscheiden.
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2. Die eigentlichen Flichen mit Mittelpunkt. Die Gleichung I, 1
der Tabelle (2) kann mit den Abkiirzungen:

® P T Y
und s =1 in der Form:
4) cuw? + B+ pu?+1=0
geschrieben werden. Da alsdann nach § 102, (21):

. . B
®) «fy = ‘li"%;% = b,
so sind die Vorzeichen der Koeffizienten «, 8, y

fir B>0:4 4+ oder — —+

®) e
<0:—++ oder ———.
Andererseits sind wie in § 89, (41) die Koeffizienten «, 8, », be-
ziiglich u,, u,, uy alle von einerlei Vorzeichen, wenn gleichzeitig:
(7 B,b,>0, BB,>0.
Die Verbindung beider Angaben (6) und (7) gibt fiir die Vor-
zeichen von «, 8, y (§ 89, 42)):

(8) - , B>0 | B<O
B, b“>0 BB, >0 )I; + 44+ l ——
' B,/b,,, BB, nicht beide >0 |1 —_— —++

\Tun folgt aus der nach § 81, (23) unbedmgt giiltigen Glelchung
me44 b Vs b + By,
daB unter der Bedingung B > 0, ]_'S’B0 > 0 stets B und b, gleiches
Vorzeichen haben. Man kann daher die Tabelle (8) in folgende Form
bringen, wobei wir zugleich die GriBen «, 8, » je nach ihrem Vor-
zeichen als positive oder negative Quadrate bezeichnen:

| B>0 | B<O
(9) . B /B”>0, | B,B”, BB,
BB, >0 | nicht beide >0
T L 1 azﬁ_; B?,}s B P &édfs]_j;s&é o
}B]"33“>>00’ + oyt 1=0 0 ;+'yw=—1_o
Imag. Elhpsmd | Reelles Ellipsoid
b e — —— ——
“ T B8, BB, et Bt | atwt— fo
nlcht belde\\ 0 i —ywi—1=0 | —yw’*—1=0
>0 H ' Einschal. Hyperbol. Zweischal. Hyperbol.

Die eingefiigten Namen der Flichen ergeben sich aus § 70, (10).
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3. Die eigentlichen Flichen ohne Mittelpuhkt. Die Gleichung
I, 2 der Tabelle (2) kann mit den Abkiirzungen:

_ [ — Ug
in der Form (s'=1):
(11) '+ ywi4 24 =0
geschrieben werden. Da alsdann nach § 103, (16):
B B
(12) “25“3=§;’ aff = T B,

so sind die Vorzeichen der Koeffizienten ¢ und g:
fir B>0 oder BBy,<0:F*
B<O0 oder BBy>0:4 +.

Nach § 103, (1) ist nimlich hier stets B, << 0. Demnach ist im
AnschluB an die Tabelle (9):

(13)

B>0 ! B0

(14) B, B"' >0, B, B, BB,
BB, >0 nicht beide >0

62,0’ 2 + 7210’ 2
BB, >0 0 0 420 =0
Ellipt. Paraboloid

byy=0— : —
ﬁzv' 2 y“)w' 2

BB, <0 0 +2u =0 0

Hyperb. Paraboloid

1

Die eingefiigten Namen gehen aus § 70, (32) hervor.

4. Eigentliche Fliachen zweiter Ordnung un(i Klasse. Wenn
allgemein (4 == 0):
(15) by = 4y,
genommen wird, so wird die Fliche zweiter Klasse (1) mit der Fliche
zweiter Ordnung § 99, (1) identisch. Gleichzeitig ist (§ 78, 8):

B= A3; b44= A447 Bo/ = Bn + Bzz + B33
= A%(ay, + ag; + a55) = AP A,
Bo = Bus + Bss + Bes = A (ety; + etgy + 0t33) = AA4’47
B” = b11+b22 + b33+ b44=A11+A22+A33+ A44=A,

(16)

und damit:
17 By B” = A*A'4,,, BB,= A4*4), B, b,= A*4,A4,,.

44 447

Die Bedingungen der Tabelle (9) und (14) kommen daher mit
denen der Tabelle § 99, (8) und (14) iiberein.

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 317
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5. Bigentliche Kurven szweiter Klasse im Endlichen. Die
Gleichung II, 1 der Tabelle (2) kann mit den Abkiirzungen:

(18> B= :; y Y= %
und s"=1 in der Form:
(19) Bvi4+yuwi+1=0
geschrieben werden. Da hier nach § 102, (21) mit u, = 0:
(20) B+r=rg5 Br=1s
44 44

so ergibt sich fiir die Vorzeichen von 8 und y:

byBy >0, By>0:++
(21) buBy >0, B, <0:——
b,B, <0 S il
In diesen drei Fillen ist die Fliche (19) nach § 53, (35) eine imagi-
ndre Ellipse oder eine reelle Ellipse oder eine Hyperbel.%)
Die Bedingungen der zweiten Zeile (21) sind aber auch gleich-
wertig mit:
(22) b,B, >0, b,B,” und B, nicht beide > 0.
Denn die Bedingungen (22) lassen nur die Moglichkeiten B, < O
oder B, =0 zu. Da aber nach § 81, (3) unbedingt:

(23) By® = (Bus + Bss + Bes)” = ﬁﬁ + B3 + ﬂ626
+2(Bss + Bey + Bz + buBy),
so ist By = 0 nicht mit b,B, > O vertriglich.
Wir kénnen daher die Bedingungen (21) in folgende Tabelle
bringen, der wir noch den Fall II, 2 aus (2) anfiigen:

' B=0, B'40
(24) o | S
B, >0, b,B, >0 | B,, b, B, nicht beide >0
247 2 2t 1—0 2,072 2% —1=—20
by By >0 pro -I-7w.+ B0+ y*w '
l Imag. Ellipse Reelle Ellipse
byf+0 |——r —— - —
J; by By <0 0 o —pw' i —1=0
‘ Hyperbel
—-—&'—w"-|-2u'=0
by =0 B, +0 0 V_ By*
Parabel

Bei der Parabel ist nach § 103, (17) B,< 0, By <= 0.



§ 104, 6—1. hoT

6. Unendlich ferne eigentliche Kurven gzweiter Klasse, Fiir
die Gleichung II, 3 der Tabelle (2) ist nur zu unterscheiden, ob »,, »,, v,
alle drei gleiches Vorzeichen haben oder nicht. Es folgt daher, wie
in § 93, (8):

Die eigentliche unendlich ferne Kurve:
(25) vw'?+ v+ vuw'?=0
ist ein imagindrer oder reeller Kegelschnitt, je nachdem :

(26) B,B,>0, B,>0 oder B,B., B,

447 44

oder nach § 103, (25); (26); (27), je nachdem:
(27) B'B”" >0, B”">0 oder B’B”, B” nicht beide > 0.

nicht beide > 0

7. Punktepaare. Das Punktepaar 111, 1 ist im FEndlichen ge-
legen und ist, da nach § 102, (21) u;= B,:b,, ist, imagindr oder
reell, je nachdem:

(28) B,>0 oder B,<0
oder nach § 102, (28), je nachdem:
(29) B”>0 oder B"<O.

Das Punktepaar III, 2 besteht aus einem endlichen und einem
unendlich fernen Punkte. Es ist By<< 0 und daher B"<O0.

Das aus zwei unendlich fernen Punkten bestehende Punktepaar
IIL, 3 ist nach § 103, (24); (26) imaginér oder reell, je nachdem:

(30) vev; = B, = B”" >0 oder <O.
Man hat daher die folgende Tabelle:

| B=0, B’=0, B"=0

(31) |

B">0 % B” <0
by 40 | rett1=0 | ylt—1=0
T || Imag. endl. Punktepaar I Reell. endl. Punktepaar
‘ w's =0
by, — 0, B, =0 0

' Ein endl. u. ein oo f. Punkt

\
B0’ 4yt =0 i Bv' T — ptw't=0
Imag. oo f. Punktepaar. ‘

Reell. oo f. Punktepaar

37*
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& 105. Invarianten der Fliche zweiter Klasse.

1. Die Determinante als Invariante. Erhilt die auf ein recht-
winkliges System Ozyz bezogene Gleichung der Fliche zweiter Klasse:
(1) F(u, v, w, s) = by, u® + byy v + bggw* + 2bygvw + 2z wu + 2b,,uv

+ 2b,us + 2by,vs + 2by, ws + bys?=0
durch die Substitution § 75, (7) in bezug auf ein schiefwinkliges
System O'z’y'2’ die Form:

(2) S*F(u,v, w,s)=b w2+ by,v' 2+ by,w 2+ 2bsv"w' + 2b,,w'w’

+2b,u'v + 2b/,u's" + 2b,,0"s" + 2b,,w's’ + 1,5 =0,
so haben die neuen Koeffizienten die Werte § 75, (13)—(16). Zu-
gleich gelten neben § 75, (10) die Formeln § 91, (11) fiir die Achsen-
winkel von O'2'y'2, sowie neben § 91, (5) die Gleichung (I Anm. 1,
IIL, (D):

A~

®) 50— [

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten (I Anm. 1,
V, 3) wird nun mit dem Werte (3) und mit Riicksicht auf § 75,
(13)—(16):

S3..87. bn b12 b13 b14E
by by byg gy }
| bgy byy byg gy
| by b by by |

= 8% F (A BT, 82,) Fy(A;B,T;8y) F(A;ByT82) b,8!

F3(A; B, Ty Sz)) Fy(A; BTy Syy) Fy(As B3T3 82)) by, !
i Fy(A B, T, Sz)) Fs(A; BTy Syy) Fy(Ag B3T3 82) by S|
 F (A BT, Sz)) F (A, By Ty Syy) Fy(A; By T3 82y) b8

und wiederum nach dem Multiplikationstheorem:
i b11 b12 bls b14 : b111 bx’z 61,3 b

| bay bay byy by, by by by b

b

’

14

(4) SG i = 1 ’ 4 214 \! .

; by by byy by | ! bs; gy by by i
. | b41 bae by by \ | b4’1 b4'2 b4’3 b4,4 i

Beim Ubergang von einem rechtwinkligen System Ozyz zu einem

schiefwinkligen O'x'y'Z besteht zwischen den Koeffizienten der beider-

seitigen Gleichungen (1) und (2) die Beziehung (4).
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2. Der Kugelkreis im recht- und schiefwinkligen System.
Durch die Substitution § 75, (7) verwandelt sich die Gleichung des
Kugelkreises § 84, (9') in der Weise:

(5) SEul+ v+ wh)=luw'2+mv' i+ nw'?+2pvw + 2quw v’ + 2ruv,
wo:

I=A’+ B+ T2 l p=AA;+ BBy + [T,
(6) m = A+ BP + %, ) g =AsA; + BB, + [T,

n = A? 4+ B2+ I,2, l r=AA+ BB, + II,.

Nach der Bedeutung der Grofen A, B,,..., I, (§ 75, zu (10))
ist neben:

; o B 7 l A, B T}
) S= E w By ye, SP=A, By T
wg Py vs . A; By T

mit Riicksicht auf das Multiplikationstheorem (I Anm. 1, V, 2):
I r ¢ A B I,?
r m p = A, By T, =5t
qa p ”\ ‘As B, I

Ferner driicken sich die GroBen (6) und (7) durch die Achsen-
winkelkosinus § 91, (11) in der Weise aus (I § 35, (2)):
{l=1—a2, m=1—p4% n=1-—4
p=PBy—¢ gq=ype—f, r=ch—y
Zugleich wird auch (I § 37, (8)):

(11)

(9)

(10)

fmun—p'=nl—g*=Im—r*=1——p"—p*+ 2«fy =5%
lqr —Ilp==82%, rp—mqg=_83B, pg—nr==82%.

Ist das neue System O'2’y’Z ebenfalls rechtwinklig, so wird:

(12) w0 w=uw?4+ 0% 4 w

Der imagindre Kugelkreis hat in jedem rechtwinkligen System dieselbe
Gleichung (bleibt bei jeder Euklidschen Bewegung des Raumes fest).™)

3. Kugelkreis und Fliche zweiter Klasse. Da vermdige der
Substitution § 75, (7) nach (2) und (5) die Gleichung:
(138) F(u, v, w,s) — p(u?+ 0+ 0% =0
itbergeht in:
(14) S F—up(u?+ o + w?)} =0 u? +--- + b,s"
—u(lu?4 -+ 2ru'v) =0,
so gibt die Anwendung des Satzes (4) identisch in u:
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by —w by bys buj by —lu by —ru by —qu by,
6“ by, [ bay | by —7u by —mu by —pu by,
(15) 8¢ =1 ; ; ;
| bgy bss bys —u by, 1 by, —qu by, —pu by —np by,
b be be b Ve By B B

Die Entwicklung der Determinante rechfs gibt, wenn B’, B,
B.; die Determinanten vierten, dritten, zweiten Grades aus den b;, be-
deuten (§ 66, 6):

B — {B/|l+ Bjym+ Byn+2By,p+2B,,q+2B)r}u
+ {Bu(mn—p®) + By (0l — %) + g (Im — r*) + 255 (qr — Ip)
+ 2B5u(rp —mq) + 26,,(pg —nr) }?
—b,,S*u® (nach (9));
die Determinante links wurde bereits § 102, (18) entwickelt.

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der beiderseitigen Potenzen
von u ergibt sich dann unter Benutzung von (10) und (11):
88(Byy + By, + Bys) = By, (1 — ) + By, (1 — %) + By (1 — %)

+ 2By (By —«) + 2By, (ye — ) + 2 By («f— ),
S*(Bas+ Bss + Bas) = Bua + Bss + Bes + 2Bss e + 2B B+ 28457,
S2b,, = by,.

Aus (15) folgt zugleich die Form der lkubischen Gleichung des
Hauptachsenproblems in schiefwinkligen Koordinaten (§ 102, (12)).

4. Invarianten des gemeinen Koordinatensystems. Unter Weg-
lassung der Akzente in (2) kann man dann die Sitze (4); (16) auch
so aussprechen (§ 91, 4):

Die Koeffizientenverbindungen *°) :

B by,
S5 8E
( 1 7) B, (1—®)+ By, (1—%)+ Bss(l—ﬂ'z)‘i‘?g-fas(ﬂ y—0)+ 2By, (ya—f)+2B,, (ef—y) ,

i

(16) |

Bas + Bss + Bss + 2%:;“ + 285,81+ 28,57

der Gleichung der Fliche zweiter Klasse:
- (18) F(u, v, w, s) = b, u® +bggv? + - - - + by s?=0
haben in jedem schief- und rechtwinkligen Koordinatensystem Oxyz den-
selben Wert, falls o, B, y die jedesmaligen Achsenwinkelkosinus (beim
rechtwinkligen « = 8 =y =0, S = 1) bedeuten.

Wird die Fliche zweiter Klasse (18) durch die Voraussetzung
(878, 8); 9); A=+ 0):

by =4, B,=A’ay, B, =Adey, B=A4°
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mit der Fliche zweiter Ordnung § 91, (18) zusammengelegt, so ist
die erste Invariante (17) hier die dritte Potenz der ersten (17) dort,
die zweite hier direkt die zweite dort, die dritte und vierte hier
gleich der mit dem invarianten Faktor A?: S*, beziiglich 4 :.S? multi-
plizierten dritten und vierten dort. Bei den eigentlichen Flichen sind
also die Invarianten (17) von demen in § 91, (17) nicht verschieden.
b. Invarianten der unendlich fernen Kurve. Ist in (1) b, =b,,
= by, = by =0, so wird auch in (2) nach § 75, (15); (16) b,, = b;,
= by, = b, = 0. Danach folgt aber mit den reduzierten Werten
§ 15, (13); (14) durch zweimalige Multiplikation mit der Deter-
minante S? in (8), ebenso wie in § 91, (8):
|by by blsi | bn by by’
(19) Sﬁ by by by ]= by by -
by bgy by | 1 b b;,2 b;3 ‘
Durch Anwendung dieses Satzes auf die unendlich ferne Kurve
zweiter Klasse:
(20) byy U+ bog v2 + byy 2+ 2y v 20 +2bg; w e+ 2b, 5 uv — u(ud +v2 +w?) =0
ergibt sich dann wie in (15):

by—u by bys ! b’n lu by—ru by—qp '
(21) 'Sq] by, el I = by —rp byy—mu by—pul-
| by bss byg—p: by —qu b‘32 —pu byy—mnu

Die Entwicklung der Determinante rechts gibt wie bei (15):
By — (Bl Bym + Byyn + 250 + 2B5,g + 2B 57 ) v
+ {03 (mn — p?) 4 byy (0l — %) + bgs(Im — %) + 2 by, (qr — Up)
gy + 26, (rp — mq) + 28, (pg —mr) }u®
— ’L .
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten ergibt sich daher unter Benutzung
von (10) und (11):
[S“(ﬁu + Bos + Bys) = By (1 — &) + Bop (1 — B7) + B, {1 — 97
(22) l +2B5(By— )+ 2By (va—p) +2B(«f—7y)
82(Byy + byp + byg) = b}y + by + byg + 2y + 265, 8+ 28,7
Unter Weglassung der Akzente in der mit bj, = b, = b;, =b,, =0
reduzierten Gleichung (2) folgt daher:
Die Koeffizientenverbindungen :
Bt — &®) + Bos (1 — %) + Buos (1 — %)+ 2655 (By — &) + 2By (e —f) 1 215(¢f —7)
S+ ’

(23) byy + by +b35+2b23u+2ﬁ81ﬁ+2ﬁ1£7: B,,
S? ’ g
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der Gleichung der unendlich fernen Kurve zweiter Klasse:
(24) bt + bogv? + bygw® + 2050w + 205 wu + 2buv =0
haben in jedem schief- oder vechtwinkligem Koordinatensystem Oxyz

denselben Wert, falls «, B, y die jedesmaligen Achsenwinkelkosinus (beim
rechtwinkligen ¢ = =1y =0, 8 = 1) bedeuten.

6. Gleichung einer Rotationsfliche in Ebenenkoordinaten. Fiir
den Ubergang von einem rechtwinkligen System Oz y# zu einem parallelen
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2y 2 mit dem Anfangspunkt O = x,, y,, 2, wird aus § 75, (7):
(25) u=uw, v=0, w=w, s=—zu —y,v' —zu +5.
Dadurch wird allgemein:

(26) Au+Bv+ Cw+ Ds=(A— Dxy)u'+(B— Dy,)v'+(C—Dzy)w'+ Ds'.

Sind nun:

@7) ‘U1=A1u+Blv+ Ciw + D;s =0,
U, = Ayu + Byv 4+ Cow + Dys =0

die Gleichungen zweier Punkte, von denen wenigstens der erste end-

lich ist (D, 4 0), und nimmt man fiir O" diesen ersten Punkt:

(28) xy=A,: Dy, yo=DB:D;, 2 =C :D,
so wird nach (26):
(29) U =D, D U,=2au + 2bv + 2cw’ — es,

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
(30)2a=D,4,—D,A,, 2b=D,B,—D,B,, 2¢=D,C,—D,C,, —e=D,D,.
Die Fliche zweiter Klasse®):
(31) Flu,v,w,8) = (u?+ v + u?) — U, U, =0
wird dadurch transformiert in:
(32) F(u,v,w,s)= 2+ 0+ w?) — 2aw +2b0" + 2cw’ —es')s’ =0
oder mit:
(33) r*=a*+ 02+ c?—e:
(34) F(u,v,w,s) = —as)+ (0 —bs)+ (0 — es)? — r2s'2 = 0.
Dies ist aber nach § 82, (45) eine Rotationsfliche mit dem Brenn-
punkt O =z, 4,, 2, oder U, = 0. In der Tat zeigt schon die Form
der Gleichung (31), daB jede gemeinsame Tangentialebene u, v, w, s
der Fliche F'= 0 und des Kugelkreises auch durch einen der Punkte
(27) geht, oder der von einem solchen Punkte an die Fliche gelegte
Beriihrungskegel ein Kugelkegel ist (§ 70, ).
Die Gleichung (31) stellt also eine Rotationsfliche mit den Brenn-
punkten (27), die auch konjugiert komplex sein kiomnen, dar.



