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Viertes Kapitel.

Ueber die Form der durch Quadraturen- darstellbaren
Integrale linearer, nicht homogener Differentialgleichungen.

§ 10.

Herleitung einfacherer charakteristischer Formen aus der
Existenz algebraisch-logarithmischer Integrale linearer
Differentialgleichungen.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich zumeist auf hohere
lineare Differentialgleichungen und sollen eine Erweiterung derjenigen
Untersuchungen von Abel liefern, welche sich mit den Bedingungen
und der Form der Reduction Abel’scher Integrale beschiftigen.

Bekanntlich hat Abel den Satz bewiesen, dass, wenn y eine

algebraische Function von # bedeutet und fydx = 2 selbst algebraisch

ist, dann z stets rational durch x und y ausdriickbar ist, oder auch
anders ausgesprochen, dass nicht nur, was selbstverstiindlich ist, die
Ableitung einer algebraischen Function rational durch diese Function,
sondern auch umgekehrt, da

dz

ist, jede algebraische Function rational durch ihre Ableitung aus-
driickbar ist, in welche Ausdriicke die unabhiingige Variable rational
eintritt. Es mag dieser Satz hier erst, ein wenig verallgemeinert,
in einfacher Weise bewiesen werden, bevor wir ihn auf Differential-
gleichungen tibertragen; bedeutet ¢ (x, ) eine rationale Function von
und 2, so wird sich nach bekannten Sitzen der Algebra, wenn 2z
durch die algebraische Gleichung

Ot @)t P () 2+ Pe(2) =0
definirt ist, @ (z, #) als eine ganze Function % — 1** Grades in 2z
mit in z rationalen Coefficienten in der Form

@) -9@d=p0@+n@s+ -+ g1 (@) &

Dieselbe Integrationsmethode wiirde offenbar stets dann anwendbar sein,
wenn die beiden Differentialgleichungen von derselben Ordnung sind, indem
die Einfiihrung des allgemeinen Integrales der einen Differentialgleichung die
fir das allgemeine Integral der anderen hinreichende Anzahl von Constanten
liefern wiirde, wihrend, wenn die beiden Gleichungen verschiedene Ordnung
haben, nur eine allgemeinere Klasse particulirer Integrale dadurch geliefert
wird — immer vorausgesetzt, dass z, nicht schon einer Differentialgleichung
niederer Ordnung angehort.
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darstellen lassen, und fasst man die Gleichung (2) als eine Gleichung
x — 1'** Grades in z auf, wobei in @ (z, 2) die Grosse 2z die bestimmte
Losung der Gleichung (1) bedeutet, so werden jedenfalls die beiden
Gleichungen (1) und (2) diese eine Losung 2 gemein haben. Haben
dieselben nur eine Losung gemein, so liefert z. B. die Operation der
Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Theilers, der in diesem
Falle ein in # linearer sein wird, z als rationale Function von z
und ¢ (2, 2); haben die beiden Gleichungen, in denen @(z, z) als
“Parameter aufzufassen ist, jedoch mehrere gemeinsame Losungen, so
wiirde offenbar, wenn 2z, und 2z, zwei derselben sind,

(3) cee q)(x; 52) =q)(x7 Zl)

sein miissen, da die Gleichung (2) fiir jede Losung der Gleichung (1)
giiltig ist. Bildet man also z B., indem @ (z, 2) = y und fiir z die
Wurzeln 2, 2,, - - - 2. der Gleichung (1) gesetzt werden, die Gleichung’
#® Grades in ¥y

@)y B @yt + Faei @)y + Fala) =0,

und nimmt weiter an, dass diese Gleichung ebenfalls irreductibel ist,
so wird die aus (3) folgende Beziehung y, =y, offenbar nicht be-
stehen konnen, und somit 2, durch z und ¢ (z, 2) rational aus-
driickbar sein; wir erhalten somit den in etwas anderer Form be-
" kannten Satz, dass jede algebraische Function z von x sich durch z

> und eme solche rationale Function von x und z rational ausdriicken

lisst, die wicht fiir zwei verschiedene Werthe der Function z gleiche
Werthe annimmt.

Eine solche rationale Function von z und z ist z B. Tid—:—, wenn
die algebraische Gleichung (1) als eine irreductible vorausgesetzt
dz, dz,

=, also 4,=12,+ ¢, worin ¢ eine Con-

stante bedeutet, dann wiirde aus den beiden Gleichungen

Gt e@d T+ ee(@)=0
(4 9+ 90 @) (5 P - @) =0

sich ergeben

wird; denn wire

nedl 4 @y (x) T4+ Du(2) =0,

was wegen der vorausgesetzten Irreductibilitit der Gleichung (1) und
der gleichurtigen Beschaffenheit der Coefficienten der letzten Gleichung
mit denen von (1) unmdglich ist, und es wird sich daher jede
algebraische Function rational durch ihre Ableitung und die unabhingige
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Variable ausdriicken lassen. Ebenso wird ¢ (z, 2) = —d—[zfx(x)]

F(z) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, der geforderten
Bedingung geniigen, da die Relation

d@zF@)  d@EF) . ¢
P = e oder z,=12,+ T

, worin

unmoglich bestehen kann, weil, wie man genau ebenso einsieht, die
Losungen einer irreductibeln Gleichung, deren Coefficienten rationale
Functionen von z sind, sich nicht nur um rationale Functionen der
Variabeln unterscheiden diirfen; es wird sich somit jede algebraische
Function rational durch den Differentialquotienten dieser mit einer be-
liebigen rationalen Function von x multiplicirten Function ausdriicken
lassen. Dagegen wird sich die algebraische Function z nicht immer

- dz
rational durch z und den Ausdruck da darstellen lassen, wie man
z.. B. aus
dz
e, et B
ersieht, oder es wird sich nicht — was dasselbe ist — # stets rational
dlog z

durch z und g ausdriicken lassen, vielmehr sagt ein weiterer

Abel’scher Satz, mit dessen Ausdehnung wir uns nachher beschiiftigen
werden, nur aus, dass, wenn das Integral einer algebraischen Function
_sich logarithmisch ausdriicken lisst, wie in

az

—
——;— dz = log z,

dieser logarithmische Werth sich in die Form ; log w setzen lassen

muss, worin 0 eine ganze Zahl, und w sich rational durch z und

die unter dem Integral stehende algebraische Function, in unserem
dz

Falle durch 2 und -d;—, ausdriicken lisst.

Sei nun eine Differentialgleichung m'** Ordnung gegeben

. az dz a"z
(5)"""("”7yl)%;"'?/MzJTx—,W;"' )=O7

da™
in welcher y,, y,, - - y, irreductible algebraische Functionen von z
bedeuten, und nehmen wir an, dass diese Differentialgleichung ein
algebraisches Integral besitze, so ist leicht einzusehen, dass ihr im
Allgemeinen auch noch andere algebraische Integrale geniigen werden;
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denn sei jenes algebraische Integral durch die Gleichung definirt

(6) A ol (.’IJ, Y1, y2;"'yﬂ) Z 14 o (xyyly 3/27"'?//4)=O)
welche mit Adjungirung der Functionen y,, y,, - - - 4. als irreductibel
angenommen werden soll, so werden die Ableitungen von z durch #
selbst mit Hiilfe eben dieser Functionen rational ausdriickbar sein,
so dass durch Einsetzen dieser Werthe die linke Seite der Gleichung (5)
in eine rationale Function von # tibergeht, deren Coefficienten rational
aus , ¥, Ys, - - + Yo zusammengesetzt sind; da diese Gleichung nun
bekanntlich mit der irreductiblen algebraischen Gleichung (6) alle
Liosungen der letzteren gemein haben muss, so wird auch der Differen-
tialgleichung (5) jede Losung der letzteren geniigen, dieselbe also im
Allgemeinen x algebraische Integrale haben. Ist jene Differential-
gleichung eine lineare von der Form

d’lt dm dTIL—
(1) - - m_|_y dm_1+Y _2+ - Y.r=y,
worin Y, Yg, -+« Yo, y irreductible algebralsche Functionen bedeuten,

und ist jenes angenommene algebraische Integral, das durch die
Gleichung definirt wird

@)t o2, Y, Yoo Yo, y) &1 -
+ @2 (2, Yy, Ysy Yo, y) =0,
z. B. eine durch algebraische Irrationalititen darstellbare Function
@** Ordnung und ¢* Grades, hat also nach Abel*) in bekannten

Zeichen die Form
1 2 n—1

@-re=gq+ar”" +a&p" + -+ aap ",
worin ¢,, ¢;,- - - ¢»—1 algebraische Functionen u** Ordnung und ¢ — 1*»
Grades, »n eine Primzahl und p eine algebraische Function g — 1%
Ordnung sind, so wird nach den obigen Auseinandersetzungen, wenn o«
eine #»* Einheitswurzel bedeutet, auch

1 2 n—1
(10) -+ sv=0+ q@p" + @&’ p" + -+ + gar a7 p "
fir jedes ganzzahlige v ein Integral der Differentialgleichung (7) sein,

und da, wenn 2, z,,--- zo @ Integrale der Gleichung (7) bedeuten,
stets auch

Zl+zz+"’+zg
e
ein Integral der Differentialgleichung ist, so folgt aus der Addition der
Gleichungen (9) und (10) fir » =1, 2, --. » — 1, dass auch ¢, ein
Integral jener Differentialgleichung sein wird; da ferner die Function 2,

s

*) ,,Démonstration de l'impossibilité de la résolution algébrique des équa-
tions générales, qui passent le quatriéme degré* oeuvres compl. d’Abel tome I.
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der Differentialgleichung (7) Geniige leistet, also fiir jedes ganzzahlige r
und v, a="z, ein Integral der Diﬁ'erentialgleichung

arz o
an - Ty T sy

ist, so werden die Gleichungen bestehen

amz ar—
dwm+Y1dMI+ +YZ——y
s an (a—rv 2 ) dm—l (u—rv zv)
A L Y@ s) =,

aus denen, wenn v =1, 2,..-n — 1 gesetzt wird, folgt, dass
A" (s 4o T+ a0, )
da™
+ Yo+ o+ FatVrg,_)=0
ist, oder dass der Ausdruck
a2)--- - Z=z+ a7z, + a2+ --- 4+ a— =7y, ,
ein Integral der Differentialgleichung
PN T bt Yaz =0,

d. h. der reducirten Differentialgleichung von (7) sein wird. Bemerkt
man aber nun, dass der Ausdruck (12) vermoge der Gleichungen (9)
und (10) die Beziehung liefert

Z=gqp",
so ergiebt sich der folgende Satz:

Besitzt eine lineare wicht homogene Differentialgleichung beliebiger
Ordrung ein algebraisches Integral, das sich durch algebraische Irra-
tionalititen, also nach Abel in der Form darstellen lisst

1 2 n—1
G+ " + %P+t Gap ",
so st q, selbst wieder ein Integral jener Differentialgleichung, wihrend
die Grossen
l 2_ n—1
Gp", &P, prp "
Integrale der reducirten Differentialgleichung jener sind.

Untersuchen wir nun vorerst nicht die Form der algebraischen
Integrale — wir kommen spiiter auf diese Frage zuriick — sondern
suchen wir Folgerungen aus der Existenz eines algebraischen Inte-
grales der Differentialgleichung (7) fiir die Beschaffenheit anderer
algebraischer Integrale eben dieser Differentialgleichung herzuleiten,
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so ist leicht einzusehen, dass, weil alle Losungen der irreductibeln

Gleichung (8), wie oben gezeigt worden, Integrale der Differential-
gleichung sind, und somit auch die Summe dieser x» Losungen durch »
dividirt der Differentialgleichung geniigen muss, nothwendig auch

1
Z=-——”-q)1($, Y17 Y27 Ym7 ?/)

die Differentialgleichung (7) befriedigt, und diese somit, wenn sie
iiberhaupt ein algebraisches Integral besitzt, auch ein in den Coeffi-
cienten der Differentialgleichung rationales Integral hat, wenn die
Summe aller Losungen der Gleichung (8) nicht eine endliche ode:
verschwindende Constante ist; ist nun die Gleichung (7) eine homogene,
so kann dies in der That der Fall sein, und dann konnte man nicht
auf die Existenz eines-solchen in den Coefficienten der Differential-
gleichung rationalen Integrales schliessen — ist jedoch y von Null
verschieden, so kann nur dann ein constantes Integral z = C existiren;
wenn C- Y =y ist, in welchem Falle aber die Differentialgleichung (7)
durch die Substitution 2 — C = ¢ in die homogene Gleichung

dm dm—l
ey, v L ve—o

dx™ dz™ 1
itbergeht, und wir erhalten somit den folgenden Satz:

Hat die Differentialgleichung (7) ubeﬂumpt emn algebraisches Tntegral,
so hat sie stets auch ein in den Coefficienten dzese'r Differentialgleichung
rationales Integral, wenn sie wnicht eine homogene oder durch die Sub-
stitution 2 = § - cst. auf eine homogene zuriickfithrbare ist.

So wird z. B. die Differentialgleichung

az 2 3

e Tw %
das algebraische Integral

5 =ux+ x—%, also auch z, =1z — ¥
und daher auch das rationale Integral
‘ pmnta_,
haben, wihrend die Differentialgleichung
PR
die Integrale z, = ot , Bg=— #¥ und fir das rationale Integral
Z = -2—1+ng— = 0 liefert; die Differentialgleichung hat iiberhaupt kein

in z rationales Integral.
Wir wollen von diesem Satze eine einfache Anwendung machen;
nehmen wir an, dass man von einer linearen homogenen Differential-
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gleichung m** Ordnung
(13) - - - -

weiss, dass dieselbe m — 1 transcendente, nicht algebraisch auf
einander reducirbare Fundamentalintegrale und nur ein algebraisches
Integral besitzt, welches durch die irreductible Gleichung

5M+F1(x7 Yy, Y,,,)Z"—1+--°+E¢(x, Y, - Ym)=0

definirt sein mag, so wird nach dem Vorigen auch jede andere Losung
dieser Gleichung der Differentialgleichung (13) Geniige leisten; da
aber, wenn wir die erste Losung mit 2, eine andere mit 2, und die
m — 1 transcendenten Losungen mit Z,, Z,,--- Z,,_, bezeichnen,
nothwendig

Zg= 2+ w2+ w2y + -+ wn—1Zn—s
sein wird, worin m,, g, -+ w.— Constanten bedeuten, so wiirde gegen
die Annahme zwischen den transcendenten Integralen Z,, Z,,--- Z,,_1
eine algebraische Beziehung bestehen, also miissen w, = p,=---
= Wpn—1==0 sein, und somit alle u Losungen der obigen algebraischen
Gleichung die Form haben

amz an—1lz - dz

dx—m_i_ Ylggn__r_i_..»—!—ym_lﬁ—l- sz——=0

By €18y CoBy,y - Cu—14y -
und daher

s(l+e+e+--+er)=—F(z, Yy, Y5, ¥),

d. h. das algebraische Integral wird rational aus den Coefficienten
der Differentialgleichung zusammengesetzt sein. Ist I} = 0, so folgt

lezcacﬂ = F2 (x; Yl; Y27 Tttt Ym)7

d. h. es ist 2z, die Quadratwurzel aus einer in den Coefficienten der
Differentialgleichung rationalen Function, allgemein kann man schliessen,
. dass, wenn eine homogene lineare Differentialgleichung m** Ordnung m — 1
von eimander algebraisch unabhdngige transcendente Integrale und nur
ein algebraisches Integral besitzt, dieses letztere nothwendig die Losung
einer binomischen, in den Coefficienten, der Differentialgleichung rationalen
Gleichung sein wird, oder im speciellen Falle, dass, wenn eine lineare
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ein transcendentes und
ein algebraisches Integral besitzt, das letztere eine Wurzel aus eimer in
den Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdriickbaren Function
ist, und diese Untersuchung kann man verallgemeinern, indem man
statt der Voraussetzung des einen algebraischen Integrales die Voraus-
setzung nur eines Integrales macht, welches die gegebene Differential-
gleichung mit einer Differentialgleichung erster, zweiter Ordnung u. s. w.
gemein hat.
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Gehen wir nun wieder zu der fritheren Untersuchung zuriick
und nehmen an, dass die Differentialgleichung (7) ein logarithmisches
Integral von der Form

2= A logv
hat, worin 4 eine Constante und v eine algebraische Function von z
bedeutet, so ist vor allem klar, dass Y, = O sein muss, da die Ab-
leitungen von log v algebraische Functionen von z sind. Bezeichnen
nun v, v,,---v; die 4 Losungen der die Grosse v definirenden al-
gebraischen irreductibeln Gleichung

o @ Y, Yy Yaeg, )0 e
+ oz, ¥y, Yy r Yus, y) =0,
so ist wieder leicht zu sehen, dass auch
Alog v, Alog vy, -+ - Alogn
Integrale der vorgelegten - Differentialgleichung sein werden, da das
Einsetzen dieser Werthe wieder eine algebraische Gleichung in v

definirt, welche mit der obigen irreductibeln alle Losungen gemein
haben muss, daher wird auch die Function

logw, -+ logv, + - - - -+ logv; A
A 7 = 5 log (v, 0, - - m2)
der®Differentialgleichung Gentige leisten, und es kann v,9,---0;

keine Constante sein, da wegen Y,,=— O im Falle eines constanten
Integrales auch y = O sein miisste, d. h. die lineare Differentialgleichung
eine homogene wire; wir erhalten somit den Satz, dass, wenn eine
lineare nicht homogene Differentialgleichung ein logarithmisches Integral
Alog v besitzt, dessen Logarithmand v eine algebraische Function der
unabhingigen Variabeln ist, derselben jedenfalls auch ein logarithmisches

Integral % log w angehirt, dessen Logarithmand rational aus den

Coefficienten der Differentialgleichung zusammengesetzt ist, und worin A
eine ganze Zahl bedeutet.

Fiir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung werden sich
die beiden eben bewiesenen Sitze noch anders und allgemeiner fassen
lassen; denn sei zuerst die specielle Differentialgleichung erster
Ordnung

dz

dx

so beschaffen, dass sie ein algebraisches Integral hat, so wird dieses,
da sie nach dem Obigen ein anderes in z und y rationales Integral
besitzen muss, andererseits aber nur um eine additive Constante ver-
schiedene Integrale besitzt, selbst in « und y rational sein — also
der Abel’sche Satz; ist das Integral jedoch logarithmisch von der
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. - A o e .
Form A log v, so wird, weil ein anderes - log w existirt, worin w

rational aus # und y zusammengesetzt ist, und alle Integrale sich
nur um eine additive Constante unterscheiden,

| Alogv—-—logw-l— logc=—logwc

sein miissen, und es wird sich somit das logarithmische Integral
umgestalten lassen in ein #hnliches, in welchem der Logarithmand
rational aus # und y zusammengesetzt ist, oder es muss sich » in die
Form setzen lassen Wz, also wiederum der bekannte Abel’sche Satz.
Untersuchen wir nunmehr die allgemeine lineare Differentialgleichung
erster Ordnung

Lt eY=y,

in welcher Y und y irreductible algebraische Functionen sein sollen,
und nehmen von dieser an, dass sie ein algebraisches Integral besitzt;
es folgt dann aus den obigen Auseinandersetzungen, dass, voraus-
gesetzt dass sich ¥ von Y nicht nur um einen constanten Factor unter-
scheidet, jedenfalls auch ein algebraisches Integral jener Differential-
gleichung existirt, welches rational in z, y, Y ausdriickbar ist. Wir
wollen nun die Form eines jeden algebraischen Integrales jener Diffe-
rentialgleichung in Bezug auf seine Ausdriickbarkeit in z, y, Y
untersuchen; sei #, ein algebraisches, nicht gerade rational in jenen
Girossen ausdriickbares Integral, so wird nach dem Obigen noch ein
zweites algebraisches Integral z, existiren, fiir welche beide aus der
Form des allgemeinen Integrales

8= e-—‘fwx{c1 + e‘f”x ydw}, 8y = e—fwm{c2 fe‘ﬁdz ydx },
mithin
% — 3 —dex

€ — 6
—fYa

folgt, also e “ sich als algebraische Function von ergiebt; daraus
folgt aber, weil .

dex=log 51—51)

ist, nach dem eben bewiesenen Satze, dass jedenfalls
i f Ydzx = log w

sein wird, worin w rational aus z und Y zusammengesetzt ist, oder
dass

de:t y)
ist. Sei nun 2, = W das, wie ohen bevnesen, jedenfalls existirende
Konigsberger, Differentialgleich. 9
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in z,y, Y rationale Integral, so folgt, dass jedes algebraische Integral z,
der wvorgelegten Differentialgleichung von der Form

Zy= (g — ¢) 11/1_ +w

w

ist, worin w eine m x und Y, W eine in z,y, Y rationale Function
ist; so hat z. B. die Gleichung

dz . ;

dz e 7

die algebraischen Integrale
z=cVz + g z- a:%.

§ 11.

Herleitung charakteristischer Formen aus der Existenz
von Integralen linearer Differentialgleichungen, welche additiv
aus algebraisch-logarithmischen Functionen und Abel’schen
Integralen zusammengesetzt sind.

Gehen wir wiederum zu der allgemeinen linearen Differential-
gleichung m** Ordnung (7) zuriick und nehmen an, dass derselben
ein Integral von der Form geniige

(14) ----z=wu+ 4,log v, + Aylog v, + - - - + A, log v,

& & £
+fy1ds+fygds+ ---+fyzds,

in welchem wu, v;, v, --- vy, &, &, --- & algebraische Functionen
von &, 4, Yy, -+ Y2 ebensolche von s, und 4,, 4,, - - - A, Constanten
bedeuten. Setzt man diesen Werth in die Differentialgleichung ein,
so werden sich alle Differentialquotienten von z als rationale Functionen
VoD U, Uy, -t Vx, &, - ¢+ B2, ()8, + - (Y2)g, ausdriicken lassen, und es
wiirde somit z selbst eine algebraische Function von z sein, wenn
nicht wieder Y,, = O wiirde. Ist dies nun der Fall, und bildet man
die Function

t=oau+ e+ -+ axve + &+ -+ Bl
+ 7 (?/1)5, + -4 (yi)é,u

in welcher &, @, @y, B, B, ¥4, - - y2 willkiirliche Constanten
bedeuten, so ist bekannt*), dass, wenn man andere lineare Functionen

*) Abel, précis d'une théorie ete.
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eben dieser Grossen mit canstanten Coefficienten bildet, diese als #hn-
liche Funetionen sich rational durch ¢ und die Coefficienten derjenigen
Gleichung ausdriicken lassen, deren Losungen all' die bezeichneten
Grossen jener linearen Function sind, und die man sich herstellt,
indem all’ die irreductibeln Einzelgleichungen, deren Losungen resp.
Wy Ogyeor Uy By, oo B2 (Yy)s,, - - - (42):; sind und deren Coefficienten als
rational aus Y}, Y,,--- Y, ¥ zusammengesetzt betrachtet werden
sollen, mit einander multiplicirt werden. Bildet man nun soviel
lineare Functionen als Kinzelgrossen in Betracht kommen, so wird
eine jede derselben sich aus dem so entstehenden linearen Gleichungs-
systeme als rationale Function von ¢ mitin Y,,--- ¥,,_;, y rationalen
Coefficienten ergeben, und somit die linke Seite der Differential-
gleichung eine Function derselben Art werden. Denkt man sich nun
aber die algebraische Gleichung aufgestellt, von der eine Losung die
oben Dbezeichnete Function #, und welche mit Adjungirung der
Grossen Y., .- Y,,—q, ¥y irreductibel sein soll, so werden simmtliche
Losungen dieser Gleichung 0%*® Grades ¢, ¢,,- - - ¢ auch der in ¢ al-
gebraisch rational gewordenen Differentialgleichung geniigen miissen,
oder anders ausgesprochen, es werden.alle Werthe von z Integrale
jener linearen Differentialgleichung (7) sein miissen, welche aus dem Aus-
drucke (14) entstehen, wenn man fiir u, v,, ---vx, &, - &1, (4))z, - (Y2) g
diejenigen Werthe einsetzt, welche aus den rationalen Ausdriicken
in ¢ fiir eben diese Grossen hervorgehen, wenn man fiir £ der Reihe
nach ¢, &,,-- -5 setzt. Addirt man alle diese 2-Werthe, so ist der
0-te Theil dieser Summe wieder ein Integral jener Differentialgleichung;
da aber die Summe der # und das Product der entsprechenden
v-Werthe als Logarithmanden sich als rationale symmetrische Functionen
der ¢,,---ts rational durch die Coefficienten der #Gleichung, d. h.
durch Y,,--- Y,,—1,y ausdriicken lassen, da ferner die zu je einer
algebraischen Irrationalitit y, gehorigen Abel’schen Integrale sich
zu je p solchen Integralen addiren lassen, worin p das der Irra-
tionalitit zugehorige Geschlecht bedeutet, und die Grenzen der p Inte-
grale Gleichungen p*® Grades geniigen, deren Coefficienten wieder,
wie leicht zu sehen, rational und symmetrisch aus den #Gréssen,
also rational aus Y, Y,, .-+ Y;ry, ¥y zusammengesetzt sind, wihrend
die diesen Grenzen zugehirigen algebraischen Irrationalitéiten ratio-
nale Functionen eben dieser Grenzen wieder mit in den Grissen
Y, Y,, - Y, y rationalen Coefficienten sind, wozu jedoch noch
algebraisch-logarithmische Theile kommen, welche, wie aus dem
Abel’schen Theorem unmittelbar zu ersehen, selbst oder deren
Logarithmanden rational in Y,, ¥Y;,--- Y,_,;, y ausdriickbar sind,

so erhalten wir den Satz, dass, wenn einer Unecaren Differential-
9%
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gleichung
an P am—1y 1 dz

EC;,:—I-dem_I'F Y1 =Yy

cin Integral von der Form gewiigt

5 2
z=u—|—A,,logv1+---+Axlogv,+fylds-|—---—|-fyzd8,

worin u, v, - - vy, &, &1 algebraische Functionen von x, Yy, Ya, -+ * Ya
algebraische Functionen von s, A, A,,-- A, Constanten bedeuten, dann
auch stets ein Integral dieser Differentialgleichung von der Form

(@)----2=U++ B, logV—|—~-'+B.ulOg Ve

Zflds+ 5 /;ds

sein wird, worin U, V,, -V, rationale Functionen von Y,, Y, - Y1,y
(@)

ten

sind, O eine ganze Zahl und v die Losungen einer Gleichung p,

Grades bedeuten, deren Coefficienten rationale Functionenvon Y,, -+ Y, 1,y
sind, wnd fiir welche die diesen Grenzen zugehorigen Irrationalititten
rational durch eben diese Grenzen und die Coefficienten der Differential-
gleichung ausdriickbar sind.

Setzt man % = ¢, so folgt aus der Form des Integrales (a),

da die Summen von je p Integralen differentiirt symmetrische rationale
Functionen der oberen Integralgrenzen werden, dass £ eine in den
Coefficienten der Differentialgleichung (7), in welcher Y, =0 ist,
rationale Function wird, und dies ist fiir die aus (7) hervorgehende
Differentialgleichung

dm—l g

m— 2

progr +...+ 17"‘__1§=y

dx

dasjenige Integral, welches aus der Existenz eines algebraischen
Integrales dieser Differentialgleichung iiberhaupt — und dass diese
ein solches hat, folgt aus der Annahme, dass die Differentialgleichung
in # ein Integral von der Form (14) besitzt — als ein nothwendig
ihr zukommendes, in den Coefficienten der Differentialgleichung
rationales gefolgert wurde; wir konnen dies auch so ausdriicken, dass
die vorgelegte Differentialgleichung (1) unter der Annahme, dass sie ein
Inicyral von der Form (14) besitzt, reductibel ist in dem Sinme, dass
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sie e Integral mit der Differentialgleichung erster Ordnung
dz
% ar = F(z, Y, Yy, -+ Yy, ?/)

gemein hat, worin I" eine rationale Function bedeutet.
Greifen wir aus dem Ausdrucke (a) eine der Summen der
Abel’schen Integrale heraus, welche mit

71(9)

ZPZ'/.Yds
1

bezeichnet werden mag, so sind also, wie oben gezeigt worden,
70, @, ... q@® die Losungen einer algebraischen Gleichung pt
Grades

(b) o 11”+ @, (.’)9, Yl) o Ym—17 ?/)’ﬂp_1+ ot + mp(xy Yn o K/L—la ?I):O)
deren Coefficienten rationale Functionen von z, Y, - Y,,_{, y sind,
wihrend die zu diesen Grenzwerthen gehdrigen Werthe der Irratio-
nalitit Y sich mit Hiilfe der eben genannten Grossen durch die resp.
Grenzen rational ausdriicken. Bilden wir nun aus (b)

d")(e):f(x’ Y, Yy, o Yuy, 4, n9)dz,

worin f eine rationale Function sein wird, und multipliciren diese
Beziehung mit irgend einer solchen rationalen Function von 5@

und (Y),@

2@, (Ny0),
dass das links stehende Differential ein solches erster Gattung wird,
so folgt durch Summation nach ¢ von 1 bis p

p p
D, (N),0)dn@ = D¢ &1, (Ny0)f(z, Vi, Yo, y, @) da,
1 1

und da die Basis der rechts stehenden Summe eine rationale sym-
metrische Function von n®, n® ... n® ist, indem (Y),@, wie oben
gezeigt, rational von %@ abhingt, sich also der Gleichung (b) zu-
folge als rationale Function der Grossen z, Y, -+ Ypm—y, ¥y aus-
driicken lisst, und das sich rechts ergebende Differential vermoge
der fiir das links stehende angenommenen Eigenschaft auch eines
erster Gattung sein muss, so folgt durch Integration

(¢)

x n

.
(c)-~-/F<x, Yy, Yoo Yor, g da = D /53( Y)ds, .
1
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worin F' eine rationale Function bedeutet, und rechts und links In-
tegrale erster Gattung stehen; es ergiebt sich somit, dass fiir jede
Art von Abel’schen Integralen, die auf der rechten Seite von (14) in
dem Ausdrucke z fiir das Integral der linearen Differentialgleichung vor-
kommen, die Summe eines jeden Systems von Integralen erster Gattung,
deren Anzahl durch die den Integralen zukommende charakteristische Zahl
p bestimmt wird, gleich einem Integrale erster Gattung ist*), dessen
algebraische Irrationalitit eine rationale Function von x und den Coeffi-
cienten der Unearen Differentialgleichung ist, — deren Grenzen die
Lisungen einer algebraischen Gleichung sind mit i den Coefficienten
der Differentialgleichung rationalen Coefficienten, wdhrend die diesen
Grenzen zugehirigen algebraischen Irrationalititen rational durch die
resp. Grenzen und die Coefficienten der Differentialgleichung ausdriick-
bar sind.

Eine weitere Vereinfachung der Gleichung, welche die %© zu
Losungen hat, lisst sich fiir jetzt — wir nehmen das Problem nach-
her wieder auf — im Allgemeinen nur noch in einem, freilich recht
ausgedehnten Falle angeben, der eine besondere Wichtigkeit fiir die
Quadraturen, also fiir den einfachsten Fall einer linearen Differen-
tialgleichung

dz

a4z Y
hat, wie denn iiberhaupt alle bisherigen und noch weiter fiir lineare
Differentialgleichungen zu entwickelnden Sitze als einfachste Fille
die analogen Sitze fiir die Integrale algebraischer Functionen in sich
schliessen.

Es soll sich also im Folgenden um eine weitere Reduction der
durch die Gleichung (c) ausgesprochenen Beziehung handeln, ohne
dass specielle Reductionsfragen von Integralen, wie wir sie spiter
behandeln werden, schon hier aufgeworfen werden. Mag also in
dem Integrale (a) der vorgelegten linearen Differentialgleichung m'*
Ordnung ein zu einer binomischen Irrationalitit 3/R (5) gehoriges
Integral vorkommen, worin

'Rl (S) = (S — al)”l (S — a2)”z e (8 J— “g)"@
ist, und %, ng, -+ - n, ganze Zahlen bedeuten, von denen wir an-
nehmen diirfen, dass sie nicht simmtlich mit » einen gem#insamen
Theiler haben, so haben, wie gerade fiir diesen Fall der algebraischen

Irrationalitit von Abel selbst in seiner berithmten Arbeit iiber das
nach ihm benannte Additionstheorem niher ausgefithrt wurde, simmt-

*) wobei bemerkt werden muss, dass dieses auch identisch Null sein kann.
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liche Fundamentalintegrale erster Gattung die Form
F,(s)ds

VE &

wenn A irgend eine der Zahlen 1,2, ---n—1, F;(s) eine ganze
Function von s bedeutet, und die Zahl der von einander unabhingigen
Integrale erster Gattung

p=3{r—1(—1 —@—1)—@—1)—: - —(rp—1))
ist, worin v, den grossten gemeinsamen Theiler von % und #, + »,
+ .-+ m, v, den von % und #,, v, den von n und n,, - - - v, den

von n und n, bezeichnet. Unter dieser Annahme wird die Gleichung
(¢) die Form haben
(15) - - - Fﬂz(m)dm 4 -anz(’h)ﬁ ﬁ;z(np)dﬂ,,
V-R1 (m)l V'Rl ("72)2 VR1 (ﬂp)l
=F(, Y, - Yu_, y)dz,

worin die Grossen 7, 1, - - 1, Losungen einer algebraischen Gleichung
p** Grades

(16) : ’2"’+f1(x, Irl; ot Ym—ly ?/)?2"—1 + ot +)6P(x7 Yl; ot Ym—lay)=o

sind, wobeilf;, &, - - -fp rationale Functionen bedeuten, und nV R, (n,)
sich rational durch n,,’z, ¥y, - - - Y,—1, y ausdriicken liisst; die rechte
Seite wird ebenfalls das Differential eines Abel’schen Integrales
erster Gattung sein, und es soll hier, wie schon oben hervorgehoben
worden, noch nicht die Frage erortert werden, die wir spiiter aus-
fiihrlich behandeln, wann im Allgemeinen ein Integral der in der
' Differentialgleichung vorkommenden algebraischen Irrationalitiiten auf
niedere Integralgattungen fiihrt, sondern wir wollen hier die durch
die Gleichung (15) dargestellte Reductionsfrage zuerst nur fiir einen,
wie nachher gezeigt werden soll, sehr wichtigen Fall behandeln, in
dem die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende alge-
braische Function ebenfalls zu einer binomischen Irrationalitéit und
zwar mit demselben Exponenten »n gehort, so dass, da die rechte
Seite gleichfalls ein Integral erster Gattung sein musste,

(17) Tt F(x’ YU Y2: e Ym—la ?/)dx
=_I1(_x)dﬁ_ f(?’)lzx__ + -+ M
VE®@) VE(@)? VER@) !

sein wird. Dies wird also z. B. der Fall sein, wenn Y,, ¥,, - ¥,

rationale Functionen sind, wihrend y = ¢ (x, VR (x)) ist, worin ¢
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eine rationale Function bedeutet, oder auch, wenn Y,, ¥,-- Y, 4, ¥
simmtlich rationale Functionen von 2z und f/ITx) sind. Da man
nun in der Gleichung (15) die Grosse 4 die Werthe 1,2, ---n—1
annehmen lassen kann, so wird, wenn wir von vornherein 4 = 1 ge-
setzt denken, die Beziehung bestehen

(18) . Fy(n)dn, F, .(ﬂz)d% + - F, (nﬁ)d_zlll_
ny R, (n,) nVRx (,) . ny R, (ﬂp)
,{‘ (x) dx nfz () (\i.x ot fai@da ,
VE@ VE @) VER@yr—!
in welcher die Grossen %, 7,, - -- 7, Losungen einer algebraischen

Gleichung p*® Grades

19) -+ 9o, VE@) o=+ -+ + 90, VE@) = 0
sind, worin ¢;, ¢,, - -- ¢, rationale Functionen bedeuten, und

VR, (ne) sich rational durch #,, x, VR(x) ausdriicken lidsst. Be-
schreibt nun, # um einen Nullpunkt von E(z) einen solchen Um-
kreis, dass, wenn & eine primitive #%* Einheitswurzel bedeutet,

f/R(x) in & YR(z) tibergeht, so ergiebt sich aus (18) die Gleichung

20) . 7, (r") d P F, (n) d n® F, (5®0) an®
Ve, (D) V() V()
fi(@dx + f, (@) dx T fo_i(@dz ,
Vi@  #VR@? & VR@ !
bei einer nochmaligen Umkreisung
Vi) Vi 6f)
fi@) da f,(@) dz o fo—1(@) dz

821‘/17(:0’) s“{/R(ac)’ 52("_1)ny R(.av)"_'1

u. s. w., endlich

F (n»—1D)gpr—1D (n—1) dn (n—l)
22) - - - (o )"1_ oy BT
]/Rl(ngn—l)) ]/R ( (rn—1))
fi(@)dx f, @dzx bt fr—1(@)dz

sn—l _"'/m ’ E2 (n—l)'i/R(x)2 E(n—l) (r—1) "]/R(x)m
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worin n;“), ngx), e n;a) Losungen der algebraischen Gleichung

n — —1 ) n
@3) -+ 19" + g, (w, & 1/17(9«")) U R %(w, E“VR(x)) =
sind, wenn @, - - - @, die der Gleichung (19) zugehorigen rationalen

Functionen bedeuten, und VRl (n‘“)) sich stets durch eine vom Index

« unabhiingige rationale Function von #'* 0 @, € ]/R( z) ausdriicken
lisst. Multiplicirt man nun die Gleichungen (18), (20), (21), - - (22)
resp. mit 1, &, &, - -. &1, und addirt alle diese Gleichungen, so
folgt, da auf der rechten Seite die Summen der einzelnen Vertical-
reihen, wie unmittelbar zu sehen, mit Ausnahme der ersten ver-
schwinden, dass

(24) - 2h@82 _ Blodn, 4 Bldn, o SO,
VE®@ VB (ny) VR, (1) VR ()
F, (n)dnf) ne)ad o B
VR, () VR, () VR ()
By () dnf? F, (n§?) dng? IR (ny”)am,’
~2VR (n‘” VR, (1) VR, ()

¥, (ngn—n) dn(ln—l) F ( (n—l)) dn(n—l) ¥ (7’(::-—1 ) d n(n—l)

TOVRGED) YR GE) =Y B, ()

sein muss, und durch Zusammenziehung der rechten Seite dieser
‘Glleichung zu p gleichartigen Differentialen vermioge des Abel’schen
Theorems wird sich die gesuchte Vereinfachung des oben aus-
gesprochenen Satzes ergeben, die wir spiiter als einen ganz allgemein
giiltigen analytischen Satz wiederfinden werden. Nach dem Abel’-
schen Theorem ist bekanntlich mit der Gleichung

. (25) - = R (n)
die Gleichung
26) - o+ @Y+ @Y 4+ g Y1 =0,
oder

@7) - (@n +ag =+ ) + Gon + by )Y
+ (e et )P = 0
zu verbinden, worin die Anzahl der Constanten passend zu wihlen
ist, und es sind sodann in (27) fiir ¥ und Y zur Bestimmung der
Constanten alle auf der rechten Seite der Gleichung (24) vorkommen-
den Grossen 1 und die zugehdrigen Irrationalititen zu setzen, wobei
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es wesentlich ist zu beachten, dass hier die Anwendung des Abel’-
schen Theorems nur dadurch moghch wird, dass e=<}/R n“’)) auch

wieder ein Werth der Irrationalitit /R (n(“)) ist. Es ergeben sich
somit die Bestimmungsgleichungen

(28) - (ayn] + an] " + ) + Gont + bt + ) VE ()
+ @n +an” + I VEm? + - =0,

(29) -+ (aom; + ayn; ™"+ - + (Bon + bln;"+--)i‘/m;)”
+(con2+cm‘; + VR ) + -

(30) (@on” +an" ‘+ Y 4 (bon™ ,,zgn* e IVR )

+ @ + an® T )T VR GPR + - =0, '

B @ns +and ) + Gonl” + b T 4 )T VREDY
+ o™ + en® T )Y RGOR + - =0,

(32) (aoﬂ(2)+am(2)r )+ G BT ) VR D)
+ @ 4 e )T VR EPF 4 - —0,
(38) (@gn a4 )+ Gons” 00T+ )T VE D)
+ Con + T )T VRGPY + - =0,
34) -+ (@™ a4
™+ bl T ) e YR )
+ Ceon ™ +cn"“”’ + )Y R Gy A+ - =0,
(35) « -+ (a4 b T ) |
+ G bl ) VR ()
+ @™ any ™ )OI YR N A =0
;

beachtet man nun, dass, wie oben gefunden worden, Vn Rl(n(e"") eine
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rationale Function von n:)“) , @, &V R(w) ist, so wird durch Einsetzen

dieser Ausdriicke in die eben hingeschriebenen Bestimmungsgleichungen
sich das folgende System ergeben

36) a|go(w, VR@) o+ - -] + a9, (a, VE@)n" + -]+
+ b w0 (z, VE@) 7" + - -]+ b [ (e, VE@)n": + - ]+
+ o[, (z, VE@)e+ -] + afo(e, VE@) 4 -]+
B a[9(z, VE@)1 + -] + a [0, (a, VE@)r" + - ]+
+ b [wo(e, VE@)nt + -] + b [w. (e, VE@)r: + -]+
)n2 + - ]-I— =0

+ (o, VE@)ir+ -]+ @ [a(z, VR
#8) alg(e VE@)A"+ -]+ a oo, sVR(x)) R R
+ e, [%( el/m) ]
(

+s—1b[1x ) (1)z+ ]
4+ e—2c0|:coo(x, ¢VR(x) R(w))’iil) -]
+ & 2¢, [W, (x, eV/E( (93)) ’Yil ] =0

(39 w[u(e, VE@)n"+ -]+ a0 @, VE@) " +--]+--
+ &3, (9, (@, VE@) 0"+ -]

VE@) ™ + -]

++ 8_2%[ o(x E*)) oy ]
)il 4 =0

worin die Functionen ¢, ¢, @, -+ rational aus den in ihnen ent-
haltenen Grossen zusammengesetzt sind. Addirt man jetzt die ersten
p Gleichungen (36), (37) und die zugehorigen, nachdem dieselben
der Reihe nach mit

1 1

M Ng =vvc- Np

"712 7]22 ----- n:
p—1 p—1 p—1
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multiplicirt sind, so ergiebt sich, wenn man
o+t g, ==5

setzt und genau ebenso mit den anderen Gleichungssystemen (38),
(39), - - - verfihrt, das folgende System von Bestimmungsgleichungen
fiir die in den Grossen ¢ der Gleichung (26) enthaltenen Constanten

40) oo VED)Su+ -]+ a9 (o VE@) St - ]+ -
+ [, VE@) S+ -]+ [0 (o, VE@) Su+ -]+ -
+ ¢f 0, (2, VE@)Sut -]+ ¢, [0, (e, VE@)Sut - -|+-- =0
(41) f’o[%(xa (x))Sk¢+1+ ]+a1|:¢1(931?i/m)sh+1+”]+“
[%(»% 1»(x))S,0+1+--] b[ (%W@)St.ﬂ-#“]
+ -+ oz, VE®)Suart -]
+ ¢ [m,(a:, VR(E)Sm‘+1+..]+ =

42) g (e, VE@) SO+ - |+ o[ 9o, VR @) SO+ ]+ - -
+ et lo(o, VE@)SO+ -] o0, [ (e, /@) SO+ -]
oo e[, VE@)SD+ -]
+ et [0, (z, e VE@) ST+ -] =0 .
3)  ay 9oz, VE@) SO 4|+ [0 (2, eV E@) 5, 4 ]+
+ e[ (2, VR@) S+ ] el (o, VE@) ST+ -]
F o e[y (o, VE@)SY -]
+ 2, [0, (2, VR@)SY A -]+ - =

Da aber die Potenzsummen S@ sich rational durch die Coeffi-
cienten der Gleichung (23), also rational durch z und & VR (x) aus-
driicken lassen, so werden die letzten Gleichungen die Form an-
nehmen
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(44) -+ a, [ Ay + Buo VEE) + Coo VB@F + -
+ a iAm+Bmi'/R_<a?)+0m’i/RW+--- +---
+ by | Doy + By VE@) + Fo, VR @) + - --
+ 4 [ D+ By VR@ + Fio VR@F + - |+
4 6 [G + HoVED + LoV RG + -

T o [Coot B VED + L VRG] 4
+ e e e e e e C e e e e e e e e e e =10
(45) - -- - a, _AOI + B(niL/R(;)'l' 001{/R(x)2+

+ a ~A11+Bunl/m+oui/R(x)2+"' +---
T b _D01+E01{/17@+F017VW+“

I

+ 0 [ Dt EaVE@ + FL VRGP + - [+
(46) -+ ay [ Ay + By V@) + Coo SVR@! + - -
+ a [A10+Bme$/§(w")+0mez-’i/m+... T
ey | Dag o+ Fog eVE@) + Foo 2 VR + -+

+ Y, [D,0+EIOE"VJT(;HEOEWWJr... 4+
+ e I:GOO + Hy, e VE@) + L, VE @) + - - ]

+ et [Gro ot oy e VE@) + Lo VRER + -] + -

I —0
(47) - - oy [ Ay + Boy e VEG) + G @ VEGF + -]
+a [ A+ Biy e VEG) + O SVEG@P + -]+
+ 610y | Cou + Doy e V@) + By VRGP + - ]
+ 6740, [Cu 4 Dy ¢ VB@) + By VRGP + -] 4+ =0
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(48) - ay | Ago+ Boy #VE@) + Coo #VEGF + - -
+ a, [ Ao+ By, @VE@) + Cp = VR @) + --

+ &=2by | Dy + Foy & VE@) + Fyo et VE @) + --

+ &b, [ Dyy + By VR(@) + Fy et VE@)E + - -

+ e, [GM+ Hyo & VR@) + I, & VE @) + -
+eta Gt Hyy e VR@) + Ly o VR@F + -

| —

+

+

+

I
S

worin die Grossen 4, B, C, : - - simmtlich rationale Functionen von .
z bedeuten.
Fasst man nunmehr die Gleichungen (44), (46), (48), - - - auf und
addirt dieselben, so folgt, wie unmittelbar zu sehen :
(49) -+ - Ay + Ajoa, + - - +E00‘W(x_) b, +
+Eloil/R(x) b+ -+ oo nl' R(z)* ¢, + 4 ’i‘ R(x—z—cl + =0

multiplicirt man die Gleichungen (44), (46), (48),--- resp. mit 1,
el g2 ... g (=1 ynd addirt dieselben, so folgt:

'(50) -+ Boy VR (@) ay+ Byo VR@) o+ -+ + Foo VE@' b, +
FoVE@Eb + -+ K VR@P 6+ Ko VE@P ¢+ - - = 0;

multiplicirt man jene Gleichungen mit 1, &—2, &%, ... & 2(—1 und
addirt wiederum, so erhilt man

B1) -~ Coo VR@F a4 CoVE@ a4 -4 -+ =0
u. s. w., und man sieht unmittelbar, dass die Gleichung (50) durch

VR (z), die Gleichung (51) durch VR (x)?, ete. dividirbar ist, so dass
sich fiir die Bestimmung der Coefficienten ay, @, - - - by, by, <+ Co, €1, -+
die linearen Gleichungen ergeben

(52)""“oo“o+“10“1+"'+500Wb0+510%(_w)'b1+
F o VE@P ¢o + o VR@P e, +--- =0 ‘

(B3) -+ ag a0+ a8+ - -+ b,, VE@) b, + bu”l/ﬁ(z‘—)bl-l- .
+ ¢, VR@Ec, + ¢, V@2 e, +-- =0
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(54) ---- 0500+ 050, + "'+502"VR‘(x—)bo+Blz1i/I_a_(x_)b1+'“
+ ¢z ’VR(""")Z ¢+ ¢ WW%‘I‘ <=0

in welchen wieder die Grossen a, b, ¢, - - - rationale Functionen von
z bedeuten; hieraus folgt aber unmittelbar

ay=P,, a,=P,,---
bo= @ VR @)=, by— @ VR@y—,-
Co = R() ’i/ﬁ (x)n——ﬂ’ ¢ = Rl !VI—%-(;)?:Z); e

u. s. w., worin Py, P, --- @, @, ---R,, R,,--- rationale Functionen
von z sind. Gehen wir nunmehr wieder zu den Gleichungen (25)
und (26) zuriick, so ist bekanntlich nach Bestimmung der in den
Functionen g¢,, ¢;, ¢;,-- vorkommenden Constanten die Grosse Y
zwischen diesen beiden Gleichungen zu eliminiren; das Resultat der
Elimination ist offenbar

©5) -+ (904 @ VR(n) + & VRGP + -+ ) <
(004 e VB + a8 VRGP +---) -
(t0+ e VR @) 4 g2 e— VB ) +---) =0,
“oder mit Beriicksichtigung der oben fiir a,, by, ¢, - - - @y, by, ¢, - -
gefundenen Werthe
©6) { (P + Pr—14--) +
(@ + @t + ) VEGr— VR () +
(Row + Rort=* + -+ ) VEGyF = VE @GP + -} <
(B 4+ P4 ) +
(Qon + Q=" +) e VR @y VR, (n) +
(Bow' + B =+ ) YR @y VR + - }

oder endlich, wie unmittelbar zu sehen, mit Beriicksichtigung des
Grades der resultirenden Gleichung, wenn (% 4 1)p = N gesetat
_wird,

(B0 -0+ & @) 0" + 2y (2) gV 2+ -+ Qy—1(2) 1 2w (2) =0,

worin &, (), - - - &y(«) rationale Functionen von z sind. Bildet
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man ferner das Product

(n—m)(m—m)(n—mp) (7 — ") (0 — )
(Y g — ),

so ist dieses nach der Definition der Grossen % vermoge (23) gleich

n—1 N "o

] {n" + o (@, “VE@) w4 + 9y (z, VR (x))},

0
also selbst wieder ein Polynom von der Form

(58) - - ¥ @, (@) g2 e By, (2),

dessen Coefficienten rationale Functionen von z sind. Die np Inte-
grale der rechten Seite der Gleichung (24) addiren sich nun aber
zu p gleichartigen Integralen, deren obere Grenzen Losungen einer
Gleichung p*" Grades sind, deren Polynom durch Division der Polynome
(57) und (H8) erhalten wird, die also wiederum Coefficienten besitzt,
welche nur von z rational abhiingen; ferner kann die Gleichung (26)
vermoge der oben fiir die Grossen a, b, ¢, - - - gefundenen Werthe in
die Form gesetzt werden

Y Y 2 Y n—1
n +0<nﬁ +~-+M(7¢f: —o,
VE@ VE@ VE @
in welcher 4, B, C,--- M rationale Functionen von 5 und z bedeuten,
und aus welcher in Verbindung mit der Gleichung (25) oder mit

Y \'_Rm
ViRw) . *@

fiir die der Gleichung (58) geniigenden Werthe von % die zugehdrigen
Irrationalititen ¥ zu berechnen sind; da nun aber hieraus sogleich

A+ B

zu ersehen, dass sich im Allgemeinen die Eliminationsgrosse —

VE(@)
als rationale Function der Coefficienten der beiden eben hingeschriebenen
Gleichungen d. h. als rationale Function von % und x ergeben wird,
so folgt der Satz, dass, wenn in dem Ausdrucke (14) fiir das Integral
der linearen Differentialgleschung ein zu einer binomischen algebraischen

Irrationalitit VTR, (H) gehiriges Abel’sches Integral vorkommt, und die
Cocfficienten der Differentialgleichung rationale Functionen der wnab-
hiingigen Variabeln x und einer binomischen algebraischen Irrationalitit

V R (x) sind, deren Wurzelexponent derselbe ist, stets swischen den zu-
gehorigen  Integralen erster Gattung dic Transformationsbezichung be-
stehen wird
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(59) - - - F,(H,)dH, F,(H)dH, , | Fii,)dH, _ nh@dz
VE@E) VR, VR (H,) VE@®
in welcher H,, Hy, --- H, dic Losungen einer Gleichung p'* Grades
sind -
(60) - - -+ H? + w,(z) HP—' + a,(x) H*~% + - - - 4 @y(x) = 0,
deren Coefficienten rational von x abhingen, wihrend die diesen. Werthen
zugehiorigen algebraischen Irrationalititen eine rationale Function dieser

Liosungen und der Grisse x multiplicirt mit der Irrationalitiit %/E@_)
gleich sind.

Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass, wenn H die
Losung einer algebraischen Gleichung (60) p*® Grades mit in z ra-
tionalen Coefficienten bedeutet, und es ist

VA
VE@

fiir jede Losung H jener Gleichung p*® Grades, worin F' eine rationale
Function bedeutet, dann durch Differentiation der Gleichung (60)

dH =f(z, H) dx
sich ergiebt, worin f ebenfalls rational ist, und daher
F,(H)dH _ F,(H)f(z, H)do
VR (H) F(z, H) /R (z)
setzt man auf beiden Seiten dieser Gleichung fiir H die p Liosungen
der Gleichung (60) ein und addirt die Resultate, so erhilt man

= F(z, H)

2 F(HydH, H)f@, H,)  ag
¢ YE@E) r @t Yr@
und da auf der rechten Seite — izin vor die Summe gesetzt und die

VE@)
iibrig bleibende Summe, als rationale symmetrische Function der
Losungen der Gleichung (60) betrachtet, rational durch die Coeffi-
cienten derselben also durch x ausgedriickt werden kann, so folgt
eine Gleichung von der Form

F(H)dd, | F@HEydd,  FH)AE, g @)dx
VE@E) YR VE@E)  YR@
"welche der Beziehung (59) analog ist.*)

*) Es mag bemerkt werden, dass der obige Sat# einfacher hiitte eingesehen
werden konnen, wenn man unmittelbar von der Symmetrie der rechten Seite

% —
der Gleichung (24) in Bezug auf die n Werthe von V'R (x) ausgegangen wiire,
doch sollte an dieser Stelle des Folgenden wegen die Methode der Herstellung
der Gleichung (60) angegeben werden.

Konigsberger, Differentialgleich, 10
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Die Verallgemeinerung dieses Satzes wird, wie schon oben hervor-
gehoben worden, spiter gegeben werden, wenn erst die Natur der
auf einander transformirbaren algebraischen Irrationalitéiten, welche
im gegebenen Integrale der Differentialgleichung sowie in den Coeffi-
cienten derselben vorkommen, niher erforscht sein wird.

§ 12.

Anwendung der Reductionsformeln auf die Behandlung der
Frage von der Zuriickfiihrbarkeit hyperelliptischer Integrale auf
elliptische und hyperelliptische niederer Ordnung.

Um eine Anwendung des im vorigen § bewiesenen Satzes zu
geben, wollen wir denselben zuerst zur Untersuchung der Frage be-

nutzen, wann die Differentialgleichung
' - -t d
(61) - - - - dxi + Y, ; AT Ym_1§%=y,

in welcher Y, Y,, --- Y,y und y rationale Functionen von z und

VR (z) sind, und R(z) ein ganzes Polynom 2p -4 1*» Grades von z

bedeutet, ein Integral von der Form

62)----z2=u-+ A logv,+ ---+ A, log v,

+j§1ds+f;2ds+---+f;;ds .

haben kann, in welchem auch elliptische Integrale vorkommen sollen —

wm

fiir den einfachen Fall der Differentialgleichung % =y die Frage von

der Reduction hyperelliptischer Integrale auf elliptische. So wird
z. B. die Differentialgleichung
d%z 1 dz —4x*4 92— 2x—1
[(x*—1) (82® — 62 — 1)]%

da? + (@*—1) Bx®—6x—1) dx

durch das elliptische Integral befriedigt

1 S ds
g = —_————,
, 3.[1/(8’— 1)@s+1)

n=42’— 3z

in welchem

ist. .

Es war im vorigen § gezeigt worden, dass, wenn die Gleichung
(61) ein Integral von ¥ler Form (62) hat, nothwendig, wenn das in
(62) der Voraussetzung nach vorkommende elliptische Integral durch

f;(s, Vo)) ds
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bezeichnet wird, worin f eine rationale Function und

@(s) =s(1 —s) (1 —c?)
ist, jedenfalls, weil in Gleichung (59) p =1 und F,(H)=1 zu
setzen ist, auch ‘

dH 2f(x)dx
(63) Vo) ~— VR@ _
sein muss, worin H nach Gleichung (60) eine rationale Function von z,
Vo (H) sich durch eine rationale Function von x multiplicirt mit
V R (x) ausdriicken lisst, und das auf der rechten Seite dieser Gleichung
stehende hyperelliptische Differential eines erster Gattung ist; die Frage
ist somit darauf zuriickgefiihrt, die Bedingungen fiir die in den Coeffi-
cienten der Differentialgleichung Y,, Y,,: -+ Y,y y vorkommende
Irrationalitit )/ R (x) zu untersuchen, fiir welche ein zu ihr gehdriges
Integral erster Gattung auf ein elliptisches Integral erster Gattung
reducirbar ist, wobei die Transformation, wie oben gefunden, stets eine
rationale sein wird.
Suchen wir zuerst Eigenschaften der rationalen Transformation
festzustellen, welche das elliptische Integral erster Gattung
dy
Yyt —y) (1 —c*y)
in ein hyperelliptisches verwandelt. Sei dieselbe
U a+az+a2 - +a,a"
64) - y=5p= Tfb ot bat - Fb 0 7

“so folgt .

aUu av
(65)"--- dy = i T
Vy(l—y) (1 —c*y) VOV —=U)(V—¢l) ’

setzt man voraus, dass U und V nicht gemeinsame Factoren besitzen,
so werden nicht zwei der Factoren
U,V,vV—-U, V—-c&U

dieselbe Losung haben konnen, ausserdem ist bekanntlich jede doppelte
Losung des Polynoms unter der Quadratwurzel ein Theiler des Zihlers, da

UESFY) LAY ) JUUSLLIBEN SLAE /gt
ist, und machen wir nun die Voraussetzung, dass m > #, so wird der
. Grad des Radicanden 3m -+ % sein, so dass, wenn das durch die
Transformation zu erhaltende hyperelliptische Integral erster Gattung,
welches zu einem Polynome R(z) vom 2p-} 1*» Grade gehtren mag, eine

ganze Function x'* Grades (x <p) im Zihler haben soll, weil

V%—g —U % vom m - » — 1** Grade ist, das Polynom unter

10*
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der Quadratwurzel m -+ n — 1 — x Doppelfactoren besitzen muss,
und sich somit die Beziehung ergiebt

2m+n—1—2x)+2p+1=3m+n

welche zwischen dem Grade des Zihlers und Nenners der Trans-
formation besteht, wenn der Grad der ganzen Function von z, welche
den Zahler der Function unter dem hyperelliptischen Integrale erster
Gattung bildet, der x* sein soll.

Erwigt man nun andererseits, dass das Polynom unter der
Quadratwurzel der rechten Seite der Gleichung (65) die willkiirlichen
Constanten

oder

. @ Gy, vt Gmy by, by, e bn und &
enthilt, deren Anzahl
mt+n+2=2n+2(p—=x +1

ist, und dass die Festsetzung, dass dieses Polynom
m+4n—1—x=2n+42p—3x—2

Doppelfactoren besitzen soll, bekanntlich die willkiirlichen Constanten
eben sovielen Bedingungsgleichungen unterwirft, so sieht man un-
mittelbar ein, dass nock x + 3 Constanten willkiirlich bleiben. '

Fiir den Fall dass m <, liefern genau dieselben Betrachtungen
dasselbe Resultat, wihrend sich n=m 4 2(p —x) — 1 ergiebt.
Ist endlich m = n, so wire das Polynom unter der Quadratwurzel
im Allgemeinen vom 4" Grade, und da dasselbe durch Herausnehmen
von Doppelfactoren immer nur wieder ein Polynonf paaren Grades
werden kionnte, so muss, wenn jene Transformation das oben Ver-
langte leisten soll, unter 4 eine der Zahlen 1 oder ¢* verstanden,
eine Reihe von Beziehungen der Form bestehen

bm = lam, bm—l == I.a,,,_l, v b/. = lah,

so dass der Grad des Polynoms unter der Quadratwurzel der 3m 4 h — 1%

wird; bemerkt man ferner, dass sich der Grad von V% — U%,

wie unmittelbar zu sehen, auf den m + h — 2%® reducirt, so folgt
wiederum die Beziehung

2m+h—2—%)+2p+1=38m+h—1,
m=h+2(p—x) —2.

Da nun aber in diesem Falle die Anzahl der willkiirlichen Con-
stanten m 4 h 4 1 ist, und die Anzahl von m 4k —2 — x Doppel-
factoren ebensoviel Bedingungen zwischen den Constanten nach sich
_ zieht, so bleiben wiederum, stets abgesehen von den mehrfachen

oder
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Werthecomplexen der aus den Bedingungsgleichungen folgenden Con-
stanten, % 4 3 willkiirliche Constanten iibrig, somif in allen Fillen
dieselbe Anzahl.

Es giebt somit zu jedem Geschlechte p und zu jedem Grade »*)
ein hyperelliptisches Integral erster Gattung, welches auf ein elliptisches
zuriickfihrbar ist, und zwar enthdlt dieses unabhdngig von dem Grade
der Transformation noch x -+ 3 willkiirliche Constanten.

Da die Anzahl x 4 3 der willkiirlich gebliebenen Constanten
grosser wird mit wachsendem Grade des Zihlers der Function unter
dem hyperelliptischen Integrale erster Gattung, so kann schon hieraus
geschlossen werden, dass, wenn ein hyperelliptisches Integral erster
Gattung auf ein elliptisches Integral reducirbar ist, wicht jedes zu der-
selben Irrationalitit gehorige hyperelliptische Integral erster Gattung
ebenfalls auf e elliptisches Integral muss reducirt werden konnen.

“Es ist aber nun eine weitere und wichtigere Frage zu erbrtern,
nidmlich ob zu jedem Geschlechte p auch wirklich immer eine solche
TIrrationalitit VR (x) gehort, dass alle zu dieser gehirigen hyperellipti-
schen Integrale auf elliptische reducirbar sind, und das zur Untersuchung
dieser Frage angewandte Princip wird uns zugleich zur wirklichen
Herstellung reducirbarer Integrale fiihren.

Um fiir die Untersuchung dieser Frage die grosste Anzahl ver-
wendbarer Constanten zu haben, miissen wir fiir x die grosstmog-
liche Zahl d. h. p — 1 wihlen, in welchem Falle, da fiir m > n
m=mn-+2(p—x)—1 war, m =n 4 1 sein wird; nehmen wir
nun die zum niedrigsten Grade gehorige Transformation, welche zu-
gleich vermdge der oben aufgestellten Bedingungsgleichungen fiir den
.Integralmodul ¢* mehrere Werthe liefert — wir werden sehen, dass
~ diese kleinste Transformationszahl in der That p Werthe fiir den
Integralmodul liefert, also p selbstéindige elliptische Integrale — so
wird, weil 3m 4+ » >2p + 1 sein muss, 424+ 3 >2p 4 1 oder

,,>?'2‘1

folgen, und somit, da n den kleinsten Werth haben soll,
fir p=2=x n=umx
fir p=2nx+4+1 n==m-41

sein. Ist L n ==, also m==x 4 1, so ist der Grad von

avu av
dx —U dx -

der 2x%, der Grad von U V(V — U) der 3= + 2%, so dass, wenn

v

. *) Der Grad x eines hyperelliptischen Integrales erster Gattung soll durch
den Grad des Zahlers der Function unter dem Integral definirt sein.
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wir ¢® der Bedingung unterwerfen, dass ¥V — c*U einen und nur
einen Doppelfactor besitze, die gleich Null gesetzte Discriminante,
welche in ¢ bekanntlich vom 2z = p*® Grade sein wird, p Werthe
fiir ¢* liefert, withrend der Zshler des Differentials vom 2z —1 — p —1te»
Grade, und das Polynom unter der Wurzel vom Grade 3w 424 = —1
=4n 4+ 1 =2p 4 1 ist, wie es sein soll.

Ist dagegen II. n == 41, also m=x -+ 2, so wird der
Grad des Zihlers des transformirten Differentials der 2m - 2%;
werden nun die Constanten der Transformation der Bedingung unter-
worfen, dass einer der Factoren des Polynoms UV (V — U), also
z. B. V— U einen Doppelfactor besitzt, wird ferner ¢® so bestimmt,
dass auch V—¢® U eine doppelte Losung zukommt, wofiir sich aus
der Discriminante, wenn man von dem einen bei der eben getroffenen
Festsetzung bereits benutzten Werthe c?=1 absieht, 2(x 4+ 1) —1=p
Werthe ergeben, so wird der Zihler wieder den Grad 2 =p — 1.
und das Polynom unter der Quadratwurzel den-Grad 4= 4 3 =2p-1
annehmen. Bezeichnet man somit in beiden Fillen die p in Be-
tracht kommenden Losungen der Discriminante mit ¢2 ¢,? - - - c; , SO
erhilt man, wenn man beachtet, dass die Verschiedenheit der Poly-
nome unter der Wurzel nur vom Factor V' — ¢ U herriihrt, die folgeéh-
den Beziehungsgleichungen:

I. fiir den Fall, dass p eine gerade Zahl lst
an
Vol —m) A —a’n’)

=‘/\__ (“1+ﬁ1x+71w2+"'+"lmp_l)dw o

Gty @Ry (a—1, N@—p) - (s

V () ()
fVﬂl—n)(l—cs W

66 (a2+ﬁzx+y2x2+ 4wt da o
CN= [ et (az—l )(m__gl ..(x__g ‘)
. d']

Val—mn) 1 —cZn)

. (e, + Bz +y,2° + - -+ 92" )dx
l_/]/(x—l,)(a:——l.g)"‘(x—l}_gﬂi‘z)(w—ﬁl)“-(x—a_’]—_l)

2

o

fiir die Substitution
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5
a+taorx+ax4---+a x
%
(67) - +v- g = >
t+bat+bat 4 b @
ER
worin simmtliche p 4+ 2 Constanten a,, a,, - - - by, b, - - - willkiirlich
geblieben,

II. wenn p eine ungerade Zahl,

f Vn(l—n) (1—c1 n

(v +pztna’t - frna? )z -
/ V(w—mx—zz) ( i,,f;,_s)(x—uo---(x;uﬁ_z_j)

an__
Vi@ —n) 1 —eln)

(68) / (“2 + B8+ 2+ -4 "’gwp—l)dx o
V(x—l)(x—m ( 3p+d)ia’c”—el>~-(w—e,,_1)
-1
fvn<1—n>(1—c2n> -

: (e, + +8 a:—|—ypa;2+ +wpxp— )d;(r:i -
/V(m—zl) (a,—zg) ( )(x—a,) (x—E];_il)“

“fiir die Substitution

23
a0+al$+-~~+ap+3w2
417

(69) -+ n= 2 o
t4+bae+ -+ b, 2
o

in welcher zwischen den p 4 3 Constanten «,, a,, - - - by, by, - - nur
“eine Bedingungsgleichung besteht, also wieder p - 2 -derselben
willkiirlich bleiben.

Will man nun fiir den Fall, dass p eine gerade Zahl ist, in den
Gleichungen (66) iiberall dieselbe Irrationalitéit des hyperelliptischen
Integrales erhalten, so wird man die willkiirlich gebliebenen p -4- 2
Constanten @ und b so bestimmen miissen, dass y, = ¢, = - - =g,

wird fir ¢ = 1,2, ..- £ _ 1. da aber die Anzahl der Integrale
q 2 ) 2 ? g
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p ist, so wird fiir ein gerades p (% — 1) (p—1)<p - 2 sein miissen,
d. h. p nur gleich 2 oder 4 sein konnen, wenn Gleichheit der Poly-
nome stattfinden soll, und es werden fiir p =2, also 2p 4+ 1 =25
noch 4 Constanten, fiir p = 4, also 2p 4+ 1 = 9 noch 3 Constanten

willkiirlich bleiben. Betrachten wir dagegen den Fall, dass p eine

ungerade Zahl ist, so wird (p — 1) _19_;_1 <p+2,d h p nur

gleich 1 oder 3 sein konnen, und es werden fir p=1, also 2p+1=3
noch 3 Constanten — der Transformationstheorie der elliptischen
Integrale entsprechend — fiir p =3, also 2p 4+ 1 =T ebenfalls
. noch 3 Constanten willkiirlich bleiben, und dieselben Resultate er-
geben sich fiir m <<n. Wir erhalten somit den Satz, dass im All-
gemeinen nur  fir elliptische Integrale wnd hyperelliptische Integrale
erster, zweiter und dritter Ordnung soviel Integrale erster Gattung, als
das Geschlecht anzeigt, existiven, welche zu gleicher Zeit auf je ein-
elliptisches Inmtegral reducirbar sind, oder fir welche simmiliche Funda-
mentalintegrale crster Gattung durch eine Swmme clliptischer Integrale
darstellbar sind, deren Anzall dem Geschlechte des hyperelliptischen
Integrales gleich ist, indem die oben gebrauchte Transformation
niedrigsten Grades offenbar die geringste Anzahl von Factoren unter
der Quadratwurzel liefert, welche von den verschiedenen Werthen
des Integralmoduls abhingen.

Wenden wir die eben gemachten Auseinandersetzungen auf den
Fall p = 2 an, iiben also auf das Integral

dn
Va(t —mn) @ —c*p)

die rationale Transformation zweiten Grades*) (wir wihlen hier
m < n)
a, + a,x

"= T b w F bt
aus, so folgt

cdy .
Vo (—mn) (1—c*n)
L (—abya*—2a.b,2+a —ayb)dx .

V gy 2) (1 545, 29 (1— g by ) by 22) (1—c*ay+ (b, ag) ot by 27

und wenn wir die Constante ¢® der Bedingung unterwerfen, dass

1— cfa, + (b, —cta) x + bya?

*) Dags eine Transformation ersten Grades nicht ein elliptisches Integral
in ein hyperelliptisches tiberfihren kaun, ist unmittelbar einleuchtend.
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zwei gleiche Factoren haben soll, oder dass ¢® der Gleichung geniigt
(A) -+ (b —ay)’ — 4B, (1 —*q)) =0,
so wird der Factor

Vo, (v — _62_912.;;";)

vor die Quadratwurzel treten und fiir jeden der beiden aus (A) sich
ergebenden Werthe von ¢? im Zihler enthalten sein.

Nennen wir die beiden Losungen von (A) ¢,? und ¢? so wer-
den sich fiir dieselbe Substitution die beiden Gleichungen ergeben

— c,%a;, —b
Y o

V"l(l—m(l_clzﬂ) V(ao‘l'anx)(l+blm+bzx2)(1*a0+(b1_“1)w+b2w2)
und

—a Vi _i@:i)
an a, Vb, (x ey, dx

Vat-mt—an  Viatan @+batt,e)(i—a+0—a)o+e)’

und somit zwel verschiedene Integrale erster Gattung, welche zu
derselben Irrationalitit gehoren, auf je ein elliptisches Integral zu-
riickfiithrbar sein und zwar durch ein und dieselbe Substitution
niedrigsten, hier des zweiten Grades. Bringen wir zur Vereinfachung
dieser Beziehung das hyperelliptische Integral erster Ordnung auf
seine Normalform, indem wir die 4 willkiirlich gebliebenen Constan-
ten so bestimmen, dass das Polynom die Losungen O und 1 an-
nimmt, also

0,=0, 14+b —a, +b=0

ist, und fithren statt der beiden noch iibrig bleibenden willkiirlichen
Constanten die Grossen % und i durch die Beziehungen ein

b b b, b,
s et R S

so folgt leicht
y=x%x+1i, b=xk, o =>0+%1+1), a=0,

und aus der Gleichung (A) die beiden Werthe

s WatVay e (e —Va)
A+xna+1n > 7 A+w Qa4+’

so dass die oben aufgestellten Beziehungen zwischen den beiden ver-

schiedenen hyperelliptischen Integralen erster Ordnung und den

elliptischen Integralen mit Beriicksichtigung des Zeichens die Form
annehmen :

451
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- (@Vri41)dz _
Ve(l—2)Q+»x) 14+ 2Az) (1 —xlx)

n

1 dn

/(1 142 " 2
R Ve (1= akaten )

0
und

- (zVx2—1)dx _
Ve(l—a) 1+ nx)(144z) (1 — »dx)

va 142 : -
(+”)(+)/V7}(1—’7) - (Elil,-lu)(lfﬂli')l) 71) | :

und zwar vermoge derselben Transformation

_ 4w a+ne
A+ x2) (1 +az)

wiirde man die Transformation zweiten Grades, fiir welche m > n
ist, anwenden, also

gt aozrtax’
= 1+6,z

so wiirde man auf das hyperelliptische Integral

(@ +bx)de
/Vx(x—l)(w—a)(w_ﬁ)(w_ u+"‘:__1)

gefithrt werden, welches ebenfalls auf elliptische Integrale reducirbar
ist und sich von dem obigen nicht wesentlich unterscheidet; es sind
dies die bekannten Jacobi’schen Integrale.

Wendet man auf das elliptische Integral nicht die Transformation
niedrigsten, also zweiten Grades, sondern z B. die dritten Grades
an, so folgt, wenn man das elliptische Integral in der Form

dn
Vin—a) (n— ) (n — o)

zu Grunde legt und darauf die Substitution

a, + a, z + a, 2 + ®
by + b,z + ba*

anwendet,
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d
) =S
(b b,z b,2) (@, + 20,2 4 327 — (@, + a,x + a2 + 2% (b, + 2b, @)
- (by+ by 48,27 (2°+ (@5 — @, 0) &+ (@ — o, b) w4 (a, — e, )
(@*+ (@, — e by) 2+ (@, — oy b))+ (@, — @, b))
(#*+ (0, — e by) @+ (a, — g b,) 2+ (@4 — 1, by))

und es sind nun die Constanten so zu bestimmen, dass unter der
- Quadratwurzel der rechten Seite, nach Absonderung der Doppel-
factoren, nur ein Polynom 5%® Grades iibrig bleibt. Nehmen wir zuerst
by=05b =0, b=1, und bestimmen die Constanten a,, a,, a,,
o, o, a5 so, dass, wenn @y — o, = A, gy — oy =B, gy — oy =C
gesetzt wird, die Factoren
- 24+ a1’ +az+ A und 23+ a2+ a2+ B
je zwei gleiche Losungen haben, so wird nach Absonderung der
Doppelfactoren das Polynom unter der Quadratwurzel offenbar vom

5% Grade sein; die Forderung der gleichen Losungen liefert aber
bekanntlich, wenn

2Ba,—a)=P, 94—a,0,=@Q, 9B—a,a,= R
gesetzt wird, die Bedingungen
3¢*—2a,PQ + P?a, =0, 3R*— 20, PR+ P%a, =0,
welche wiederum die beiden Beziehungen
3(@+ R)=2a,P und P2aq, =3QR

nach sich ziehen. Mit Hiilfe dieser Bedingungen ergiebt sich leicht
das nach Abtrennung der Doppelfactoren unter der Quadratwurzel
iibrig bleibende Polynom in der Form

z° + ’g“ ayx* + % (a* + Ta,)a® 4 (_ a;S + 2a,0, + G) z*
4 4

N 2 s
(=5t S et + T al)e+0(— %+ L a),
withrend das Product der Doppelfactoren gegen den Zihler des

Differentialausdruckes fortfillt, und man erhilt

1 dn
3f n—a;) (n— ay) (n — o)
dx

"

V‘”SJ’%% ot Lttt (% b an et O) ot (-2 4 L0 0, 0)
ol
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worin a,, a,, C drei willkiirliche Constanten bedeuten, wiihrend «,, o, , e,

aus den oben angegebenen Beziehungen zwischen 4, B, C, P, @, R

und den beiden Bedingungsgleichungen, denen P, @, R geniigen

mussten, hervorgehen. Setzt man zur Vereinfachung, um auf ein

von Hermite*) gegebenes Integral zu kommen,
3

=0, o,=—a, OC=—

b
8
so folgt

3 Vion—e)(n—ea)(n—ay) ],/(xz__ a) (x:z _ 3w — i)
4 8

vermbge der Substitution

3
n=2'— 3 az+a,
worin noch a, beliebig ist. Da ferner

ay— o, =4, ay—oy=2D08, ay—a;,=0C

war, so folgt, wenn ausserdem noch a, = 0 gesetzt wird, .
b
0t3 = — C = PS"’
und es ergiebt sich aus den Definitionsgleichungen von P, @, R
P=— 24, Q=94, R=9B,

und mit Hiilfe der fiir diese Grossen aufgestellten Bedingungs-
gleichungen

Q= %a‘%, R=—%a‘}, also A=%a‘%, B=—%a“%,
so dass @, = — fi at, «, = % a* folgt. Es nimmt somit das elliptische

Integral die Form an

e e

und man erhilt, wenn % n statt n gesetzt wird, die gesuchte Be-

ziehung .

: dx _1 dn
V(x*— a) (8x®— 6ax —b) 3 Vo —a)(2an+b)

vermoge der Substitution

*) Annales de la société scientifique de Bruxclles (1 année 1876).
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Gehen wir wieder zur Gleichung (m) zuriick und machen nicht
die oben fiir die Grossen by, b,, b, gemachte Annahme, sondern be-
stimmen die Constanten so, dass die drei Polynome

z* + (ay — ophy)#* + (a; — o))z + (@ — b))
fir o =1, 2, 3 je einen Doppelfactor besitzen, so wird wieder nach
Absonderung derselben das Polynom unter der Quadratwurzel vom
5*n Grade sein und jedenfalls als quadratischen Factor den Nenner
der Substitution b, 4 b« + b,2* enthalten; man erhilt dann, wenn
man genau wie oben verfihrt und die willkiirlich bleibenden Con-
stanten, wie dies eben geschehen, passend bestimmt, die Beziehung

zdx _
V(@® — a) 82° —6az —b) 21/3 VnE—3as —3an+b

vermoge der Substitution

z®—b
= m'

Damlt ist nun die Aufgabe, hyperelliptische Integrale anzugeben,
welche auf elliptische Integrale reducirbar sind, erledigt, aber eine
wesentlich andere Frage ist die, bei einem speciell vorgelegten hyper-
elliptischen Integrale zu entscheiden, ob dasselbe auf elliptische In-
tegrale reducirbar ist, oder, mit Bezug auf die obige das Integral
linearer Differentialgleichungen . betreffende Untersuchung, fiir die
in den Coefficienten der Differentialgleichung vorkommenden alge-
braischen Irrationalititen zu entscheiden, ob in dem Ausdrucke
fiir das Integral der Differentialgleichung auch elliptische Integrale
enthalten sein konnen. Die Entscheidung dieser Frage hingt mit
den Eigenschaften der Perioden des hyperelliptischen Systems zu-
sammen oder mit der Beschaffenheit der diesem Systeme angehorigen
@-Functionen. Ich werde im Folgenden die Grundzige der Trans-
formationstheorie der @-Functionen, welche einem hyperelliptischen
Systeme erster Ordnung angehoren, als bekannt voraussetzen*) und
ebenso den aus der Definition des Transformationsproblems hyper-
elliptischer Systeme folgenden Satz, dass, wenn die beiden hyper-
elliptischen Integrale des Systems auf elliptische Integrale reducir-
bar sind, nothwendig die zu jenem Systeme gehorigen #-Functionen
zweier Variabeln sich algebraisch durch’ die zu jenen beiden ellipti-
schen Integralen gehorigen #-Functionen einer Variabeln ausdriicken
lassen; die Umkehrung dieses Satzes ergiebt sich offenbar aus den
bekannten Beziehungen zwischen den &-Functionen und den Variabeln

*) Vergl. die Arbeit von Hermite (Comptes rendus tome XL) , sur la
théorie de la transformation des fonctions Abéliennes” und meine Arbeiten iiber
die Transformation der hyperelliptischen Functionen im Journal von Crelle.
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der Integrale unmittelbar. Es sind- somit nur die Perioden des vor-
gelegten Integrales zu berechnen, aus diesen die Moduln der
O-Functionen zu bilden und zu sehen, ob das Fundamental-9 sich
algebraisch auf elliptische & -Functionen ,reduciren lasse; ist dies
der Fall, so wird das hyperelliptische Integral auf elliptische Inte-
grale reducirbar sein, und die Reductionsformel der &-Function wird,
in die entsprechende Beziehung zwischen den zugehorigen Integral-
grenzen umgesetzt, die- algebraische Transformation des hyperellipti-
schen Integrales in die elliptischen liefern.
Legen wir z. B. der Untersuchung das Integral

4z
V=1’
oder das aus diesem durch die Substitution 2> = y hervorgehende
dy
Vyl*—1
zu Grunde, welchem das hyperelliptische System entspricht
dy, ay, — du
Vo — 1) + Voo (.t — 1) !
Y14y, Y2 AY, = du,
A LY R EPTY 1
V@ —1) V(@ —1)

so ergeben sich bekanntlich die 4 gleichzeitigen Periodenpaare in

der Form .
’ . . dy
0= —1 | ——F——
fVJ(J 1) " j Vy(l—y*

P12 = Vy(y —1) hs = — ij(f; T .j Vy(l— D)

@, — — ﬂ__ wf = i YW
2 V@ —1) Vy(l— 9%
—1 —i
t ydy j ydy . ydy
[11) = —_— g9 — — 7/ ———
* J Vyy'—1) w2 Vya—yh Vy(l—y‘)
Nun folgt aber leicht, dass
3 —1
* dy . f dy
—_————— = — ? ————
, Vyy*—1) V_o V—y@'—1)

— —1
; dy f dy
_ — —_—_— e — ? e
Wof V=3~ D V__i Y=y 1

i — —1 4
—Vi ‘_ﬂ_____ﬁf__dy_
W,o/ Vy@*—1) v Vi
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oder dass

@5 = (”‘V"—) @y 4
ist; ebenso ergiebt sich
Wyp = — (’V"_'l' ey, o=+ Vi)o,, oiz— (14iVi—dae,,
wj1=1+Vi)ay; ez=1445Vi+1q) %
Daraus folgt aber in bekannten Zeichen, wenn
6= |20, 20, =— 41/’_(’ + 21/7;—“‘ 1)‘”11 Dy
20y, 2wy,

gesetzt wird, dass die #-Moduln die Werthe annehmen:

1 ’ 2t —1 2 Y.
T == 200 20, =T+—(;72)—1 =2 (1+iV?2)
2031 2@y,
1|y s : — 1 1 .
Tie =5 2012 20, =121=—iﬁ/i_—-1 =‘§(1+@V§)
2w32 2@y, :
1 , i —2)i—1 1 /5
Tez = 4 20,, 2012 = :.+211;%—_T=-§(—1+2%V2);
2@y, 2age

und sich somit die Beziehung ergiebt:
T =27,
withrend die Argumente der §-Functionen v, und v, vermige der
Gleichungen
. U =200 + 20,7,
Uy = 20y, 0 + 2@y, 7,
durch die Ausdriicke bestimmt sind
GVi4day w4+ G—Vi) o, u
2 (2'; — V’_‘l‘ g V7‘_) @1 @y
©91 ﬁl - mul"’n .
2(2"—1/%' +iVi )wu @91

Gehen wir nun zur Untersuchung des Fundamental-# iiber, so
folgt vermige der gefundenen Beziehung 7,, = 27,,, dass

4o 4o .
& (v, v,) = Em Enz e Ot T2 amm ) 645 (29 0, 4 2my0y) 7

—® —®»

_2 2 —n m ”l"‘_)_"' (1’”_1;'1)"’2] cos(2n,v;,+2n,v,) m,

—w 0

1]1=

1]2=
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oder wenn
’ 1 ’ 7
YV =% Vg == 5 U + %,
gesetzt wird,

+o +o ( 7!2)2 ( tu) 2
—n, v+ — Ty — )0y n, ,
&0y, v,) = En, Enz e N TNT 4] 6oy 2 (nl + —2*—) u, "7 cos 2 my 1, T

—® —®

3L "‘”’n "|+%)2 _’7(”29—?”
e

L n, .
— E E 4) sin 2 (”1+ {—)ul'm: sin 21, uy

ist. Nun ist aber

o —7T, (”1‘(‘3;2)2 Ny , —n (‘zz“%l)"z” ,
En. Eng e cos 2 (nl +§—) u' we cos 2n,u, 7
—m —®
+ o 7, .
— 7y (i + 1) — 7 (7, 49,2
= E E cos 2 (0, + vy) u, mwe ( T “) cos 4v,u, 7
+o 4o nr
— T, "1+'z+ 1
+ E E; e ) cos 2(%1—]—1/2 )ula:><

—n (122 — %‘) (2v,H1)2

e cos2(2v, + 1), =,

oder wenn %, 4 v, = m, gesetzt wird,

Iz = —7”,, m? (t,,—i'i)‘in ,
= E E cos 2 m,u,'m ¢ cos 4v,u, ®
4o o 1) ( 1,,)
—nr,, ml — — 7\ Tpn— ) 27+ 1)?
+ Em. 2-2 e cos (2m; 4 Du/me 4 cos2(v,+1u,'x
= — 27, m,? . , t= ——ﬂ(’tm—zil«) 4,2 ,
= Dme cos 2m u, m - En e cos dvyu, @
— 0
Sy ot E)’ S o)
—ar, (m+ 5 , — (T — ) @724 1)2 , N
4+ Dme 2l eos 2m+ Du/m- dDne * cos2(2vy+1)uy'm,
—_—0 -

und. daher mit Hiilfe der Definitionsgleichungen der elliptischen
¥ -Functionen

;‘ﬂ‘tln ("1"'%)2 —n (fzz_%)”f n , ,
En. Em e e cos 2 (nl + —;) w, 7 coS 2nyu, 7
1 ’ ’ T, ’ T
= ’ﬂ(“u"u)3{ﬂ('“‘27"22_ :) +&(“2"‘22_‘_r) }
3 0

2

1 T ’ T

'2'3(“1:"7102 & (g, Tay — )= ® Uy Tag — ——) |
3 0
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" Machen Wir in dem zweiten Theil der oben hingeschriebenen
hyperelliptischen ¥-Function dieselbe Transformation, so folgt

+o 4o

7
—7!1,, 'n‘ —75(121_‘) n> n. .
E E e 4 sin 2 (n1 + ‘2—2) w7 sin 2n,u,
’—""u'ml "22"‘—‘ [30%
— E sin 2m,u," 7 - E sin 4v,u,

= —nar,{m+ - . 121 ( 2+1)% ,
+ Eml . € ( 2) sin(2m,+1)u, = E i sin2(2vy,+1)u,’ n=0,
—®
und es ergiebt sich somit fiir 7,, = 27, die Beziehung
1 ’ ’ T, ’ . T
& (v1, vy, Ty, Tray Tae) = 5’3('“1 » Tars {'ﬂ (“2; Tye — r ) + & (’"’1 » Tag ™™ ‘,%)
3 0
1 ’ ’ T ’ Ti
+ ?’9'(“1 » Tinde {’&(“2; Tes ™ 3 )3“ a(“z; T2 = 4 )
0
VD oy u+ (Viti)ayuw
2(2i —VitiVi) oy o,
1.+ 1. 1. 1.~
. (1 —-?1,1/1 ——?z)m2l "y — (I+E:~—?V1)wlxu2
2 (27: - V;‘I‘ ¢ Vl—) @y Wy,
ist, und aus welcher somit nach den obigen Auseinandersetzungen

folgt, dass das vorgelegte Integral auf elliptische Integrale reducirbar
ist; in der That ist das Integral

worin

,..__.
", =

4y

Vo' — 1)
nichts anderes als das oben auf algebraischem Wege reducirte
Jacobi’sche Integral

f Vya—y) (1+uy) (1+ by) A—ndy) ’
wenn in letzterem x =1, 2 = ¢ gesetzt wird. Macht man in der
eben gefundenen Beziehung zwischen den hyperelliptischen und
elliptischen #-Functionen Substitutionen von halben Perioden, so er-
hilt man die entsprechenden Gleichungen fiir die anderen #-Functionen;
setzt man ferner die Argumente gleich Null, so ergeben sich die
Beziehungen zwischen den Integralmoduln, und die nun zu bewerk-
stelligende Zusammensetzung der reducirten #-Functionen zu Quotienten
liefert dann die algebraische Transformation, die wir jedoch schon

oben gefunden haben und nicht noch auf diesem Wege herleiten
wollen.
Konigsberger, Differentialgleich. - 11
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Aber nicht bloss die Frage der Reduction hyperelliptischer Inte-
grale auf elliptische, sondern auch die der Reduction hyperelliptischer
Integrale irgend welcher Ordnung auf solche niederer Ordnung iiber-
haupt ist vermdge des oben gxusgesprochenen allgemeinen Transforma-
tionssatzes einer Beantwortung fihig. Es war nédmlich gezeigt worden,
dass, wenn ein hyperelliptisches Integral 26-4-1% Ordnung auf hyper-
elliptische Integrale niedrigerer, 27 + 1** Ordnung reducirbar ist,
nothwendig ein hyperelliptisches Integral 264 1** Ordnung und erster
Gattung gleich sein muss einer Summe von 7 gleichartigen hyper-
elliptischen Integralen 2z -1%" Ordnung, deren r Grenzen Losungen
einer Gleichung ¢** Grades sind

(10) -+ H + @, (2) H='+ - @0 (a) = O,
deren Coefficienten rationale Functionen von x, und fiir welche die

zu den Losungen dieser Gleichung gehdrigen Irrationalititen VR, (H)
sich durch eben diese Losungen, durch z und die zu dem urspriinglichen
hyperelliptischen Integrale 264 1** Ordnung gehorige Irrationalitiit

VE () in der Form ausdriicken lassen

VE (H) _

(71) o V(H’—ﬁl) (H—ﬁz) T (H’" ﬁ2z+1) —

Ve —ea) @—a) - (&— %3541)
wenn F'(z, H) eine rationale Function von z und H bedeutet, und
diese Bedingung war auch, wie oben gezeigt worden, die hinreichende.
Die Frage also, wie ein hyperelliptisches Integral 26 4 1** Ordnung
beschaffen sein miisse, damit es auf hyperelliptische Integrale 27 - 1**
Ordnung zuriickgefiihrt werden konne, lisst sich somit auch folgender-
massen ausdriicken:

Welche Bezichungen miissen zwischen den Grissen oy, ey, - - - 06 41
bestehen, damit die rationalen Functionen o, (z), ©y(x), - @.(x) so
bestimmt werden kimnen, dass fiir die © Losungen der Gleichung (70)
die linke Seite der Gleichung (11) sich rational dwrch x und durch die
respective Losung ausdriicken ldsst oder — in bekannter Ausdrucksweise
— dass jene linke Seite mit der Lisung der Qleichung (10) gleichver-
2weigt ist? )

Wie nun diese Aufgabe in allen Fillen zu-lésen ist, mag an
der Behandlung*) der Frage gezeigt werden, welche die Reductlon

oder

F(x, H),

*) Die nachfolgende Methode gestattet auch weit allgemeinere Transformations-
fragen zu behandeln und liefert, wie ich gezeigt habe, z. B. den Satz, dass ein
allgemeines Transformationsproblem fiir hyperelliptische Integrale von héherer
Ordnung als der ersten nicht existirt; s. meine Arbeit ,,Ueber die Erweiterung
des Jacobi'schen Transformationsprincips®. (Crelle’s Journal B. 87.)
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der hyperelliptischen Functionen zweiter Ordnung auf diejenigen
erster Ordnung zum Gegenstande hat und somit, da 7 = 2 ist, von
der Untersuchung der Gleichung ausgehen muss
(12) - -+ - @y (2) H* + o, (2) H + o, (2) =0,

in welcher die Coefficienten dieser Gleichung ganze Functionen von z
bedeuten. Beschriinken wir zunichst das Problem auf die Aufsuchung
von Transformationen zweiten Grades, welche das noch nither zu
chrarakterisirende hyperelliptische Integral zweiter Ordnung auf solche
erster Ordnung zuriickfithrt, so wire die folgende Aufgabe zu losen:

Es sollen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Wurzeln eines Polynoms T*™ Grades

(@ —a) (2 — o) (— o) (7 — &5) (. — &) (2 — &) (x — )
angegeben werden, damit fiir die Losungen v, und n, der quadratischen
Gleichung

(13) -+ (1 + a2 + ay2®) p* + (B, + b,z + b,2%) 1
+ 6+ az + 62t =

worin. a,, ay, by, by, by, €, ¢, € noch zu bestimmende Constanten sind,
der Quotient

(A) V("’E"""o) x—a) (@ —ay) (@ —a) (@ — @) (@ — ) (T — o)

Vi —B8) m—B) (1 — ) (1 —Bs) (n — Bo) ’
in welchem die Constanten By, B,, By, Bs, B. moch bestimmt werden
sollen, respective mit n, wnd 7, gleichversweigt ist — somit die Er-

weiterung der oben aufgeworfenen und beantworteten Frage nach
den durch eine Transformation zweiten Grades auf elhptlsehe Inte-
grale reducirbaren hyperelliptischen Integralen erster Ordnung, welche
auf den Jacobi’schen Fall fithrten.

Wir behaupten, dass, wenn die bestimmbaren Grossen des Problems
den Bedingungen unterworfen werden, dass in der Gleichung (73)
dem

(@) -+ z = &, die Werthe n =8, und S,

®)-z=e » n =, und B,

'(c)-~:1:=0l2 ) 'r)=ﬂ2undﬁ3
(b)"'ﬁ:‘xa »” ﬂ=ﬁ2undﬁs
(e)...x—_—a4 » n =, und oo
H  -rzx=00 »” n =B, und oo
() - -+ £ = a, eine Verzweigung von 7 und
(b)"'x=a6 ”» ”» ”

entsprechen, der Quotient (A) in der That wie % verzweigt ist, und
werden spiter untersuchen, ob den eben angegebenen Bedingungen
11*
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sich stets durch algebraische Beziehungen zwischen den Grossen
oy, @, - o geniigen lasse. Nehmen wir also zuniichst an, man kdnne
die eben aufgestellten Bedingungen befriedigen, so wird, weil nach (a)
dem Werthe z=¢, die beiden verschiedenen Werthe g, und g, ent-
sprechen sollen, nothwendig vermoge der quadratischen Gleichung (73)
n um B, und B, herum eine eindeutige Function von 2 in der Um-
gebung von «,, und somit nach der Taylor’schen Reihe

(14) -+ — By=m, (x — &) + my (x — a)* - - -

sein; daraus folgt

N — By=m (z — &) {1+”1(-”—“0)+“'}:
und somit .
— Bt =mie—a) {1+ L@ —a)+- -,

so dass in dem Quotienten (A) in der Umgebung von e, fiir die
Losung 7, welche fiir # = ¢, den Werth f, annimmt,

Vn— B

Vo —a
eine eindeutige Function von z wird, wihrend die anderen Factoren
des Zihlers und Nenners von (A) an sich eindeutige Functionen sind,
und daher (A) selbst in der Umgebung von z = «, fiir n = B, ein-
deutig, also so verzweigt wie n vermoge der Gleichung (74) selbst,
was eben nachgewiesen werden sollte. Dasselbe gilt in der Umgebung
von z = a, fiir die Losung % = B,, und analog auch fiir die weiteren
drei Bedingungen (b), (c), (0). Fiir die Bedingung (e), welche wieder 5
als eifideutige Function um e, herum definirt, wird fiir die erste Zu-
sammenstellung «, B, der vorige Schluss gelten; soll dagegen dem
Werthe = o, der Werth 7 = oo entsprechen, so muss, wenn wieder
eben so wenig wie oben, weitere Bedingungen hinzutreten, im All-
gemeinen

(1) p=n_a(@— o) Fnt+x(x— )+
n=x_1(@—a) {14 o (@—a) + -},

oder

und daher
1) ot =t e —a) {1+ o @ —a) +-]

sein; beachtet man nun, dass die Entwicklﬁng des Quotienten (A)
in der Umgebung von z = «,, 7y = oo folgendermassen lautet

(a:—a4)‘f{A0+A1 @ —a) + - - }
P EEE R R B
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so sieht man sofort, dass dieser Quotient vermoge der Gleichungen
(75) und (76) wieder eindeutig ist, also den durch Gleichung (75)
definirten Charakter der Function % besitzt. Was die Gleichung (f)
betrifft, welche wiederum % als eindeutige -Function von 2 in der
Umgebung von z = oo oder, wenn z = £—! gesetzt wird, in der
Umgebung von & = O definirt, so wird sich fiir die Zusammenstellung
x=o00,n=4
(TT) o — By oyt
= mlw—l{l + w14 .- }
und daraus
(1) - (n— Bt = mia {1 4 pai -]
ergeben, so dass die Entwicklung von (A) in der Umgebung dieser
Werthe lautet

a:%{l + ot 4 .. }
1 ’
a—po {1t m—p)+ -}
und daher vermoge der Gleichungen (77) und (78) wiederum eindeutig

ist um z = 0o, =4, herum, wie nach der Gleichung (77)  selbst.
Entsprechen sich jedoch z = oo, 5 = oo eindeutig, so ist

(79)-'-~n=9;x+90+9—1w“1+---=91x{1-I—w“-l—---}

also

(80) - gt =@l at{1 frami g -},
und somit der Quotlent (A) vermoge (79) und (80)
.cc%{l 4+ 4 - }
ﬂ%{l +hg }
eindeutig um 2 = 0o 5 = o0, also vom Charakter der Function %
selbst,

Wir haben somit bisher gefunden, dass der Quotient (A) als
Function von z aufgefasst um die Punkte 2 = «, «;, &, a3, a,, 0o
herum mit % selbst, welches durch die Gleichung (73) definirt sein
sollte, gleichverzweigt ist, vorausgesetzt, dass die Gleichung (73)
den von (a) bis (f) gestellten Bedingungen wird geniigen kionnen,
was spiter untersucht werden soll.

Gehen wir nunmehr zur Bedingung (g) iiber, welche verlangt,
dass # im Punkte x = e verzweigt, also vermdge der Natur der
Gleichung (73) zweideutig sei, so folgt

(CIYRERRR ! —n0=v1(x—a5)4‘+v2(w-—a5)%+---
=1’1($—“5)‘z{1+“’1(x_“5)f+"'};
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~ worin 1, einen endlichen, von f,, B,,- - - B, verschiedenen Werth be-
zeichnen soll; da nun die Entwicklung des Quotienten (A) um 7 = a;,
1 = n, herum lautet
- atfitrne—a+
B+ Ha—n)+- )

oder vermdbge (81)
7@ — e+ P@ —a) 4,

so wird (4) in e, ebenso verzweigt sein, wie es 75 selbst nach der
Gleichung (81) ist; genau dasselbe gilt offenbar fiir die Bedingung (),
und wir finden somit zunéichst, dass der Quotient (A) in den Punkten «,,
oy, Oy, O, 004, Oy, 0, OO so verzweigt ist wie 5 selbst, wenn diese
Grosse als Losung der Gleichung (73) so bestimmt werden kann, dass
den Bedingungen (@) bis (§) Geniige geschieht. Zugleich erkennt
man aber auch, dass fiir jedes andere x dieselbe Eigenschaft statt
haben muss; denn einerseits kann einem z = §, welches nicht zu
jenen Werthen gehort, keiner der Werthe n = 8, B,, 8;, Bs, Bs, ©
entsprechen, wie vermoge der Bedingungen (a) bis (f), welche offen-
bar auch in die Form gesetzt werden kionnen

=4 z = o, und o

n=_0 &= o, und «,
n=_# = o, und o
1= fs % = e, und o
n=p z=a, und co
7 = 00 = a, und oo,

und weil nach (73) zu jedem n-Werthe nur 2 Werthe von x gehoren,
unmittelbar zu erkennen ist; andererseits wird, wenn % fiir x =§ ein-
deutig ist,
82y —m=m@—8 +m—E*4---
=m@—H{1+m@—-H+--]
sein, und somit der Quotient (A) lauten

Q-+ A —8+---
(B) B, + B n—mn)+--- "

also vermoge (82) ebenfalls um z = & herum eindeutig wie % selbst
sein; ist dagegen 7 fiir z = § zweideutig, also

M= m=n@— {1 +q@—ei4..),

so wird (A) vermdge (B) eine zweideutige Function von z um z = §
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herum wie n selbst; es ergiebt sich somit, dass, wenn die Coetficienten
der Gleichung (73) so bestimmt werden kdnnten, dass den Bedingungen
(@) bis (h) Geniige geschieht, der Quotient (A) wie die Grosse n selbst
verzweigt, also durch  und % rational ausdriickbar wire, woraus
nach dem Friiheren folgen wiirde, dass dann ein zu dem Zihler von (A)
gehoriges hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung auf zwei zu dem
Nenner von (A) gehorige hyperelliptische Integrale erster Ordnung
reducirt werden konne.

Fassen wir nunmehr zuerst die Bedingung (¢) auf, nach welcher
dem Werthe z = @, 7 = oo entsprechen soll, so- muss nach (73)
bekanntlich

83) - 1+ az+ ad®=a,(z —a) (@@ —§)
sein, wihrend der andere dem x = @, entsprechende Werth vou 7
nach (73) durch den Ausdruck bestimmt ist
2
. (84) T Zziill‘iii ‘22242 - ﬁ4‘
Was ferner die Bedingung (f) anlangt, nach welcher dem Werthe
x=oo die Werthe 7 = §, und 7 = oo entsprechen sollen, so werden,

weil, wenn z = %, n= -;— gesetzt wird, dem Werthe £ = 0 ver-
moge (83) in der Gleichung (73) oder in
ay (1 — o,8) (1 — EE) + DE + 0 E+ b))y + (08 +E+c)y'=0

die Werthe y =0 und y = . zugehdren miissen; da aber fiir ein
4

endliches & dem & = O nicht y = O entsprechen kann, so muss in
(83) ay=0 genommen werden, d. h. in (73) der Coefficient von 5?
linear von der Form 1 + @,z sein, und da

14 az=a (x +
. 1 1 .
fir # = «, verschwinden, also — = —g@,, oder a,= — — sein
1 4
muss, so wird die Gleichung (73) in

(85) -+ (1= 5o) 0+ B+ bio+5,2%) 1 + (0 + 6z 46 =0

iibergehen, welche also einerseits der Bedingung (e) geﬁﬁgt, indem
auch noch die Beziehung (84) giiltig bleibt, und fiir welche anderer-

1
a,

seits die durch Substitution z = —;—, 7 =% transformirte Gleichung
lautet ‘

(86) - B(5— o) + GE +uE+0) y+ (@8 +ab+a) ¥ =0,
welche in der That fiir £ =0 den Werth y = 0 liefert, und aus
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welcher, da nach (f) £ =0 auch y = 1 entsprechen soll,

folgt. Die Zusammenstellung von (84) und (87) liefert
(88) «+ -+ by — €oby + ay (e3by — b)) =0

als Bedingungsgleichung zwischen den Constanten des Problems,
wihrend f, aus (87) selbst bestimmt wird.

Nachdem die Bedingungen (¢) und (f) erfiillt sind, werden die Con-
stanten by, by, by, ¢y, ¢;, ¢, der Gleichung (85) noch so zu bestimmen
sein, dass auch den iibrigen Geniige geschieht; da vermdge der Be-
dingungen (a) und (b) die Gleichung (85) fiir «, und e, dieselben
beiden Losungen B, und B, besitzen soll, so miissen offenbar die
Gleichungen bestehen:

«
1— 2 ,
(89) - - - 4 _ bt bhat b’ 6+ gt o
o b+ by, + by e, ? G+ e+ cey?’
oy

und ebenso ziehen die Bedingungen (¢) und (b) die Gleichungen nach
sich

o !
1 — 2
90) ---- o _ bhtbeutbe’  otce e’ -
1% by + by @5 + by o® €+ crag+ c ey’

Oy

0

da endlich % in den Punkten e; und e; verzweigt sein soll, so folgt,
dass die Discriminante der Gleichung (85) fiir &; und &g verschwinden
muss, oder dass die Bedingungsgleichungen bestehen miissen

91) -+ (by+ byos + bre’y — 4 (1 _k:_i) (e + eyog+ cye%) = 0
(92) -+ (b + by + byer®)* — 4 ( - _&‘lig) (et cros + %) = 0,

und es ergeben sich dann die Werthe von B,, B;, 8., f#; unmittelbar.
Untersucht man aber den ersten Theil der Bedingung (89), so lidsst
sich derselbe auf die Form bringen

(98) - - - by + boy + by, — by (@, — @) (@, — @) =0,
und ebenso lautet der erste Theil der Bedingung (90)

(94?,‘ <o byt by by’ — by (@ — ay) (@, — @) =0,

(St

woraus, wenn b, von Null verschieden ist, die Beziehung folgt

95) -+ (ay— o)) (o, — 05) = (o, — @) (g — ).
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Ebenso folgt aus den zweiten Theilen der Bedingungen (89)
und (90), dass

96) - - ey F o+ e — ¢y (g — @) (@ — &) = 0
7 - e ¢+ e+ el — 6 (“4_' o) (e, — o) = 0

ist, woraus sich wieder (95) und durch Zusammenstellung mit (93)
und (94) die Identitit von (88) ergiebt. Die Gleichungen (91), (92),
(93), (96) liefern nun Bestimmungsgleichungen fiir die Constanten
bys byy By, €y €41, Co, und wir finden somit, dass ein zu dem Polynom

und

E—a)@—a)(@— o) @@—a)@—a) (@ — )@@ — o)
gehiriges hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung im Allgemeinen
dann durch eine Transformation zweiten Grades von der Form

A+ a,z -+ ay2®) 0 + (b + bz + b2*)n + 6+ @ 4 ¢,2° = 0
auf hyperelliptische Integrale erster Ordnung zuriickfiihrbar ist, wenn
zwischen den Wurzeln des Polynoms die Beziehung besteht

(o — o) (00 — etg) = (o0, — at3) (et — @z,).
Es bleibt aber immerhin mbglich, dass eine Substitution, welche
in 7 linear und in 2 quadratisch ist, also statt (73) die Form hat

(@ + o,z + a;2°) n + by + bz + b2 =0,
den Ausdruck

Viw— %) (@ — &) (T — o) (T — &3) (T — @) (T — o) (X — o)

V(’l— Bo) 1 — B m —B) m—Bs) (n — B)

zu einer mit 5 gleichverzweigten, d. h. zu einer rationalen Function
von 7 macht. Ordnet man nimlich, um bei der angegebenen Methode
zu bleiben — man konnte hier unmittelbar fiir 4 die rationale Function
in z substituiren — die Werthe

x=ua, n=_
r=uea n=7p
r=o0y, n=_0
r=u0y n=_>f;
r=ue, n=7_p
=05 =743
=0 =70
Z=o00 n=_3,

einander zu und stellt weiter fest, dass 5 = f, und n = oo zwei
Werthe seien, fiir die 2 als Function von % aufgefasst einen einfachen
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Verzweigungspunkt hat, so wird, was die Punkte «;, o, - - - 5, o
betrifft, unmittelbar ersichtlich sein, dass der Quotient der Irrationali-
titen wieder rational in z ist, und da

n—f=p@— "+ u@—E°4 -
=, (& —E 2t v (x—E 1+

sein soll, so wird Jn — B, sowohl wie 5 selbst wieder eindeutig
sein, und es wird sich also nur darum handeln, nachzusehen, ob die
aufgestellten Bedingungen iiberhaupt erfiillt werden konnen. Die
ersten acht Bedingungen geben die vier Gleichungen

by + b0y 4 by b+ by + by ?

und

_ ay + a o, -+ a,,° a+ a0 - a0 ®’

by + by + by e,® — R
a + a e, + ay0° a, + a ey + a0’

Dot bies+ byt byt b+ bt
a + a0, + oy e’ a + oy a5 + ay et

(alvb2 — b,a,) o+ ayby, — bya, =0,

welche zu gleicher Zeit die Werthe f,, f;, B;, B, liéfern, und somit
4 Bestimmungsgleichungen fiir die Grossen a,, a,, @, b,, by, b,
und die Grossen «¢; um nun die beiden letzten Bedingungen zu er-
fiillen, muss z fiir y = #, und 5 = oo zwei gleiche Werthe annehmen
und in diesen Punkten verzweigt sein; da aber die Substitutions-
gleichung in die Form gebracht werden kann -

@® (ayn + by) + x(ayn + by) 4 agn + b= 0,
so wird die Discriminante lauten

(@ =4 6)* — 4 (ayn + b,) (aoﬂ +8)=0 |

oder
7 (0" — 4ayay) + 29 (a by — 28y — 2a4b,) + b,° — 48,0, = 0,

und wenn diese die Losungen % = oo und 5 = f, haben soll, so
muss
4b,b, — b,?

2__ Ly == =—
a’ — 44,0, =0, Bo= 55505 a0y

sein, wovon nur die erste Gleichung eine Bedingungsgleichung fiir
die @ liefert, wihrend die zweite die Grosse B, bestimmt. Fiihrt
man nun die ersten drei der obigen Bedingungen auf eine einfachere
leicht ersichtliche Form zuriick, so erhilt man im Ganzen die folgenden
Gleichungen:



§ 12. Anwendung der Reductionsformeln etc. 171

byt — by ay 4 (bya; — ayby) (@ + ;) + (byay — a,by) ye; = 0
boay — byay + (0,8 — a5dy) (@ + ) + (B0, — a,by) @ty =10
boay — bya, + (bo@y — @oby) (@, + &) + (bray — ayb,) gy = 0
(5@ — @obs) + (b3 — a,b;) & =0
, a?— 4aya,=0,
und erkennt hieraus, dass die zwischen den Losungen des hyper-
elliptischen Polynoms zweiter Ordnung bestehenden Bedingungs-
gleichungen in der Form dargestellt werden kdnnen

(98) « -+ (g — @) (@5 — ary) = (g — @5) (@5 — @)

(99) -« (g — ) (g — o) = (o5 — @) (0 — @5),
wihrend die Substitutionscoefficienten aus den obigen Gleichungen
berechnet werden konnen. So wird z. B. das aus dem Integral

. @) - [—2X |
VX8 —1
durch die Substitution
: X—1=_

hergeleitete Integral
(b) — f . xidx _ _

V@41 @+ + @417 + (@ 1) @ 17 1) '+ @@+ 1) 227

durch die Substitution
: oty — (@ 4 1) =0,

also eine in % lineare Gleichung, in

R B
©) Va1

.also in ein hyperelliptisches Integral erster Ordnung tibergehen, und
es ist unmittelbar zu sehen, dass in diesem Beispiel die oben all-
gemein getroffeie Zuordnung der Losungen und die Festsetzung der
Verzweigung in 9 = oo und 5 = f,= — 1 hier fiir die resp. Werthe
=0 und — 1 in der That erfiillt ist; dass das gegebene hyper-
elliptische Integral zweiter Ordnung auch auf ein elliptisches Integral
reducirbar ist, geht aus der vorher angestellten Untersuchung hervor,
nach welcher das Integral (¢) nicht wesentlich von dem Jacobi’schen
hyperelliptischen Integrale erster Ordnung verschieden ist.

Untersuchen wir nunmehr eine Transformation dritten Grades,
welche ein hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung in solche erster
Ordnung transformiren soll, so wird diese nach friiheren Siitzen die
Form haben miissen

(100) - - - - (1 + a2 + a2* + a32°) #*
+ B+ by@ + b2* - b,2°) 4 - (6 + 62 + 2%+ ¢2°) =0,
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und es wird wieder der Bedingung zu geniigen sein, dass

VE—e) @ — o) @—%) @ —a) @ — ) @— )@ — )
Vo —B0) 01— B,) (n— ) (1 — Ba) (1 — B)
sich rational durch z und % ausdriicken lésst, also mit 5 gleich-
verzweigt ist; wir werden uns, nachdem wir in dem vorigen Beispiel
das Princip der Methode ausfiihrlich besprochen, im Folgenden kiirzer
fassen diirfen. '
Stellen wir die Bedingungen auf, dass

dem Werthe # = e, die Werthe n = f§, und B,

» T =0 ” n =, und B,

” T = oy ) n=f und By

” T =0 ” n = und Bs

” X =, ” 7 =f, und B,

» r = » n =B, und B

” x = o ” n = f, und B, aber nicht verzweigt
” X == 00 ” n=_4,

endlich dem Werthe 5 = co dreimal der Werth & = oo entsprechen,
so sieht man unmittelbar, dass, wenn diese Bedingungen erfiillt werden
konnen, der Quotient jener Irrationalitiiten wie 7 verzweigt sein wird;
denn in Betreff aller Bedingungen mit Ausnahme der letzteren lehren
dies die oben angestellten Betrachtungen, was jedoch die Festsetzung
betrifft, dass dem Werthe 5 = oo dreimal der Werth # = oo ent-
sprechen soll, so wird im Allgemeinen daraus

N =asz*+ e, 2* + o,z + a,+ a1z~ 4 - - -
0= a@* {1+ ba—t + b=t - - -]

folgen, und somit die Entwicklung des Quotienten der Irrationalitiiten
lauten

.56%{1 + Alx—1+ A2x—2+ .. }
afa;!iﬁ{l + B,x—1+4 B,a—2-4 - - }
also wieder eindeutig in z sein und den Charakter von 5 in = oco

haben. Es kommt somit nur darauf an, die Coefficienten der

Gleichung (100) den obigen Bedingungen gemiss zu bestimmen. Soll
1
3

oder

=aytot{14-Cat 41,

dem % =00 x= 00 dreimal entsprechen, so muss, wenn 7= %, x =
gesetzt wird, in der Gleichung

(B4 B+ E+c) " + B8+ b8+ bE+by) y
FE+ G+ af+a) =0
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fiir y = 0 £ = O sein und zwar dreimal, also a;= a,= a,= 0; ausser-
1

dem soll fiir £ = 00 7= oo und ,, also fir £=0 y =0 und B
4

sein, woraus unmittelbar folgt, dass

(101) - f=— g2

sein muss, wo ¢; von Null verschieden sein wird, es lautet somit
die Gleichung (100) '

(102) - - - - 5" + (b + b2 + bya® + bya®) 1
+ (e + oz + 2° + ¢a’) =0,
durch welche nunmehr den anderen Bedingungen zu geniigen ist.
Da dem Werthe # = «;, der Werth 5 = §, zweimal entsprechen
soll, so wird, da

p = b, + b,z + b, z* + by x®
- 2

+ 5V + bz + 5,27+ 5,87 — (e F 65 + 6at + a?)

ist,

(103) - -~ (by+ by g + by o” + by s®)* — 4 (¢ + ¢y g+ Gy 06" + c3) =0
eine Bedingungsgleichung liefern, und da 5 = g, durch (101) schon
bestimmt war, eine zweite Bedingungsgleichung in der Form folgen

(104) - - - by + b g + by + by = 2;: ’

wodurch wiederum (103) in die einfachere iibergeht

2

(105) e Gy + Gy O + 020662+ 03“63'_: TCZT;

aber damit fiir 4, wie es gefordert war, keine Verzweigung in z = «;

_stattfindet, muss auch die Ableitung der Function unter der Quadrat-
wurzel fiir x = o verschwinden, also

(106) - - Z—s (b + 2by05 + 3by06?) — (6 + 26505+ 33057) = 0,
oder ’
(107) -+ - - (s, — byey) + 2(c3by —= bs0s) g =0,

sein, so dass im Ganzen bis jetzt 3 Bedingungsgleichungen (104),
(105), (107) zu erfiillen, und nur noch diejenigen Bedingungen zu
beriicksichtigen bleiben, welche den Punkten z =e,, a,, a;, a5, «,, ;
entsprechen.

Soll nun die Gleichung (102) fiir die drei Werthe z = a,, «;, a,
dieselben drei Wurzelpaare haben, so muss

(108) - - - - by byey + by + by’ = by + bty + byery” + byer,?
=b,+ bla2+ bya® + by ey’

(109) - « -+ ¢+ ¢ia + o+ o’ = ¢+ ¢,a, + ;0> + ¢;0°
=+ o+ Ga’ + e’
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und ebenso
(110) - - - - by + byey + byas® + byog® = by + by + by + by’
= by + by + bye® + by’
(A11) -+ - oo+ oy + o’ + o5’ = ¢+ e + ol + ca
= ¢+ o5+ o’ + oo’
sein. Man sieht sofort, dass die Gleichungen (108), wenn jede ihrer

Seiten durch die Constante x» bezeichnet wird, die Beziehung nach
sich ziehen

(112) -+ by + bz + b2 + b2’ = by (z — &) (B— ) (2 — @) + %
und ebenso nach (110)

(113) - -+« by+ bz + ba* +-b,2° = by (2 — &) ( — @) (& — &5) + %,
woraus wiederum

(113a) - (@ — &) (@ — &) (¢ — @)

— @ =)@ —a)(@—a)= xll;-u
folgt, oder
;"*’“’Q» oyt o+ ey=a5+ a4 o
(1’14) coe ey ey oy ey = a0+ oze o0

(e —m) ,
b ?

O 0ty 0ty == 00y 00, 05
ebenso ergiebt sich aus (109) und (111)
(115) -t qrt ot gt =@ — ) (z—a) (z—ay)+ 2
=@ — ) (@ —a) (@ —a)+ 1,
und hieraus wiederum die Gleichungen (114), worin nach (113a)

ulb—” =4zt = (a5 — @) (03 — ;) (03— )
3 Cs

sein muss; ausserdem folgen aus den Gleichungen (112), (113), (115)
die Beziehungen
by =— by e+ %, b= by (e, + 0, + @,25),
by = — b5 (o, + & + @),
Co=—C30a0, 0+ A, € =65 (e + gy + 0 005),
6= — (& + & + ;).
Die Bedingungen (104) und (105) lauten jetzt
2
(116) - - - - by (o5 — @) (ot — @) (05— @05) + % = b_c:,

ALT) - - - cg (g — @) (0t — @) (“s—a2)+l=%:,

wiithrend (107) vermdge der eben gefundenen Werthe von b, ¢,, b, ¢,
von selbst erfiillt wird; die Substitutionsgleichung (102) nimmt die
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Form an _
(118) -+ - [bg (2 — &) (& — &) (# — @) + ] 9
+lo (@ — o) (x — @) (z — &) + 4] =0,
withrend nach (113a) die hyperelliptische Irrationalitit lautet:

(B) V(x“ o) (z—a,) (T—ay) [(x_ ) (2 —ey) (z—ey) + “‘;3”1 ] (x’- &),
und die Gleichungen (116) und (117) die Beziehung liefern

2
(A19) - - - xe, — Aby— c;g :

Bezeichnet man aber zur Abkiirzung

(. — o) (@ —a,) (z — @) mit (),
so lautet die Gleichung (118)
7+ (b9 (@) +x)n + 9 (@) +4=0,

und es wird daher

— 82O R 4 IV b0 + 29(0) (byx — 26) + 20— 41y
da aber vermdge der Beziehung (119), wie unmittelbar folgt,
' (by — 2¢,)° — by? (x* — 44) = 0
- ist, so ergiebt sich
(120) -+ = — byg (&) — x + 2=,

und wir sehen daher, dass fiir die gefundene Transformation # nicht,
wie es den Festsetzungen gemiss nach (102) sein sollte, die Lisung
einer irreductibeln quadratischen Gleichung ist, sondern sich rational
durch z ausdriicken lassen wiirde, somit nicht die gesuchte Losung
unseres Problems giebt; aber trotzdem kommen wir in (120) zu
Reductionsformeln von hyperelliptischen Integralen zweiter Ordnung.
Da die Grossen b,, ¢, %, ,, @;, ¢, und e« vollig willkiirlich bleiben,
so setze man by=¢;=1 und zur Vereinfachung, was keine Be-
schrinkung involvirt, eine der Losungen z. B. ey = 0, so ergiebt sich
aus den Gleichungen (116) und (117)

v =000+ 2, I=eee+1,
wihrend die Substitution iibergeht in
= — D+ (e + o+ )2’ — (a0, + o+ ay o) 2 — 1,
und die Werthe sich entsprechen

n=—ooo—1, r=u0a,6 e,
. 11=—1 x=aﬁ=0’
n=—egoo;— 1, x=u0a e,

wobei die Grossen oy, o, oy durch die Gleichungen (114) mit oy, o, o,
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verbunden sind. Man erkennt nun leicht, dass

N+ auetl=—@—a)@—a)@—a)

N+ gee+1l=—@—a)@—ea)(@—a)
=—(@—a)(@—a)(@—a)+x—x

n+1 = "3(5”2"—(“0‘!' o+ ep) 2+ (g0 + g, 4 “1"‘2));

also

Vi + o0+ 1) (n 4 egey054 1) (4 1)
V‘ (—ay) (—e) (B—0tp) (2 —0tg) (T —0,) (2—et) 2 (2°— (et -0, F-a)
+ g0 g0y ey )

ist, und dass somit, wenn
— (gt o+ o) z + g0 + gy + ey

ein vollst'eiﬁdiges Quadrat ist, die Reduction der Quadratwurzel aus,
einem Polynom 7%® Grades auf eine solche aus einem Polynom
dritten Grades geleistet ist, was man natiirlich einfacher von der
rationalen Substitution ausgehend entwickelt hiitte; so wird, wenn &
eine dritte Einheitswurzel bedeutet, und «,, «,, «, die Losungen von
2®=1 sind, endlich », = 1 angenommen wird, die Substitution

n=—2z—1
die Beziehung liefern

x
wa(l—w") fVﬂ(ﬂ TOm+2

Wihlen wir endlich noch eine andere Form der Bedingungs-
gleichungen fiir die quadratische Transformation, indem wir mit Bei-
behaltung aller obigen Bezeichnungen

dem z = o, die Werthe n =, und 8,

n L =0 4, ” n = f, und B,

n T=0 y » n =4, und B,

n T =205 , ” n = f, und f,

n X0 5 ” n =74 und Bs

n T=05 ” n=f, “Fld Bs

y L= » n = B, upd B, aber nicht verzweigt
» T==00 5 » n=f,,

endlich dem Werthe % = oo dreimal den Werth # = co zuordnen,
so sind gegen die fritheren Bestimmungen nur die die Punkte e,
o, 0y, 05, &, o betreffenden geéindert, und wir erhalten also zu-
niichst wie oben die Form der Transformationsgleichung

(121) - - *+ (by+ bz +by2* +b32°)n + (co+"1_x+62x2+csx3) =0
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mit den drei Bedingungsgleichungen
2¢,

©(122) b, + by + by + byt = %

c2

(123) ¢y + a5+ o’ + oo = '
8
(124)  (e3b; —e;bg) 4 2(e3b, — bgey) e = O.

Da nun den Bedingungen gemiss 5 denselben Werth g, fir die
drei Werthe # = «,, «,, a; annehmen soll, so werden die drei
Gleichungen bestehen miissen

B+ (by+ by ey + b, “02 + b)) B+ ((30 +e et 0‘02 +c “03) =0
(A B2+ (bo+ A “12+ by “13) B+ (co + e+ cet+ Cs “13) =0
Bo?+ (o4 by s+ bye® -+ by eg®) B+ (co+ €254 e + ¢y a’)=0,

und daher

1 by+ b+ by’ by’ o+ cio0+ o’ + ca®

1 by +ba+ b+ by’ o+ +cal4ca’ | =0,
L b+ byog + byoy® + by o5° ¢+ oy + ey + ¢y’
somit, wie unmittelbar durch Zerlegung folgt,
(byey — beey) | 1 &y @)
1 o of
|1 a; e
+ (Baos — byey) | 1 ) o | 4 (bye3—bsey) | 1 “03‘ '
1 o2 ab 1o =0,
|1 "‘33i 1ay |

oder endlich, wie leicht zn sehen, wenn durch (o, —e,) (a3—e,) (a5 — ;)
dividirt wird,
(by0s —by61) + (byes — byey) (g, + g 0y + @ty e5)
+ (byes — byey) (g -+ 0y + &5) = O

ebenso folgt vermoge der anderen Bedingungen

(byey — byey) + (by05— bycy) (“0‘;‘2 + o, + oy ery)
+ (bies — bye,) (% + 0p ) =0

(b —bge;) + (byes — byey) (@ + g g + atyary)
+ (byes — byey) (o + @z + ) =0

(byez — byey) + (byes — byey) (o0, + oy o5 + oy )
+ (bies —by¢y) (a3 + @y + a5) =0,

Konigsberger Differentialgleich. 12
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und es ergeben sich somit als Bedingungen zwischen den’ Wurzeln
&y, &y, Gy, Gg, 04y Of

1 eyt o +ea; ey, +ogo; + o 04
1 egto+ea, egoe,+ oy, + oo, [ =0
1 oyt oyt oo+ oo+ ayey
(125). - - -
ay+ o oy e+ ey a0
o+ o+ oy g0y +eger, +opey | =0.
a3+ o+ op age,+ azo + o0 ’

Geniigen nun die Losungen diesen beiden Gleichungen (125),
so sind damit die Verhaltnisse der drei Grossen

bie,—byey, byes—byey, bye — by
gegeben, somit nach (124) auch «; in der Form bestimmt:
: bye, —bycy
(126) %= 2(bye; — ¢, bs) 7
und durch passende Wahl von &, und ¢, kann man endlich die beiden
Gleichungen (122) und (123) befriedigen; die 2u den durch dic
Gleichungen (125) und (126) definirten Grissen oy, a;, @y, + -+ o ge-
horigen Irrationalititen definiren somit im Allgemeinen hyperelliptische
Integrale zweiter Ordnung, welche auf solche erster Ordmung zuriick-
filwbar sind, falls die in den Grissen 1, B, 8,2 linearen Gleichungen (A)
so wie die analogen fiir die zu bestimmenden Unbekannten quadratische
Verhaltnisse liefern.
§ 13.
Reductionsformen von Integralen linearer Differentialgleichungen,
welche additiv aus Produecten von algebraischen Functionen und
Abel’schen Integralen zusammengesetzt sind.

Nachdem im § 11 die Form solcher Integrale linearer nicht
homogener Differentialgleichungen beliebiger Ordnung untersucht
worden, welche sich in additiver Weise aus algebraischen, logarithmi-
schen Functionen und Integralen algebraischer Functionen zusammen-
setzen, wollen wir allgemeinere Zusammensetzungen solcher Functions-
arten untersuchen, wie sie in der That bei linearen Differential-
gleichungen vorkommen; so hat z. B. die Differentialgleichung

az _ 2,
dz " @t F
das Integral #z = 2® log #, und die Differentialgleichung
a*z 1 dz 2

2
i T A T =%

das Integral z =z 4 z (log z)%
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Habe also die nicht homogene, lineare Differentialgleichung

(127) - - - - ZmZ+YIZ;_ TR AN A

ein algebraisch-logarithmisches Integral von der Form
(128) -+ 2 =u + u, log v, + u, log v, 4 - - - + u, log v,

=u -+ >*u, log v,,
1

worin w, %y, Uy, -+ Ug, ¥y, Vg, - - - Vo algebraische Functionen von z
bedeuten, dann wird, wenn dieser Werth von 7 in (127) eingesetzt

wird,, wegen
R

x._.

die Dlﬂ'erentlalglelchung (127 ) in

a dm_lua
(129) F(x) + :1 a; ( dx™ + 171 dx™—1 + ot
-+ Y1 mua) log v. =1y

iibergehen, worin F(z) eine algebraische Functlon bedeutet; nimmt
man nun an, dass zwischen den in der Integralform (128) vor-
kommenden Logarithmen keine lineare Relation von der Form
Pl'logvl+P210g”2+"'+P910g”9=Q

existirt, in welcher P,, P,, - - P,, @ algebraische Functionen von z
bedeuten, indem wir im entgegengesetzten Falle einen der Loga-
rithmen linear durch die anderen ¢ — 1 ausdriicken und in (128)
einsetzen konnten, so wird, da die Gleichung (129) eine solche

lineare Relation liefert, nothwendig der Coefficient eines jeden Loga-
rithmus verschwinden, also

™, "ty du, i
+ Y dx T a—1 + + Ym—l .’I:— + Imua =0

sein miissen, und es folgt somit der Satz, dass, wenn eine Differen-
tialgleichung

"z

d$m+Yldm_l+ + m—1 dm‘l“Yﬁ'—y
ein Integral von der Form .

2 =u -+ u log v, + u, log v, 4 - - - 4 u, log v,
besitzt, in welchem w, w,, uy, -+ v, vy, - -- algebraische Functionen

von x bedeuwten, und die Logarithmen wicht mehr in einer linearen
12%
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DBezichung mit algebraischer Coefficienten stehen, die Coefficienten der
Logarithmen w,, uy, - - - uy algebraische Integrale der reducirten linearen
Differentialgleichung sein miissen.

Es mag bemerkt werden, dass, wenn ¢ > m ist, nothwendig,
da w,, %y, - - Um, Wn41 algebraische Integrale der reducirten linearen
Differentialgleichung sein wiissen, eine homogene lineare Beziehung
mit constanten Coefficienten von der Form

Ny + ngtty - - A Bl + P 1 U =0
bestehen wird. ‘
Gehen wir wieder zu dem Integrale (128) zuriick und lassen z
einen solchen Umlauf machen, dass Y,, Y;,--- Y, und y ihre Aus-
gangswerthe wieder annehmen*), wihrend % in ', u, in uq, v, in v,

¥) Zur Erlduterung des Obigen und #hnlicher Schliisse im Friiheren mag
hier auf rein algebraischem Wege — es geschieht ebenso leicht auf functionen--
theoretischem — der Satz bewiesen werden, dass man in einer mit Adjungirung
der algebraisch irreductibeln Functionen y,, y,, - - - Yo irreductibeln alge-
braischen Gleichung xt¢® Grades

(B.) v f(z: Ly Y1y ?/21"7' y9)=0

durch geschlossene Umldufe von x, welche v, y,, - -- Yo unverindert lassen,
zu allen Losungen der Gleichung 2, z,, - - - 2, gelangen kann, und es geniigt
offenbar nachzuweisen, dass, wenn eine Function z fiir alle geschlossenen Um-
laufe der Varlabeln, welche y,, y,, - - - y, unveriindert lassen, die » verschie-
denen Werthe 2, 2,, - - - 2, annimmt, diese die Losungen einer irreductibeln
algebraischen Gleichnng 7™ Grades sind, deren Coefficienten rational aus
X, Yy, Yy, - - - Y, susammengesetzt sind, indem, wenn man in (a) durch ge-
schlossene Umlidufe nicht zu allen Werthen von z gelangen wiirde, ein Theil der
Losungen dieser irreductibeln Gleichung einer Gleichung niederen Grades von
demselben Charakter angehéren wiirde. Bildet man in bekannter Weise zum
Zwecke jenes Nachweises eine Function £ durch die in den Grdssen y,, Y2r - Yy
lineare mit constanten Coefficienten versehene Beziehung
t=ay +ay, + -+ @Yy

so wird bekanntlich jede andere mit willkiirlichen constanten Coefficienten ver-
sehene lineare Function derselben Grossen als #hnliche Function der ersteren
‘rational durch ¢ ausdriickbar sein mit Hiiife der Coefficienten derjenigen
algebraischen Gleichung, deren Losungen ¥, ¥,, - - - Yo sind, d. h. mit Hiilfe
rationaler Functionen von «; stellt man nun ¢ solcher linearer Beziehungen zu-
sammen, so kann man mit Hiilfe dieser die Gréssen y,, y,, - - - Yo rational
durch ¢ und z ausdriicken, und somit wird jeder geschlossene Umkreis von x,
welcher ¥, v,, - - + Yy, unveriindert ldsst, auch ¢ zu seinem Werthe zuriick-
fiilhren und umgekehrt jeder geschlossene Weg, welcher ¢ unverindert lisst,
auch die Grossen ¥, Yo, - - - ¥, nicht dndern. Sei nun w eine algebraische
Function von x, welche fiir jeden geschlossenen Umkreis von , fiir den.
Y1 Yss - - - Y, unverindert bleiben, anch seinen Werth nicht indert, so wird
dieselbe nach dem Vorigen auch fiir jeden geschlossenen Umkreis, welcher ¢ un-
verdndert lisst, selbst unveréindert bleiben, withrend w im Allgemeinen fiir alle
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iibergehen mogen, so wird offenbar durch den Ausdruck
z=u -+ u log v,/ + uy" log v," + - - - + uy log v,

die Differentialgleichung (127) wiederum befriedigt werden, denn die
Gleichung (129), aus welcher die Summe der Logarithmen heraus-
fiel, enthilt in der Function F'(z) nur rationale Verbindungen der
u- und v-Gréssen, da nur diese selbst oder ihre Ableitungen, die ja
wieder durch diese Grossen rational ausdriickbar sind, in jener vor-
kommen, wihrend Y, - -- ¥, y unverindert bleiben sollten, und es
*werden offenbar auch ', ), --- uy algebraische Integrale der re-
ducirten linearen Differentialgleichung sein; und dies wird fiir alle
Wertheverbindungen von % und v gelten, welche denselben ge-
schlossenen Umldufen von z entsprechen, fiir welche die Gréssen
Y,, Y, --- Y, y ihre Ausgangswerthe wieder annehmen; simmt-
liche so entstehenden Werthe von z werden particulire Integrale der
linearen Differentialgleichung (127) sein, und die Coefficienten der

die geschlossenen Umliiufe von x, welche ¢ die verschiedenen & Werthe geben
t,t, -ty — worin § der Grad der in x irreductibeln Gleichung fiir ¢ be-
zeichnet — die & verschiedénen Werthe w,, w,, - - - ws annimmt. Es wird somit
* A A
wth 4w th 4 - wyth
fiir jeden geschlossenen Weg von x unverindert bleiben, sich somit als rationale
Function von « darstellen lassen; bekannte Schlisse fiilhren, wenn man
A=0,1,2,--.8 — 1 setzt, zu dem Resultat, dass w sich als rationale
Function von « und ¢ ausdriicken lidsst. Aber der fiir w festgesetzten Be-
dingung leistet
w=2 42 + -+ &

Geniige, da sich diese Funetion der Voraussetzung nach fiir geschlossene Um-

laufe des x, welche y,, v,, - " Yo unverdndert lassen, selbst nicht #ndert, und
«wird sich daher als rationale Functmn von x und ¢ oder von &, ¥, ¥, - Yo
ausdriicken lassen; es bilden somit z,, z,, - .- 2, die Losungen einer algc~

braischen Gleichung rte» Grades, deren Coefficienten rational aus x, y,, vy, - Yo
zusammengesetzt sind. Wiire nun diese Gleichung eine mit Adjungirung der
Grossen ¥, , ¥y, + - + Yo reductible, so miisste einer ihrer rationalen Factoren

(% @ Yy Yas oo ye)
fiir einige jener z- Werthe verschwinden, und lisst man nun « alle geschlossenen
Umliufe machen, welche y,, ¥,, " Yo unverindert lassen, so wird f, immer
identisch Null blelben miissen, wahlend 2 der Reihe nach alle r Werthe
%, %, - 2, annimmt, d. h. die Gleichung f, = 0 wird » Losungen haben,
also nicht ein rationaler Factor jener Gleichung rte® Grades sein kdnnen.

Es mag bei dieser Gelegenheit noch bemerkt werden, dass die Abel an-
gehorige Schlussweise von der Bildung der ¢-Function nur der algebraische
Ausdruck dafiir ist, dass eine algebraische Function oder eine Riemann’sche
Fliche gebildet wird, welche alle Verzweigungen der einzelnen Functionen be-
sitzt und durch die sich somit die einzelnen Functionen nach einem bekannten
Riemanu’schen Satze ratienal ausdriicken lassen.
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Logarithmen stets algebraische particulire Integrale der reducirten
linearen Differentialgleichung. Um festzustellen, welche Werthe-
verbindungen der # und v in die so successive entstehenden parti-
culiren Integrale eintreten werden, braucht man wieder nur eine
Grosse ¢ zu wihlen, durch welche sich die Grossen w, u,, u,, - - %,
vy, Uy, -+ * Vo mit Hiilfe der Grossen Y, ¥,, -+ Yy, y, wie in der
Anmerkung niher ausgefiihrt wird, rational ausdriicken lassen, und
die simmtlichen Werthe der #- und v-Grossen zu wihlen, welche
den Liosungen derjenigen irreductibeln algebraischen Gleichung ent-s
sprechen, deren eine Losung ¢ ist. Sei die irreductible Gleichung in
¢t wieder vom 0%® Grade, deren Losungen ¢, ¢,,---#_;, und die dem
Werthe £, von ¢ entsprechenden Werthe von u, ,, --- v, - -

(@) (&) (@) (@) (@ () (@)
W Uy Uy )y B vy, e 0

endlich der entsprechende Ausdruck von z 2., so wird, da

z=u—|—logv’1“-|—logv;"+---—|-logvz9

ist, der Ausdruck
$—1

(180) ... SFAtAad =5 Drue
0

)

1 (1) —1) (0 —1) 1 (1) —1)4d—1)
+?1°g(”f‘”§l)"1 ceedl T )+§1°g oo e )T )

1 ( u, (1) «() (J—I)u(" 1))
R il 0 .
+ —|—- 5 lOg ’l)e ’l)g [ ’DQ (4

bekanntlich wieder ein Integral der Differentialgleichung (127) sein,
worin die einzelnen algebraischen Functionen rationale Functionen
der ¢ sind, welche die Losungen einer irreductibeln algebraischen
Gleichung d%® Grades vorstellen, deren Coefficienten rational aus

z,Y,%,, - Yy, y zusammengesetzt sind. Der AusdruckZu(“) ist

jedenfalls eine rationale Function von z, Y,, - -+ Y, y; nehmen wir
nun an, dass die Grossen u,, %y, - - - %, rational aus z, Y;, --- Y, y
zusammengesetzte Functionen sind — was also z. B. immer eintritt,
wenn die reducirte lineare Differentialgleichung nur aus jenen Grossen
%, Yy, -+ Yn,y rational zusammengesetzte algebraische Integrale
besitzt — so wird

N ¢ B R A
W, =U =W, = =1U
sein, und da v, vf:)- . vffﬁl) als rationale symmetrische Function

der Losungen der ¢-Gleichung rational durch z, Y, --- Y., y aus-
driickbar ist, so wird die vorgelegte nicht homogene lineare Differen-
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tialgleichung nach (130) ein 1ntegral.von der Form haben

— U4+ log Vi 4+ B log V4 -+ L log 7,

worin U, w, --- 4y, Vi, -+ ¥V, rational aus z, Y, --- Y, y zu-
sammengesetzt sind.

Hat also eine lineare wicht komoyene Differentialgleichung ein In-
tegral von der Form

2z =u -+ u, log v, 4 u, log v; + - - - 4 u, log vy,

WOrin U, Uy, -~ Ug, ¥y, - -+ ¥y algebraische Functionen bedeuten, und
die Functionen wu,, us, - - - ug sind rational durch die Coefficienten der
Differentialgleichung ausdmckbar, so besitzt die Differentialgleichuny
auch stets ein Integral von der Form

z-—U—I—u‘logV—}— 2logV+ -+ "logV(,,

worin 0 eine positive ganze Zahl wnd U, V,, V,, --- V, cbenfalls ra-
tional durch die Coefficienten der Differentialgleichung ausdriickbar sind.
So hat die Differentialgleichung

dz 4 w’%

dx x 2(1 + w{f)
das allgemeine Integral

z=x log (1 4 at) + cz,

indem die reducirte Differentialgleichung

nur die rationalen algebraischen Integrale z = cx besitzt, wiihrend
die Differentialgleichung

dz z 1

dzr ~ w®
das Integral B
2, = log V=,

also auch das Integral -
2, = x log (— Vz),

und somit auch das Integral

4+
2

— £ log (— 9
hat.

Es bedarf kaum einer néiheren Auseinandersetzung, dass éhnliche
Sitze gelten fiir Integrale linearer Differentialgleichungen, welche
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die Form haben
(131) --- 2 =u + u, log vl + u, log v, + - - - + u. log v,

&
4 &
o s 4w, fsnds -t v funas,
WOTINL %, Uy, *+ Uz, Uy, Vg -+ Vx, Wy, Wy, ++- W2, &, &, -+ & alge-

braische Functionen von z, und y,, 4, - - - 42 ebensalche von s bedeuten,
und es wird genau so geschlossen werden konnen, dass, wenn eine
lincare nicht homogene Differentialgleichung ein Integral von der Form
(131) besitst, und dic Functionen w,, uy, « - U, Wy, W, - w2 Sind
rational dwrch die Coefficienten der Differentialgleichung ausdriickbar,
die Differentialgleichung auch stets ein Integral von der Form hat

z~U+——10gV-|— + & log V,
(0) (0)

K
3 Zﬂldw 45 [ s,
m welchem U, V,,--- V, rationale Functionen der Coefficienten der

Dzﬂ"e'rentzal gleichung smd wihrend n(g) die Losungen einer Gleichung -

" Grades bedeuten, deren Coefficienten rational aus den Coefficienten der
Diﬁ"erentialgleichung zusammengesetzt sind, und fiir welche die diesen
Grenzen zugehorigen Irrationalititen durch eben diese Gremzen und die
Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdriickbar sind; ferner
ist unmittelbar zu erkenmen, dass wnter der Annahme, dass wicht
zwischen den im Integrale (131) wvorkommenden Logarithmen und
Abel’schen Integralen lineare Bezichungen mit algebraischen Coefficien-
ten stattfinden, die Grossen g, Uy, « - - U, W;, Wy, * - - Wz algebraische
Integrale der reducirten Differentialgleichung sein werden.

Nachdem wir oben lineare nicht homogene Differentialgleichungen
kennen gelernt, fiir welche ein Integral aus multiplicativen Zu-
sammensetzungen von algebraischen Functionen mit logarithmischen
Functionen und Abel’schen Integralen besteht, wollen wir die Frage
allgemein aufwerfen, welcher Natur die Zusammensetzung eines
solchen Integrales aus algebraischen Functionen und Abel’schen
Integralen — indem wir die Logarithmen auch als Integrale alge-
braischer Functionen auffassen — iiberhaupt sein muss, wenn die
Grenzen der Abel’schen Integrale algebraische Functionen der
Variabeln sein sollen. Sei also ein particulires Integral der linearen
Differentialgleichung

% % e
(132) ----z1=f<x,.jylds,fy2ds,~-JygdS),
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in welchem v,, v,, - - v, algebraische Functionen von z, und y,, ¥,, - - ¥,
ebensolche von s bedeuten sollen; bildet man aus (132) die successiven

2 e
Zil ’ Z;; P Zi: , in welchen die Ab-
x

Differentialquotienten

leitungen der Abel’schen Integrale simmtlich algebraische Functionen
von x werden, und setzt alle diese Werthe in die Differential-
gleichung (127) ein, so erhilt man, wenn

v * *
(133) - b= fds, & =[nds, - f=f nds

gesetzt, §,, &, -+ - § also als particuliire Integrale der resp. Differen-
tialgleichungen erster Ordnung

dg dv, dt . dv, at dv
(134) - - - - do = Wy Gz aw = Wy qu 7 G = Wy, rra

betrachtet werden, eine algebraische Gleichung

(135) F(x; §17 gz: §9)=O
zwischen §, &, -+ §. Nimmt man nun an, dass zwischen den In-
tegralen §, &, - § unter einander eine algebraische Beziehung
nicht besteht — indem man im enigegengesetzten Falle die Anzahl
der Integrale im Ausdrucke (132) von vornherein kleiner annehmen
diirfte — so muss die Gleichung (135) identisch sein und also auch
bestehen, wenn §, §;, -+ - § durch die Grossen ersetzt werden

&+ w, &4y, “‘Cy'l‘!‘e;
worin u,, Hy, - -+ e willkiirliche Constanten bedeuten, und da die
Ableitungen dieser Grossen auch den Gleichungen (134) geniigen,
so folgt, dass der dem Ausdrucke (132)
: (136)""Zl=f(x7§17§27"'§9)
analoge Ausdruck
(137) -y =f(2, & + g, G+ g, - - & + 1)
wiederum ein particulires Integral der Differentialgleichung (127)
sein wird — ein Resultat das wir auch aus den im zweiten Kapitel
bewiesenen Sitzen von der Erhaltung der algebraischen Relation
zwischen Integralen verschiedenmer Differentialgleichungen (127). und
(134) hitten entnehmen konnen. Seien nun
PORP ORI

m particulire Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung
] d"z av 1z

' Py +Yx*ﬁ,,'_:r+"‘+ Y,2=0,
so ist jedes Integral der Gleichung (127) in der Form enthalten

z=2 -+ Mlz(l) + M,2® 4 ... 4 Mmz(m),

(188) - - -
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worin M,, M,, - -- M,, Constanten bedeuten, und somit auch
(139) e By =012 + fylz(l) _l_ Vy 2(2) _I._ c e + fpm'z("‘)_
Aus (136), (137) und (139) folgt

(140)f(£6, &+ uy, §2+y‘27"'§9+y’9)=f(x7 §is §27§0)

' + /ylz(l) + 1;23(2) + -+ v, 2

fiir jedes Werthesystem der Grossen g, g,, - - - g, und dazugehorige
v, Vg, * * - Vp; machen wir nun die Annahme, dass die Function f
nicht schon eine lineare Function der Grossen §, &, --- § ist —
welche Form wir auch im allgemeinen Falle unter gewissen, gleich
anzugebenden Beschrinkungen erhalten werden — so wird man fir
die willkiirlichen Constanten g,, g, - -+ w, m solche Werthecomplexe
wihlen konnen, dass die durch Einsetzen dieser Werthe von g und
der entsprechenden von » aus (140) hervorgehenden m Gleichungen
die m Grossen &V, z® ... zm algebraisch durch die Grossen
&, &, - § bestimmen werden. Machen wir nun die Annahme,
dass die Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung (138)
nicht algebraische Functionen derjenigen Abel’schen Integrale sind,
welche in dem Integrale (132) der nicht homogenen  Differential-
gleichung enthalten sind, so muss die Gleichung (140) eine in den
Grossen §, §, - - § identische sein, und setzt man daher

§1=§2="‘=§9=0;

(141) -« (@, gy Boy - o) =[(2,0,0,---0)
4 0,20 0y e v Em
woraus sich 20, 2®, ... 2™ indem man wieder m Werthecombina-
tionen der uw wihlt, in welchen die f-Function der Annahme nach

nicht linear ist, als algebraische Functionen ergeben wiirden. Ver-
moge (141) geht nun die Gleichung (140) in die Beziehung iiber

(142) - f(@, &+ gy G F 0 =@ &, -+ &)
+f(x7 [ TR l"e)_f(zy 07"’0)r
woraus wieder, weil dieselbe vermoge der Irreductibilitit der Abel’-
schen Integrale in den §-Grossen identisch sein muss, aus bekann-
ten Griinden folgt, dass

(143) - f (2, &, &y - G) = w by Fuslo - -+ ul +u

ist, worin w,, u,, - - - %o, 4 algebraische Functionen von x bedeutdh,
welche nach (141) mit den Fundamentalintegralen der reducirten
Differentialgleichung durch die Beziehung verbunden sind

(144) wyp, + Uiy + - - - + Uty = v,20 F 2,28 4 - - - - v 25

so fol.
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es geht daher (136) iiber in
Zr=uwb +uwb+ - Ful+u

oder
?, g DQ

(145) -+ - 2y =u, [y ds + uy fyods 4 - -+ 4wy | yods + u,

und es werden wieder, wie schon unmittelbar aus der Gleichung (144)
hervorgeht, die algebraischen Functionen wu,, u,, - .- u, particulire
algebraische Integrale der reducirten Differentialgleichung sein.

Wir finden somit, dass, wenn eine lineare, nicht homogene Differen-
tialgleichung ein aus der Variabeln und Abel’schen Integralen alge-
braisch zusammengesetztes Integral besitzt, unter der Voraussetzung, dass
die Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung nicht alge-
braische Functionen derselben Abel’schen Integrale sind, dieses Integral
eine lineare Function jener Abel’schen Integrale sein muss, deren
Coefficienten algebraische Functionen der Variabeln sind.

So hat z. B. die Differentialgleichung

dz 2

dz T
deren reducirte Gleichung % — % 2=0 das allgemeine algebraische

Integral z — ca?® besitzt, das algebraisch-logarithmische Integral
7, = &* log .

Lassen wir jedoch die Voraussetzung fallen, dass die Funda-
mentalintegrale der reducirten Differentialgleichung nicht algebraische
Functionen derjenigen Abel’schen Integrale sind, welche in dem
Integrale der nicht homogenen Differentialgleichung enthalten sind,
so wird man nicht mehr schliessen konnen, dass z eine lineare
Function jener Abel’schen Integrale sein muss, wie dies auch in
der That nicht der Fall ist; so hat z. B. die Differentialgleichung

a*z 1 dz z 2
@ T ds T T w
deren reducirte Differentialgleichung
a’z 1 dz z
@ was T w0

die beiden particuliren Integrale
W=z und 2@ =z logx
besitzt, das particulire Integral
2 =2z + xz (log z)*
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§ 14.

Eigenschaften der algebraischen Grenszen solcher Integrale linearer
Differentialgleichungen, welche aus algebraisch -logarithmischen
Functionen und Abel’schen Integralen zusammengesetzt sind.

Wir haben bisher die Frage behandelt, was aus der Annahme
eines Integrales einer linearen Differentialgleichung, das sich aus
algebraisch-logarithmischen Functionen und Abel’schen Integralen
zusammensetzt, geschlossen werden kann fiir die Beschaffenheit
anderer #hnlicher, nothwendig existirender Integrale eben dieser
Differentialgleichung; wir wollen jetzt die Frage aufwerfen, was sich
unter gewissen Bedingungen von den Kigenschaften eines jeden In-
tegrales einer linearen Differentialgleichung aussagen lisst, welches
wieder aus algebraisch-logarithmischen Functionen und Abel’schen
Integralen zusammengesetzt ist — zwei Fragen, welche fiir die ein:
fachste Differentialgleichung

'%% =Y,
also fiir Quadraturen zusammenfallen, da die Integrale sich nur um
Constanten unterscheiden.
Hat die lineare Differentialgleichung
m —1
(146) o TE 3, L Y o Ya—y
ein algebraisches Integral z;, das als Losung einer irreductibeln alge-
braischen Gleichung dargestellt sein mag, deren Coefficienten rational
aus z, Y,, Y,, --+ Y, und y zusammengesetst sein sollen, so wird,
wenn 2, irgend eine andere Losung dieser algebraischen Gleichung
bezeichnet, aus frither entwickelten Griinden 2, ebenfalls jener Differen-
tialgleichung gentigen, woraus die beiden Beziehungen

an 2 dm—l
et et Yan =y
s, e,
Yt Y =y
folgen, und hieraus wieder
' i — 1
(147) - - - - _ii_izl_:ie)__l_y _‘Ld_(:x__l_z_a) A V(g — ) =0,

d. h. es wird 7, — 2, ein algebraisches Integral der reducirten Differen-
tialgleichung sein. Hat nun die reducirte Differentialgleichung entweder
gar kein algebraisches Integral oder nur solche algebraische Integrale,
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welche rational durch die Grossen z, Y, ¥,,--- Y, und y ausdriick-
bar sind, so muss im ersteren Falle 2, —2,=0 sein, was der Irre-
ductibilitit der die Grossen »z, und 2, definirenden algebraischen
Gleichung widerspricht, und im zweiten Falle miisste

(148)--'.Z2=51+F(w, Yy, Yg, 00« Y, 9)

sein, worin F' eine rationale Function bedeutet; aber dann wiirden,
wenn jene algebraische Gleichung

(149) z"—|—q)1(x, Yu Y2) o Ym; y)zx -1+ ot + ‘P#(x; Yu Ye; ot Ym, y)=0
lantet, worin die ¢ ebenfalls rationale Zusammensetzungen aus-
driicken, die beiden Gleichungen bestehen

z:+¢1(w; ;Yu ot Yoy :‘/)Z:_l +---+ ‘P"(x; Yy, - Yo, ?/) =0
und
_ (zl + F(z, Yy, - - Yu, ?/))x
+ oz, Yy, - Y, ) (21 + Fi(z, Y, -+ Ya, ?/))u—l'l' T
“"".(Px("l', Yl! Ym»y)=0;
aus denen durch Subtraction ‘
x-F(z, ¥y, Ya, y)zf_1+---=0

folgt, es wiirde also #, einer Gleichung % — 1*" Grades geniigen mit
Coefficienten, welche rational in z, ¥,,--- Y, ¥ ausdriickbar sind,
was wieder wegen der Trreductibilitit der Gleichung (149) unmig-
lich ist. Besteht also die oben gemachte Annahme fiir die reducirte
Differentialgleichung, so darf die Gleichung (149) nur eine Wurzel
haben, muss also linear sein, und es wird somit das vorgelegte
algebraische Integral z, rational durch z, Y,, Y, --- Y,, y aus-
driickbar sein. Wir erhalten also folgenden Satz:

Hat eine lineare, micht homogene Differentialgleichung ein alge-
braisches Integral, und die reducirte Differentialgleichung hat entweder
gar kein algebraisches Integral oder nur solche, welche rational aus den
Cocfficienten der gegebenen Differentialgleichung 2usammengesetzt sind,
so wird sich das Integral der nicht homogenen Differentialgleichung als -
rationale Function der Coefficienten derselben darstellen lassen.

So hat die Differentialgleichung

(150) - - - 'ﬁ‘+%=l/%
da ihre reducirte Gleichung

az z
T T2z =0
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das allgemeine, in den Coefficienten der Gleichung (150) rationale

Integral 2 = —Vc_— besitzt, das in eben diesen Coefficienten rationale
x
Integral

z=—;—x]/5.

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn Y,, Y,, .. --Y,, ganze
Functionen von z sind, die reducirte lineare Differentialgleichung,
deren Coefficienten iiberall eindeutig und in der Endlichkeit endlich
sind, nach den Untersuchungen von Fuchs, bekanntlich nur solche
algebraische Integrale besitzen kann, welche in der Endlichkeit iiberall
endlich und eindeutig, also ganze Functionen sind; es ist somit der
obigen Bedingung, dass die etwaigen algebraischen Integrale rationale
Functionen der Coefficienten der nicht homogenen Differentialgleichung
sein sollen, von selbst geniigt, und wir erhalten den Satz: )

Hat eine lineare micht homogene Differentialgleichung, fiir welche
die Coefficienten der linken Seite simmilich ganze Functionen der Variabeln
sind, iiberhaupt ein algebraisches Integral, so ist dieses stets als rationale
Function von x und der rechten Seite der Differentialgleichung y aus-
driickbar
ein Satz, der sich auch unmittelbar aus der Integrationsmethode
mit Hiilfe der Variation der Constanten und dem Abel’schen Satze,
die algebraischen Werthe von Integralen algebraischer Functionen
betreffend, herleiten lisst.

Wir konnen aber den oben bewiesenen Satz noch in anderer
Weise begriinden und aussprechen. Bildet man némlich mit einer
algebraischen Function 2z und beliebigen algebraischen Functionen
Y, Y, ---Y, den in 2z und den Ableitungen dieser Grosse linearen
Ausdruck

(151) ... Z2= L

z a1,
Y, P 44 Ve,
2" + Y, 21 + + 2

so ist dieser bekanntlich als rationale Function von 2, 2, Y,,Y,, - ¥,
und einer willkiirlich angenommenen algebraischen Function y dar-
stellbar, wenn wir uns #z als die Losung einer irreductibeln alge-
. braischen Gleichung #*" Grades vorstellen, deren Coefficienten rational
aus ¢, Y, Y, - -+ Y, und y zusammengesetzt sind, so dass

(152) Z='¢'1(.’L‘, Yn Ym7 y)zx—l"" "I’z(x) Yn"' Y'M ?/)z”_z‘f‘ ot
"‘+'¢'ﬂ(x, Yn"’ Ym,y)

wird, wenn die 3 rationale Functionen bedeuten. Stellt man nun
diesen Ausdruck mit der die Grosse z definirenden Gleichung

(153) &+ 0@, Yy, s Yo, )& 4o pu(, ¥y, - - Yy y)=0
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zusammen, so haben die beiden Gleichungen jedenfalls eine z-Grosse
gemein; haben sie nur eine gemein, so wiirde die Aufsuchung des
grossten gemeinschaftlichen Theilers bereits z als rationale Function
von z, Y;, -+ ¥y, y und Z liefern; ist dagegen der grosste gemein-
schaftliche Theiler von hoherem Grade, so miissten mehrere Werthe
von 2z z. B. #, und 2, dem Ausdrucke Z denselben Werth ertheilen.
Nehmen wir nun aber an, dass entweder {iiberhaupt nicht zwei
z- Werthe existiren, welche dem Ausdrucke Z denselben Werth er-
theilen oder dass, wenn solche existiren, diese sich nur um eine in
xz, Y, -+ Yn, y rationale Function unterscheiden kionnen, so wiirde
aus der ersten Annahme unmittelbar, aus der zweiten auf Grund
des oben bewiesenen Satzes, dass zwei Losungen der irreductibeln
Gleichung (153) sich nicht nur um eine Function unterscheiden
konnen, welche rational aus z, Y,,--- Y,, y zusammengesetzt ist,
folgen, dass jener grosste gemeinschaftliche Theiler nur vom ersten
Grade sein kann, und daher z mit Hilfe von z, Y,, - - - Yu, ¥
rational durch Z ausdriickbar sein; es folgt also der Satz, dass, wenn
2- die Lisung eimer rreductibeln algebraischen Gleichung ist, deren
Coefficienten rational aus x und willkiirlichen algebraischen Functionen
Yy, Yo, Yo, 41, Ya, - -+ Yn 2usammengesetet sind, und der Ausdruck

"z am 1z
aan T gt

Z = + -+ Yuz
nimmt iiberhawpt wicht [iir zwei Lisungen dieser Gleichung denselben
Werth an oder nur fiir solche, deren Differenz eine rationale Function
der Grissen z, Yy, Yy, +-+ Yp, Yy, Yo, *** Yn 4St, SO muss sich 2
rational durch z, Y, - -+ Y 4y, Yy, -+ - 4o und Z ausdriicken lassen,
und es ist unmittelbar zu sehen, dass dieser Satz nur eine andere
Ausdrucksweise des friiheren ist, weil, wenn zwei Werthe 2, und 2,
dem Werthe Z denselben Werth ertheilen, Z = 0 nothwendig das
Integral 2, — 2z, hat, und Z das frithere y der Gleichung (146) ist.

Von diesem Gesichtspunkte aus konnen wir aber offenbar den
Satz auch allgemeiner so aussprechen:

Ist z die Losung einer irreductibeln algebraischen Gleichung, deren
Coefficienten rational aus z, Yy, Yy, -+« Yoy Yiy Ysy + « - Yu 2uS@MIMEN-
gesetzt sind, und wimmt der Ausdruck

dz "z
Z=F(x, Yl’ Yg,... Y, 2, EE’W)’

worin F eine rationale Function bedeutet, iiberhaupt micht fiir zwei
Lisungen dieser Gleichuny denselben Werth an oder mur fiir solche, deren
Differenz eine rationale Function der Grossen z, Yy, -+ Yp, 4y, - Ya
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ist, so muss sich z rational durch %, Y|, - Yo, 4y, - - Yo und Z
ausdriicken lassen.

Nehmen wir nunmehr an, dass die Differentialgleichung (146)
ein logarithmisches Integral von der Form

(154) -+ -- zy=A log v
habe, worin A4 eine Constante und v eine algebraische Function ist,
welche der irreductibeln algebraischen Gleichung geniigt

(155) f(v) = 'Ul+ @y (%, Xy, Yo, y)”lul_l' t gz, Yy, Y, y)=0,
so wird, wie frither gezeigt worden, Y, = O sein miissen, und wenn
v, v, Vg, - - ¥2—; die Losungen der Gleichung (155) sind, so wer-
den bekanntlich auch 4 log v,, 4 log v,, - - - A log va_; Integrale
der vorgelegten Differentialgleichung sein. Ist nun die Gleichung
(155) von einem hoheren Grade als dem ersten, so wiirde, weil
A log v und A log v, Integrale der Gleichung (146) sind, der Ausdruck

A log 7”1
ein Integral der reducirten linearen Differentialgleichung sein. Hat die
letztere nun, vom constanten Integrale abgesehen, gar kein logarith-
misches Integral dieser Form, so muss die algebraische Gleichung
(155) nothwendig vom ersten Grade gewesen sein, d. h. der Loga-
rithmand v des angenommenen logarithmischen Integrales ist eine

rationale Function von z, Y, -- Y1, y. Nehmen wir zweitens an,
die reducirte Differentialgleichung habe logarithmische Integrale

" .dieser Form, aber nur solche, deren Logarithmand rational durch

‘z, ¥y, - ++ Ym_y, y ausdriickbar ist; dann wiirde folgen, dass v, = vr

ist, worin » den rationalen Charakter hat, und somit nach (155)

f(v)=F(vr) =0
sein, woraus sich wegen der Irreductibilitit der Gleichung offenbar
auch

fwr)=0 f@r)=0,---

ergiebt, so dass einmal v7? = v, d. h. 7’ =1 sein muss, somit » eine
Constante und zwar eine 6% FKinheitswurzel; es nimmt daher die
Gleichung (155) die Form an

(156) - - -+ o9 4 @ (x, Xy, -+ Ypq, y)ok—D% 4 ...

R (Pltf’(xf Y, Yoy, ?/)=0'
Setzt man nun -
W=7V,

so wird nach (154) das Integral z, iibergehen in
A
(157) «--- gy =G5 log V,
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worin ¥V nach (156) durch die Gleichung definirt ist
(158) s + ‘pf)’(xr 1777 Ym—ly ?]) pre—t + e
+‘P;¢J(x 19" m—l, y)=0,
deren Grad p kleiner als der Grad m der die Function v definiren-

den Gleichung (155) ist. Ist nun @ > 1, so kann man genau ebenso
das Integral z, in die Form setzen

log W,

S T
worin W einer Gleichung u,*" Grades von der Form geniigt

Wi -|-¢1(£L‘, Yl’ o Ym—17 Zl) we—t 4. Y (x7 Yu o Ym—h ?/):O,
in welcher g, < u ist; setzen wir dieses Verfahren fort, so miissen
wir zu einem logarithmischen Ausdrucke fiir das Integral z, gelangen,
dessen Logarithmand durch eine lineare Gleichung definirt ist, also
rational durch z, ¥, -+ Y,,_1, y ausdriickbar ist. Wir erhalten somit
den folgenden Satz:

. Hat cine lineare, micht homogene Differ entmlglcwhung ein loga-
'mthmzsches Integral von der Form

A log v,

worin A eime Constante und v eine algebraische Function von z ist,
so lisst sich dieses, wenn die reducirte Differentialgleichung entweder
gar kein logarithmisches Integral dieser Form besitzt oder nur solche,
deren Logarithmand rational aus den Coefficienten der nicht homogenen
Differentialgleichung zusammengesetzt ist, in die Form

A
o log W

bringen, worin m eine ganze positive Zahl und W eine in den Coeffi-
cienten « dey, Differentialgleichung rational ausdriickbare Function be-
deutet.

So hat z. B. die Differentialgleichung.

d?z 2 1) dz
R
deren reducirte Gleichung
d’z 1
dw2+(x2+a:)dm =0
das allgemeine, nicht logarithmische Integral besitzt:

xl
—_—] ——
z=cfx e sdzx + ¢,

Konigsberger, Differentialgleich. 13

=x’

das Integral
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Nach den fritheren Auseinandersetzungen ist unmittelbar ein-
leuchtend, dass der oben ausgesprochene Satz auch giiltig ist, wenn
das logarit hmische Integral die Form hat

z=1u log v,

worin v eine algebraische, u eine in z, ¥, --- ¥,, y rationale
Function bedeutet, es wird sich also anch dann dieses Integral stets
in die Form setzen lassen

worin m eine ganze Zahl, und w eine in den Coefficienten der
Differentialgleichung rationale Function bedeutet; und ein &hnlicher
Satz gilt offenbar auch, wenn das Integral von der Form

z2=U-ulogv

ist, worin v und U algebraische Functionen der Variabeln, und u
eine rationale Function der Coefficienten der Differentialgleichung be-
deuten, wie man leicht folgern kann, wenn man wieder wie oben
eine Hiilfsgrosse ¢ einfiithrt, durch welche sich v und U mit Hiilfe
der Grossen z, Y,, Y, --- Y, y rational ausdriicken lassen. ‘

Habe jetzt die lineare, micht homogene Differentialgleichung ein
Integral von der Form

(159) - -+ - 2, = u | Yds,

in welchem « und v algebraische Functionen von z, und Y eine alge-
braische Function von s bedeutet, so moge auf die Differential-
gleichung (146) die Substitution ausgeiibt werden

(160) -+ - z = u [ tdw,

dann geht dieselbe, da u mnach friiheren Auseinandersetzuh’gen ein
particulires Integral der reducirten Differentialgleichung

—1
e 4 YW =0

dz™1!
sein musste, bekanntlich in eine lineare micht homogene Differential-
gleichung m — 1'** Ordnung in ¢ iiber von der Form

(161) ---- L2 4y,
dx

ar—1g a2
(162) -+ S+ 2 S Zuat =,

welche vermdge der aus den beiden Gleichungen (159) und (160)
entspringenden Relation
J)’(zs= tdz,
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oder
d
(163) A t=<Y),,d—:;

‘ein algebraisches particulires Integral haben wird, und deren Coeffi-
cienten Z,, Z,, - - - Z,_, rational aus z,Y,, Y, --- Y, und der
algebraischen Function # zusammengesetzt sind. Bemerkt man nun
.aber, dass dieselbe Substitution (160) auf die reducirte Differential-
gleichung (161) angewendet, die Differentialgleichung
(164) ... 2 an't +Zim___2t4._|_...+z_1t___o
dz™ ! 1o gam—? " ’

d. h. die aus (162) reducirte Differentialgleichung liefert, so gilt fiir
. die Gleichungen (162) und (164) der oben bewiesene Satz, dass
jenes algebraische Integral der Gleichung (162) rational durch
z, Y, Y,, -+ Y,, v und y ausdriickbar ist, falls die reducirte
Gleichung (164) entweder gar kein algebraisches Integral hat oder
nur solche, welche rational durch z, Y, Y;, --- Y, 4 und y aus-
driickbar sind. Hat aber die Gleichung (164) gar kein algebraisches
Integral, so hat nach (160) die Gleichung (161) kein Integral, wel- ~
ches aus dem Producte von # in ein Abel’sches Integral besteht,
und hat die Gleichung (164) nur solche algebraische Integrale, welche
rational in 2, Y,, Y,, - - Y,, v und y ausdriickbar sind, so hat
(161) zwar solche Integrale, aber von der Beschaffenheit, dass der
Differentialquotient ¢ des aus jenem Integrale und der algebraischen

Function » gebildeten Quotienten rational in z, Y}, --- ¥, v und y
ausdriickbar ist — in beiden Fillen folgt, dass

(165) -~--ftdx=des
ist, worin f rational durch z, Y,, --- Y, u und y darstellbar ist.

Findet aber- eine Gleichung von der Form (165) statt, so war friiher
nachgewiesen worden, dass dann auch, wenn das Abel’sche Integral
der rechten Seite zum Geschleéhte p gehort,

p_ X
(166)~-~ftdx=%2f¥ds+w-

ist, worin 0 eine ganze positive Zahl, und ¢, v,, - - - v, Losungen
einer algebraischen Gleichung p*» Grades sind, deren Coefficienten
rational durch z und ¢, d. h. rational durch 2z, Y, -+ ¥,,, u und y

ausdriickbar sind, wihrend die zugehorigen Werthe von Y aus eben
diesen Grossen und den respectiven Werthen v, rational zusammen-
gesetzt sind, endlich w eine algebraisch-logarithmische Function von

demselben Charakter bedeutet. Es folgt somit der nachstehende Satz:
13%*
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Hat einc lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein Integral
von der Form ‘

k4

z=uf Yds

worin u und v algebraische Functionen der Variabeln x sind, und be-
sitet dic reducirte Differentialgleichung entweder gar kein Integral,
welches durch w dividirt ein Abel’sches Integral wird, oder, wenn es
ein solches wird, fiir die algebraische Function des Abel’schen Integrales
cine rationale Function von w und den Coefficienten der Differential-
gleichung liefert, so liisst sich jenes Integral auch stets in die Form

setzen .
V¢
P
u
2= = Elaj Yds + w,

worin O cine ganze positive Zahl, vy, vy, - - - vy, wober p das Geschlecht
von Y bezeichnet, Lisungen einer algebraischen Gleichung p*" Grades
sind, deren Coefficienten sich rational dwrch z, Y,, -+ Y., y und u
ausdriicken lassen, wihrend die zugehorigen Werthe von Y aus eben diesen
Grossen und den respectiven Werthen v, rational zusammengesetzt
sind, endlich w eme algebraisch-logarithmische Function von demselben
Charakter bedeutet.

Ist u selbst rational aus z, Y}, --- Y, und y zusammengesetzt
oder eine Constante — was z. B. der Fall wire, wenn die reducirte
Differentialgleichung (161) nur solche algebraische Integrale hiitte, -
welche rational durch eben diese Grossen ausdriickbar sind — dann
werden auch die Coefficienten der die Grossen v,, v,, - -- v, definiren-
den Gleichung rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung
selbst zusammengesetzt sein.

Nehmen wir allgemeiner das Integral in der Form an

o %0

(167) - 2 =“1J Y‘”ds-{—ugj Ymds-l—---—l-u(,‘/Y@ds—l—-u,

in welchem w,, Uy, - -+ %y, ¥,, vy, - - vy, 4 algebraische Functionen von z,
und YO, Y@ ... Y@ ebensolche Functionen von s seien, so werden
offenbar wieder w,, u,,--- u, unter der Voraussetzung der Irreducti-
bilitédt der in (167) vorkommenden Abel’schen Integrale particulire
algebraische Integrale der reducirten Differentialgleichung sein miissen,
und macht man somit die Substitution

(168) - - - - z=ulftdx,

so wird man wie oben auf eine lineare Differentialgleichung m — 1%*
Ordnung gefiihrt, deren rechte Seite wieder y ist, und welche ver-
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moge (167), wie man leicht sieht, ein particulires Integral von der
Form hat

(169) - -+ - t — UJ Y@ ds + U3j YO ds + - 4 UQJ Y©ods+ U,

in welechem U, U,, - - U, wiederum algebraische Functionen von # sind,
die zugleich algebraische particulire Integrale der reducirten ¢-Ditferen-
tialgleichung darstellen, und welches ein Abel’sches Integral weniger
hat. So kann man durch successiv angewandte Substitutionen von
der Form (168) die gegebene lineare Differentialgleichung auf eine
andere nicht homogene reduciren, deren rechte Seite der der gegebenen
Differentialgleichung gleich ist, und welche dann ein Integral von
der Form
i
w, J Yods + W

“hat, in welcher W und W, algebraische Functionen von z bedeuten;
auf diese konnen dann die oben gemachten Schliisse angewandt
werden, und hiervon ausgehend kann man dann in unmittelbar ersicht-
licher Weise zuriickschliessen.

Die Bedingung fiir die rationale Ausdriickbarkeit der Coefficienten
der die Grenzen der Abel’schen Integrale bestimmenden Gleichung
durch die Coefficienten der Differentialgleichung lésst sich aber noch
bedeutend einschrinken und ganz ebenso formuliren, wie es oben
fiir logarithmische Integrale geschehen ist, indem dort die reducirte
Differentialgleichung nicht nur im Allgemeinen, wie es hier jetzt ge-
schehen ist, der engeren Bedingung unterworfen wurde, nicht durch
Abel’sche Integrale befriedigt zu werden oder nur solche mit bestimmter
Eigenschaft der Grenzen zu besitzen, sondern dass sie bloss nicht
logarithmische Integrale oder nur logarithmische Integrale von be-
stimmter Beschaffenheit des Logarithmanden besitzen sollte. Ganz
ihnlich lassen sich die Sitze auch hier gestalten, und die Art des
Beweises fiihrt zu interessanten Betrachtungen, welche der Trans-
formationstheorie der Transcendenten angehoren.

Habe also eine nicht homogene lineare Differentialgleichung
(146) zum Integral ein elliptisches Integral, welches mit beliebigen
algebraischen und logarithmischen Functionen additiv verbunden sein
mag, also in der Form dargestellt werden kann

g0 dE
170) ... - 2= 45 U,

worin

AT - 4 @) =V(1—&) (1 —#'F),

f(E) eine rationale Function von &, u, die Losung einer irreductibeln
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algebraischen Gleichung 4*® Grades
(172) -+ - @ (w) =0

bedeutet, deren Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten
der Differentialgleichung sind, und endlich U eine algebraisch-logarith-
mische Function vorstellt, so bilde man in wiederholt angegebener
Weise eine Grosse £, durch welche sich mit Hiilfe der Coefficienten
der Differentialgleichung die Grossen u,, 4 (u,), der in U enthaltene
algebraische Theil w und die einzelnen Logarithmanden w,, w,, - - - ws

rational ausdriicken lassen. Sei die irreductible algebraische Gleichung,
welcher die Grosse ¢ geniigt

(178) - - =0,
dz @s
dr’ dz*’
berechnet und in die Differentialgleichung einsetzt, dieselbe, wenn fiir
die Grossen w,, 4 (u,), w, w,, w,, - - - ws ihre rationalen Ausdriicke
in ¢t gesetzt werden, in eine rationale Function von ¢ iibergehen,
welche bekanntlich dann durch alle Losungen von T'= 0 zu Null
gemacht werden muss, woraus folgt, dass die diesen #Grossen ent-
sprechenden Werthe von u, 4 (), w, w,, - - - ws in (170) eingesetzt,
Integrale der gegebenen Differentialgleichung liefern. Wihlen wir
nun alle diejenigen ¢-Werthe aus, welche u, und A (u,) unverindert
lassen — denn es ist nicht etwa auch ¢ eine rationale Function der-
Grossen u, ete. — so werden wir eine Reihe von Integralen der
Differentialgleichung von der Form erhalten

so wird, wenn man aus (170) die Differentialquotienten

ff(f’)(gd)g w + Al log 0+ A, log w® + - - + A, log w'”

? d ” o
Zy = f(j)(g)g + w® 4 A4, log w(f)—l- A, log w(:) + .- 4 4, log wff)

und es wird somit auch der Ausdruck

Yo d .
(114) Z,— (T8 + W Bilog W,+ B,log Wy + -+ B,log W,

ein Integral der Differentialgleichung sein, worin die W, W,,-.. W,
als symmetrische Functionen der w-Werthe rational in den Coeffi-
cienten der Differentialgleichung ausdriickbar sind. Setzt man den
Werth von Z in die Differentialgleichung ein, so ergiebt sich einer-
seits aus derselben, dass 4 (w,) sich mit Hiilfe der Coefficienten der
Differentialgleichung als rationale Function von #, darstellen lisst,
andererseits folgt aber auch aus dem Friiheren, dass, wenn man statt u,
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irgend eine andere Losung u, der Gleichung (172) und fiir 4 (u,) die-
selbe rationale Function von w, setzt, auch der Ausdruck

(175) Z,— ”Efigig+wm+3 log W'+ B,log W"+ - - + B, log w
der Differentialgleichung geniigt. Es wird daher

(e fea
(116) -+ 2=2,— Z,= ) fd(g) + W— W

+ B,log —* (1) + .-+ 4 B, log (1)

(T

der reducirten Differentialgleichung

am— 1 dz

ATT) - Ty T Y S =0

dx™ dx

geniigen, oder auch der Ausdruck

(178)- - J’"‘Wg + X+ Clog X, + C,log X, + - - - 4 Cylog Xy,

4()
wenn X, X,,--- X, wieder algebraische Functionen bedeuten, und
du, du, _ dv
(179) A (uy) A(u) — A(v)

gesetzt ist, also die Relationen bestehen

ld e 1
(180) ""”2=L1(i),,z_,zfﬁl
und
(181) -+« A () = L0 AO (w20 20h v (8 1420207 09 F 2w *0)

1 —n2u, 202

Nehmen wir nun an, dass die reducirte Differentialgleichung (177)
gar kein Integral besitzt, welches aus algebraisch-logarithmischen
Functionen und einem zur Irrationalitit - (§) gehorigen elliptischen
Integrale additiv zusammengesetzt ist, oder, wenn es ebensolche In-
tegrale hat, dass die obere Grenze des resp. elliptischen Integrales
und die dazugehorige Irrationalitit rational aus den Coefficienten
der Differentialgleichung =, Y,, Y,,--- Y, _; und y zusammengesetzt
ist, so wiirde, da in der- Gleichung (180) einerseits () eine ratio-
nale Function von %, war, andererseits nach der eben gemachten
Amnahme v und 4 (v) rationale Functionen der Coefficienten der
Differentialgleichung sein miissten,

—"f(uu z, Yl: Y2) o 7"—17 y)

sein, worin f eine rationale Function der in der Klammer enthaltenen
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Grossen bedeutet; da nun w, und u, Losungen der mit Adjungirung
der Grossen z, Y, Y,, - - Y,.—1, y irreductibeln algebraischen Gleichung
(172) sind, so werden sich siimmtliche Losungen derselben bekannt-
lich in die folgende Gruppenform bringen lassen

ul u2 u3 ----- ’lte
1 1 1 1
W Dy
©)---- .
(6—1)  (6—1) (o—1) (6—1)
%y oy U, Uy

in welcher die Losungen je einer Horizontalreihe die iterirten ratio-
nalen Functionen f des Anfangsgliedes einer jeden derselben sind,
und somit z. B. der ersten Horizontalreihe von (O) das transcendente
Gleichungssystem entspricht

Yag  (fag _ (ae
j 4() “f 46 _j 4@

Yag _ (Far _ [fae
J56 fd(e.) — [ .

Ye—1 ve 0
¢ (tdE _ (" dE
fd(g) fd(ﬁ) fd(é)
Y e fa
jd(é) ,/d(§) _jd(é) ’
in welchem sich die Integrale vermoge der verschiedenen Wege noch

um Vielfache der Periodicititsmoduln unterscheiden konnen, woraus
durch Addition

(182) - - ..

(183) ---- gf—j(—i)—=mm+m'm'
folgt, wenn m und m’ ganze Zahlen, ® und " zwei Elementarperioden
des elliptischen Integrales bedeuten. Setzt man also

d
fd(gs) =

[

so folgt

(184) - - - - u, = sinam (w,, %), u, = sinam (wl —l—m—m_%ﬁ'—“i, x),

. meo + m o
Uy = smam(wl—l— 2~—~—9——, x), cee
mo +m o’
motme ,,)

%o = sinam ('w1 +—1) o
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Wegen der @hnlichen fiir die Glieder der Gruppe je einer Verti-
calreihe bestehenden Beziehung erhilt man -z. B. fiir die Glieder der
ersten Verticalreihe die Ausdriicke

(185) - - - - u, = sinam (w,, %), u (11) — sina.m( 4+ po -l,- po x)

u® — sinam (wl—f—?-—’im—_*_&”m , x),

1

u®~" — sinam (’wl + (6 —1)22° _'; ",“i, x),
und #hnlich fiir die anderen Horizontal- und Verticalgruppen, so dass,
wenn
u‘ dg B
J a@ — Y
0

gesetzt wird, die die Grossen « definirende Gleichung lautet:

(186) [sinam (w, ®) — sinam (w,, x)]

sinam (w, x) — sinam (w1 4 metwe , x)]

L Q

[ sinam (w, ®) — sinam (wl + 2 ”“‘im—“’, u)] ‘e

| sinam (w, %) — sinam (w ( + (e—1) mﬁiﬂﬂ , x)] >
[ sinam (w, %) — sinam (wl 4+ £2 + wo' , x)]

sinam (w, x) — sinam (W1+ £e t“m -+ mmtmm , u)]

[ sinam (w, %) — sinmn(w1 + im—_l;-”‘—{i +(e—1) ﬁEiQM , x)]

_sinam (w, %) — sinam (wl + (6—1) ———= £e + weo' ’ ")]

-sinam(w, x)—sinam(wl—l—(o‘—l) ’mt" o + mmtmlm’ ) x):l ..

[ sinam (w, %)— sinam (w1 + (6 — l)ﬁfo—_";f'i +(e—1) mLNL_LmI ’ “):'

Bekanntlich ist aber fiir eine Transformation g*® Grades, wenn

(187)....L”_"Liqﬁ,“;'=g



202 § 14. Eigenschaften der algebraischen Grenzen.

gesetzt wird, » den urspriinglichen, 2 den transformirten Integral-
modul, M den Multiplicator der Transformation bedeutet,

(188) - - smam( i l) =|/ —"li sinam (w, %) ><
H (sinam (w, %) — sinam (¢ &, u))
1

o—1
2

lal (1 — »*sin%am (w, #) sin*am (¢&, u))

1

Bildet man den Ausdruck

(L) - - - - sinam (—1—7:)[—-, l) sinam ( 3 A)

so wird dieser Ausdruck verschwinden, wenn w = w, ist, andererseits
siecht man aber aus dem bekannten Ausdrucke

(189) - - - - sinam (—1:%, l)= V% sinam (w, %) sinam (w 4 L, x)
- sinam (w 4 28, %) - - - sinam (w—l—(g —1eQ, x),

dass der Ausdruck sinam ( i /1) unverindert bleibt, wenn statt w

die Grosse w -+ v Q gesetzt wird, worin » irgend eine ganze Zahl
bedeutet, so dass der Ausdruck (L) auch verschwindet, wenn w =
w4 L, w,+28, - w, + (o — 1)L gesetzt wird, und da nun aus (188)
folgt, dass der Zihler des Ausdruckes (L) eine ganze Function o'
Grades von sinam (w, %) ist, so wird sich dieser in die Form setzen
‘lassen

c (sinam (w, %) — sinam (w,, x))

. . mo -+ o’
- { sinam (w0, %) — sinam (w1 — e x) .
L4

Q

worin C eine Coustante bedeutet, also in den ersten Theil der Gleichung
(186) tibergehen, und man sieht sofort, dass, weil die anderen Theile
dieser Gleichung sich ebenfalls als die Zihler von Ausdriicken der

Form
w4y BOT RO
. w . [
sinam (7 R l) -— slnam i , A

darstellen lassen, wiihrend die Nenner dieser Ausdriicke nur fiir con-
stante, nicht von w, abhiingige Werthe von w verschwinden konnen,

. (sinam (w, #) — sinam (wl +(—1) mo + mo s x)) R
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die Gleichung (186), welche in sinam (w, x.) vom o' Grade ist,
sich ersetzen lisst durch die folgende

(190) - - .-  sinam (—g[—, l) — sinam (% , l)]
. w . wit = t =
sinam (—JT’ l) — sinam b7 —, 4
" o ((wte—p et
sinam (_IW , l) — sinam 7 yA ] {=0,

. . w : .
welche in sinam (—IIT’ l) nur vom ¢** Grade ist. Nun war aber

oben als Integral der nicht homogenen linearen Differentialgleichung
das elliptische Integral

Dl d
(191) o= [ LOE 4 @
vorausgesetzt, worin
4, 0 =V1—8&) (1 —#F),
und «, eine Losung jener Gleichung g6'™ Grades ist, welche auch
in die Form gesetzt wurde

(192) - - - - u; = sinam (w,, x);
setzt man nun
u, %

. YdaE 1 [ d:
(193)-...12@’“ T M) AE
0 0

so wird 2, vermbge der durch diese Gleichung ausgedriickten Trans-
formation ¢*® Grades iibergehen in

1

(194).---z1=f—§%% +1,
worin vermége (192) und (193)

(195) - - - - i, = sinam (%, l),
und somit 1, eine Losung der Gleichung 6" Grades (190) ist. Wir
finden also, dass, wenn jener linearen Differentialgleichung ein ellip-
tisches Integral gentigt, dessen obere Grenze eine algebraische
Function der Variabeln ist, der Grad der diese Function definirenden
Gleichung vermdge einer Zerlegung in Gruppen erniedrigt werden
kann, und fahrt man in dieser Sehlussweise fort, bis man zu einer
Gleichung. ersten Grades gelangt, so erhiilt man den folgenden Satz:

Geniigt einer nicht homogenen lincaren Differentialgleichung ein
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elliptisches Integral, dessen obere Grenze eine algebraische Function der
Variabeln ist, so ldsst sich dieses, wenn die reducirte Differentialgleichung als
Losung entweder gar kein elliptisches Integral besitzt, welches su demselben
Integralmodul gehirt, oder, falls derartige Integrale vorhanden sind, die
obere Grenze des elliptischen Integrales, sowie die dazugehirige Irrationalitit
rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung zusammengesetzt
ist, in ein elliptisches Integral mit anderem, durch algebraische Trans-
formation erhaltenen Integralmodul verwandeln, dessen obere Grenze eine
rationale Function der Coefficienten der Differentialgleichung ist.

Es bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung, wie diese Sitze
auf hyperelliptische und Abel’sche Integrale auszudehnen sind, nach-
dem oben die Verwendung des Abel’schen Theorems fiir diese Fragen
besprochen worden.

§ 15.

Eigenschaften der Irrationalititen solcher Abel’scher Integrale,
aus denen Integrale linearer Differentialgleichungen
zusammengesetzt sind.

Nachdem wir eine Reihe von Sitzen iiber die rationale Aus-
driickbarkeit der Grenzen von Abel’schen Integralen aufgestellt
haben, welche linearen nicht homogenen Differentialgleichungen ge-
niigen, wollen wir die Beschaffenheit der algebraischen Irrationalitét
solcher Abel’scher Integrale niher untersuchen.

Habe also die Differentialgleichung

z a1z dz
+ Y, dz—1 +---+ Ku—ld_x=y

d.’l’m

(196) - - - -

ein Integral der Form

(197) -+ -+ 7 =jf(§ A(E)) i+ U,

worin

4 =V(1—8)(1—#8),
u, eine algebraische Function von z ist, und U, eine algebraisch-

logarithmische Function bedeutet, so war oben gezeigt worden, dass
jener Differentialgleichung auch stets ein Integral von der Form

(198) - =5 [{(5, 4®)dE+ V

geniigt, worin 0 eine positive ganze Zahl, v und 4 (v) rational aus
z, Y, Y, --- Y,_;, y zusammengesetzt sind, und V eine algebraische
Function desselben Charakters ist.
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Bildet man den Ausdruck
(199) --- Z—fd(s)’

woraus
ds _dv 1 @ A 1 A0) gdvy
dx =~ dx Ad@)’ dx*  da® 4d@®) A(v)® ( )’
folgt, und setzt hieraus die Grt')sse
amz
dz™ + Y m—1 "I" + Im—l (l!L'

zusammen, so wird dieselbe eine ratlonale Functionvonz, Y, Y, 1, 9,
welche wir durch F'(z, Y,,--- Y,,_1, y) bezeichnen wollen; wir finden
somit, dass, wenn der Differentialgleichung

A"z am—1z dz
aor T I e B Yege =y

durch ein elliptisches Integ;"al geniigt wird, eine lincarc Differential-
gleichung

amz am -

T + Y, et Y d**_F(-'” Yy, Yu, 9)
existirt, worin F eine rationale Function bedeutet, und welche als Inte-
gral das zugehiorige elliptisches Integral erster Gattung von der Form

Tk
B== J 7@"
besitat, fiir welches v und A (v) rational durch x, Y,,--- Y,_y, y aus-
driickbar sind.

Wir werden somit zur Feststellung der Eigenschaft der Irratio-

"nalitit 4 (£) nur solche lineare, nicht homogene Differentialgleichungen
zu betrachten haben, welche ein elliptisches Integral erster Gattung
zum Integral haben, dessen obere Grenze sammt der zu dieser Grenze
gehorigen Irrationalitiit rational durch die Coefficienten der Differential-
gleichung ausdriickbar ist.

Habe also die Differentialgleichung (196) das Integral (199),
und denke man sich fiir die Ableitungen von z die sghon oben ent-
wickelten Werthe eingesetzt, so kann man in der fiir alle # nunmehr
identischen Gleichung die Variable z willkiirliche Wege beschreiben
lassen, immer wird die Gleichung identisch befriedigt werden, und
aus friiher angestellten Betrachtungen ist klar, dass, wenn man y als
Losung einer mit Adjunction der Grossen z, Y, Y,, -+ Y, irre-
ductibeln Gleichung

(200) - - - y+%(~’b Y, o Yp)y =t
(@ Yy V) =0
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auffasst, man = solche Umldufe machen lassen kann, dass man ohne
Aenderung der Werthe Y,,--- Y,,_; successive zu allen n Wurzel-
werthen dieser Gleichung gelangt, wie dies fiir irreductible Gleichungen
bekanntlich allgemein moglich ist. Nehmen wir hun an, dass zwei
Losungen y, und y, der Gleichung (200) in der Beziehung zu einander
stehen, dass
(201) « - - yy= ey,

ist, so wissen wir aus der im vorigen § angestellten Untersuchung,
dass ¢ eine Constante, und zwar eine u* Einheitswurzel sein muss,
und die Gleichung (200) dann die Form annimmt:

(202) - - ?/“‘+ Pu (@, Yy, oo Ypg) Y08 4o

<o ‘p’#(x; 197" m—1) = 0.
Nehme nun v, wihrend y, in y,=¢y, ibergeht, worin ¢ die

2mi
primitive gt Einheitswurzel ¢ = ¢ # bedeutet, mit Beibehaltung’
der Werthe Y,,--- Y,y den Werth v, an', so wird, wenn y,, 2,, v,

und y,, 4, v, entsprechende Werthe bedeuten,

_ (s
% “j E16)
der Differentialgleichung

d™z am 1z . dz
dx™ + 1 dx™ ! t ot Yo dz

geniigen, so dass

a™ (sz, — 2,) a™" sz, — 2,)
Y, 2
P + Y, = +
422, — 7))
N —d;.L =0

wird, und daher die homogene lineare Differentialgleichund

(203) - - - -

(lm—l

1"z
(204) Tt ;xm + Y m—1 + + :Ym—l d.’L‘ =O

das Integral
_ (Tag as

| (205) Z_,/ @ fd(é)
besitzt.

Nehmen wir nun an, dass die reducirte Differentialgleichung (204)
gar kein Integral einer algebraischen Function zu ihrem Integrale
hat, d. h. dass die durch Substitution von Edj? = { aus (204) hervor-
gehende Gleichung ’ '

an— m—
(206) ml+ dmz

+ + Ym__1§—0
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kein algebraisches Integral besitzt, oder auch, dass, falls die Gleichung
(204) Abel’sche Integrale zu Losungen hat, diese sich stets durch
ein elliptisches Integral erster Gattung mit derselben Irrationalitiit
A (&) darstellen lassen*), so wiirde jedenfalls

av, dv av.
207) - .- 2 — =3
( ) A(v,) 4(v,) A(v,)
sein, worin v; auch eine Constante sein kann. Setzt man nun
dv, dv, av

@) Aw) T 4@
so geht die Gleichung (207) in
dav’ dv,
@08) - oy = dwy
iiber, worin offenbar v" und v, algebraisch mit einander zusammenhiingen.
Da aber der Modul der beiden elliptischen Differentialien der Gleichung

(208) derselbe ist, und
2x

27 ..
& = COS8 — 7 81D ——
w + w“

. 27 . .
reell nur dann ist, wenn —~ = %7, worin x eine ganze Zahl, d. h.,

wenn p = 2, also ¢ = — 1 ist, so folgt aus der bekannten Defini-
tion der complexen Multiplication elliptischer Integrale der Satz,
dass, wenn einer linearen, wicht homogenen Differentialgleichunyg,
deren rechte Seite y bei einem geschlossenen Umlaufe der Variabeln,
fiir' welchen die Cocfficienten der Differentialgleichung wnverdindert bleiben,
in ein Multiplum dieses Werthes iibergeht, ein elliptisches Integral geniigt,
unter der Voraussetzung, dass die reducirte Gleichung, wenn sie iiber-
haupt durch ein Abel’sches Integral befriedigt wird, als solches nur ein
elliptisches Integral mit demselben Modul besitzt, der Integralmodul des

elliptischen Integrales ein Modul der complexen Multiplication sein muss,
2t

wenn wicht jenes Multiplum & = e reell, d. h. y = 2 ist.
Setzen wir mit der bekannten Bezeichnung gradliniger Integrale

;A@)’ o fd(&) fa@)’ -

so gelten vermoge des algebraischen Zusammenhanges der Grossen v
und v” fiir die Gleichung (208) nach bekannten, der Transformations-

=4

*) Fiir den Fall der einfachsten Differentialgleichung —g% =4y wiirde das
. l . . .
Integral der reducirten Differentialgleichung ;—i = 0 eine Constante sein, die
sich stets als ein solches elliptisches Integral auffassen lisst, somit der obigen
Bedingung fiir die reducirte Gleichung stets gentigt werden.
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theorie der elliptischen Integrale geliufigen Schliissen die Be-
ziehungen

0w = ca,0 4 ca, 0

0w = e¢byw + b a0,

worin 0, a,, @,, b,, b, ganze Zahlen bedeuten, und man erhilt somit
zwischen diesen Zahlen und & die nothwendig zu erfiillende Be-
dingungsgleichung

(209) {

a,e —0 a8

by & bye—2d
2mi

daraus folgt, dass ¢ =c # die Losung einer ganzzahligen quadrati-

schen Gleichung sein muss, woraus wieder unmittelbar "die einzig

moglichen Werthe von u bestimmt werden kionnen. Denn wenn

Ccos

27 .. 2z
-+ 2 sin —
w 2
die Losung einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficienten

ist, so muss cos

selbst rational sein, und aus dem Ausdrucke

2 2 E(k—1 2 .
cos k - —:—=cos’° : — (1‘2) cost—2 27 ginz 27
k(e —1) (k— 2) (k — 3) ea 27 .4 2m
+ 1.2.3 COS TSHIT ey,

worin % eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, folgt dann auch,

2xn . . . .
dass cos k - “u eine rationale Zahl sein muss. Sei nun

. w=2"3"pl' p{" - pf3,
worin p,, p;, - -+ p2 von 2 und 3 verschiedene Primzahlen, und
91, Oy, - + - @2 positive ganze Zahlen bedeuten, so wiirde, wenn

27 . . o
cos — - eine rationale Zahl wire, auch

—1 2% 2m
cos 2% 8° e o pt - ——, d h. cos
w 21
. . . . 2n .. 2@ . w
rational sein miissen; nun ist aber cos » —+ ¢ sin ein Lisung
1 1

der Gleichung

(a,) ce e xh—l...l_xlh—?_i_ . e + x+ 1=O,
welche, wie wir wissen, irreductibel ist in Bezug auf die Rationalitit
der Coefficienten, und setzt man

1
x+;=y:
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so hat die sich ergebende Gleichung

p—1 7n—3 3 7n—>5
(b)....y2 +y2 _&_2_?/2 +..-=O
die Losung
2 .02 ..
(cos ”—l—zsm—“—)-{—(cos T isin 7r)=2cos 2“,
b, p 2 1 P, 1

und auch die Gleichung (b) wird irreductibel sein, da, wenn sie es
nicht wire, die Substitution von y = = % in einen der Zerlegungs-

factoren auch eine Zerlegung der Gleichung (a) liefern wiirde; es

fpl_l

kann somit cos nur dann rational sein, wenn -~o—— =1,

1
also p, = 3 ist, dasselbe gilt fiir p,, --- p1, somit sind die einzig
moglichen Fille von p, fiir welche cos —2% eine rationale Zahl sein

soll, in der Form enthalten
”. = 20‘ 35 ;

ist nun # =2 oder > 2, so folgt ebenso, dass dann auch cos 27”

rational sein miisste, was, wie man leicht einsieht, nicht der Fall ist,

o . . 27 .
ebenso wiirde, wenn «=3 oder >3 sein wiirde, auch cos 5 rational

sein miissen, was wiederum nicht der Fall ist, also sind die mdg-
lichen Fille zunichst auf die Form

p, = 2“ . 315.
beschrinkt, worin ¢ =0, 1,2, =0, 1 sein kann; in der That
ist fir u=2,3,4,6

2% 27 2% 27
[{01] 2 CcOoSs 1 (a1} ) OOST

eine rationale Zahl, und wir finden, dass & nur die 4 Formen haben
kann

2mi 2 2ni 2nri
g=¢?%, e, e%  ef.

Andererseits ist aber leicht einzusehen*), dass nur zwei in
einander transformirbare elliptische Integrale dieselben Multiplica-

*) Man kann dies leicht mit Hiilfe der aus der Transformationstheorie der
elliptischen Functionen bekannten Formeln beweisen; stehen namlich zwei
elliptische Differentiale in der Beziehung

dy _  dn

=a
4 () 4@’
worin y und 7 algebraisch zusammenhiingen, so ist

dw=are 4+ asaw’
’ , , .
do'= are+ asa’,
Konigsberger, Differentialgleich. 14
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toren der complexen Multiplication haben kéonnen; da nun die Multi-
2mi

plicatoren mit Ausnahme von e 2 ——1, in welchem Falle derselbe
reell wird, sich also fiir den Modul des Integrales gar keine Be-

woraus unmittelbar

==+ Ve —5)"+ 4r's _ 24
@A ----r= s T Ty F st

folgt. Hieraus ist nun leicht einzusehen, in welcher Beziehung zu einander
verschiedene complexe Multiplicationsmoduln stehen miissen, wenn der Multi-
plicator a fiir digse Moduln derselbe sein soll, oder wenn die beiden Gleichungen

dt _ adu
Va—i) 3 —1,2e Va—w?) 1—2%ud
dv adw

Va—o) 1—270)  VI—w) 1 —Atw)
in welchen « mit ¢, ebenso wie w mit v algebraisch verbunden sind, zu gleicher
Zeit bestehen sollen; denn da sich dann, .wenn der zum Modul 4, gehdrige
&-Modul mit z;, der zu 1, gehorige mit 7, bezeichnet wird, aus (A) vermdge
der Gleichheit der Multiplicatoren die Beziehung ergiebt
24, 26,

2n +s7 T o, + 87 7
in welcher die der Transformation zugehérigen ganzen Zahlen mit entsprechen-
den Indices versehen sind, so folgt

By - ---1,= 2(7162_7‘;‘11)4'828171 ,
192

und somit 7, als lineare Function von z,. Da nun, wie wir wissen, der reelle

Theil von - und 2 wesentlich positiv ist, und diese beiden recllen Theile

. d, 8, . . .

sich nach (B) um den Factor 2—81 unterscheiden, so wird dieser Factor eben-
1°2

falls positiv sein, und somit, wenn in bekannter Bezeichnungsweise

by, — a,T
Ty, = 0 01
a;t, —b
gesetzt wird, in unserem Falle

ayb, —a, b, = 06,0,8,5, =N

eine positive ganze Zahl sein; nach einem bekannten Satze der Transformations-
theorie ist dann aber 7, ein durch eine Transformation N2 Grades aus 7,
transformirter &-Modul, und es folgt somit, dass die beiden Moduln 1, und 1,
der complexen Multiplication aus einander transformirte Integralmoduln sein
miissen, dass also gleiche Multiplicatoren nur dann zwei verschiedenen Moduln
der complexen Multiplication zugehoren komnem, wenn die Moduln in einander
transformirbar sind, oder endlich, dass, wenn wir transformirte Integralmoduln
als gleich betrachten, jedem Multiplicatorwerth einer complexen Multiplication
nur ein Modul entsprechen wird.
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dingung ergiebt, sammtlich complex sind, und die elliptischen Integrale
d§ * dg *dg 1

— 2
oo Jvee Sver = e G =
eben diese Multiplicatoren besitzen, wie aus den Substltutlonen
2mi ‘ 2 7! 2mi 2mi
E= e——5~g1’ E=e gl? E=e® E, oder m=e? g

hervorgeht, so werden diese drei elliptischen Integrale, wenn wir
den Fall y =2 ausschliessen, diejenigen sein, die allein Integrale
jener linearen, nicht homogenen Differentialgleichung sein konnen.
Wir ‘konnen somit das folgende Theorem aussprechen:
Die Diﬁerentialgleichung

dm—l

LYt Y =,

in welcher y durch die Glewhung definirt st

(210) Y+ ?fl(x7 Yl; o Ym—'l) y(x_l)'u +--+ P (x) Irn o :Ym-—l)=07
kann nur domn durch ein elliptisches Integral erster Gattung — wund
zwar unter der Vorausseteung, dass die reducirte Differentialgleichung
entweder gar kein durch ein Abel’sches Integral darstellbares Iniegral
besitzt (von dem constanten Integrale abgesehen), oder nur elliptische
Integrale mit demselben Modul — befriedigt werden, wenn uw=2,3,4,6
ist, und dann sind in den drei letzten Fillen die Integrale der Differen-
tialgleichung von einer der Formen

T ~ 3‘dzg_~1’5¢zvn rrrrr B
ve—1 Jve—1 Jye—1 ) va 1’
worin w respective v, sowie die dazugehirigen Irrvationalititen rationale
Functionen von x, Y,, Y,, -+ Y,y und y sind.

Fassen wir den Fall g = 2 ins Auge, fiir welchen y der Gleichung
geniigen wird

@11) -- o P by, Yy, e Ypg) 272 _
"I‘ 904("”) 1" m—-l)yuh‘i’i‘ +q72”(x) Yl; e Ym—l) = 0)

so wird man, wenn der Differentialgleichung das Integral geniigt

Uy

(212) - ... 5121%7
4E=V1—-8)(1—28), i

und u, sowie A(u,) rationale Functionen von z, Y, -+ ¥,,— und y
bedeuten, nach der Gleichung (211) die Variable 2 einen solchen

Umlauf machen lassen konnen, dass ohne Werthveriinderung von
14%

worin
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Y, ... Ypy die Wurzel y in — y ibergefiihrt wird, wofiir die aus
diesen Grossen rational zusammengesetzten Werthe von %, und A (u,)
in w, und A (u,) iibergehen mogen, und es wird daher

wf 2

ein Integral der Differentialgleichung

d"z Y, a1z Y,
s F Tt o T g =
sein, und somit, wie unmittelbar zu sehen,
2, = % '2" 2y

der urspriinglichen Differentialgleichung gentigen; setzt man aber

=f(x Ylv" m—1, y) A(“l)‘—r(xi 1 " Ym—-h f'/)
_‘f(x 17" Y, m—1, _y) A(“2)—'F(x 1" Ym—lr—y)’

so ist, wenn man

S-S
Z10) a® a@

setzt, vermbge der bekannten Ausdriicke fiir #; und 4 (uy) sofort
einzusehen, dass

Uy = f1 (xy Yn o Ym—ll f‘/2) Y, A(us) = F (-7/'1 1) " ° Ym—~1; ?/2)
ist, und, dass, wenn wir zu z,, was erlaubt ist, da Y, = 0, noch
eine Constante von der Form

1
i Lt
2./ 4(§)
hinzufiigen, das neue Integral

Y
2/ 4@
so beschaffen ist, dass v eine rationale Function von z, Y,,-- ¥,y
und »? wird, wihrend 4 (v) das Product einer eben solchen Function
in y selbst ist.
Nun konnen aber auch alle linearen, nicht homogenen Differen-
tialgleichungen von der Form

an dm——l
e e RLE o LR

‘bestimmt werden, in denen y die Losung einer Gleichung von der
Form (211) ist, und welchen ein elliptisches Integral

Lf s
2./ 4(§)
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geniigt; denn setzt man y® = ¢, so ist ¢ nach (211) durch die
Gleichung bestimmt
(213) R o 9’2(377 Y, Ym—l) =t
F o, Yy, Yu )2 b pea(m, Yy, o Yaon) =0,
“worin die Functionen ¢,, ¢,, - - - @3, passend zu wihlen sein

werden, und v wird nach dem oben bewiesenen als eine rationale
Funection von 2, Y;,--- Y,—; und ¢, also von der Form

w,(x, Y;,-- Ym_l)+‘°1(x: Y, Ym_l)t‘*‘""""’x_l(wr Y, }_’m_l)tx—-l

(214) v= w(x, Yl) M Ym_1)
worin die ® ganze Functionen der Grossen z, Y, --- Y, sind,
so zu bestimmen sein, dass A(v) durch y=}/¢ dividirt, oder
dass '
@15) ... 24O

[o(x, Y, X, ) —op(2, Yy, X, )=y (2, Y, Y, Jt—--— @y (%, Yy, ﬁ_l) t#—1]
[o@ Y, Y, )toy(z, Y, Y, Ntor,Y, Y, it+t-+o,  (,Y,-Y, =1
[o(, Yy, Y, )-coy(®, Y, Y, )-co, (% XYy, Ym_l>t— cecw, (2, Y, Y, Y
[m(w, Y, Ym__l)+cmo(x, Y, Y, )t wl(x, Y, Y, )i+, (x, Y, Ym_l) 1]

t

eine rationale Function von z, Y,,--- Y, und ¢ ist. Sind z. B.
die Functionen Y, .- Y, _; rationale Functionen von z, so wiirde
die Forderung die sein, die ganzen Functionen von z:w, @y, ©,, : + ©,—1
so zu bestimmen, dass die eben angegebene Irrationalitit mit ¢ selbst
gleich verzweigt ist, und wie man eine derartige Aufgabe behandelt,
ist im § 12 bei der Frage der Reduction hyperelliptischer und Abel’-
scher Integrale auf solche niederer Gattung besprochen und an Bei-
spielen erliutert worden. Sind nun die Coefficienten © und der
Integralmodul ¢ diesen Bedingungen gemiiss bestimmt, so setze man

. dv d*v
PSRy L1 S N s AU WG S L O
T2 4@ dx T 2 dW) ! dxt T 2 4({) 2 Aw)? \dz/

und bilde den Ausdruck

a"z a1z az

o +Y-1'71;7,‘—_—1+"'+K"—1d_x7

so ist vermdge der oben fiir v und 4(v) angegebenen Formen un-
mittelbar zu sehen, dass dieser Ausdruck die Gestalt haben wird

F, Yy, Yy, -+« Y1, %) -y,
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worin F' eine rationale Function Bedeutet, und setzt man
F(;Z?, Y, Yo, -+ Ya, .'/2> Y=,

so sieht man aus der fiir ¥ gegebenen Gleichung (211) unmittelbar,
dass 7 ebenfalls durch eine Gleichung der Form definirt ist

n**+ 11’&(‘”7 v Yu—) P A +¢27(x Y, Yu—1)=0,
und dass das elliptische Integral

1 [ as
=336
der Differentialgleichung geniigt

"z , A"l dz
s H T g b Yoo =

auf diese Weise kann man alle Differentialgleichungen dieser Form
bestimmen, deren rechte Seite einer Gleichung von der Form (211)
geniigt, und die durch ein elliptisches Integral befriedigt werden.

Gehen wir nunmehr zu dem Falle w = 3 iiber, in welchem also
g durch die Gleichung definirt war

<216) ysz+q33 (xi Yl: ot Ym—1>?/3z~3: +-- + 993%(37) YU ot Ym—l) "'_"O)

so musste das der Differentialgleichung geniigende elliptische Integral
die Form haben

(217) - - - —

V§3—1’

worin %, und }u® — 1 rationale Functionen von z, Y;, - -+ Yn—1
und y bedeuten. Liisst man nun z continuirlich geschlossene Um-
kreise beschreiben von der Art, dass y, wihrend Y, --- Y, ihre

urspriinglichen Werthe wieder annehmen, in &y und &y iibergeht,
2mi

worin & = e 3 ist, so werden die Werthe der elliptischen Integrale

71.-2 dgﬁ,fﬁ ——u;‘ dg
@8 - m= e &= )y

wiederum Integrale der so entstehenden Differentialgleichungen sein,
und es werden die Beziehungen statthaben

w=f (2, Y1, * You—1,9) VulP—1=F(z, Yy, - Y—1,9)
@I uy=f(x, Yy, - Yoy, 8y) Vu>—1=F(z, Y, You_1, €¥y)
uy=f(x, Yy, Yn_1, 'y) V“3 —1 —F(x) Y, Yu_1, ),

worin f und F' rationale Functionen bedeuten. Nun folgt aber aus
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den drei Gleichungen

dz,

ot h et Y =y
d™ 2, a"—1g dz,

a T e T e g =y
arez d"—1y dz

dx': + 1 dxm—f + ot Yo dws = &,

wie man durch Multiplication derselben mit 1, &*, ¢ und Addition
ersieht, dass

zl‘l‘f %+ ez

B = — 3

ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung sein wird, und es
bleibt somit nur die Summe der elliptischen Integrale (indem wir

den Factor % fortlassen)

u,
.

17?;1 T JV&S T ngd-q

zu untersuchen iibrig. Setzen wir in dem Differentialausdruck

du, e2du, sdu,
Va1 ¥ Va1 ¥ Vi

(220) -+ u, =U,, uy=1¢U,, u,=2¢U,,

so geht derselbe iiber in

auv, av, av,
voo—i T yg—t T ygo
worin nach den Gleichungen (219)
U1=f<x’ Yl; v :_Ym—l; .'l/) Vl_f‘:i —F(x: . Ym—-l, ?/)

(221> U2=£2f<x7 Yn' * Kn~17 8?/) VUzd— 1 ‘—_“F(x; 1" Ym—h 5:'"/)
Uy=:¢f (@, Yy, Yy, €y) V—ﬁgg;_l =F(z, Y, - Y4, &%)
sein wird.

Setzen wir zum Zwecke der Addition jener 3 elliptischen Differen-
tiale nach dem Abel’schen Theorem in schon friiher benutzter Form

(222) -+ a, U+ a, U+ ay—bYU°—1 =0,

welcher Gleichung die 3 Werthe U,, U,, U, mit den zugehorigen
Irrationalititen geniigen sollen, so folgen nach (221) fiir die Con-
stanten a,, a,, a,, b, indem wir alle nach dem Modul 3 congruenten
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Potenzen von y zusammenfassen, die drei Bestimmungsgleichungen:

ay (P, + @y + Byy®) + o (P + €y + Biy*)
+a,—b(P+Ry+Ry") =0

(223) ay & (Py+ Qpey+ By y®) 40,6 (P + @ ey + B, &°y°)

+ay—b(B+Dey+Rerg?) = 0

ay & (Py+ Qo 8*y+ Byey®) +a,6 (P + €, °y + R, ey”)
+a,—b(P+Re’y+Rey*) =0,

worin P,, @,, Ry, P, @,, R, B, X, N rationale Functionen von z,

Y,, ¥,, -+ Y1 und ¢*® sind.

Multiplicirt man dieses Gleichungssystem der Reihe nach mit

1 1 1
1 & &
1 & &,

und addirt je drei Gleichungen, so folgt
a- By’ +a - Qy +a,-1—b6-P =0
-y +a P +a-0—0 Ry =0
ay Py +a Ry +a-0—0b-0y =0,
und hieraus wiederum durch Multiplication der drei Gleichungen mit
1, y, ¥*, wenn ausserdem die eine Constante =1 gesetzt wird,
a; - Lyy + a1 —0b- M, = N,y*
a - Lyy + a0 —b- M, = Nyy*
-~ ay - Lyy 4 ay- 0 — b My = Nyy?,
worin L,, L,, L;, M,, M,, M,, N,, N,, N, rationale Functionen von
x, Y, Yy, -+ Y,y und g* sind. Somit wird also, wenn U, B, W,
den Charakter ebensolcher Functionen haben,
224) - a, =09y, =L -9, b=BW.¢y?
sein, und sich daher vermbge der Gleichung*
(0 U @, U+ agf— B(U— )= (U—U,) (U—Uy) (U—Uy) (U—P),
aus welcher fiir U=0
a+vV¥=UU,UV
hervorgeht, nach (221) und vermdge des Umstandes, dass
U0 Us=f (2, Yy, Yoer, )@, Yy, Yo, 69) [ (%, Yy,y - Yoy, £%y)
sich als rationale symmetrische Function von y, ey, &y rational

durch 2z, Y, .- Y,—; und y* ausdriicken lisst, die Bestimmungs-
gleichung
V=2T-y
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ergeben, worin 7' eihe rationale Function von z, Y,,-- Y,,_, 4* be-
deutet, und ¥ der Gleichung geniigt

au, au,
Vio—1 T Vo= T

av, ___ av_.
VU1 yvei—1 '’
zugleich folgt aus der Gleichung (222) die zu ¥V gehorige Irratio-
nalitit in der Form

V—.VT,_—_—'= V2+ale+a0 ,

oder nach (224)
S 2
YPT— DTNt g

eine rationale Function von z, Y, -+ Y, i, %"

Wir finden somit den folgenden Satz:
Wenn einer Differentialgleichung

a CamTt d
Z+Y1 : +---+Ym_1%=y

dz™ da™ 1
unter den festgestellten DBedingungen fiir die reducirte Differential-
gleichung, wobei y einer Gleichung von der Form geniigen soll
:’/'3x+‘P3(x7 er e Ym_l)ys::—E. + -+ ‘Paz(x; YU e Ym—l) = 07
ein elliptisches Integral gewiigt, so gehort dieses jedenfalls zur Irratio-
nalitit VE—1, und die Differentialgleichung hat dann auch stets das

Integral
14
R .
o)

(225) -+ V=T-y, VPP —1=1,

sind, wenn T und T, rationale Functionen von z, Yy, -+ Y1 und y?
bedeuten.

Durch diesen Satz.ist aber wiederum die Moglichkeit gegeben,
alle jene Differentialgleichungen aufzustellen, die durch elliptische
Integrale befriedigt werden, wenn y einer Gleichung der obigen Form
geniigt. Denn setzt man y® = ¢, so hat man nur die Bedingungen
dafiir aufzustellen, dass, wenn eine Function ¢ durch eine alge-
braische Gleichung

4+ @, (xr Y17 ot Ym—l) s S o ‘p“(‘x, Yl; ot Ym—l) =0
definirt ist, deren Coefficienten passend zu bestimmen sind, nach
(225) eine Substitution

p 2o Yo T ) o (0 Yo Yk (@ T Yo )
@@ Y, Yp)

worin

2
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in welcher @,, @, -+ ©®,—1, ® zu bestimmende ganze Functionen der
in ihnen enthaltenen Grossen bedeuten, gefunden werde von der
Art, dass

V e A e e o G e A i VR

“)(x: va e m-—l)
eine rationale Function von x, Y,,--- Y, und ¢ ist, worin unter
der Quadratwurzel — und das war der Zweck jener Transformation

— nur eine rationale Function von ¢ vorkommt. Die Methode, alle
zugehorigen Differentialgleichungen aufzustellen, ist wiederum im
Friiherem enthalten.

Ist ferner w = 4, also y durch eine Gleichung der Form definirt

?/4x+ Py (x: Yl; e Ym—l) y“_d‘""‘ e + Pax (x’ Yl) e Ym—l) = 07
so musste das der Differentialgleichung geniigende elliptische Integral
die Form haben

%
(226) - - g — ngd{——
worin %, und Ju,*— 1 rationale Functionen von z, Y, -+ Y,_1
und y sind.

Lisst man nun x solche geschlossene Umkreise beschreiben, dass
y ohne Aenderung der Grossen Y,,--- Y,y in —y, iy, —<y iber-
geht, so wird genau nach den fiir den vorigen Fall gemachten Aus-
eiuaudersetzungen auch

(227)2—_{'/ VE‘—l fyg4_1 _,_/ VE—1 +fV§‘—1

ein Integral der Dlﬁ’erentlalglelchung sein, worin

¢ —f(xy """ Ym—I: y) Vu I_F(x 17"' Ym—l; ?/)
—f(x) 1" Ym—lr iy) V“2 — 1= F(x’ Yl) o Ym—h ’&y)
_f(x; 1" Ym—lr - y) V“34— 1= .F(.’l? :Yly e Ym—l; - :’/)

Uy = f(x7 1" °° Y1, — @?/) V“4 —1= F(.’I?, 1 Yme1,—1Y)
ist, wenn f und F rationale Functionen bedeuten. Setzt man nun
wieder wie frither, indem man u, = U, uy,=—1U,, ug=— Uj,
uy=— ¢ U, macht, die Summe der so entstehenden 4 elliptischen
Integrale nach dem Abel’schen Theorem zu einem elliptischen Inte-
grale zusammen, so ergiebt sich leicht, dass das Integral der Differen-
tialgleichung in

)

4 d
1
z ____Ag—

VE—1
V=T.y, YV""—1=1,

tibergelit, worin
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wenn T und T, rationale Functionen von z, Y., --- Y, und y*
bedeuten, und auch hier ist sofort zu sehen, dass es vermdge der eben
angegebenen Reduction des elliptischen Integrales auf ein solches
mit der Grenze V wiederum moglich ist, die Form aller dahin ge-
horigen Differentialgleichungen zu bestimmen, da der .Ausdruck
¥ V*—1 wieder nur von y* abhiingig ist.
Ist endlich p == 6, also y durch die Gleichung bestimmt

y6x+ Ps (:U Yi,ooo Yoo 1) Yot 4 o+ e (x; IPI Ifﬂt‘—l)=07
so musste das der Differentialgleichung geniigende elliptische Integral

die Form haben
_ J (ZE .
VEE—1 '

worin %, und |/ %, (“1 1) rationale Functlonen vonz, Y,,--+ Yu_1

und y sind; genau in der besprochenen Weise folgt, dass dann auch

v
1 j * dE
F = — P ——
6J veE—1
der Differentialgleichung geniigt, worin
V=T-y, VI(FP—1)=1T -y
und T und T, rationale Functionen von z, Y,,--+ Y,y und y° sind,

und ebenso erhellt aus dieser Reduction wieder die Moglichkeit der
Aufstellung aller dazugehorigen Differentialgleichungen.

Fir den Fall der einfachsten Differentialgleichung % =

liefern also die gegebenen Sitze die einzigen -Formen der elliptischen
Integrale, auf welche Abel’sche Integrale, deren Irrationalitiit einer
Gleichung von der Form (210) geniigt, reducirbar sind, und zu-
gleich das Mittel, die Abel’schen Integrale siimmtlich aufzustellen,
welche dieser Bedingung unterliegen. Greifen wir z. B. den Fall
heraus, in welchem y durch die Gleichung definirt ist

3 o (@)°

R@e "’

worin R(z) und o (x) ganze Functionen von z, und ¢ eine ganze
Zahl bedeutet, so wissen wir nach den eben entwickelten Sitzen, dass,

Yy

weil die reducirte Differentialgleichung —ad% = 0 nur ein constantes

Integral besitzt, wenn das Abel’sche Integral erster Gattung [ ydx

auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, nothwendig

J ydw V&sg- 1
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sein wird, worin
(%&~~V=é%%% wd Y7 =1=F(a),

f(2) und F (x) rationale Functionen von z sind. Setzt man nun den

Werth von ¥ in V3 — 1 ein, so hat man die rationale Function
f(x) so zu bestimmen, dass

1/f@tmmw—RWW
R (@f

eine rationale Function von x ist — und diese Aufgabe ldsst sich
bekanntlich unmittelbar mit Hiilfe der Methode der unbestimmten
Coefficienten losen, indem man die in den Polynomen vorkommenden
Constanten so bestimmt, dass das Polynom unter der Quadratwurzel
nur doppelte Factoren hat, woraus sich fiir die zu bestimmenden
Coefficienten gerade so viel Bedingungsgleichungen ergeben als Doppel- :
factoren vorkommen. Umgekehrt sieht man aber auch leicht, dass,
wenn f(z), o (z) und R(z) als rationale Functionen von z so be-
stimmt werden konnen, dass, wenn
y =L@

VE @

VVi—1

gleich einer rationalen Function F'(z) ist, dann

gesetzt wird,

e R@ | d :
av—= [_ 3@ 0@ Fg + 7 (@ “’“””]m “
also
| A @e@FR@ g (@e@)R@
e E@ F @) VE @

wird, d. h. ein zur Irrationalitit }/R (z) gehoriges Integral auf ein
elliptisches Integral reducirbar ist. Um ein einfaches Beispiel hier-

fir durchzufiihren, setze man
1

y=(Vw—@(m—mw—wf’

so ist nach der angegebenen Methode f(x) so zu bestimmen, dass,
wenn man

f@
(Ye=ae—pE—n)

setzt, der Ausdruck
i Vi@ — @—a)?@—p)>*@x—y)°
VYV — = S e—he—n
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eine rationale Function von z wird. Dies ist aber fiir beliebige
Werthe von «, 8, y moglich; denn setzt man

f@)=Ve @—B) @—9),

worin ¢ eine noch zu bestimmende Constante bedeutet, so erhilt

man
Vr—1= (—B)(@—y) — (c— ),

und bestimmt man endlich ¢ so, dass das Polynom unter der Wurzel
eine doppelte Losung hat, also derart, dass ¢ der Gleichung geniigt

¢(B—7)'— 4e(B+7) +4py + 4’ =0,

so erhilt man, wie leicht zu sehen,
dx av

(fe—we—pE—n) —Myre

worin m eine Constante bedeutet, somit die bekannte Reduction von
Legendre fir willkiirliche «, 8, 7, und #ihnlich andere Reductions-

formeln fiir y = ?/R_(x—), worauf wir nicht weiter eingehen wollen.
Dehnen wir nun diese Untersuchungen auf solche Differential-
gleichungen aus, fiir welche die rechte Seite y nicht mehr auf Gleichungen
von der Form (202) beschrinkt ist oder der Bedingung unterliegt,
dass man z solche Umldufe machen lassen kann, dass eine Lisung y,
ohne Verinderung der Werthe Y,, Y, --- Y,y in &y, iibergeht,
woraus ¢ als Einheitswurzel gefolgert war. Eben diese Annahme
konnte auch in der Form ausgesprochen werden, dass zwischen zwei
Losungen y, und y, der Gleichung (200) eine lineare homogene
Relation '
' oY + 2y =0
. besteht, in welcher @, und a, rationale Functionenvon z, ¥,, Y,,-- Y,
sind, indem friither bewiesen war, dass, wenn fiir eine irreductible
Gleichung zwei Losungen derselben in der Relation y, = ky, stehen,
~ k& nothwendig eine Constante und zwar eine HEinheitswurzel sein
muss ¥). Betrachten wir jetzt Beziehungen zwischen mehr als zwei

*) Wir wollen noch eine einfache Bemerkung hinzufiigen, welche sich auf
die Reduction der Integrale algebraischer Functionen bezieht. Nehmen wir an,
dass y, die Losung einer algebraischen irreductibeln Gleichung sei, deren Coeffi-
cienten rationale Functionen von z sind, und stehe eine andere Lsung vy, der-
selben mit 3, in der nicht homogenen linearen Beziehung

Yy =c¢y, + 0,
worin ¢ und & rationale Functionen von x séin mogen, so folgt nach bekannten

Eigenschaften der irreductibeln algebraischen Gleichungen, dass die successive
iterirten Functionen

ey + 3+ 1), Py O et 1), Ty 4T e D)
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Losungen einer irreductibeln Gleichung, so ist vor allem leicht zu
sehen, dass, wenn ¥,, ¥,,--- 9, die zu einem Cyclus gehorigen
Functionalwerthe fiir irgend einen Verzweigungspunkt der algebraischen
Function bedeuten, so dass

—1

=@t w@E o %(x)(xﬂ«>?+---+¢,_1(x><x~a>’7

Yr— 1y ()& =19, (2) (& 4 &) A =1, (2) (@ — )" -

r—1

e D=0y, () (x—a) T

wieder einmal auf y, zuriickfihren miissen, und dass daher

Fy 8T ST e ) =y,
sein muss, und somit, da y, keine rationale Function von  sein kann,
=1, T e 1=0
d h. & eine rte Einheitswurzel, wie in dem Falle, in welchem 6 = 0 war; wir
wollen zeigen, dass fiir eine algebraische Function y,, welche einer irreductibeln
Gleichung geniigt, fiir welche eine zweite Losung die Form syl -+ & hat,

j y, dx iiberhaupt nicht auf ein elhptlsches Integral erster Gattung reducirbar

sein kann; denn wiire

Tldg
f xdm':f‘é’”@‘a

worin 7 und A (n) rational durch  und y, ausdrickbar sein miissten, so wiirde
man durch einen entsprechenden Umlauf von 2 zu der Beziehung

gelangen, worin auch 7, und A (5,) rational durch x und y, ausdriickbar wiren,

und erhielte somit
n
] dg~ .
f""‘” fd(s) ,/?(é) ’

da aber die’ Integrale der rechten Seite nie unendlich werden, dagegen links das
Integral einer rationalen Function von « sich findet, so ist die Annahme der Re-
duction auf ein elliptisches Integral erster Gattung unmoglich, wenn nicht 8 =0 ist.

Man kann aber auch schliessen, dass j;/lda: iiberhaupt kein Abel’sches Integral
erster Gattung sein kann, weil dann, wie aus einem Umlaufe von « folgt, auch
f (e, + 8) dz, also auch | ddx ein Integral erster Gattung sein miisste. Es

wiirde sich dies auch folgern lassen aus der Beschaffenheit der die Grosse y,
definirenden algebraischen Gleichung.

r

() e @@ (@@ Q) e () a>_

1
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ist, worin ¢ eine primitive »** Einheitswurzel und ¥,(x), ¥, (%), -+ ¥,—1 (2)
nach ganzen Potenzen von # — « fortschreitende Reihen bedeuten,
sich unmittelbar

(280) <y + Yo -+ Y =19, (2)

ergiebt, also jedenfalls eine lineare, im Allgemeinen nicht homogene
Relation zwischen den Gliedern eines Cyclus stattfindet, in welcher
das von den y freie Glied eine nach ganzen Potenzen von z %«
fortschreitende Reihe ist — und dies ist selbstverstiindlich, weil
die Summe der ¥ uvm o« herum eindeutig sein muss.

Nehmen wir nun an, es bestehe zwischen einer Anzahl von
Zweigen einer algebraischen Function eine lineare Relation

(231) - - -+ ayyy, + @Yo, + - - -+ Yo, + biyo, + by, 4 - -
oo By =4,

worin a,, da,, -+ b, b, - - und A rationale Functionen von z sind, und von
denen fiir irgend einen Verzweigungspunkt der algebraischen Function
Yo, Your " Yo, y-Werthe aus einem Cyclus von P Elementen,
Yo,5 Yooy * * Yo, Y-Werthe aus einem anderen Cyclus von X Elementen ete.
sein sollen. Mégen nun die Cyclen nicht gleichviel Elemente haben,
und sei P der kleinste Cyclus, so werden, wenn man # P Umliufe be-
schreiben lisst, yo,, %o, - - %o, wieder zu ihren Werthen zuriickge-
kommen sein, withrend ¥, in ys,, ¥s, In ys,, - =+ Y5, in y,, ete. tber-
gegangen sein mogen — und y, kann nicht y; _gleich sein, da dies
erst nach % Umliufen der Fall sein wird; zieht man die so erhaltene
Gleichung von der ersten ab, so folgt

(232) -« -+ by (Y5, — Yo,) + Vs(¥5, — Yor) + - - -
et 02(Yo, — yo,) =0,
Nun konnte freilich diese Gleichung eine identische sein, indem z. B.
fir b, = by: Yo, — Yo, + Yo, — Yo, =0 sein konnte und ihnliche Be-
ziehungen, wie z. B. wenn y,, in 9, und y,, in y,, iibergeht; in diesem
Falle wiirde man den ersten Cyclus von P Elementen zweimal beschreiben,
wodurch im Allgemeinen nicht wieder beim Abziehen sich eine iden-
tische Gleichung ergeben wiirde; so wiirde die Gleichung (232) wieder
eine lineare Beziehung unter den y darstellen, aber fiir jenen Ver-
zweigungspunkt aus Elementen von weniger Cyclen; gehen wir nunmehr
von dieser Gleichung aus, so konnen wir wieder im Allgemeinen die
y-Werthe eines Cyclus herausschaffen u. s. w., bis wir auf eine lineare
Beziehung zwischen den Elementen eines Cyclus kommen werden.
Nur in einem Falle tritt eine Schwierigkeit ein, wenn nimlich P=X ...
also die Anzahl der Elemente der Cyclen gleich gross ist; dann
entwickeln sich aber alle einzelnen y nach Potenzen derselben Grosse
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1 .
(x — &)™ und fiir die Entwicklung um « — und dies allein brauchen
wir im Folgenden — ist es also dasselbe, als wenn nur y-Werthe eines
Cyclus in der Relation vorkdmen.

Nehmen wir nunmehr an, wir hatten eine homogene lineare
Relation mit constanten Coefficienten zwischen den y-Werthen eines
Cyclus, und es sei die Anzahl » der y dieser Relation kleiner als die
Zahl m der Elemente des Cyclus selbst, so wird, wenn, unter & eine m*
primitive Einheitswurzel verstanden, '

m—1

h=0()+ ¥ (2) (x““)‘; + (@) («’U‘“); +- + Yu—1(x) (.’l:——a)T

y2%¢0(x)+e¢1(w) (x_“>7—n+52¢'2(97)(x_“);+ —
e, (@) t—a) ™

b= b0() =19, (2) (2 — @) + 2D, (@) (2 — @) +
+ e(m—l)(r—l).‘pm_l(x) (SU — a)m-m;

gesetzt wird, und jene lineare Relation

oY+ asys+ -+ ay, =0
ist, offenbar, wenn nicht einzelne der 3-Functionen verschwinden
sollen,
o+ a+---+a =0
a,+ ea,+ Ea; 4 -+ &~ 1a, =0
a1+ea2+ea3-|— +£2(r—l)a_0

al. + em—la + E2(m-—l)a + _I__ g(r—l)('"—l)a P O
sein, oder es miisste die Gleichung

a,+ ayx 4+ ;24 - - - + a2 1=0
die Losungen z =1, ¢, ¢, ---&*—! haben, was nur angeht, wenn
r=m -+ 1 ist, d. h. alle y,, 4, - ¥ in der linearen Relation vor-
kommen, und ausserdem noch eine der ¥-Functionen verschwindet;
wenn somit in einer homogenen linearen Relation zwischen den Zweigen
eines Cyclus wicht alle diese Zweige enthalten sind, so miissen mindestens
awei der Functionen ¢,(z), ¥,(x), - - - Ym—1(x) verschwinden, d. h. es
diirfen in der Entwicklung umlden Verzweigungspunkt nicht alle positiven

ganzen Potenzen von (x— &)™ — wenn nach dem Modul m congruente
zusammengefasst sind — vorkommen, oder es miissen in der Entwicklung
mindestens fiir eine bestimmte, von Null verschiedene, unter m liegende
Zahl w, die Coefficienten aller Potenzen von. x — o von der Form
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»
(x — &)™, worin
== w(mod. m)
ist, verschwinden.

Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass, wenn die Entwicklung
wrgend eines Zweiges der Function um einen Verzweigungspunkt herum
die angegebene unvollstindige Form hat, nothwendig zwischen weniger
Zweigen des Cyclus, als dieser Cyclus Elemente besitzt, eine homogene
lineare Relation stattfindet, deren Coefficienten eine aus den Finheits-
wurzeln zusammengesetste, leicht angebbare Form haben.

Denn sei

= vn(2) (& — "‘ﬁ + ¥, (2) (. — “)’7‘2—-!— ot (@) (@ — “),%,,

Yo &, (@) (@ — @) + &7t (1) (T @) e Yy, (2) ()

Yuotr =", (1) (& — ) 72, (1) (@ — ey £y, (@) (& ),
worin u <m — 1 sein soll, und multiplicirt man die letzte Gleichung
mit 1, die vorletzte mit — (&% 4 &2+ ... 4 &%), die drittletate
mit (&& + -+ 4 £4~1&'), u.s. w., endlich die erste mit —( 1)< e gr.. ",
so werden, da die Gleichung

x,lt___(gl'l + £Ve+ “ . + gvll) m“—l .-I_- P +(—- 1)#5"18”2 e 5”4‘: 0
die Losungen &, &,---¢&'* hat, die einzelnen Verticalreihen der
rechten Seite den Werth Null ergeben, und somit wird aus der
linken Seite die lineare Relation folgen

(283) -+ g — (@t ) g
e _l_ (_ 1)‘“8"' PO Evyyl — O,

worin, weil g <m — 1, also p -} 1 < m ist, hochstens m — 1 solcher
Werthe aus einem Cyclus in der linearen Relation vorkommen.

Da nun fiir jede homogene lineare Relation von y-Werthen eines
Cyclus, welche weniger Zweige einschliesst als die Anzahl m der
Elemente des Cyclus betrigt, in der Entwicklung der angegebenen

1

Form Potenzen von (x — )™ fehlen miissen, und wenn diese fehlen,
die lineare Relation die Gestalt (233) haben muss, so folgt, dass,
wenn fir die Zweige einer algebraischen Function, welche sich um einen
Verzweigungspunkt zu einem Cyclus gruppiren, eine homogene lineare
Relation besteht, welche weniger Zweige einschliesst, als die Anzahl m der

Elemente des Cyclus betrdgt, diese, wenn & eine primitive m'e Einheits-
Konigsberger, Differentialgleich. 15



’

226 § 15. Eigenschaften der Irrationalititen Abel'scher Integrale.

wurzel bezeichnet, die Form hat
Yurr— (&t ) Y
(e e et e S ) gy e (— D Sy =0,

worin p eine gange positive Zahl < m — 1 und vy, v,,- - - v, positive
ganze Zahlen<<m bedeuten, selbstverstindlich, wenn nicht schon zwischen
weniger als p 4 1 dieser Zweige 9, ¥,, - -+ Yu41 €ine homogene
lineare Relation besteht, indem die angegebene Beziehung nur die
Elementarrelation darstellt, aus der die zusammengesetzten durch
Addition sich ergeben.
Nehmen wir nun an, dass der Differentialgleichung

atz ar—

Ly dz
da" + Y e+t Ym-—l;ﬁ=%

dx™

(284) - - -

ein elliptisches Integral erster Gattung geniige

U

@35) s = [ s
40 =VA -8 (1 —cF),

und, wie oben als nothwendig erkannt worden,
(236) -~ - u =f(z, ¥y, Yu—1,9,), 4(u) =F(z,Y, -+ Yu1,%),

wenn f und F' rationale Functionen bedeuten*), so werden, wenn
y eine algebraische Function darstellt**), welche fiir ihre Entwicklung
um einen g-fachen Verzweigungspunkt die oben geforderte Eigenschaft
besitzt, fiir deren w1 Zweige eines Cyclus also, wobei p | 1<o,
eine homogene lineare Relation stattfindet von der Form

(237) Gpa — (&1 ek oo &) koo (— Ay, =0,
aus wiederholt angegebenen Griinden, indem man z geschlossene Um-
liufe machen lisst, durch welche y, der Reithe nach in y,, %5, « - * Y.t
iibergeht, auch

worin

*ag * ag k'
(238) - -- 2, = VIO Zs=fm;"‘5ﬂ+l=14(g)

Integrale der entsprechenden Differentialgleichungen (234) sein, worin

*) indem anderen Falls nur ein ganzzahliger Theil jenes Integrales an die
Stelle tritt. ’

**) und zwar y als Losung einer algebraischen irreductibeln Gleichung ge-
dacht, deren Coefficienten rational aus z, Y,, ¥,,--- Y, , zusammengesetz}
sind und deren Losungen daher durch Umliufe erhalten werden, welche Y,

Y,; --- Y, _, unverindert lassen.

7
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=f(@ Xy, Yu1,%), dW)=F(z, Y}, Y1, %)
¢(239)..

1= F (%, Y1, Yoty Y1)y 4 () = F(2, ¥y, Yot Y1)

ist. Multiplicirt man von den Gleichungen

an ar— dz,
d—:,,i—-f'yl d’"—1+ Yo =y
amz, d"—

E;ﬁ‘-l'yxdm_l—i‘ +Y—1dx=?/2

—1

dz
41 41 41
% __I_Y dm.‘l +_|_Y 1__‘%56___% 1

dz™

die letzte mit 1, die vorletzte mit — (e 4 --- 4 &), u. s. w., die

erste mit (— 1)“&" ... &*, so folgt, wie unmittelbar zu sehen, dass
vermdge der Beziehung (237) '

#+1 %

(240) - 2= [ S — e ) [ E 4

S T
- (— Drengn - - ef‘./d(g)

ein Integral der reducirten linearen Differentialgleichung

d'"—‘7

sein wird. Nimmt man nun‘wiederum an, dass die letztere Differen-
tialgleichung entweder durch gar kein Abel’sches Integral befriedigt
wird, oder, wenn dieses der Fall ist, nur durch ein elliptisches Inte-
gral erster Gattung mit demselben Modul 02, so wird nothwendig

Y41

fd@'*("-“r e )./ @ T

s (—1ren -k fd(§) fd(é)

sein, worin v constant oder eine algebraische Function von z ist,
und wenn man wieder

10u+1

ft—’(%) fdké) fd@)
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setzt, so erhilt man die Beziehung zwischen elliptischen Integralen
M—|-1

i I o e[ g e 2

Nach dem bekannten Abel’schen Satze, der ein specieller Fall
des oben bewiesenen allgemeinen Satzes von der Beziehung zwischen
Abel’schen Integralen ist, folgt aus dieser Gleichung

,u+1 . wu w,
r, "« — eV .. g ag
(243) 3]4(5) (ot o e f4<§> 05
WOorin w,, w,, « + + Wy, 4 (w,), 4(w,), - - - 4 (w,) rationale Functionen

von w,4+1 und A (w.+1) sind; nun ist aber unmittelbar ersichtlich,
dass, wenn w, und A (w,) rationale Functionen von w,y; und
A(wy 1) sind, auch
: dw,
dw,)

diesen Charakter hat, und weil dies ein Differential erster Gattung ist, .

w,u—]—l

(244)”“f 4(E) MJ FIGR

sein muss, worin, da der Modul der beiden in Beziehung gesetzten
elliptischen Integrale derselbe ist, M, bekanntlich eine ganze Zahl

1 . . .
oder von der Form - (a, + zl/b,) sein muss, worin a, und b, ganze

Zahlen bedeuten, von denen die zweite wesentlich positiv ist, in
welch’ letzterem Falle der Modul ¢* des elliptischen Integrales ein
Modul der complexen Multiplication sein wird. Nehmen wir zuerst
an, ¢ sei kein Modul complexer Multiplication, so dass M,, M,,-- M,
ganze Zahlen bedeuten und setzen wir

’—(E"‘ + &2 + P + 81"“) P 'Al) .. (._. 1)/(81'.61‘2 e 81”"' R Aft)

so folgt nach (243) die ganzzahlige lineare Relation zwischen den
A-Grossen

(245) -+ 8 + Myd, + My_s Ay + -+ M, 4, =0,
und setzt man

A, = — 04 Mud + My—1 4, + - -+ M, Au—1
= M,

in die Gleichung (242) ein, so ergiebt sich

(246) - (M,j a® A(&)) +4 (M.] ag — M Ad(é)

+A( e Mf'—‘fa<§>>+ +Af‘*l(M a9 jé)) 0
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nehinen wir nun an, dass die Klammern nicht einzeln verschwinden
— welcher Fall nachher untersucht werden soll — so wird, wenn
wir mit Hiilfe des Additionstheorems

u’,u—|—1

]'[Jd(é) Jd(é Jd(§) ’
#—

Pu—p

M, [ e M“—@JA(&) Ja@)

setzen, die Gleichung (246) iibergehen in

%(IE _
(247) - - - A<5>+A.]A(§>+Ajd<§> +o A ) G5 =0

woraus wieder genau wie oben die ganzzahlige lineare Relation
® O e Y _
Y +'Z"[_u A1+'Zl1u 1A2+"'+‘M-2 A‘u—l—o

folgt, worin IIIS), e lllél) ganze Zahlen sein miissen, da ¢* nicht
ein Modul complexer Multiplication sein sollte; bestimmt man hieraus
wieder A4,_ ., setzt den Werth in (247) ein und zieht die ellipti-
schen Integrale wieder zusammen, so erhilt man eine Relation von
der Form

u—l

4
e
(248) - - fA@) +A/a<§) +Aja(g>+“'+4“—‘i/3@>_°’

immer wieder vorausgesetzt, dass die bei der Herleitung dieser
Gleichung sich ergebenden, den obigen analogen Einzelklammern
nicht verschwinden. Durch Wiederholung derselben Schliisse gelangt
man zu einer Gleichung von der Form

) . dE& _
@) .fA@) T AJJ(&) 0

welche wieder unter der gemachten Voraussetzung die Beziehung
nach sich zieht
(250) -+~ 8“4 A M*TV =0,

woraus folgt, dass, wenn die im Laufe der Reduction sich ergeben-
den Einzelklammern nicht verschwinden, und ¢* nicht ein Modul
complexer Multiplication ist,

A1=-—-(8"l—|—5"=+...+8",u)

eine rationale Zahl sein miisste.
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Beschrinken wir uns nun auf die Untersuchung des Falles, in
welchem ¢ eine Primzahl ist, so wird wegen der Irreductibilitéit
der Gleichung

1424224+ -Fa0-1=0

A, nur dann eine rationale Zahl sein konnen, wenn die Gleichung

N R i A P e
in welcher der Grad v, hochstens der ¢ — 1% ist, die Losung e
haben kann, d. h. wenn
p=0—1, vu=e¢—1, ”At—1=9__2;""’2=27 =1, 4,=1
ist, wihrend doch w <@ — 1 sein sollte.

Nehmen wir daher an, dass jene Relation zwischen den Elemen-
ten eines Cyclus weniger Klemente enthilt als die Ordnung des
Cyclus betriigt, oder dass in der Entwicklung der algebraischen
Function um einen Verzweigungspunkt herum nicht alle gebrochenen
Potenzen von der Form

1 2 o—1

@—a)e, @—a)¢, - (e—a) ¢
vorkommen, so miissen entweder die oben bei der successiven Re-
duction sich ergebenden Einzelklammern verschwinden, oder ¢ muss
ein Modul complexer Multiplication sein. Untersuchen wir nun jene
Klammern und nehmen an, dass die simmtlichen zur ersten Re-

ductionsgleichung gehorigen Klammern verschwinden, so wird in
der Gleichung (246)

D41

of 24
(251) - - jd(&) a®
/"—9

"dg Yag
M 7o — Mu—e) 2y =0

sein; verschwinden die zur zweiten Reductmnsﬂelchung gehorigen
Klammern, so erhilt man offenbar

u—o v,
o [ d§ o) aE
M) a@ M,‘_Qf a@ — 0

oder vermoge der Gleichung (m)

Yu—g

(1) 1) (1)
(252) - -+ M, M| fd(g) (MlM__Q—M 2)f 70

o d& .
— M M 7@ = 0;
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faihrt man so fort, so sieht man, dass das Verschwinden der Einzel-
klammern jedenfalls zwischen allen oder einigen der elliptischen
Integrale der Gleichung (242) eine homogene lineare, nicht identisch
verschwindende Relation von der Form nach sich zieht

Wau+41
(258) - L"“fd@) +1.f P +Lf am =0
worin L,, L,, - - - L,,.*_l ganze Zahlen bedeuten, oder, da oben
jd(&) f 4(8) ./d(é)
gesetzt war,
Y41

(254) -~ H‘fd(&) + Lo 5 + - +L iy Lf‘+‘fd<§> ;

woraus folgt, dass, weil die einzelnen Integrale
) Y1
. e, _ [ak _ [ as
a=Jag 27 ae T ) Ty
Integrale der vorgelegten nicht homogenen linearen Differential-

gleichung darstellten, wenn die rechten Seiten resp. y, 5, - Yu41
waren, der Ausdruck

Yy +1

Lf‘+1f ® +L“,/A(§) +o L S

ein Integral der Differentialgleichung
dm dﬂl___lz d
(255) -+ - - dw: 4+~ 4+ ..+ Y_I_C%
=— L,,.*.l Yu+1 -+ L“y# + -+ Ly,

dx
ist, und somit auch nach Gleichung (254)
- dg
Ly 41 m
ein Integral von (255). Da aber nach der fiir die Gleichung (241)

g € ma‘Ch ten ‘zmnahm e
'/lhﬂ__

ein Integral der reducirten Differentialgleichung ist, somit auch dieser
Werth mit der Constanten L multiplicirt die linke Seite von (255)
zu Null macht, so ergiebt sich

(266) -+ - Lyp1¥Yutr + LY+ -+ + Ly, =0,
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worin die Grossen L ganze Zahlen bedeuten; da aber nicht schon
zwischen weniger als w1 der Grossen ¥,, ¥,, - - ¥. 41 des Cyclus eine
lineare homogene Gleichung stattfinden sollte, so muss die Relation
(256) mit (233) tibereinstimmen, oder es muss

L , .
e f‘__.= 51'+£v2+...+5#

-1
L

e T B e R B R B
Lu -+1

+ LL“ = " = ¢

1

sein; da aber die Summe von &-Potenzen nur einer rationalen Zahl
oder Null gleich sein kann, wenn sie simmtlich in dieser Summe
vorkommen, so wiirde das Bestehen der obigen Gleichungen wieder
erfordern, dass in der Entwicklung der algebraischen Function.um
jenen Verzweigungspunkt in dem angegebenen Sinne alle gebrochenen
Potenzen vorkommen miissen, es konnen somit — diesen Fall aus- -
geschlossen — auch die bei der obigen successiven Reduction sich
ergebenden Einzelklammern nicht verschwinden, und es ergiebt sich
somit der nachfolgende Satz:

"t '+v,¢

Geniigt einer linearen Differentialgleichung
arz a1z dz

dz™ + 1 da™—1 +ot Y dx T Y

ein elliptisches Integral erster Gattung, und kommen in der Entwicklung

der Iunction y um irgend einen threr Verzweigungspunkte o fiir einen

primzahligen Cyclus @ nach Zusammenfassen der gleichen gebrochenen

Potenzen nicht alle Potenzen

1 2 o—1

(x_ 0‘)?: (x——a)—@_, T (x—a)T
vor, so ist der Modul des elliptischen Integrales ein Modul complexer
Multiplication, wenn die reducirte Differentialgleichung der angegebenen
Deschrinkung wnterliegt.

Ist aber nun ¢ ein Modul complexer Multiplication, so musste
M,, wenn es mnicht eine ganze Zahl war, nothwendig diz Form
haben —; (a. 4 ¢b.), worin a, und b, ganze Zahlen bedeuteten, von
denen die letztere wesentlich positiv ist, und es bleiben offenbar
alle frither gemachten Schliisse giiltig, bis wir zur Beziehung (250)

o —1
gelangen, aus der vermdge der eben angegebenen Form von ML" !
nur gefolgert werden kann, dass

(@57) -+ & =ptirYg
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ist, worin p, r, q rationale Zahlen bedeuten, von denen die letztere
positiv oder Null ist und ohne quadratische Theiler angenommen
werden darf. Vorausgesetzt wurde jedoch, um zur Gleichung (250)
also zu der analogen (257) zu gelangen, dass die bei der Reduction
successive auftretenden Einzelklammern nicht verschwinden; ist dies
aber der Fall, so ergiebt sich fiir die der Gleichung (256) analoge
Gleichung
(268) -+ - (Putr+ i Qutr V) Y
+ (Pu+ i@Vt + (P4 i@ Va)y =0,

und setzt man die frither aufgestellten Entwicklungsformen der
Grossen y;, ¥,, - - - Yu+1 ein, so folgt unmittelbar, dass die Gleichung

(259) -+ (Pug1 + i Quir V)
+ (B4 i Qu VD)ot 4+ P +iQ Vi =0

die Losungen &', &, --- £ haben muss; es wird also entweder das
letztere stattfinden, oder es wird die Gleichung (257) gelten, anders
ausgedriickt, es wird entweder die Gleichung (259) die Losungen

”

&', &% ... & besitzen, oder es wird die Gleichung

(260) +--- 2" 2 F A =p +irVy

die Losung & haben. Die Vergleichung der Beziehungen (259) und
(260) mit den Kreistheilungsgleichungen und deren Zerlegungsformen
liefert leicht das Resultat, dass, wenn ‘in der Entwicklung von y wm

einen primzahligen @ -fachen Verzweigungspunkt herum mwicht alle Po-
' 1

tenzen von (x — @) ¢ vorkommen und @ = 3 (mod. 4) ist, einerseits
der Modul des elliptischen Integrales, welches cin Integral der linearen
nicht homogenen Differentialgleichung ist, unter den bekannten Be-
schrinkungen fiir die reducirte Differentialgleichung ein Modul der com-
plexen Multiplication <st, andererseits folgt, dass die Entwicklungs-
form von y . fe—1
2

y =1 (@— a)i’_l+ be(2) (@ — @ ¢t Yo—1 (@) (x—a) ¢

o—
2

Sein MUSS, WOrim Qy, @z, - * - Qo—1 entweder alle ! quadratischen
. .

Reste oder alle —Q-gl‘quadmtiscken Nichitreste von @ bedeuten; zugleich

ergiebt sich, dass Y — @ der Multiplicator der complexen Multiplication
des elliptischen Integrales sein wird, und dass nach friiher entwickelten
Siitzen auch der complexe Integralmodul bis auf die durch algebraische
Transformation aus diesem herleitbaren bestimmt ist.



234 § 15. Eigenschaften der Irrationalititen Abel'scher Integrale.

Auf weitere Untersuchungen, welche den Fall ¢ = 1 (mod- 4)
betreffen und auf zusammengesetzte @ ausgedehnt werden konnen,
wollen wir hier nicht weiter eingehen, und nur noch auf die ihn-
lichen Untersuchungen hinweisen, welche die complexe Multiplication
der hyperelliptischen und Abel’schen Integrale beriihren.

Nehmen wir an, dass die Differentialgleichung

"z a1z dz
(261) - --- qam + Y1m:.?++ Ym—lﬁ—_-y
durch ein hyperelliptisches Integral erster Gattung — und auf In-
tegrale erster Gattung konnte das Problem, wie oben gezeigt worden,
stets zuriickgefiithrt werden — befriedigt werde, so war frither nach-
gewiesen, dass auch stets, von einem Zahlenfactor abgesehen, ein
Integral der Differentialgleichung von der Form existirt

u
.

uy Uy 'p

[ f®dE ff(&)dé j (&) dg
262) ...z = ) 45 5) d f@dE
(262) Vo® + Vo @ Tt Vo® ’

worin f(£) eine ganze Function hdchstens vom p— 1** Grade be-
deutet, @ (§) ein ganzes Polynom vom 2p -} 1*» Grade ist, und

Uy Uy, Up

die Losungen einer algebraischen Gleichung p*» Grades
(263) “p"l"fl(x’ Yu‘ . Ym—h .'/) ur—t + -+ f})(‘x: Yl, o Ym—b !l)=0

sind, deren Coefficienten rationale Functionen der in ihnen ent-

haltenen Grossen bedeuten, wihrend die zugehdrigen Irrationalititen
durch die Gleichung bestimmt sind

(264) ---- Vo) =F(u, 2z, Yy, -+ Yu—1,9),
in der ¥ wiedérum eine rationale Function bezeichnet. Machen wir
nunmehr die oben fiir den Fall, dass die Differentialgleichung durch
ein elliptisches Integral befriedigt wird, zu Grunde gelegte Voraus-
setzung, dass zwischen zwei Zweigen der algebraischen Function y
eine homogene lineare Relation besteht, oder dass
(265) - .-y, = ¢y,
worin &, wie gezeigt worden, eine u'* Einheitswurzel sein musste,

und die die Grosse y definirende algebraische Gleichung die Form
hatte

(266) y””"l"?’,u(x’ 1717 e Ym—l) y(x'_l)ﬂ +--+ ¢”#(x; Yn o Ym—l):O:
so folgt genau wie friiher, dass der Ausdruck

N 7, %p

 feas £ ac f(ea
%T) - - .- g — [ LB DaE .. 4 [f®dE
(267) “~Jvem TS Vem T Vo®
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ein Integral der Differentialgleichung

"z a1z
Py + Y

ist, wenn v, v,, - - - v, LOsungen der algebraischen Gleichung

(269) vp+ fl(x, 1" m—ly Ey)vp_l'*‘ +ﬁ'(x7 19 °° Ym—l) 'E?/):O

sind, wihrend die zugehorigen Irrationalititen durch die Gleichung
bestimmt sind

(270) et V(P(?)r) = F(”r’ z, 171; M Ym-—l; Ey))

und dass somit die reducirte lineare Differentialgleichung

dz
gt T Ynea g = ey

(268) - - - -

"z ar—1!

z dz
agn T Y1 g Hod Ynogy =0

271) - - -

das Integral besitzt
’ f®ds ,/ r&)ds
272) - - -
12) Zfl/l?(&) 2 Vo®
Nehmen wir nunmehr wieder wie oben an, dass die reducirte
Differentialgleichung entweder durch gar kein Integral einer alge-

braischen Function befriedigt wird, oder dass, wenn dies der Fall
ist, sich dieses durch dieselben hyperelliptischen Integrale erster

Gattung mit der Irrationalitiit /g (£) darstellen lisst, so wiirde jedenfalls

» T
. WAOLS f(é)dé f(E)dé
213) «-+- > = =
(213) Z ./ Vo® Vo® 2 ./ Vo®
" sein, worin w,, w,, - - - w, zum Theil oder auch alle constant sein

kbnnen, und man erhilt somit, wenn nach dem Abel’schen Theorem

f(é)d"s iv f fi&)d& ,f fE&dE
274 -
(274) - Vo® Vo©) 2 Vo @&

gesetzt wird, die nothwendlge Beziehung

@ dg f(E)dE
275 =
(#75) - 2 4/ Vo ® Vo®
Aus dieser Gleichung konnen wir aber sofort auf bestimmte

Formen des Polynoms () schliessen; bezeichnen wir nimlich die
Periodicititsmoduln des Integrales erster Gattung

*f(E)dE
Vo@
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an den 2p Querschnitten mit
@, @, @y, @y, < 02y, Oz

und bemerken, dass zwischen den u, und U, ein algebraischer Zu-
sammenhang besteht, so folgt leicht, dass, wenn man in der
Gleichung (275) einen der Integrationswege der u-Variabeln den
ersten Querschnitt einmal schneiden ldsst, auf der linken Seite, da
die rechte Seite in den Grenzen unverindert geblieben ist, und nur
“um eine additive Constante vermehrt worden, die Grenzen nur in
die anderen Losungen der zwischen den U und w bestehenden afge-
braischen Beziehungen iibergegangen sein konnen, und dass, weil
die Anzahl der U-Werthe nur eine endliche ist, wir jedenfalls den
ersten Querschnitt so oft werden durchschneiden konnen, bis einmal
zwei Werthesysteme der p Grossen U einander gleich werden; dann
wird auf der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten .
Grosse, welche ein ganzes Multiplum von o, ist, dquivalente Con-
stante nur von dem Durchschneiden der Querschnitte durch die In-
tegrationswege der linken Seite herstammen, somit nur ein ganzes
Vielfaches der 2p Periodicititsmoduln sein konnen. Verfihrt man
ebenso mit jedem der 2p Periodicititsmoduln, so ergiebt sich das
folgende System von Gleichungen 4

emy @y =0, 0, + b0, + a,0, + b0, -+ a0, 4 b0,
em0 =an0,+ b1 o, + aiz0, + bisw) + -+ + ai, 0, + b0,
EMy @y = Gyy @) + by 0 + Gy50, + by, + -+ -+ 2,0, + b2y 0,

Emy 0, = ay10, + bp10, 4 ape0, + bpew, + - -+ ayp0, + by,

und daher die Bedingungsgleichung fiir &

|

| a, — emy by Qg bz oc @iy biy
| . ’ ’ ’ ’ ’ ’
aii b11 — &My Q12 blg s Qup blp = 0.
’ ’ ’ ’ ’ 7 ’
p1 bp1 apz bpe - Gpy bpp— Emy

Es folgt somit der Satz,
dass, wenn ciner mwicht homogenen linearen Differentialgleichung (261),
deren rechte Seite y bei einem geschlossenen Wege der Variabeln in ein
Multiplum dieses Werthes ibergeht oder einer Gleichung von der Form
(266) angehirt, welche nur Potenzen von y* enthilt, ein hyperelliptisches
Integral p'r Ordnung geniigt, unter der Voraussetzung, dass die reducirte
Gleichung, wenn sie iberhaupt durch ein Abel’sches Integral befriedigt
wird, als solches nur ein gleichartiges hyperelliptisches. Integral besitzt,



§ 15, Eigenschaften der Irrationalititen Abel’scher Integrale. 237

2mi

die Grisse e * die Lisung einer Gleichung 2p** Grades mit rationalen

Coefficienten sein muss, woraus nach bekannten Principien die Fest-

stellung der moglichen Werthe fiir die Zahl p hervorgeht.
Untersuchen wir genauer den Fall, in welchem p > 2p 4+ 1 und

ausserdem der Beschrinkung unterworfen ist, eine Primzahl zu sein,
2

so kann ¢ # nur dann die Losung einer Gleichung 2p** Grades mit
rationalen Coefficienten sein, wenn u = 2p + 1%) ist, und es wird
also die Gleichung (275) nur bestehen fiir

27

(276) ---- ¢ = &P F1,

worin 2p 4+ 1 eine Primzahl und das Polynom ¢(£) selbst vom
2p + 1*» Grade ist. Ein solches hyperelliptisches Integral, welches
eine complexe Multiplication mit dem Multiplicator (276) zulisst,
ist offenbar

_ gag
Verti_y’
indem die Substitution

= g9, worin ¢ (x 4+ 1)=1 (mod. 2p + 1),
die Beziehung liefert

£rdg . nrdn

Veer+i_y Vateti_

und wir wollen uns nun mit dem Falle beschiiftigen, in dem die
Differentialgleichung (261) ein Integral von der Form

U,

_ [ Eag £ dg ©Eag
@) = e T yam, T +/V§zp+x -
besitzt, wenn die rechte Seite y der Differentialgleichung durch die
Gleichung definirt ist

(278) - -- l(2p+1)+ Popp1(®@, Yy, oo Vpy)yt—DEp+0 4 ..
ot Py (@, Yy, oo Yip) =0,
wihrend w,, - - - u,, sowie /@ (u,) Gleichungen von der Form (263)

und (264) geniigen. Lisst man nun die Variable z wieder ge-
schlossene Umkreise beschreiben derart, dass Y,,--- Y,_; unver-

*) Ist 2p+1 =5 und p eine beliebige Zahl, so konnen dieser Forderung,
wie leicht zu sehen, nur die Werthe ¢ — 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 entsprechen,
und #hnlich fiir grossere 2 p -} 1.
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andert bleiben, wihrend y der Reihe nach in

&Y, 823/’ v £2py
iibergeht, so werden die Differentialgleichungen

am am—! d
[t -d-;,,-_%+~--+ Yoot gy =4
an z, a1z dz
l lm—- 1 = ¢
d’"z2 d"‘_lz dzy,
Yt Y 7 = &7y

die Integrale besitzen
(

Uy

“p
_ [ gag Cogag
o V§2p+1_’1 +/Vg2p+1 ]

(1)

. g”dg gxdg
(280) oo “1 fV§2p+l + + VgT"f‘l__:_l

(21>) 27
Fa4
L ST S T
V§2P+1 1 V§2P+1_—_1 ’
worin «¥, %, .. (9) Losungen der algebraischen Glelchunv

(281) “p'{"fl(xr YU ot Ym—l: aey)up—ﬂ_,_ b +fp(xr Yl" . Ym—-b 89?/):0

sind, wihrend die zu diesen Losungen gehorigen Irrationalititen
durch
(282) -+ Vurrtt — 1 =F(u,x, Yy, -+ Y1, 2Y)
bestimmt sind, und es ist somit
st ety et 4y,
2p+1

ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung (261), oder auch
mit Benutzung der Werthe (280)

(283) - - .-

u'(;")

2p b4 gxdg
284 e = s &8 r —
(284) ---- 2 Zf 2 v
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oder endlich, Welzm
(285) -+ U = &M oV,

(285a) - --- my(x + 1) =s (mod. 2p + 1)

gesetzt wird,
o9
.

worin

2p P £ dE
(286) """ 2 = _ 'S 2‘ V’—*—g————' m _T____l ,
(s) (3)

Uy 0y, v v(") Losungen der algebraischen Gleichung
@T) oo 700k O o, Ty T )0 o
+f£’(w :Yl: *lyey)_o
sind, wihrend die zugehorige Irrationalitit der Gleichung gentigt
(288) - - - Voretl —1 = F(™v, &, Yy, -+ Yu_s, £Y).

Setzen wir nun

worin v

(x)
22 ]/gzgp-:-lf T

g ag gdg
virn s T v Vi
so ist nach dem Abel’schen Theorem eine Function p(v) vom
p(p+ 1) Grade
(289) -+ p(v) = 0?P+D f gy py gy 0P FI=1 o qv - q,
und eine Function g (v) vom p* — 1*» Grade
(290) -+ q(0) =bp—r 7" - by 0?2 ... L w4 b,
so zu bestimmen, dass
(291) -+ p(v) — g (o) Vo ¥ —1 =0
befriedigt wird durch die p(2p + 1) Werthe vi’) und die dazu-
gehorigen Irrationalititen. Beachtet man, dass die in der Gleichung
(291) vorkommende Irrationalitit vermdge der Gleichung (288) mit
Hiilfe von (287) als ganze Function des p—1%" Grades des ent-

sprechenden v dargestellt werden kann, so wird der Factor des
Coefficienten b, in der Gleichung (291) die Form haben

b, : e("—l)"‘*q; (, Yy, - Yy, 89) v(s)p+v-—1
+ 8(}’—2)maq) (x’ SR Ym 1, & y)v(a)p—l—v —2 +
+‘PP(‘”) Yoo Yo, s’y)v()’,

Z

+o
1
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setzt man ferner die Potenzsumme der Lﬁsungen der Gleichung (287)
o o = 8,

und addirt von den p(2p -+ 1) Gleichungen (291) je p, die zu den
Losungen derselben Gleichung (287) also zu demselben s gehoren,
nachdem sie der Reihe nach mit

1 1 .1

241 z+41 52 +1
1)(15') 1](23) . v(p)
’U(I’)2(x+1) ?);3)2(x+1) ... 0(3)2 =+1

PP —DEFD yr—D=+1) | ,0(, N2—1)(x+1)
1 2

multiplicirt sind, so erhidlt man das folgende System von Glelchungen,
in welchem s =0, 1, 2, ... 2p zu setzen ist:

(292) S+t Go+n—1 Spe+n—+ -+ @ Sa+ a,Seo

~+ by {s(pnl)m* e (@, Yy, Yo, &Y) Sepp4n—2 + -

@, Yy, s Yoy, YY) Sszﬂ—l}
+ bpr—e {e(p—l)m“ e (2, Yy, o0 Yo, €Y) Seppty—s + -+ -

g (w, Xy, s Y, £Y) Sap*—z}
+ e e e e e e e e e e e e e .
+ b [ g, (2, Y;, o Yo, #9) St

st @1 (®, Xy, 0 Yy f’y)SsO} =0,

und noch p —1 #hnlich gestaltete, die sich von (292) nur dadurch
unterscheiden, dass alle zweiten Indices der S um resp. x 4 1,

2x+1), 3(x+ 1), --- (p — 1) (x + 1) Einheiten erhoht sind.
Fassen wir die gleichartigen 2p 4 1 Gleichungen (292) auf, welche
den Werthen s=0, 1, 2, -- 2p entsprechen und beachten, dass, wenn
fiir Sy1 als Potenzsumme der Losungen der Gleichung
v? +f1(x7 1 """ Ym—l, y)vp_l +--- +ﬁ'(x7 :Yl)' o Ym—lfy)=0
vermoge der Gleichung (278) die Form

Sor= Wz + %;y -+ @1?]2 + -4 gzygl’
gesetzt wird, worin Uz, B, - - & rationale Functionen von z, Y, -+ ¥,
und ¢*#+?! sind, sich
(293) ---- Sa=c*m (W By + 2 Ciy® + - - - + 27,922}

ergiebt, so wird, wenn bemerkt wird, dass aus den einzelnen
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Klammerﬁ_, welche die Factoren der b-Coefficienten in der Gleichung
(292) bilden, die respectiven Einheitswurzeln

(p*—1)my — (p>—2)my 0. mg

6 ) 8 y e o . E

heraustreten, wihrend die Klammern wieder die Form annehmen

by- & "™ {A,, 4+ Byt & LyP 4 .- 4 &2 Avy2p} ,
die Addition der 2p -4 1 Gleichungen (292), wie leicht zu sehen,
folgendermassen bewerkstelligt werden konnen. Bezeichnen nimlich
0 und % gegebene ganze Zahlen, und bestimmt man, was, da 2p41
eine Primzahl, immer moglich ist, zwei ganze Zahlen 65 und , aus
den Congruenzen

(294) ----65(x+1)=0, r,(x+1)=1n% (mod.2p+ 1),

so wird in der Additionsgleichung der Coefficient von a; lauten:

2p 2p 2p
(295) W ST 0 By STt oo gyyen S Imtens
0 0 m

und der von b,

2p 2p 29
(296) A, DF &0 4 Byy DI e L gy S Imetans
0 0 =

und, wenn man beriicksichtigt, dass nach den Congruenzen (285 a)
und (294)
(297) —om, + 65s=0 und —num, - 7,5s=0 (mod.2p + 1)
ist, so folgt, dass der Coefficient von as; nur noch lautet

T ynd7
‘wihrend der Coefficient von b,

Tyy™
ist, und somit das Resultat der Addition

(298) Zpo+1) ?/”p(p_H) + @G+ -1 Tp(p41)-1 ?/ap(p_'_l)_l + 4 a, Ty + a, Ty
b TP By Ty g+ B T o+ 0, Ty =0,
worin die ¥ und 7 rationale Functionen von z, ¥,,--- Y, _; und

y?#+1 gind.
Multiplicirt man die 2p 4 1 Gleichungen (292) der Reihe

nach mit
1 ¢ &2 ... gp
1 52 84 cee 5417
1 &2p gtp ... #AP

Konigsberger, Differentialgleich. 16
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so lautet das Resultat der Addition dieser Gleichungen mit Beriick-
sichtigung der obigen Congruenzen und der Wahl &#hnlicher Be-
zeichnungen wie oben

‘ © - @), 0
(299) i(e) ) yap(p+1) + @11 1‘5@_‘_1) 1?/”p(p+l) .t ao‘zoe /o
—I-bp,_lT((:) lypa_l_l_b2 2T(g) 2yp—2+ __I_boT(Q) 10=0,

worin ¢ = 0, 1, 2, -.. 2p zu setzen ist. .

Man sieht leicht, dass in all’ den Gleichungen, welche man auf
dieselbe Weise aus der Gleichung (292) herleitet, nachdem in der-
selben die zweiten Indices der S um resp. » + 1, 2(x 4 1), -

(»p — 1) (¢ + 1) Einheiten erhtht worden, nur statt 0 und % die
Grossen 0 + (x + 1)§ und 9 4 (x + 1) ¢ auftreten werden, wenn
der Index von S um (x 4 1){ Einheiten erhoht ist, und wenn man -
daher wieder zwei ganze Zahlen ws; und v, aus den Congruenzen

bestimm$
wo (o 1)=38+ (x+ 1)t
vy (e )=+ (e + 1)
so wird die der Gleichung (298) analoge Gleichung folgendermassen
lauten
£ — ¢, o
(390) I"( Lo YOt ta zz(p+1) LY=L g Ty
+bp'2 1]105 yvzn_l_}_bpl 2T0§ Ypr— 2+"'+b0T:€yv°=O;

p—2

} (mod. 2p + 1),

wenn man aber beriicksichtigt, dass wegen

e+ 1)(we— & =0 und (x-+ 1) 6s5=20 (mod. 2p+4 1)
auch _
ps =65 + ¢ und ebenso v,=r7, + { (mod. 2p + 1)
folgt, so ergeben sich, wenn die Gleichungen mit y—¢ multiplicirt
werden, endlich die p(2p + 1) Bestimmungsgleichungen fiir die im
Abel’schen Theorem vorkommenden Constanten @ und b in der
Form

o8 0¢ — o8 0o
BO1) Ty ¥2UHY iy Ty YOI+ 0, Y

by T P o by TSy o B Ty = 0,
worin fiir ¢ alle Zahlen 0, 1, 2, . - . 2p, fir ¢ die Zahlen
0,1,2,.-. p—1 zu setzen sind.

Aus dem Gleichungssystem (301) ist nun unmittelbar zu er-
sehen, dass, wenn

Opp+1) — Op(p+—a = VYo, Op(p+1) — Tp—a == fa
gesetzt wird,
Oy (pt—a = Uay”®, bp—oa= Vay™



§ 15. Eigenschafte‘n der Irrationalititen Abel'scher Integrale. 243

folgt worin U, und ¥V, rationale Functlonen von z, Yy, Yoy
und y?#+! sind, und man erhilt somit

(302) ----p (@) — g (@) (@*r ! — 1)
—=[vr@+D f Uypp @+ 0= oo 4 U,y gy 1y 2201y Uy oy ryy 72 2+ V]2
— [Vyypor =~ Vyyto o 2 oo Va0 o Vi y WP o0+ — 1) =0,

Beriicksichtigt man nun die oben fiir die 6- und z-Grossen auf-
gestellten Congruenzen, so findet man leicht, dass, wenn

(303) -+ -+ v = wy*
gesetzt wird, worin 4 eine Losung der Congruenz
(304) -+ -+ A(x+ 1) = 1(mod. 2p+1)

bedeutet, ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (302)

lautet:
Uay%”a-l-l[P(P-l-l)—ﬂ] . P 0+ —a

oder auch vermdge der oben bezeichneten Congruenzen:
uaylp(p+1)wp(p+1)—a,'
und ein Posten des zweiten Quadrates von (302):
VayxaHfzﬂ—“) wP = = P yrle+1 gp*—e,
und die Gleichung (302) daher die Form annimmt:

(305) -+ -+ p(v)* — q(0)* PP+t — 1)
= y24p(p+1) [w? @+D -+ ulwp(p+1)—1+ cee up(p_i_l)]z
— (Bywr'—1 - - - - By (wipH 1yt Cr D) — 1),
worin die Grossen U1 und B rationale Functionen von z, ¥, - -+ Y,y
und #?#+1 sind.
Nun ist aber auch

(306) -+ p (o) — g (W) (41 — 1) =H H(v o)

(U-Z)(”_ 2) (v —24);
aus der Gleichung (287) folgt ferner

[T FIe—+)
2p

H{Epm‘v”-l-ﬁ(p_l)m'fn(x: Yy, Yo, &y)or = oo - (2, Yy oor Y g 8 y)},

0
16%*
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und wenn auch hier die Substitution (303) eingefiihrt wird,
‘ 2p P, ( ”)
8 rf \V— U:
L 1
T2
= Uf' {e”""y“’ w? -+ 5(P—l)mayl(P——1)f1 (x, Yu I Ym-—l,é“y) wr—1t 4 ...
Gt

e "I" f;ﬂ (x7 Yn e Ym—h ’58?/)}7
oder endlich, wenn man beachtet, dass aus den obigen Congruenzen

m, = s (mod. 2p 4 1)

2p b
307) -+ - Jo] o[ (0=
T F1e—
2p i .
= l'l {(es)plyplwp + (88)07""1)1:,/(]’—1)1,(; (x, I’l} . Ym——l, S’y) u.p_l + L
0

s (@, Yoy an—ly_esw}’

woraus zu erkennen, dass das Product eine symmetrische Function
von

folgt

Y, &y, &Y, - - 2Py

_ist, und somit eine ganze Function von w wird, deren Coefficienten
rationale Functionen von z, Y|, --- Y,_; und y??+! vorstellen.

Beriicksichtigt man nun, dass die aus den Gleichungen (305),
(306), (307) hervorgehende Gleichung des Abel’schen Theorems als
Coefficienten der hochsten w-Potenz auf der linken Seite die Grosse

yﬂp(l'-i-l)
hat, wihrend (307) als Coefficienten der hichsten w-Potenz
y*r@r+1)

liefert, so wird der vermbge der Substitution (303) nach Gleichung
(306) iibrig bleibende, Theil

Pw—2Z) (w— 2Zy) - - - (w — Z,)
= y*? [w? + Mw?r—14 -+ + My w -+ M,]

sein, worin M, IM,, - - - M, rationale Functionen von =, Y,, -+ Yy
und g?*#+1 bedeuten oder :

W—2Z)(v—2y) - (v— Zp) = ov? 4 M, ytor—!
+ Wygror—2 oo My,
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d. h. die Grossen Zy, Zy,+ -+ Zy, welche die Grenzen der p Additions-
integrale der Gleichung (A) smd werden die Losungen einer algebra-
ischen Gleichung

(308) - - - op 4 WM yror—t  Myy?ror—2 4 .- + Myyr* =0

sein, worin die Grossen IR _den oben angegebenen Charakter haben.
Endlich werden sich nach Gleichung (291) die zu den Z-Grossen
gehorigen Irrationalititen in der Form ergeben

1_ 2

9(Z, )

Das hierdurch erhaltene Resultat konnen wir auch so aussprechen:

Unter der Voraussetzung, dass die lineare nicht homogene Differen-
tialgleichung, deren rechte Seite y einer Gleichung von der Form (218)
geniigt, ein zum Geschlechte p gehiriges hyperelliptisches Integral besitzt
von der Form

Ugy
£7d¢ ___Fas _ Fag
/ngm' Vi, U Ve,
(in wiefern diese Lorm ausschliesslich bestimmt ist, wurde friiher unter-
sucht), worin uy, Uy, - - - u, die Lisungen einer algebraischen Gleichung
p*™ Grades sind; deren Coefficienten rational aus den Coefficienten der

reducirten Differentialgleichung wnd der Grisse y zusammengesetzt sind,
hat dieselbe auch stets ein Integral von der Form

z,
s [ __Ed8 - _é”_ﬁli o o _ &rag
Vertiy Vet — . Verrio1
in welchem die Grenzen der Integrale so beschaﬁ”en sind, dass, wenn

geselzt wird, worin
A(x+1) = 1(mod. 2p 4 1),

~ die Grossen W,, W,,.-- W, die Losungen einer Gleichung
wr4 MWt ..M, WM, =0

sind, deren Cocfficienten rational aus den Coefficienten der reducirten
Differentialgleichung und der Grosse
y2p-|—1

’ 2p+1
(309) ---- V7,

susammengesetzt sind, wihrend die Irrationalitiiten

VW:P-I—I?IA @p+1) 1
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sich als rationale Functionen von W, darstellen lassen, deren Coeffi-
cienten wiederum rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung
und y?P+1 zusammengesetzt sind. N

Somit sehen wir auch in diesem Falle die Transformation der
Integrale von Differentialgleichungen oder Quadraturen — und auf
diese Resultate haben wir frither hingewiesen — auf algebraische
Gleichungen fithren, die in ihren Coefficienten nur rationale Zusammen-
setzungen der Variabeln und nicht die algebraische Irrationalitit ent-
halten, wenn y selbst einer binomischen Gleichung 2p 4 1*® Grades
geniigt.

Die Methoden, mit Hiilfe der Gleichung in W und der oben
gefundenen Form der Irrationalitit alle Differentialgleichungen auf-
zustellen, welchen durch hyperelliptische Integrale der angegebenen
Beschaffenheit geniigt wird, sind oben erdrtert worden, und ebenso
bedarf die Verallgemeinerung dieser Untersuchungen auf Abel’sche.
Integrale keiner weiteren Ausfiihrung.

Zusatz.

Ich will nachtriglich bemerken, dass die in den §§ 14 und 15
fiir die reducirte Differentialgleichung festgesetzten Bedingungen fiir
den Fall von logarithmischen und Abel’schen Integralen nicht homogener
linearer Differentialgleichungen darauf zu beschrinken sind, dass die-
selben iiberhaupt nicht derartige’ Integrale besitzen, wihrend die
Annahme solcher Integrale, deren Argumente rational aus den
Coefficienten der Differentialgleichung zusammengesetzt sind, eine
etwas modificirte Untersuchung erfordert, auf die ich bei einer anderen
Gelegenheit zuriickkommen werde.



