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Viertes Kapitel. 
Ueber die Form der durch Quadraturen darstellbaren 

Integrale linearer, nicht homogener Differentialgleichungen. 

§ 10. 
9 

Herleitung einfacherer charakteristischer Formen aus der 
Existenz algebraisch-logarithmischer Integrale linearer 

Differentialgleichungen. 
Die folgenden Untersuchungen beziehen sich zumeist auf höhere 

lineare Differentialgleichungen und sollen eine Erweiterung derjenigen 
Untersuchungen von A b e l liefern, welche sich mit den Bedingungen 
und der Form der Reduction Abe l ' s che r Integrale beschäftigen. 

Bekanntlich hat A b e l den Satz bewiesen, dass , wenn y eine 

algebraische Function von x bedeutet und fydx = 2 selbst algebraisch 

is t , dann 2 stets rational durch x und y ausdrückbar ist, oder auch 

anders ausgesprochen, dass nicht nur , was selbstverständlich ist , die 

Ableitung einer algebraischen Function rational durch diese Function, 

sondern auch umgekehrt , da 

is t , jede algebraische Function rational durch ihre Ableitung aus

drückbar ist, in welche Ausdrücke die unabhängige Variable rational 

eintritt. E s mag dieser Satz hier erst , ein wenig verallgemeinert, 

in einfacher Weise bewiesen werden, bevor wir ihn auf Differential

gleichungen übertragen ; bedeutet <p(x} 2) eine rationale Function von x 

und 2, so wird sich nach bekannten Sätzen der Algebra, wenn 2 

durch die algebraische Gleichung 

(1) 2* + <pt (x) 2 -1 -\ f- <py.-i 0 ) 2 + <px (x) = 0 

definirt i s t , (p (x, 2) als eine ganze Function % — l t e n Grades in z 

mit in x rationalen Coëfficiënten in der Form 

(2) ' • • • <P 0 , *) eZo(«) + ï i W H h Z*-i 0) 0 " 1 

Dieselbe Integrationsmethode würde offenbar stets dann anwendbar sein, 
wenn die beiden Differentialgleichungen von derselben Ordnung sind, indem 
die Einführung des allgemeinen Integrales der einen Differentialgleichung die 
für das allgemeine Integral der anderen hinreichende Anzahl von Constanten 
liefern würde, während, wenn die beiden Gleichungen verschiedene Ordnung 
haben, nur eine allgemeinere Klasse particulärer Integrale dadurch geliefert 
wird — immer vorausgesetzt, dass zx nicht schon einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung angehört. 
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darstellen lassen, und fasst man die Gleichung (2) als eine Gleichung  
— l ten Grades in z auf, wobei in <p (x, z) die Grösse z die bestimmte 

Lösung der Gleichung (1) bedeutet, so werden jedenfalls die beiden 
Gleichungen (1) und (2) diese eine Lösung z gemein haben. Haben 
dieselben nur eine Lösung gemein, so liefert z. B. die Operation der 
Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Theilers, der in diesem 
Falle ein in z linearer sein wird, z als rationale Function von x 
und (p(x, z)\ haben die beiden Gleichungen, in denen <p(#, z) als 
Parameter aufzufa^ejx_ist, jedoch mehrere gemeinsame Lösungen, so 
würde offenbar, wenn z± und z2 zwei derselben sind, 

(3) • ••• <p(x, ft) = 9 ( , *i) 

sein müssen, da die Gleichung (2) für jede Lösung der Gleichung (1) 
gültig ist. Bildet man also z. ., indem q>(x7 z) = und für z die 
Wurzeln z17 z29 • • * zx der Gleichung (1) gesetzt werden, die Gleichung' 
3cteu Grades in  

(4) • • • • t + \{ ) f;^ + ••• + F,-i (x)y + Fx{x) = 0, 

und nimmt weiter an, dass diese Gleichung ebenfalls irreductibel ist, 
so wird die aus (3) folgende Beziehung y2 = yl offenbar nicht be
stehen können, und somit zx durch x und <p (x, zx) rational aus
drückbar sein; wir erhalten somit den in etwas anderer Form be-

~" kannten Satz, dass jede algebraische Function z von x sich durch x 
und eine solche rationale Function von x und z rational ausdrücken 
lässt, die nicht für zwei verschiedene Werthe der FwncMgrl, z gleiche 
Werthe annimmt. 

dz Eine solche rationale Function von x und z ist z. B. -3—, wenn dx 7 

die algebraische Gleichung (1) als eine irréductible vorausgesetzt 

wird-, denn wäre —^- = -r1 - , also ft = £1 + c, worin eine Con

stante bedeutet, dann würde aus den beiden Gleichungen 

** + 9>i O) * ï _ 1 H h V* ) =  

sich ergeben 

Kcz\-1 + 2( ) < - 2 + • • • + ( ) = , 

was wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung (1) und 
der gleichartigen Beschaffenheit der Coëfficiënten der letzten Gleichung 
mit denen von (1) unmöglich ist, und es wird sich daher jede 
algebraische Function rational durch ihre Ableitung und die unabhängige 
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Variable ausdrücken lassen. Ebenso wird <p (x, z) = — ' , worin 

F {pò) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, der geforderten 
Bedingung genügen, da die Relation 

JlbFW) _ d{zxF{x)) d _ __c__ 

unmöglich bestehen kann, weil, wie man genau ebenso einsieht, die 
Lösungen einer irreductibeln Gleichung, deren Coëfficiënten rationale 
Functionen von x sind, sich nicht nur um rationale Functionen der 
Variabein unterscheiden dürfen; es wird sich somit jede algebraische 
Function rational durch den Differentialquotienten dieser mit einer be
liebigen rationalen Function von x multiplicirtm Function ausdrücken 
lassen. Dagegen wird sich die algebraische Function z nicht immer 

dz 

rational durch x und den Ausdruck darstellen lassen, wie man 
z 

z. B. aus 
dz  

ļ dz 3 1 ~dx~ 3 
Z —— X - 5 ~~zr~ X , T : 

? dx 2 ; z 2x 
ersieht, oder es wird sich nicht — was dasselbe ist — z stets rational 
durch x und , — ausdrücken lassen, vielmehr sagt ein weiterer 

AbeTscher Satz, mit dessen Ausdehnung wir uns nachher beschäftigen 
werden, nur aus, dass, wenn das Integral einer algebraischen Function 
sich logarithmisch ausdrücken lässt, wie in 

/

dz 

-j- dx = \o%z, 

dieser logarithmische Werth sich in die Form ^ log w setzen lassen 

muss, worin ô eine ganze Zahl, und w sich rational durch x und 
die unter dem Integral stehende algebraische Function, in unserem 

dz 
Falle durch x und , ausdrücken lässt. 

z ' 
Sei nun eine Differentialgleichung mter Ordnung gegeben 

(6) • • • • / ( * , , • • • *> -aï, -55 , • • • - ^ ) = , 

in welcher y±J y2, ••-• • ^ irréductible algebraische Functionen von x 
bedeuten, und nehmen wir an, dass diese Differentialgleichung ein 
algebraisches Integral besitze, so ist leicht einzusehen, dass ihr im 
Allgemeinen auch noch andere algebraische Integrale genügen werden; 
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denn sei jenes algebraische Integral durch die Gleichung definirt 

(6)----e J t + lp1(a?,y1 ,y a , ---y / l)Ä*-4 ) < »( , 2 - ) = , 
welche mit Adjungirung der Functionen y17 y2) • • • y^ als irreductibel 
angenommen werden soll, so werden die Ableitungen von g durch z 
selbst mit Hülfe eben dieser Functionen rational ausdrückbar sein, 
so dass durch Einsetzen dieser Werthe die linke Seite der Gleichung (5) 
in eine rationale Function von z übergeht, deren Coëfficiënten rational 
aus x7 y1} y2i • • • y in zusammengesetzt sind; da diese Gleichung nun 
bekanntlich mit der irreductiblen algebraischen Gleichung (6) alle 
Lösungen der letzteren gemein haben muss, so wird auch der Differen
tialgleichung (5) jede Lösung der letzteren genügen, dieselbe also im 
Allgemeinen x algebraische Integrale haben. Ist jene Differential
gleichung eine lineare von der Form 

jm jm — 1 -jm — 2 

m""-^+r.-b=f+ülb==*+-" + *.—,, • 
worin Y17 Y2, • • • Ym} y irréductible algebraische Functionen bedeuten, 
und ist jenes angenommene algebraische Integral, das durch die 
Gleichung definirt wird 

{*).-..** + 9l(x, Y19 ra,-.-rm,y)*"-* + .-. 
+ <p*(x, Yu Y2, Ymty) = 0, 

z. B. eine durch algebraische Irrationalitäten darstellbare Function 
t̂er Ordnung und tften Grades, hat also nach Abel*) in bekannten 

Zeichen die Form 
_i_ j _ n—i 

(9) . . . . z = q0+qļpn +q2pn 4 h qn-iP n , 
worin q0,q1}--qn—i algebraische Functionen ftter Ordnung und — l ten 

Grades, n eine Primzahl und p eine algebraische Function [i — l ter 

Ordnung sind, so wird nach den obigen Auseinandersetzungen, wenn  
eine wte Einheitswurzel bedeutet, auch 

1 J_ n — 1 
(10) - - . . Zv = q0+ qia*p^+ q2a**pn + • • • + qn-i a C - « - p * 
für jedes ganzzahlige v ein Integral der Differentialgleichung (7) sein, 
und da, wenn zu z2y • • • ZQ Q Integrale der Gleichung (7) bedeuten, 
stets auch 

* + ** \- ZQ 
ç > ' 

ein Integral der Differentialgleichung ist, so folgt aus der Addition der 
Gleichungen (9) und (10) für v = 1, 2, • • • n — 1, dass auch q0 ein 
Integral jener Differentialgleichung sein wird; da ferner die Function zv 

*) „Démonstration de l'impossibilité de la résolution algébrique des équa
tions générales, qui passent le quatrième degré" oeuvres compi. d'Abel tome I. 
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der Differentialgleichung (7) Genüge leistet, also für jedes ganzzahlige r 
und v a~rv0v ein Integral der Differentialgleichung 

ist, so werden die Gleichungen bestehen 

tó= + l d * - ' + • * * + * . ("-"*) = «""*> 
aus denen, wenn i/ = 1, 2, • • • n — 1 gesetzt wird, folgt, dass 

dm (*.+ « ~ 4 + *-2r*2 + • • • + ^ -1) zn__,) 

dxm ^ 

+ Ym(0 + a-'z, + - - - + « - ( — « ^ „ - O = 0 

ist, oder dass der Ausdruck 

(12) . . - - Z = z + a - ^ + a-2rz2 + . . " . + « - ( » - ^ „ - i 

ein Integral der Differentialgleichung 

d. h. der reducirten Differentialgleichung von (7) sein wird. Bemerkt 
man aber nun, dass der Ausdruck (12) vermöge der Gleichungen (9) 
und (10) die Beziehung liefert 

r 

so ergiebt sich der folgende Satz: 
Besitzt eine lineare nicht homogene Differentialgleichung beliebiger 

Ordnung ein algebraisches Integral, das sich durch algebraische Irra
tionalitäten, also nach Abel in der Form darstellen lässt 

1_ 2_ n — l 

% + 2iPn + Ü2Pn H b 0.n-iP n , 

so ist q0 selbst wieder ein Integral jener Differentialgleichung, während 
die Grössen 

1 2 n — 1 

aiPn, bP*9 '" î « - i P 
Integrale der reducirten Differentialgleichung jener sind. 

Untersuchen wir nun vorerst nicht die Form der algebraischen 
Integrale — wir kommen später auf diese Frage zurück — sondern 
suchen wir Folgerungen aus der Existenz eines algebraischen Inte
grales der Differentialgleichung (7) für die Beschaffenheit anderer 
algebraischer Integrale eben dieser Differentialgleichung herzuleiten, 
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so ist leicht einzusehen, dass, weil alle Lösungen der irreductibeln 
Gleichung (8), wie oben gezeigt worden, Integrale der Differential
gleichung sind, und somit auch die Summe dieser Lösungen durch  
dividirt der Differentialgleichung genügen nmss, nothwendig auch 

£ = — ļ ^ i ( ^ Y19 2, . . . Ym,y) 

die Differentialgleichung (7) befriedigt, und diese somit, wenn sie 
überhaupt ein algebraisches Integral besitzt, auch ein in den Coëffi
ciënten der Differentialgleichung rationales Integral hat, wenn die 
Summe aller Lösungen der Gleichung (8) nicht eine endliche oder 
verschwindende Constante ist; ist nun die Gleiehung (7) eine homogene, 
so kann dies in der That der Fall sein, und dann könnte man nicht 
auf die Existenz eines • solchen in den Coëfficiënten der Differential
gleichung rationalen Integrales schliessen — ist jedoch von Null 
verschieden, so kann nur dann ein constantes Integral $ = C existiren,* 
wenn C-Y=y ist, in welchem Falle aber die Differentialgleichung (7) 
durch die Substitution z — G = % in die homogene Gleichung 

übergeht, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 
Hat die Differentialgleichung (7) überhaujpt^ein algebraisches Integral, 

so hat sie stets auch ein in den Coëfficiënten dieser Differentialgleichung 
rationales Integral, wenn sie nicht eine homogene oder durch die Sub
stitution 0 = £ + cst- auf e^ne homogene mrückführbare ist. 

So wird z. B. die Differentialgleichung 
dz . z 3 
dx ' 2x 2 

das algebraische Integral 

#i = % + " 2 , also auch z2 = x — af* 

und daher auch das rationale Integral 

haben, während die Differentialgleichung 
dz z   
dx 2x 

i 4 

die Integrale #x = x , #2 = — x und für das rationale Integral 

0 = ~~1 ~2~ = 0 liefert-, die Differentialgleichung hat überhaupt kein 

in x rationales Integral. 
Wir wollen von diesem Satze eine einfache Anwendung machen; 

nehmen wir an, dass man von einer linearen homogenen Differential-
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gleichung mter Ordnung 

(13) . . . . - î - ^ + Yt f H ļ- r m - i - F - + Ymz = 0 

weiss, dass dieselbe m — 1 transcendente, nicht algebraisch auf 
einander reducirbare Fundamentalintegrale und nur ein algebraisches 
Integral besitzt, welches durch die irréductible Gleichung 

sr+F^x, Yv-YJef-i+.-. + F^x, Ylf• •. Ym) = 0 
definirt sein mag, so wird nach dem Vorigen auch jede andere Lösung 
dieser Gleichung der Differentialgleichung (13) Genüge leisten; da 
aber, wenn wir die erste Lösung mit zly eine andere mit z2 und die 
m— 1 transcendenten Lösungen mit Zx, Z2, • • • i?m—i bezeichnen, 
nothwendig 

£2 = ±0± + ļl±Z± + ļl2Z2 -ļ - f ^ « - 1 ^ - 1 

sein wird, worin ml7 f v -* ļim—i Constanten bedeuten, so würde gegen 
die Annahme zwischen den transcendenten Integralen Zu Z2,--- Zm—\ 
eine algebraische Beziehung bestehen, also müssen ^ = ji2 = • • • 
= [im—i = 0 sein, und somit alle [i Lösungen der obigen algebraischen 
Gleichung die Form haben 

und daher 
*i( l + Ci + <b-\ VCu-i)=—F1(x7 Yx, Y2,... Ym), 

d. h. das algebraische Integral wird rational aus den Coëfficiënten 
der Differentialgleichung zusammengesetzt sein. Ist Fx = 0, so folgt 

sfZcaCp = F2 (x, Y19 Y2, Ym), 

d. h. es ist zx die Quadratwurzel aus einer in den Coëfficiënten der 
Differentialgleichung rationalen Function, allgemein kann manschliessen, 

. dass, wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mter Ordnung m — 1 
von einander algebraisch unabhängige transcendente Integrale und mir 
ein algebraisches Integral besitzt, dieses letztere nothwendig die Lösung 
einer binomischen, in den Coëfficiënten der Differentialgleichung rationalen 
Gleichung sein wird, oder im speciellen Falle, dass, wenn eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ein transcendentes und 
ein algebraisches Integral besitzt, das letztere eine Wurzel aus einer in 
den Coëfficiënten der Differentialgleichung rational ausdrückbaren Function 
ist, und diese Untersuchung kann man verallgemeinern, indem man 
statt der Voraussetzung des einen algebraischen Integrales die Voraus
setzung nur eines Integrales macht, welches die gegebene Differential
gleichung mit einer Differentialgleichung erster, zweiter Ordnung u. s. w. 
gemein hat. 
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Gehen wir nun wieder zu der früheren Untersuchung zurück 
und nehmen an, dass die Differentialgleichung (7) ein logarithmisches 
Integral von der Form 

z = A log v 

hat, worin A eine Constante und v eine algebraische Function von x 
bedeutet, so ist vor allem klar, dass Ym = 0 sein muss, da die Ab
leitungen von log v algebraische Functionen von x sind. Bezeichnen 
nun vt, v2, • • • vi die Lösungen der die Grösse v definirenden al
gebraischen irreductibeln Gleichung 

rf + œ^x, Y1} , , - . - * - ! , * ) * - ^ . . . . 

+ « , Y19 Y2, - - - _ 1 , ) = , 

so ist wieder leicht zu sehen, dass auch 

A log v19 A log v2, • • • A log vi 
Integrale der vorgelegten Differentialgleichung sein werden, da das 
Einsetzen dieser Werthe wieder eine algebraische Gleichung in v 
definirt, welche mit der obigen irreductibeln alle Lösungen gemein 
haben muss, daher wird auch die Function 

log »i + log v2 H h log vx A 

A ž = — log (^ v2 • - • vi) 

der »Differentialgleichung Genüge leisten, und es kann vtv2 • • - vi 
keine Constante sein, da wegen Ym = 0 im Falle eines constanten 
Integrales auch y = G sein müsste, d. h. die lineare Differentialgleichung 
eine homogene wäre; wir erhalten somit den Satz, dass, wenn eine 
lineare nicht homogene Differentialgleichung ein logarithmisches Integral 
A log v besitzt, dessen Logarithmand v eine algebraische Function der 
unabhängigen Variabein ist, derselben jedenfalls auch ein logarithmisches 

Integral -y- log w angehört, dessen Logarithmand rational aus den 
Coëfficiënten der Differentialgleichung zusammengesetzt ist, und worin  
eine ganze Zahl bedeutet 

Für lineare Differentialgleichungen erster Ordnung werden sich 
die beiden eben bewiesenen Sätze noch anders und allgemeiner fassen 
lassen; denn sei zuerst die specielle Differentialgleichung erster 
Ordnung 

dz 

so beschaffen, dass sie ein algebraisches Integral hat, so wird dieses, 
da sie nach dem Obigen ein anderes in x und rationales Integral 
besitzen muss, andererseits aber nur um eine additive Constante ver
schiedene Integrale besitzt, selbst in x und rational sein — also 
der AbeTsche Satz; ist das Integral jedoch logarithmisch von der 
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Form A log v, so wird, weil ein anderes -y log w existirt, worin w 

rational aus x und zusammengesetzt ist, und alle Integrale sieh 
nur um eine additive Constante unterscheiden, 
(  

log v == - - log w + - - log = — log wc 

sein müssen, und es wird sich somit das logarithmische Integral 
umgestalten lassen in ein ähnliches, in welchem der Logarithmand 
rational aus x und zusammengesetzt ist, oder es muss sich v in die 

Form setzen lassen Ywc7 also wiederum der bekannte Abel'sche Satz. 
Untersuchen wir nunmehr die allgemeine lineare 'Differentialgleichung 
erster Ordnung 

dz .  

in welcher Y und y irréductible algebraische Functionen sein sollen, 
und nehmen dieser an, dass sie ein algebraisches Integral besitzt; 
es folgt dann aus den obigen Auseinandersetzungen, dass, voraus
gesetzt dass sich von Y nicht nur um einen constanten Factor unter
scheidet, jedenfalls auch ein algebraisches Integral jener Differential
gleichung existirt, welches rational in x, y, Y ausdrückbar ist. Wir 
wollen nun die Form eines jeden algebraischen Integrales jener Diffe
rentialgleichung in Bezug auf seine Ausdrückbarkeit in x, y7 Y 
untersuchen; sei zx ein algebraisches, nicht gerade rational in jenen 
Grössen ausdrückbares Integral, so wird nach dem Obigen noch ein 
zweites algebraisches Integral #2 existiren, für welche beide aus der 
Form des allgemeinen Integrales 

—fTdx i , fTdx -, \ —fYdx\ , fYclx -, \ 
- *x = e \ci+Je ydxf,02 = e \C2+J * ydxj^ 
mithin 

z\ — z2 —fYdx 
p n   

f Ydx 

folgt, also e sich als algebraische Function von x ergiebt; daraus 
folgt aber, weil • 

ist, nach dem eben bewiesenen Satze, dass jedenfalls 

fYdx = log w 

sein wird, worin w rational aus x und Y zusammengesetzt ist, oder 
dass 

fTdx  

e z=y w 

ist. Sei nun 0X= das, wie oben bewiesen, jedenfalls existirende 
K ö n i g a b e r g e r , Differentialgleich. 9 
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in Xy y, Y rationale Integral, so folgt, dass jedes algebraische Integral z2 

der vorgelegteil Differentialgleichung von der Form 

*2 = fe - <Ü ~ + W 

Y w 

ist y worin w eine in x und Y, W eine in xf y, Y rationale Function 
ist; so hat z. B. die Gleichung 

dz z ļ 
dx 2x 

die algebraischen Integrale 
~ l * 

z = x -\- — x • x . 

§ 1 1 . 
Herleitung charakteristischer Formen aus der Existenz 

von Integralen linearer Differentialgleichungen, welche additiv 
aus algebraisch-logarithmischen Functionen und Abel'schen 

Integralen zusammengesetzt sind. 

Gehen wir wiederum zu der allgemeinen linearen Differential
gleichung mter Ordnung (7) zurück und nehmen an, dass derselben 
ein Integral von der Form genüge 

(14) £ = + Ax log vx + A2 log v2 H \- Ax log vx 

+j yxäs +j y2ds + \-J yxds, 

in welchem u, vx, v27 • • • vX) Ķly Ķ2, • • • | algebraische Functionen 
von x7 yu 2, ••• 2/ ebensolche von s, und J.1; J.2, • • • Ax Constanten 
bedeuten. Setzt man diesen Werth in die Differentialgleichung ein, 
so werden sich alle Differentialquotienten von 0 als rationale Functionen 
von M, v1} • • • vX} | l 7 • • • | , (ž/i)^I? • • • (ž/ ) ausdrücken lassen, und es 
würde somit 0 selbst eine algebraische Function von x sein, wenn 
nicht wieder Ym = 0 würde. Ist dies nun der Fall, und bildet man 
die Function 

t = au + ^-\ h axvx + ft IH h ft& 

+ n(yi\-\ \-n{yi)h> 

in welcher a, a1? • • • ax, ft, • • • ßx, - • • • y* willkürliche Constanten 
bedeuten, so ist bekannt*), dass, wenn man andere lineare Functionen 

*) Abel, precis d'une théorie etc. 
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eben dieser Grössen mit constanten Coëfficiënten bildet, diese als ähn
liche Functionen sich rational durch t und die Coëfficiënten derjenigen 
Gleichung ausdrücken lassen, deren Lösungen all' die bezeichneten 
Grössen jener linearen Function sind, und die man sich herstellt, 
indem all' die irreductibeln Einzelgleichungen, deren Lösungen resp. 
u, vly>" vx, ei, • • - h (ž/i)li> * • " (yi)h 8* und deren Coëfficiënten als 
rational aus Yly Y2J • • • Ym—i, zusammengesetzt betrachtet werden 
sollen, mit einander multiplicirt werden. Bildet man nun soviel 
lineare Functionen als Einzelgrössen in Betracht kommen, so wird 
eine jede derselben sich aus dem so entstehenden linearen Gleichungs
systeme als rationale Function von t mit in Yl7 • • • Ym—i, rationalen 
Coëfficiënten ergeben, und somit die linke Seite der Differential
gleichung eine Function derselben Art werden. Denkt man sich nun 
aber die algebraische Gleichung aufgestellt, von der eine Lösung die 
oben bezeichnete Function t, und welche mit Adjungirung der 
Grössen Yu • • • Ym—i,y irreductibel sein soll, so werden sämmtliche 
Lösungen dieser Gleichung dten Grades tl9 t2, • • • td auch der in t al
gebraisch rational gewordenen Differentialgleichung genügen müssen, 
oder anders ausgesprochen, es werden • alle Werthe von 0 Integrale 
jener linearen Differentialgleichung (7) sein müssen, welche aus dem Aus
drucke (14) entstehen, wenn man für u7 vly • • • vx, £1; • • • |* , ( ) • • ( )  
diejenigen Werthe einsetzt, welche aus den rationalen Ausdrücken 
in t für eben diese Grössen hervorgehen, wenn man für t der Eeihe 
nach t1} £2, • • • te setzt. Addirt man alle diese #-Werthe, so ist der 
d-te Theil dieser Summe wieder ein Integral jener Differentialgleichung; 
da aber die Summe der und das Product der entsprechenden 
v- Werthe als Logarithmanden sich als rationale symmetrische Functionen 
der tu---td rational durch die Coëfficiënten der ^-Gleichung, d. h. 
durch Y19 • • • Ym—\7y ausdrücken lassen, da ferner die zu je einer 
algebraischen Irrationalität ya gehörigen AbeTschen Integrale sich 
zu je p solchen Integralen addiren lassen, worin p das der Irra
tionalität zugehörige Geschlecht bedeutet, und die Grenzen der p Inte
grale Gleichungen pten Grades genügen, deren Coëfficiënten wieder, 
wie leicht zu sehen, rational und symmetrisch aus den ^-Grössen, 
also rational aus Yl9 Y2, ••• Ym—1} zusammengesetzt sind, während 
die diesen Grenzen zugehörigen algebraischen Irrationalitäten ratio
nale Functionen eben dieser Grenzen wieder mit in den Grössen 
Yl} Y2, • • • Ym—x, rationalen Coëfficiënten sind, wozu jedoch noch 
algebraisch-logarithmische Theile kommen, welche, wie aus dem 
Abel'schen Theorem unmittelbar zu ersehen, selbst oder deren 
Logarithmanden rational in Y1} Y2J • • • Ym-i, ausdrückbar sind, 
so erhalten wir den Satz, dass, wenn einer linearen Differential-

9* 
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gleichung 
dmz v dm-xz v dz _ 
dx™ + * dœ™-1 + * " + m~1 äx-y 

ein Integral von der Form genügt 

. h 
0 = -f- At log vx H h log Vx + / yxds -\ + / yxds, 

worin , vt • • vx, §1; • • £ algebraische Functionen von x, 17 2> • ' • Vi 
algebraische Functionen von s, Alf A2, • • Ax Constanten bedeuten, dann 
auch stets ein Integral dieser Differentialgleichung von der Form 

(a) . . . . 0 = ü+ Bx log Vx H h Bfl log ViU 

nf p # 

+ -y- 21 y*ds H — ^ ~ 2 ) y*ds 

sein wird, worin U, Vu • • Vfl rationale Functionen von Y1} Y2, •• Ym—lyy 
sind y ö eine Zahl unā rj{f die Lösungen einer Gleichung p**n 

Grades bedeuten, deren Coëfficiënten rationale Functionen von Yl7 • • Ym—1}   

sind, und für welche die diesen Grenzen zugehörigen Irrationalitäten 
rational durch eben diese Grenzen und die Coëfficiënten der Differential
gleichung ausdrückbar sind. 

dz 
Setzt man -j— = £, so folgt aus der Form des Integrales (a), 

da die Summen von je p Integralen differentiirt symmetrische rationale 
Functionen der oberen Integralgrenzen werden, dass Ç eine in dqn 
Coëfficiënten der Differentialgleichung (7), in welcher Ym = 0 ist, 
rationale Function wird, und dies ist für die aus (7) hervorgehende 
Differentialgleichung 

dm—1£ dm~21 
-, m-^l 1 -, w —2 "l ' ' " T •*w— 1 S = = =   

dxm x dxm * 
dasjenige Integral, welches aus der Existenz eines algebraischen 
Integrales dieser Differentialgleichung überhaupt — und dass diese 
ein solches hat, folgt aus der Annahme, dass die Differentialgleichung 
in z ein Integral von der Form (14) besitzt — als ein nothwendig 
ihr zukommendes, in den Coëfficiënten der Differentialgleichung 
rationales gefolgert wurde; wir können dies auch so ausdrücken, dass 
die vorgelegte Differentialgleichung (7) unter der Annahme, dass sie ein 
Integral von der Form (14) besitzt, reductibcl ist in dem Sinne, dass 
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sie ein Integral mit der Differentialgleichung erster Ordnung 

gemein hat, worin F eine rationale Function bedeutet. 
Greifen wir aus dem. Ausdrucke (a) eine der Summen der* 

AbeFschen Integrale heraus, welche mit 

?J Yds 

bezeichnet werden mag, so sind also, wie oben gezeigt worden, 
V^\ 4^9 ' ' ' V^ die Lösungen einer algebraischen Gleichung pien 

Grades 

(b) . . + mx{x, Y19 • • rTO_!, y)vp~4 h « ( , Y19 • • „,_1? ) = 0, 

deren Coëfficiënten rationale Functionen von x7 Y19 • • Ym—\, sind, 
während die zu diesen Grenzwerthen gehörigen Werthe der Irratio
nalität Y sich mit Hülfe der eben genannten Grössen durch die resp. 
Grenzen rational ausdrücken. Bilden wir nun aus (b) 

dn® = f{x, Y19 Y2, - - r m _ ! , y, tļW)dx, 

worin f eine rationale Function sein wird, und multipliciren diese 
Beziehung mit irgend einer solchen rationalen Function von rjW 
und (Y)t](Q) 

( ®, (Y)V(Q)), 
dass das links stehende Differential ein solches erster Gattung wird, ' 
so folgt durch Summation nach ņ von 1 bis p 

p p 

2 ^ W ^ ( ) ^ ) ) ^ = 2 ( (1%( )) , Yir'Ym^l7y97ļ(Q))dx9 
i i 

und da die Basis der rechts stehenden Summe eine rationale sym
metrische Function von rj{1\ rp\ • • • rf& ist, indem (Y)v(0, wie oben 
gezeigt, rational von rf& abhängt, sich also der Gleichung (b) zu
folge als rationale Function der Grössen x, Yl7 • • • Ym^.±, aus
drücken lässt, und das sich rechts ergebende Differential vermöge 
der für das links stehende angenommenen Eigenschaft auch eines 
erster Gattung sein muss, so folgt durch Integration 

f 
( ) • . . . jF(x, Yl9 Y2, - - rm_!, y)dx = J 5 ļ&(s, Y)ds7 . 
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worin F eine rationale Function bedeutet, und rechts und links In
tegrale erster Gattung stehen; es ergiebt sich somit, dass für jede 
Art von Abel'sehen Integralen, die auf der rechten Seite von (14) in 
dem Ausdraeke z für das Integral der linearen Differentialgleichung vor
kommen , die Summe eines jeden Systems von Integralen erster Gattung, 
deren Anzahl durch die den Integralen zukommende charakteristische Zahl 
p bestimmt wird, gleich einem Integrale erster Gattung ist*), dessen 
algebraische Irrationalität eine rationale Function von x und den Coëffi
ciënten der Iniearen Differentialgleichung ist, — deren Grenzen die 
Losungen einer algebraischen Gleichung sind mit in den Coëfficiënten 
der Differentialgleichung rationalen Coëfficiënten, während die diesen 
Grenzen zugehörigen algebraischen Irrationalitäten rational durch die 
resp, Grenzen und die Coëfficiënten der Differentialgleichung ausdrück
bar sind. 

Eine weitere Vereinfachung der Gleichung, welche die rlW zu 
Lösungen hat, lässt sich für jetzt — wir nehmen das Problem nach
her wieder auf — im Allgemeinen nur noch in einem, freilich recht 
ausgedehnten Falle angeben, der eine besondere Wichtigkeit für die 
Quadraturen, also für den einfachsten Fall einer linearen Differen
tialgleichung 

dz 

hat, wie denn überhaupt alle bisherigen und noch weiter für lineare 
Differentialgleichungen zu entwickelnden Sätze als einfachste Fälle 
die analogen Sätze für die Integrale algebraischer Functionen in sich 
schliessen. 

Es soll sich also im Folgenden um eine weitere Reduction der 
durch die Gleichung (c) ausgesprochenen Beziehung handeln, ohne 
dass speciélle ßeduetionsfragen von Integralen, wie wir sie später 
behandeln werden, schon hier aufgeworfen werden. Mag also in 
dem Integrale (a) der vorgelegten linearen Differentialgleichung mter 

Ordnung ein zu einer binomischen Irrationalität /] ~ gehöriges 
Integral vorkommen, worin 

Bx (s) = (5 — at)^ (s — a2)
n* • • - (s — ccQ)n<> 

ist, und nl7 n2, • • • nQ ganze Zahlen bedeuten, von denen wir an
nehmen dürfen, dass sie nicht sämmtlich mit n einen genpéinsamen 
Theiler haben, so haben, wie gerade für diesen Fall der algebraischen 
Irrationalität von Abel selbst in seiner berühmten Arbeit über das 
nach ihm benannte Additionstheorem näher ausgeführt wurde, sämmt-

*) wobei bemerkt werden muss, dass dieses auch identisch Null sein kann. 
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liehe Fundamentalintegrale erster Gattung die Form 

rFx{s)ds 

J }/~nM ' 

wenn A irgend eine der Zahlen 1, 2, • • • n — 1 , Fx(s) eine ganze 
Function von s bedeutet, und die Zahl der von einander unabhängigen 
Integrale erster Gattung 

P = i { - 1 ) 0 - 1) - ( * o - l ) - - 1) ( » « - ! ) } 
ist, worin v0 den grössten gemeinsamen Theiler von n und n± +  
+ • • • + nQ, v1 den von n und n1} v2 den von n und n2y • • • vq den 
von n und fiç bezeichnet. Unter dieser Annahme wird die Gleichung 
(c) die Form haben 

(15) + H + 
^ ) * " y ^ ( V 
= F ( , • • • YM-U y)dx) 

worin die Grössen 1 %, • • rļp Lösungen einer algebraischen Gleichung 
^)ten Grades 
(16) . *p+(fi{x, Y i r . Ym-l9y)ip-i + ..+(fp(x, Yir. Ym^y) = 0 

sind, wobeicfXJ(f2y • • -cfp rationale Functionen bedeuten, und }/ ± (i^) 
sich rationardurch / , Yly • • • Ym_i, «/ ausdrücken lässt; die rechte 
Seite wird ebenfalls das Differential eines Ab einsehen Integrales 
erster Gattung sein, und es soll hier, wie schon oben hervorgehoben 
worden, noch nicht die Frage erörtert werden, die wir später aus
führlich behandeln, wann im Allgemeinen ein Integral der in der 
Differentialgleichung vorkommenden algebraischen Irrationalitäten auf 
niedere Integralgattungen führt, sondern wir wollen hier die durch 
die Gleichung (15) dargestellte Reductionsfrage zuerst nur für einen, 
wie nachher gezeigt werden soll, sehr wichtigen Fall behandeln, in 
dem die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende alge
braische Function ebenfalls zu einer binomischen Irrationalität und 
zwar mit demselben Exponenten n gehört, so dass, da die rechte 
Seite gleichfalls ein Integral erster Gattung sein musste, 

(17) - - • - F{x9 Yu Y2, - - . _ ! , y)dx 

= fx(x)dx , f2(x)dx , # , fn-i№dx 

sein wird. Dies wird also z. B. der Fall sein, wenn Yl9 Y2, • • Fw_x 
rationale Functionen sind, während = <p [x, Rix)) ist, worin <p 
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eine rationale Function bedeutet, oder auch, wenn Ylf Y2 • • F w _i , y 
sämmtlich rationale Functionen von x und yB(x) sind. Da man 
nun in der Gleichung (15) die Grösse die Werthe 1, 2, • • • n— 1 
annehmen lassen kann, so wird, wenn wir von vornherein == 1 ge
setzt denken, die Beziehung bestehen 

(18) . . . . fifa)^! i Fito*)*v* , , Fi{nJànP 

= f, (x) dx f2{x)dx , # , ^ - ï W ^ 

( ) ( Bip)*-1 

in welcher die Grössen %, r}2, • • • %> Lösungen einer algebraischen 
Gleichung jpten Grades 

(19) ....rf+9l(x, )),1-1+ • • • + % , ( * , î № ) ) = . 

sind, worin 9>1? <p2, • - • <pP rationale Functionen bedeuten, und 

y^iiVç) s i c n rational durch } x} yB(x) ausdrücken lässt. Be
schreibt nun, x um einen Nullpunkt von B{x) einen solchen Um
kreis, dass, wenn s eine primitive ntG Einheitswurzel bedeutet, 

( ) in s ) übergeht, so ergiebt sich aus (18) die Gleichung 

= f1(x)dx , U{x)àx , fn-ļ(x)dx  

f P W 2 (#)2 e Rix)4-1 

bei einer nochmaligen Umkreisung 

= fi(x)dx i f*(x)dx fn-i(x) dx 

^ ) * )* ^ - ) * - 1 

u. s. w., endlich 

(gs) »-1')^-1' | | ^«-"X-1* 
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'worin r]"\ \ • • • ry Lösungen der algebraischen Gleichung 

(23) • • • Va)P + 9>i(tf, ))^'1 -| \-<p,(a>, °}/ =0 

sind, wenn g>lf • • • <pp die der Gleichung (19) zugehörigen rationalen 

Functionen bedeuten, und J / . R ^ w , ) sich stets durch eine vom Index 

a unabhängige rationale Function von 17 , x, EayH{x) ausdrücken 

lässt. Multiplicirt man nun die Gleichungen (18), (20), (21), • • (22) 

resp. mit 1, e, «2, • • • fi"-1, und addirt alle diese Gleichungen, so 

folgt, da auf' der rechten Seite die Summen der einzelnen Vertical-

reihen, wie unmittelbar zu sehen, mit Ausnahme der ersten ver

schwinden, dass 

(24) . . . . »/i <«)<** = IJM^ÜL. _|_ Afo»idJ». _| |_ FAnp)d% 

) pu%) 

+ 

sein muss, und durch Zusammenziehung der rechten Seite dieser 
Gleichung zu p gleichartigen Differentialen vermöge des AbeTschen 
Theorems wird sich die gesuchte Vereinfachung des oben aus
gesprochenen Satzes ergeben, die wir später als einen ganz allgemein 
gültigen analytischen Satz wiederfinden werden. Nach dem Ab e lo
schen Theorem ist bekanntlich mit der Gleichung 

(2 ) . . . - » - ^ ( ) 
die Gleichung 

(26) • • • • q0 + qtY + q2Y* + • • • + «z»-i F » " 1 = 0, 
oder 

(27) • • • • fon' + a ^ - 1 + • • • ) + Oof + M 8 " 1 + • • •) Y 
+ ( ' + 1 * -1+. . . ) « + -.- = 0 

zu verbinden, worin die Anzahl der Constanten passend zu wählen 
ist, und es sind sodann in (27) für rj und Y zur Bestimmung der 
Constanten alle auf der rechten Seite der Gleichung (24) vorkommen
den Grössen r\ und die zugehörigen Irrationalitäten zu setzen, wobei 
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es wesentlich ist zu beachten, dass hier die Anwendung des Ab ein

sehen Theorems nur dadurch möglich wird, dass ë~ayBl(rl^)) auch 

wieder ein Werth der Irrationalität yR^rfö) ist. Es ergeben sich 

somit die Bestimmungsgleichungen 

(28) • • K < + arf-1 + • •) + (boV[ + ' + • ^ 

+ («b4Ì + «Ì4Ì"1 + • • ) № + • • = , 
(29) • • (« ; + 1 -1 + • •) + (Mi + ',-1 + •  

+ (« , + erf'1 + • •) + . • = , 

(30) , + «1, ~1 + • •) + ( + ' • ') 7 ) 
+ (< , '+ rf"-1 + • • ) • - V ^ ? + • • - , 

(31) , +«. _1+ • •) + ( + _1+ • ^ 

(32) («0 +^ ( ~ • •)+ + ?'-1* • ->-2  

+ < ? + vT"1 + • •) -4 ?? + • • = , 

+ (« ?' + * ?,,~1 + • 0*-4 2 + • — , 

(34)... (« ' ^ ^ -
+-( > 1>,_1+ • •) -'-1 ' 5) 

(35)... («, 1, + ' ^ •  
+( ^ 1),_1+ • -) ^ mw*) 

i 

beachtet man nun, dass, wie oben gefunden worden, yJSi(i&l,a)) eine 
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rationale Function von ij ( a ) , x, " ) ist, so wird durch Einsetzen 
dieser Ausdrücke in die eben hingeschriebenen Bestimmungsgleichungen 
sich das folgende System ergeben 

(36) ,[ ( , nYW))nì +••] + «! [*>.(*, nYW))nì + ••]+•• 

+ b0[ii>0(x, VW)} vi + ••]+&, M*. VWd)v'i + ••] + •• 

(37) a0 [<p0 (x, &) n\° + • • ] + « , [Vl (x, Vīī(x))vt' + • • ] + • • 

+ 0 |>0 (x, &) n'; + -]+\ [A (X, ))^ + ..]+•• 
-f c0[a,0(x, )) £+ • -] + , [ e , (* , ^ ) ^ 1 + ••] + • • - 

(38) ao[9l)(x, enVR(x))vf°+ • •] + bļpfa eVB(x))vf'+ • • ] + • • 

+ s-% [%(x, nf° + • •] 
+ e-41[fì(x,iyWx))rìf

l+.] 

+ .. + - [ 0( , )) }? °+..] 

(39) 4^(*»«>^^)^+--]+^[9'1(*,«>< ) ^,+--]+--

+. • + - [» («, * № ) ) • •] 
+ - % [«, (*, . Ì^p) 4 f • • ]+•• - 

worin die Functionen q>, , , • • • rational aus den in ihnen ent
haltenen Grössen zusammengesetzt sind. Addirt man jetzt die ersten 
p Gleichungen (36), (37) und die zugehörigen, nachdem dieselben 
der Reihe nach mļt 

1 1 1 
Vi    

9 9 2 

Vi V* Vp 

P — 1 p — 1 p— 1 
< % • • • % 
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multiplicirt sind, so ergiebt sich, wenn man 

v[ + %+•-•+ yr
p = & 

setzt und genau ebenso mit den anderen Gleichungssystemen (38), 
(39), • • • verfährt, das folgende System von Bestimmungsgleichungen 
für die in den Grössen q der Gleichung (26) enthaltenen Constanten 

(40) a0[<p0(x, VWx))sio+ ••] + %[<h(x, }/ ) & , + • • ] + • • 

+ [ ( , VW(ī))sni<>+ • •] + 1 [ , (x, VR{x))Smi+ • • ] + • • =  

(41) «„[%(«, № ) S u i + • •] + «iW«, î^)s*,+i+ -] + •• 
+ \ [ 0( , y/lt^))sla+1+ ••]+ 1 [ ( , VĒ(d)sll+l+ • •] 

-\ h c0[ „( , ]/īt'(xj)stilo+1+ • •] 

+ , [ , (x, VÈ~(x))smi+1+ . . ] + • • = 0 

(42) «0 [ç,0 (x, s )) S™+ • •] + a, [ ( , ]/ ( ))8™+ • • ] + • • 

+ B-*\[l,0{x, SVR(X))S£)+ • •] + e- , [ft (x, SVM(X))S^+ • •] 

+.- • + £" [ ( , @))8™+ • •] 

+ - * , [ , (x, s V'līĢcf)S£+ • •] =  

(43) a(t[<p„(x, ^ ^ + ^ + [9l(x, £ &))8£\.1+~] + •• 

+ 5 - 4 [ffll (x, eVR&j)S™+1+ • • ] + • • =  

Da aber die Potenzsummen S(of) sich rational durch die Coëffi
ciënten der Gleichung (23), also rational durch x und ea ļ/R (x) aus
drücken lassen, so werden die letzten Gleichungen die Form an
nehmen 
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(44) ••••«„ [AO + ^ + 00 + • • •] 

+ , [Ac + ' + C10VRW + •••] + ••• 

+ 0 [DOO + 00 VW)+ F0,yS@f + • • •] 

+ bt [ A 0 + V ^ ) + ^ + •••] + ••• 

+ c0 [e00 + iroeVW) + i00VW +•••] 

+ [ , + JT10 VW) + I10 VWf + •••] + •- -
+ = ° 

(45) ••••«„ [ . + ^ " 01>/ ^ + - • •] 

+ , [Ai + 1 > / ^ ) + ^ ^ + • ••] + ••• 

+ 0 [ 01 + 01 ̂  + F0lVWf +•••] 

+ , \BÌX + EirVW) + A. V^W + •••] + ••• 
+ • • • • =0 

(46) • • • • a0 [ + Ao * VW) + <?oo e*VWT + ' • •] 

+ ^ [i10 + 2?10 ' + C10e*VW + •••]+••• 

+ e-40 [D00 + E00 VWxj +F00e* ? + • •' •] 

+ - , [ + E^eVW+Fio^VWf + •••] + ••• 

+ s~*c0 [GOO + H^aVW) + I0»e*VW? + • • •] 

+ *-% [<?10 + H^eVW) + VVWf + •••] + ••• 
+ •• • = 0 

(47) • • • • a, [Ai + Ai aVīīĢ) + C01 *% + • • ] 

+ , [Ai + Ai * + Cu ^ + •••] + ••• 

+ *-' [ 0, + , « № ) + A, B2VW? + ••] 

+ ~1
 1 [<7 + Ai «>< + Ai £31/ ^?+ •- •]+••• = 0 
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(48) • • • • a0 [ A O + #oo *VWz) + C?00 ' ? + • •  

+ , [ + #io e*VW) + 10 ** ? + . . + . . . 

+ - 0 [ D 0 0 + 00 * + F ^ V m ^ + • •  

+ - , [ 0 + 10
 2 1 / + 0 * * + -...] + ••• 

+ - [<? + , *2 + 1 *4 y ^ W + • • •] 

+ *~4 [»i« + 10«» ' ) + 0 *
4 ^ 1 + •••]+••• 

+ . . . . . . . . =  
f 

worin die Grössen A, Jß7 G, : • • sämmtlieh rationale Functionen von > 
x bedeuten. 

Fasst man nunmehr die Gleichungen (44); (46), (48), • • • auf und 
addirt dieselben, so folgt, wie unmittelbar zu sehen 

(49) •••• « + % + 

+ ^ffifi + • • • + Joo VWfCo + Jio V%Wc. + ' • • - 0; 

multiplicirt man die Gleichungen (44), (46), (48), • • • resp. mit 1, 
f"-1, s~2, • • * s~( - 1 ) und addirt dieselben, so folgt: 

• (50) •••• 00 ) 0 + 10 ' Ё + • -• + 00¥ 0 + 

^ 1 0 ^ , + • • • + 0 + KLOVBW ex + • • • = 0; 

multiplicirt man jene Gleichungen mit 1, E~2, e~4, • • • s~~2( ~*) und 
addirt wiederum, so erhält man 

(51) • • • • 0 0 ? *) + C 1 0 W « i + • • • + ••• = 0 

u. s. w., und man sieht unmittelbar, dass die Gleichung (50) durch 

~\/R(x), die Gleichung (51) durch ~yR(xf, etc. dividirbar ist, so dass 
sich für die Bestimmung der Coëfficiënten a0, au • • • b0) blt - • • c0, ct, • • • 
die linearen Gleichungen ergeben 

(52) • • • • «oo«» + «io«i \- ) *>o + & + • • • 

+ 00 0 + c10 + •• • = 0 

(53) ••••o0 1«0 + a11a1 + • • • + 0 1 1 / ) ft0+ ^ ^ » + •• 

+ c01 VĒĢfc, + c ^ ļ / T T ^ c , + • •• =  
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(54) ••••a02a0+aiia1-{ 1- „>< ( # ^ + 12 ) -\  

+ c02
 2 c0 + c12 .+ • • • =  

* • • * •   

in welchen wieder die Qrössen a, b, c, ••• rationale Functionen von 
x bedeuten; hieraus folgt aber unmittelbar 

a0=P0i a1 = P 1 ? . . . 

u. s. w., worin P 0 , P1 ? • • • Q0, Qx • • • RQ, • - - rationale Functionen 
von x sind. Gehen wir nunmehr wieder zu den Gleichungen (25) 
und (26) zurück, so ist bekanntlich nach Bestimmung der in den 
Functionen qQ, qx, q2, • • • vorkommenden Constanten die Grösse Y 
zwischen diesen beiden Gleichungen zu eliminiren; das Resultat der 
Elimination ist offenbar 

(55) • • • • (q0 + gt }/ ) + q2 VĶļtf + • • •) X 

(ft, + fti* ^ + &*2 & +••)•• • 

(ft, + «, ""1 ) + * (-1 ) + • • • ) = , 
oder mit Berücksichtigung der oben für a0, b0, c0i • • • au cl7 • • • 
gefundenen Werthe 

(QOV* + Qi v'-1 + • • •) VBW^1 VĶW) + 

(EOV> + , ff-» + • • •) yWGr^ * +•••)>< 
{(p0ir + p.tf-i + •••) + 

(Qon° + Qiv3-1 • • •) * * ) + 
( < + '-1 +•••) e*yfR{xy-2 ]/KGlf + • • •} 

oder endlich, wie unmittelbar zu sehen, mit Berücksichtigung des 
Grades der resultirenden Gleichung, wenn (n + 1) P = N gesetzt 
wird, 

worin &i(#), ••• &N(%) rationale Functionen von x sind. Bildet 
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man ferner das Product 

(v — fi) {n — ) • • • (n —VP) (n — V^) • • • {n - Vp]) 

so ist dieses nach der Definition der Grössen n vermöge (23) gleich 

J ļ Up + Vi (x, *a Vu (*)) *-1 + • • • + <PP (x, ea (OC)) 1 

also selbst wieder ein Polynom von der Form 

( 5 8 ) . . . . nN~p + 10*0 nN-p-1 + • • • + 3V-* W , 
dessen Coëfficiënten rationale Functionen von x sind. Die np Inte
grale der rechten Seite der Gleichung (24) addiren sich nun aber 
zu p gleichartigen Integralen, deren obere Grenzen Lösungen einer 
Gleichung jpten Grades sind, deren Polynom durch Division der Polynome 
(57) und (58) erhalten wird? die also wiederum Coëfficiënten besitzt, 
welche nur von x rational abhängen; ferner kann die Gleichung (26) 
vermöge der oben für die Grössen , b, , • • • gefundenen Werthe in 
die Form gesetzt werden 

A + B ^ - j — + ^ ~ V H — h /V-—-Y_1= , 
( ) \VB(X)J \]/R(X)) 

in welcher A, B, G7 • • • M rationale Functionen von 17 und x bedeuten, 
und aus welcher in Verbindung mit der Gleichung (25) oder mit 

/ Y Jļfr) 

Iv^j . *« 
für die der Gleichung (58) genügenden Werthe von r\ die zugehörigen 
Irrationalitäten Y zu berechnen sind; da nun aber hieraus sogleich 

Y 
zu ersehen, dass sich im Allgemeinen die Eliminationsgrösse — 

VB(X) 
als rationale Function der Coëfficiënten der beiden eben hingeschriebenen 
Gleichungen d. h. als rationale Function von 17 und x ergeben wird, 
so folgt der Satz, dass, wenn in dem Ausdrucke (14) für das Integral 
der linearen Differentialgleichung ein zu einer binomischen algebraischen 
Irrationalität ]/Ri(H) gehöriges AbeVsches Integral vorkommt, und die 
Coëfficiënten der Differentialgleichung rationale Functionen der unab
hängigen Variabein x und einer binomischen algebraischen Irrationalität 

( ) sind, deren Wurzelexponent derselbe ist, stets zwischen den zu
gehörigen Integralen erster Gattung die Transformationsbeziehung be
stehen tvird 
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(59) F.jH^dH, FjjHJdHļ . Ft(Hp)dHp = nfl(x)dx 

in welcher H1} H2} • • • Hv die Lösungen einer Gleichung pten Grades 
sind 

(60) . . . - № + ( ) HP-1 + m2(x) №-2 H + œp(x) = , 
deren Coëfficiënten rational von x abhängen, während die diesen Werthen 
zugehörigen algebraischen Irrationalitäten eine rationale Function dieser 

Lösungen und der Grösse x multiplicirt mit der Irrationalität yR(x) 
gleich sind. 

Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass, wenn H die 
Lösung einer algebraischen Gleichung (60) pten Grades mit in x ra
tionalen Coëfficiënten bedeutet, und es ist 

J L - i l - 1 = F(x, H) 

für jede Lösung H jener Gleichung pieu Grades, worin F eine rationale 
Function bedeutet, dann durch Differentiation der Gleichung (60) 

dH = f(x, H)dx 
sich ergiebt, worin f ebenfalls rational ist, und daher 

F± (H) dH = F1{H)f{xiH)dx m 

ys^H) Fix, H) ) 
setzt man auf beiden Seiten dieser Gleichung für H die p Lösungen 
der Gleichung (60) ein und addirt die Resultate, so erhält man 

*, Fx{Ha)dHa ^ * Fx(Ha)f(x,Ha) dx 

und da auf der rechten Seite vor die Summe gesetzt und die 

übrig bleibende Summe, als rationale symmetrische Function der 
Lösungen der Gleichung (60) betrachtet, rational durch die Coëffi
ciënten derselben also durch x ausgedrückt werden kann, so folgt 
eine Gleichung von der Form 

F.jH^dH, Fx(flt)äH% , , Fi(H
P)dHp ^ y (x) dx 

) ( ' 
'welche der Beziehung (59) analog ist.*) 

*) Es mag bemerkt werden, dass der obige Sat« einfacher hätte eingesehen 
werden können, wenn man unmittelbar von der Symmetrie der rechten Seite 

n _ 
der Gleichung (24) in Bezug auf die n Werthe von (x) ausgegangen wäre, 
doch sollte an dieser Stelle des Folgenden wegen die Methode der Herstellung 
der Gleichung (60) angegeben werden. 

Königsberger , Differentialgleich. 10 
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Die Verallgemeinerung dieses Satzes wird, wie schon oben hervor
gehoben worden, später gegeben werden, wenn erst die Natur der 
auf einander transformirbaren algebraischen Irrationalitäten, welche 
im gegebenen Integrale der Differentialgleichung sowie in den Coëffi
ciënten derselben vorkommen, näher erforscht sein wird. 

§ 12. 

Anwendung der Reductionsformeln auf die Behandlung der 
Frage von der Zurückführbarkeit hyperelliptischer Integrale auf 

elliptische und hyperelliptische niederer Ordnung. 

Um eine Anwendung des im vorigen § bewiesenen Satzes zu 
geben, wollen wir denselben zuerst zur Untersuchung der Frage be
nutzen, wann die Differentialgleichung 

in welcher Y1} F2 , • • • Ym—i und y rationale Functionen von x und 
%) sind, und R(x) ein ganzes Polynom 2 p + l ten Grades von x 

bedeutet, ein Integral von der Form 

(62) z = + Ax log v± -\ h Äx log vx 

+ J y±ds +J y2ds H \-j yids 

haben kann, in welchem auch elliptische Integrale vorkommen sollen — 
dz 

für den einfachen Fall der Differentialgleichung -=— = y die Frage von 

der Reduction hyperelliptischer Integrale auf elliptische. So wird 
z. B. die Differentialgleichung 

d2z , 1 <lz_ = — 4 ?4 + 9 ?2— x — 1 
S& + ~{ 1 _ 1 ) ( 8 a . » - 6 * - i ) dx — [( . , _ 1} (8 3 _ 6 _ ļ}]f 

durch das elliptische Integral befriedigt 
v _ 1_ d£  

0 ~ V l / (^Ti) (2s + 1)" ' 
in welchem 

41 = 4%?— 3x 
ist. 

Es war im vorigen § gezeigt worden, dass, wenn die Gleichung 
(61) ein Integral von Her Form (62) hat, nothwendig, wenn das in 
(62) der Voraussetzung nach vorkommende elliptische Integral durch 

ff (s, Y^j) äs 
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bezeichnet wird, worin ƒ eine rationale Function und 

<p(s) = s(l—s)(l — c2s) 

ist, jedenfalls, weil in Gleichung (59) p = 1 und F± (JET) = 1 zu 
setzen ist, auch 

,g3x dH _ 2f(x)dx 

sein muss, worin JE nach Gleichung (60) eine rationale Function von x, 
>( ) sich durch eine rationale Function von x multiplicirt mit 

( ) ausdrücken lässt, und das auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehende hyperelliptische Differential eines erster Gattung ist; die Frage 
ist somit darauf zurückgeführt, die Bedingungen für die in den Coëffi
ciënten der Differentialgleichung Ylt Y2) • • • Ym—i, y vorkommende 
Irrationalität ( ) zu untersuchen, für welche ein zu ihr gehöriges 
Integral erster Gattung auf ein elliptisches Integral erster Gattung 
reducirbar ist, wobei die Transformation, wie oben gefunden, stets eine 
rationale sein wird. 

Suchen wir zuerst Eigenschaften der rationalen Transformation 
festzustellen, welche das elliptische Integral erster Gattung 

dy  
V¥ā-y)(i-c2y) 

in ein hyperelliptisches verwandelt. Sei dieselbe 

\ _ E. — ao+ aix + a2x* -\ amxW 

{ } " " — V— i + Ķx + Ķx*+--. + bnXn > 
so folgt 

( f l f iV. - . - / dy =/ dX dX — ; 
J l/V ( l-y)( l-c 'y) J VUV(V-ü)(V-c*ü) 

setzt man voraus, dass U und V nicht gemeinsame Factoren besitzen, 
so werden nicht zwei der Factoren 

U, F, - U, r-c^U 
dieselbe Lösung haben können, ausserdem ist bekanntlich jede doppelte 
Lösung des Polynoms unter der Quadratwurzel ein Theiler des Zählers, da 

4 J dx dx dx dx 
ist, und machen wir nun die Voraussetzung, dass m > n, so wird der 
Grad des Radicanden 3 m - f w sein, so dass, wenn das durch die 
Transformation zu erhaltende hyperelliptische Integral erster Gattung, 
welches zu einem Polynome JR(x) vom 2p-\- l ten Grade gehören mag, eine 
ganze Function * Grades (x <Cp) im Zähler haben soll, weil 

V-3 U - — vom m + n — l ten Grade ist, das Polynom unter 
10* 
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der Quadratwurzel m + n — 1 — x Doppelfactoren besitzen muss, 
und sich somit die Beziehung ergiebt 

2(m + n — 1 — x) + 2jp + 1 = 3m +  
oder 

m = n + 2(j9 — x) — 1, 

welche zwischen dem Grade des Zählers und Nenners der Trans
formation besteht, wenn der Grad der ganzen Function von x, welche 
den Zähler der Function unter dem hyperelliptischen Integrale erster 
Gattung bildet, der xte sein soll. 

Erwägt man nun andererseits, dass das Polynom unter der 
Quadratwurzel der rechten Seite der Gleichung (65) die willkürlichen 
Constanten 

a0, # ! , - • • amy bu b2, • • • und â 

enthält, deren Anzahl 

m + n + 2 = 2n + 2(jt> — x) + 1 

ist, und dass die Festsetzung, dass dieses Polynom 
m -\- n — 1 — = 2n + 2jp — — 2 

Doppelfactoren besitzen soll, bekanntlich die willkürlichen Constanten 
eben sovielen Bedingungsgleichungen unterwirft, so sieht man un
mittelbar ein, dass noch x + 3 Constanten willkürlich bleiben. 

Für den Fall dass m < n, liefern genau dieselben Betrachtungen 
dasselbe Resultat, während sich w = + 2 (p — x) — 1 ergiebt. 
Ist endlich = n, so wäre das Polynom unter der Quadratwurzel 
im Allgemeinen vom 4m t enGrade, und da dasselbe durch Herausnehmen 
von Doppelfactoren immer nur wieder ein Polynonf paaren Grades 
werden könnte, so muss, wenn jene Transformation das oben Ver
langte leisten soll, unter eine der Zahlen 1 oder c2 verstanden, 
eine Reihe von Beziehungen der Form bestehen 

bm = Aam, bm_i = Aaw_i, • • • = , 

so dass der Grad des Polynoms unter der Quadratwurzel der 3m -\-h — l t e 

wird-, bemerkt man ferner, dass sich der Grad von V-^ U-^—, 
wie unmittelbar zu sehen, auf den m + h — 2ten reducirt, so folgt 
wiederum die Beziehung 

2(m + Ä — 2 — ») + 2 p . + l — 3m + Ä — 1 , 
oder 

m = jl + 2(p — ) — 2. 

Da nun aber in diesem Falle die Anzahl der willkürlichen Con-
stanten m + h + 1 ist, und die Anzahl von m-\-h — 2 - Doppel
factoren ebensoviel Bedingungen zwischen den Constanten nach sich 
zieht, so bleiben wiederum, stets abgesehen von den mehrfachen 
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Werthecomplexen der aus den Bedingungsgleichungen folgenden Con
stanten, -f- 3 willkürliche Constanten übrig, somit in allen Fällen 
dieselbe Anzahl. 

-Es giebt somit m jedem Geschleckte p und m jedem Grade *) 
ein hyperelliptisches Integral erster Gattung, welches auf ein elliptisches 
zurückführbar ist, und zwar enthält dieses unabhängig von dem Grade 
der Transformation noch x + 3 willkürliche Constanten. 

Da die Anzahl x + 3 der willkürlich gebliebenen Constanten 
grösser wird mit wachsendem Grade des Zählers der Function unter 
dem hyperelliptischen Integrale erster Gattung, so kann schon hieraus 
geschlossen werden, dass, wenn ein hyperelliptisches Integral erster 
Gattung auf ein elliptisches Integral reducirbar ist, nicht jedes zu der
selben Irrationalität gehörige hyperelliptische Integral erster Gattung 
ebenfalls auf ein elliptisches Integral muss reducirt werden können. 

Es ist aber nun eine weitere und wichtigere Frage zu erörtern, 
nämlich ob zu jedem Geschlechte p auch wirklich immer eine solche 
Irrationalität It { ) gehört, dass alle zu dieser gehörigen hyperellipti
schen Integrale auf elliptische reducirbar sind, und das zur Untersuchung 
dieser Frage angewandte Princip wird uns zugleich zur wirklichen 
Herstellung reducirbar er Integrale führen. 

Um für die Untersuchung dieser Frage die grösste Anzahl ver
wendbarer Constanten zu haben, müssen wir für x die grösstmög-
liche Zahl d. h. p — 1 wählen, in welchem Falle, da für m > n 
m = n + 2 {p — ) — 1 war, m = n + 1 sein wird; nehmen wir 
nun die zum niedrigsten Grade gehörige Transformation, welche zu
gleich vermöge der oben aufgestellten Bedingungsgleichungen für den 

. Integralmodul c2 mehrere Werthe liefert — wir werden sehen, dass 
diese kleinste Transformationszahl in der That p Werthe für den 
Integralmodul liefert, also p selbständige elliptische Integrale — so 
wird, weil 3 m + ^ > 2 p + ļ s e j n m u s s ? 4w + 3 > 2 p - { - l oder 
n> ^—^— folgen, und somit, da n den kleinsten Werth haben soll, 

für p = 2 n = % 
für p = 27t-\-\n = 7t-\-l 

sein. Ist I. n = %, also m = + 1 , so ist der Grad von 

V d U — TT —— dx dx 
der 2 * , der Grad von ü V{V — TT) der 3tf + 2 te, so dass, wenn 

*) Der Grad x eines hyperelliptischen Integrales erster Gattung soll durch 
den Grad des Zählers der Function unter dem Integral definirt sein. 
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wir c2 der Bedingung unterwerfen, dass V—<? U einen und nur 
einen Doppelfactor besitze, die gleich Null gesetzte Discriminante, 
welche in c2 bekanntlich vom 2jt=ptGn Grade sein wird, p Werthe 
für c2 liefert, während der Zähler des Differentials vom 2 — 1 =p — l ten 

Grade, und das Polynom unter der Wurzel vom Grade ; + 2-(-7 — 1 
= 4JZ -\- 1 = 2p + 1 ist, wie es sein soll. 

Ist dagegen IL n = % + 1 ? also m = + 2 , so wird der 
Grad des Zählers des transformirten Differentials der 2 -1- 2te ; 
werden nun die Constanten der Transformation der Bedingung unter
worfen, dass einer der Pactoren des Polynoms UV(V— 17), also 
z. B. V— U einen Doppelfactor besitzt, wird ferner c2 so bestimmt, 
dass auch V—c2 U eine doppelte Lösung zukommt, wofür sich aus 
der Discriminante, wenn man von dem einen bei der eben getroffenen 
Festsetzung bereits benutzten Werthe c 2 = l absieht, 2 ( # + 1) — l=p 
Werthe ergeben, so wird der Zähler wieder den Grad 2 = p— 1 , 
und das Polynom unter der Quadratwurzel den-Grad 4:7t-\-3 = 2p-ļ-l 
annehmen. Bezeichnet man somit in beiden Fällen die p in Be
tracht kommenden Lösungen der Discriminante mit cx

2, c2
2, • • • , so 

erhält man, wenn man beachtet, dass die Verschiedenheit der Poly
nome unter der Wurzel nur vom Factor V—c2 U herrührt, die folgÄi-
den Beziehungsgleichungen: 

I. für den Fall, dass p eine gerade Zahl ist, 

f drì = 

ƒ!_ («i + ft * + 7i a?' + • • • + »i a*"1 ) ds __.: -

l / ( # — *i) (x — ) • ' ' I — x
3p \ (x — Pi) ' ' ' /*— Pp \ 

f dn = 

J l/4(l-4)(l-ca»ifl 

( I / /{ ~^){ ~~' )"'(x~hp \^x-^'"(x~9
P \ 

/ ļ /0» — *i) 0» — K) * • • /x — ̂  \ (x — ax) - - - /x — 6^ "T 

für die Substitution 
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a0 + »i x + «2 x* H~ * * * + a x 

(67) . . . . v = ? ^ , 

P 
2 

worin sämmtliche p + 2 Constanten a0, a1; • • • ò0, 17 • • • willkürlich 
geblieben, 

II. wenn p eine ungerade Zahl, 

( ärj = 

J 1/^(1-^(1-0,^) 

ƒ («, + ft * + 7l *
2 + • ' • + »i ̂ j j f   

I/O» — *i) (« — h) ' ' ' (x — hp±A (x — ) * ' * / — fy-

/ 1 = / ! (<*2 + ft ? + «?' + — • + V2X
p-1)dx  

J y4(i-4)(i-c^4) 

/

fe + hx + '+ • - +»px
p-1)dx _ 

/( ? — Xt) (x — x^.../ — XBp+3 \ ( — ffl) • . • fx — gp-TY 
für die Substitution 

ff + 3 

«o + «i« + • • • + + ^* 

(69). .- . _ = ^ ± , 
1 + M + --- + V+-1*2 

2 

in welcher zwischen den p-\- 3 Constanten a0, a1? • • • 0, bl7 • • nur 
eine Bedingungsgleichung besteht, also wieder jp + 2 derselben 
willkürlich bleiben. 

Will man nun für den Fall, dass p eine gerade Zahl ist, in den 
Gleichungen (66) überall dieselbe Irrationalität des hyperelliptischen 
Integrales erhalten, so wird man die willkürlich gebliebenen p + 2 
Constanten a und so bestimmen müssen, dass pq = ņq = • • = 6q 

wird für q = 1, 2, • • • ^- — 1 ; da aber die Anzahl der Integrale 
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p ist, so wird für ein gerades p \~ — 1 ) (p — 1) <Lp -\-2 sein müssen, 

d. h. p nur gleich 2 oder 4 sein können, wenn Gleichheit der Poly
nome stattfinden soll, und es werden für p = 2, also 2p + 1 = 5 
noch 4 Constanten, für p = 4, also 2p + 1 = 9 noch 3 Constanten 
willkürlich bleiben. Betrachten wir dagegen den Fall, dass p eine 

ungerade Zahl ist, so wird (p — 1) -*-——<lp + 2 , d. h. p nur 

gleich 1 oder 3 sein können, und es werden für p = 1, also 2p + 1 = 3 
noch 3 Constanten — der Transformationstheorie der elliptischen 
Integrale entsprechend — für p = 3 , also 2p + 1 = 7 ebenfalls 

. noch 3 Constanten willkürlich bleiben, und dieselben Resultate er
geben sich für m <Cn. Wir erhalten somit den Satz, dass im All
gemeinen nur für elliptisclie Integrale and hyperelliptisehe Integrale 
erster, zweiter and dritter Ordnung soviel Integrale erster Gattung, als 
das Geschlecht anzeigt, existiren, welche zu gleiclier Zeit auf je ein^ 
elliptisches Integral reducirbar sind, oder für welche sämmtliche Funda
mentalintegrale erster Gattung durch eine Summe elliptischer Integrale 
darstellbar sind, deren Anzahl dem Geschlechte des hyperelliptisciien 
Integrales gleich ist, indem die oben gebrauchte Transformation 
niedrigsten Grades offenbar die geringste Anzahl von Factoren unter 
der Quadratwurzel liefert, welche von den verschiedenen Werthen 
des Integralmoduls abhängen. 

Wenden wir die eben gemachten Auseinandersetzungen auf den 
Fall p = 2 an, üben also auf das Integral 

die rationale Transformation zweiten Grades*) (wir wählen hier 
m < n) 

a0 + atx 
~~ 1 + b,x + b2x

l' 
aus, so folgt 

* dv\  
( 1 - 1 ( i - ^ ) ~~ 

(— ÖJ b2x
2 — 2a0b2x -\- at — a^b^dx 

Y(a0+a1x)(l+b1x+b2x
2)(l-a0+(b1-a1)x+b2x*)(l-c^0^^ 

und wenn wir die Constante 2 der Bedingung unterwerfen, dass 

1 — c2a0 -f (&i — 2
 ±) x + b2x

2 

*) Dass eine Transformation ersten Grades nicht ein elliptisches Integral 
in ein hyperelliptisches überführen kann, ist unmittelbar einleuchtend. 
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zwei gleiche Factoren haben soll, oder dass c2 der Gleichung genügt 

(A) . . . . (b, - <?axf - (1 - c 4 ) = 0 , 

so wird der Factor 

vor die Quadratwurzel treten und für jeden der beiden aus (A) sich 
ergebenden Werthe von c2 im Zähler enthalten sein. 

Nennen wir die beiden Lösungen von ( ) c2 und c2
2, so wer

den sich für dieselbe Substitution die beiden Gleichungen ergeben 

ļ / 4 ( l _ 4 ) ( l - C l » 4 ) ļ/(a0 4-o,*)(1 + 1 -\- , *)(1- ,, + ( 1 - 1) + 2 *) 
und 

drj -^V^{x-^ļ=^)dx  
Ynil-rjXl-c^rì) Y(a0 + a1x)(l + b1x + b2x*)(l-a0+(b1-a1)x + b2x^ ' 

und somit zwei verschiedene Integrale erster Gattung, welche zu 
derselben Irrationalität gehören, auf je ein elliptisches Integral "zu
rückführbar sein und zwar durch ein und dieselbe Substitution 
niedrigsten, hier des zweiten Grades. Bringen wir zur Vereinfachung 
dieser Beziehung das hyperelliptische Integral erster Ordnung auf 
seine Normalform, indem wir die 4 willkürlich gebliebenen Constan
ten so bestimmen, dass das Polynom die Lösungen 0 und 1 an
nimmt, also 

a0 = 0, 1 -f- bx — ax + b2 = 0 

ist , und führen statt der beiden noch übrig bleibenden willkürlichen 
Constanten die Grössen und k durch die Beziehungen ein 

1— — + \ = 0 , 1 — Ķ+ Ķ = 0, 

so folgt leicht 

\ = % + , 2 = xl, ax = (1 + x) (1 + ), a0 = 0, 

und aus der Gleichung (A) die beiden Werthe 

ci -(1 + )-(1 + ) > °* (i + x)( i + x)- ' 

so dass die oben aufgestellten Beziehungen zwischen den beiden ver
schiedenen hyperelliptischen Integralen erster Ordnung und den 
elliptischen Integralen mit Berücksichtigung des Zeichens die Form 
annehmen 
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J* (xV%ï + i)dx  
V'x(l — x) (1 + %x) (1 + Xx) (1 — VLIX) 

0 

und 

/ • (a;ļ/xX — l)dog _ 
J Vx(1 — ) (1 + nx) (1 + Ix) (1 — ) 
0 

1 _ / dq __ 

und zwar vermöge derselben Transformation 

' (1 + )(1 + ) ' 

würde man die Transformation zweiten Grades, für welche m > n 
ist, anwenden, also 

' 1 + Ò! ? > 

so würde man auf das hyperelliptische Integral 

/

(a -\-bx)dx 

yx(x-l)(x^a){x-ß)(x-^^-l) 

geführt werden, welches ebenfalls auf elliptische Integrale reducirbar 
ist und sich von dem obigen nicht wesentlich unterscheidet; es sind 
dies die bekannten J a c o b i'sehen Integrale. 

Wendet man auf das elliptische Integral nicht die Transformation 
niedrigsten, also zweiten Grades, sondern z. B. die dritten Grades 
an, so folgt, wenn man das elliptische Integral in der Form 

dV   

J V(n - «i) 0? — «2) (n — *8) 

zu Grunde legt und darauf die Substitution 

a0 -{- dl x -\- a2x
2 -\- x* 

^ &0 + + 2 

anwendet, 
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( m ) an = = _ 

V(V — «i) (V — «s) in — *8) 

(pn -{- bt x + b2x
2) (a1-\-2a2x -\- Sx2) — (a0 + atx -1- aa

 2 + #3) (&i + 2ò2 ) 

/(&o + &i « + M 2 ) (^3+ («i — *i &2)#
2 + («i — «i &i)«+ («o — «i &o)) 

I / (# 3 +(a 2 — 2&2)#
2 + («!—«jbJa+Coö — « A ) ) 

ļ / ( 3 + ( 2 — 3&2)#2-1- («i — «3&i)#+ —* & )) 

und es sind nun die Constanten so zu bestimmen, dass unter der 
Quadratwurzel der rechten Seite, nach Absonderung der Doppel
factoren, nur ein Polynom 5 ten Grades übrig bleibt. Nehmen wir zuerst 
\ = \ = 0 , & 0 = 1 , und bestimmen die Constanten a0, ax, a2, 
ai> a2) so> dass, wenn aQ — at = A, aQ — cc2 — B} a0 — cc3 =  
gesetzt wird, die Factoren 

+ a2x2 + «i# + und xb -f" a2%2 + % # + -B 
je zwei gleiche Lösungen haben, so wird, nach Absonderung der 
Doppelfactoren das Polynom unter der Quadratwurzel offenbar vom 
5 ten Grade sein; die Forderung der gleichen Lösungen liefert aber 
bekanntlich, wenn 

2 ( 3 % — a2
2) = P, 9A — a±a2=Q, 9B — a1a2 = R 

gesetzt wird, die Bedingungen 
3 Q2 — 2a2PQ + P2a, = 0 , 31Ž2 — 2a2PR + P2ax = 0 , 

welche wiederum die beiden Beziehungen 
3(Q + B) = 2a2P und P2a1 = ZQB 

nach sich ziehen. Mit Hülfe dieser Bedingungen ergiebt sich leicht 
das nach Abtrennung der Doppelfactoren unter der Quadratwurzel 
übrig bleibende Polynom in der Form 

afi+ļ a2x± + 4 (a2
2 + lajx* + ( _ -2*1 + 2a±a2 + ) x2 

während das Product der Doppelfactoren gegen den Zähler des 
Differentialausdruckes fortfallt, und man erhält 

_i_ dņ = 

3 j ( — «1) (V — « ) ( — ) 

ļ / ^ + ļ a 2 ^ + ļ ( a 2 + 7 a 0 ^ + ( - ^ 4 2 a 1 a 3 + o ) ^ + ( - ^ V ļ « . 2 + ļ « s 4 C ' 
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worin a1? a2, drei willkürliche Constanten bedeuten, während ccv cc2, a3 

aus den oben angegebenen Beziehungen zwischen A, B, G, P, Q, R 
und den beiden Bedingungsgleichungen, denen P7 Q7 R genügen 
mussten, hervorgehen. Setzt man zur Vereinfachung, um auf ein 
von H ermite*) gegebenes Integral zu kommen, 

a2 = 0, a 1 = — — « , = — —, 
so folgt 

1 / dr\ / dx 

vermöge der Substitution 

= — 1 ax + ao> 
worin noch a0 beliebig ist. Da ferner 

a0 — cCļ = , 0 — cc2 = B, a0 — a3 =  
war, so folgt, wenn ausserdem noch a0 = 0 gesetzt wird, 

und es ergiebt sich aus den Definitionsgleichungen von P , Q7 R 

P = - ļ a , Q = 9A, R = 9Bf 

und mit Hülfe der für diese Grössen aufgestellten Bedingungs
gleichungen 

ö = T a i R-= üh, also A = — câ, B = r câ, 
4 7 4 4 7 4 7 

I j . l a 
so dass a± = . , a2 = —- folgt. Es nimmt somit das elliptische 
Integral die Form an 

und man erhält, wenn — r\ statt r\ gesetzt wird, die gesuchte Be

ziehung 

/

dx 1 / drļ 

Y(x2~ a) (Sx3 — 6ax — b) 3 / ļ/fa2 — a) (2arj + ) 
vermöge der Substitution 

4#3 — 3ax 
1   

*) Annales de la société scientifique de Bruxelles (lre année 1876). 
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Gehen wir wieder zur Gleichung (m) zurück und machen nicht 
die oben für die Grössen b0i &x, b2 gemachte Annahme, sondern be
stimmen die Constanten so, dass die drei Polynome 

#3 + («2 — aqh)p2 + Ol — ^ + — UQb0) 
für = 1, 2, 3 je einen Doppelfactor besitzen, so wird wieder nach 
Absonderung derselben das Polynom unter der Quadratwurzel vom 
5 ten Grade sein und jedenfalls als quadratischen Factor den Nenner 
der Substitution b0 + \x -f- b2x2 enthalten; man erhält dann, wenn 
man genau wie oben verfährt und die willkürlich bleibenden Con
stanten, wie dies eben geschehen, passend bestimmt, die Beziehung 

/

xdx 1 / drj 

Y(x2 — a) (Sx3 — Qax —~6) ~~ 2 ļ / 3 ~ / ļ/ — ^ + ò 
vermöge der Substitution 

_ 2x3 — b 
~ 3 {x2 — a) 

Damit ist nun die Aufgabe, hyperelliptische Integrale anzugeben, 
welche auf elliptische Integrale reducirbar sind, erledigt, aber eine 
wesentlich andere Frage ist die, bei einem speciell vorgelegten hyper
elliptischen Integrale zu entscheiden, ob dasselbe auf elliptische In
tegrale reducirbar ist, oder, mit Bezug auf die obige das Integral 
linearer Differentialgleichungen. betreffende Untersuchung, für die 
in den Coëfficiënten der Differentialgleichung vorkommenden alge
braischen Irrationalitäten zu entscheiden, ob in dem Ausdrucke 
für das Integral der Differentialgleichung auch elliptische Integrale 
enthalten sein können. Die Entscheidung dieser Frage hängt mit 
den Eigenschaften der Perioden des hyperelliptischen Systems zu
sammen oder mit der Beschaffenheit der diesem Systeme angehörigen 
^-Functionen. Ich werde im Folgenden die Grundzüge der Trans
formationstheorie der ^-Functionen, welche einem hyperelliptischen 
Systeme erster Ordnung angehören, als bekannt voraussetzen*) und 
ebenso den aus der Definition des Transformationsproblems hyper
elliptischer Systeme folgenden Satz, dass, wenn die beiden hyper
elliptischen Integrale des Systems auf elliptische Integrale reducir
bar sind, nothwendig die zu jenem Systeme gehörigen ^-Functionen 
zweier Variabein sich algebraisch durch die zu jenen beiden ellipti
schen Integralen gehörigen ^-Functionen einer Variabein ausdrücken 
lassen; die Umkehrung dieses Satzes ergiebt sich offenbar aus den 
bekannten Beziehungen zwischen den ^-Functionen und den Variabein 

*) Yergl. die Arbeit von Her m it e (Comptes rendus tome XL) „sur la 
théorie de la transformation des fonctions Abéliennes" und meine Arbeiten über 
die Transformation der hyperelliptischen Functionen im Journal von Creile. 
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der Integrale unmittelbar. Es sind' somit nur die Perioden des vor
gelegten Integrales zu berechnen, aus diesen die Moduln der 
^-Functionen zu bilden und zu sehen, ob das Fundamental-# sich 
algebraisch auf elliptische #-Functionen ^reduciren lasse; ist dies 
der Fall, so wird das hyperelliptische Integral auf elliptische Inte
grale reducirbar sein, und die Reductionsformel der ^-Function wird, 
in die entsprechende Beziehung zwischen den zugehörigen Integral
grenzen umgesetzt, die algebraische Transformation des hyperellipti
schen Integrales in die elliptischen liefern. 

Legen wir z. B. der Untersuchung das Integral 

/

dz 

oder das aus diesem durch die Substitution s2 = y hervorgehende 

J ( *-1) 
zu Grunde, welchem das hyperelliptische System entspricht 

d » i i dV* = d u 

VyAvS-i) vV2(</2
4-i) * 

Vvidti*-!) ( | 4 - 1 ) 
so ergeben sich bekanntlich die 4 gleichzeitigen Periodenpaare in 
der Form 

0 i 

>11 = — / , — O x i = — * I - 7 = = = -

J ( * -1 ) J Vyii-y') 
i 1 

/
dy , . dy . . l dy 

Vy(yé-i) J ( 1 - *) J Vy(i-y*) 
— 1  

, — ydy rV — *' ydy 

9 1 = — f — 2 1 = % f — =~ 

J 2/ 4—i) J y»( i -»*) 
i 1 

J VvW-i) J VyQ-v*) ( 1 - » 1 
—i 1  

Nun folgt aber leicht, dass 

J Vyiy'-V J -2/( 4 - 1 ) 

J V-yW-D J - ( 4 - 1 ) 
O —i 

J / 4 - 1 ) l J Vy(y*-1) ' 
o —• 
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oder dass 

12 = (* — V ^ ) ® 1 1 

ist; ebenso ergiebt sich 

<322= — (iVi + i)<X>2l9 »11= (* + V ' O b l i ; » Ì 2 = ( l + « V * - - « ) o 1 1 , 

21 = ( l + VT") 21 ; (»22 = ( l + i~fö+ i)<°2V 

Daraus folgt aber in bekannten Zeichen, wenn 

= 2 2û)12 = — 4 | ' (« + 2 ļ /T— l) 22 

2 21 2 22 

gesetzt wird, dass die #-Moduln die Werthe annehmen: 

„.-iL;, ?4lļ__īS^__i(1 + i^) 
2 i » 2 i 2 O J 2 2 

*I8—J" 2wļ» 2 1 =^2i = — ^ ^ - = 1 ( 1 + ^ ) 
iû 2 2 ^ G*2 2 

*„-4-|2e» 2 ^I = 1X^Z :T = T ( - 1 + 2 Ì > / 2 ) ' 
6 I + 2 ]/ — 1  

2 2 1 2 22 
und sich somit die Beziehung ergiebt: 

ri i = ^ r i 2 ? 

während die Argumente der #-Functionen vx und >2 vermöge der 
Gleichungen 

= 2CJ11V1 -f- 2a>12v2 

u2 = 2œ21v1 + 2 22*;2 

durch die Ausdrücke bestimmt sind 

v = G' V* + 0 «21^ + (* — V O fl»n ̂ 2 
1 2 (2 — 1/ + ļ / ) <an co21 

v = C0 2 1 ^ — 0 ? ^  
2 2 (2 t — 1/ + ) œn 21 

Gehen wir nun zur Untersuchung des Fundamental-# über, so 
folgt vermöge der gefundenen Beziehung r n = 2r127 dass 

-ļ-OD + ° D 

» (Vļļ Vļ) = 2 2 1 -* (*«"' +** , , " , ' + * , " cos ( 2 » ^ + 2*tj«i)* 
— 00 — 00 

= > « i > % e L y */ \ */ -'cos(2w101+2w2t?2)jr, 
CO CO 
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oder wenn 

Vl = n{ V2 = Y
 ui +  

gesetzt wird, 

4-co 4-< / , «zV / *i i \ n 
% ^ —7t(n\ni-['~) — 1^22— ^) 22 / \ r t 

&(V11 V2) = = = /î*1 /Ķ* e e C 0 S ^ \ W 1 " 1 " ~i~)Ul C 0 S ^ W 2 W 2 Ä 

00 GO 

4 - GO + / , w 2 \ 2 / tf..\ „ 

— >»i >% e ' e v ' sin 2 ( ^ + 2/ui % s i n * n i u2  
GO GO 

ist. Nun ist aber 

> , >% e 7 cos 21 Ml -ļ—--1 Mj ; e x ' cos 2 W2M2   
- CO GO 

= > i ^>^ e cos 2 (w-l + VgJ * ; e x ' cos 4i/2w2   
QO CO 

-j-00 j-CO / f 1\2 

+ ^ 1 1 ' ' 2 C0S 2(% + V 2 + y j V ^ X 
CO CO 

— */*22— ^T-i(2Va+l)2 

e ^ 4> COS2(2V8 + 1 ) < Ä , 

oder wenn % + v2 = gesetzt wird, 
4- OD 4- » / r u \ 

= >»n, >v2 e cos 2 m ^ ļ : e ' cos 4v2w2
 Ä 

CO CO 

i ^ T " t^y — (ra, + — V ^ — Ttit^ — **M (2v 2 4 l ) 2 

-f V \ e 7 cos (2m t + 1 ) V ^ 6 2(21/2 + 1) 2' ; 
CO 00 

= >m, e cos zm^ % • >** e ' cos 4i/2«(2   
GO GO 

i ^ f — ( 1-\-^ f " t ^ — n(tn— ^ i ) (2r2-ļ-l)2 

-f- >«, e ^ - ' cos (2 1-{-1) 1
/ - J>^ e v ' cos2(2v2-ļ-l)w2^7 

CO CO 

und daher mit Hülfe der Definitionsgleichungen der elliptischen 
&- Functionen 

> | >% e f e ' cos 2 b ^ + -^-) wi cos 2w2«2   
GO GO 

= Y * '» ) ļ ^ («ï'f T22 — "T") + * ("»'» rä2 — - ļ " ) ļ 
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Machen wir in dem zweiten Theil der oben hingeschriebenen 
hyperelliptischen ^-Function dieselbe Transformation, so folgt 

STI ^-7 - ^ + f ) -nUn- T)m / n2\ , . 0 
>«i > 2 e v ' e x ' s m 2 ^ - ^ - — ^ 2n2u2   

QO OO 

-4-°° « + ° ° / *i i \ , «, 
= V ß s m ^ ļ M ļ • >v» e v ' sm 4:V2u2   

OO QO 

• + J S L e 2 / s i n ( 2 m 1 + l X j r . ^ 2 e * 4 ' sin2(2v8+l)f*/Ä=0, 
CO QO 

und es ergiebt sich somit für rxl == 2t12 die Beziehung 

» (ylf v2, T U , r12, t22) = # « , r n ) 3 ļ # f < , r22 — - ^ + # ( V , r22— - ^ | 

+ \ & « , *ll)8 | # ( V ; *22 — ļ 1 - ) - # ( V ; *22 — "X") | ; 
worin 

7/ ' _ G' ~ V̂ ' ) 1̂1 M2 + (*' Vi + i) <Q21 t̂  
1 2 (2 t — ]/?+ ļ/i") con CÖ21 

l1 ~ Y ^ " Y 7 ^21 Wl ~ I1 + Y " Y^h11   

2 ( 2 t - y ī + i ļ / ^ ) « i i « 2 , 

ist, und aus welcher somit nach den obigen Auseinandersetzungen 
folgt, dass das vorgelegte Integral auf elliptische Integrale reducirbar 
ist; in der That ist das Integral 

J VvW-V 
nichts anderes als das oben auf algebraischem Wege reducirte 
Jaeobi 'sehe Integral 

dy   
J Vy(l-y)(l + *y)(l+ly)(l-*ly) ' 

wenn in letzterem x = 1 , = i gesetzt wird. Macht man in der 
eben gefundenen Beziehung zwischen den hyperelliptischen und 
elliptischen ^-Functionen Substitutionen von halben Perioden, so er
hält man die entsprechenden Gleichungen für die anderen ^-Functionen; 
setzt man ferner die Argumente gleich Null, so ergeben sich die 
Beziehungen zwischen den Integralmoduln, und die nun zu bewerk
stelligende Zusammensetzung der reducirten ^-Functionen zu Quotienten 
liefert dann die algebraische Transformation, die wir jedoch schon 
oben gefunden haben und nicht noch auf diesem Wege herleiten 
wollen. 

K ö n i g s b e r g e r , Differentialgleich. 11 
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Aber nicht bloss die Frage der Reduction hyperelliptischer Inte
grale auf elliptische, sondern auch die der Reduction hyperelliptischer 
Integrale irgend welcher Ordnung auf solche niederer Ordnung über
haupt ist vermöge des oben ausgesprochenen allgemeinen Transforma
tionssatzes einer Beantwortung fähig. Es war nämlich gezeigt worden, 
dass, wenn ein hyperelliptisches Integral 2<?+l ter Ordnung auf hyper
elliptische Integrale niedrigerer, 2 r + l ter Ordnung reducirbar ist, 
nothwendig ein hyperelliptisches Integral 2 + l t e r Ordnung und erster 
Gattung gleich sein muss einer Summe von r gleichartigen hyper
elliptischen Integralen 2r-[-l t e r Ordnung, deren % Grenzen Lösungen 
einer Gleichung rten Grades sind 

(70) . . . . ^ + 1 ( ) ^ 1 *(#) = 0, 

deren Coëfficiënten rationale Functionen von x, und für welche die 
zu den Lösungen dieser Gleichung gehörigen Irrationalitäten ļ/ižj (H) 
sich durch eben diese Lösungen, durch x und die zu dem ursprünglichen 
hyperelliptischen Integrale 2<j-|-l ter Ordnung gehörige Irrationalität 
YR(X) in der Form ausdrücken lassen 

yKHL = F(x, H), 
oder 

V(H— ) ( — ß2) • •. ( - ß2r   
(71) Pl 2 **± = F(x, H), 

y{x — ax) (x — a2) • • . (x — oc2a+1) 
wenn F(x, H) eine rationale Function von x und H bedeutet, und 
diese Bedingung war auch, wie oben gezeigt worden, die hinreichende. 
Die Frage also, wie ein hyperelliptisches Integral 2(7 -f- l te r Ordnung 
beschaffen sein müsse, damit es auf hyperelliptische Integrale 2r + l ter 

Ordnung zurückgeführt werden könne, lässt sich somit auch folgender-
massen ausdrücken:  

Welche Beziehungen müssen zwischen den Grössen al7 a2} • • • «2a+ i 
bestehen, damit die rationalen Functionen &x{x)7 2 ( # ) , . . . >*(#) so 
bestimmt werden können, dass für die x Lösungen der Gleichung (70) 
die linke Seite der Gleichung (71) sich rational durch x und durch die 
respective Lösung ausdrücken lässt oder — in bekannter Ausdrucksweise 
— dass jene linke Seite mit der Lösung der Gleichung (70) gleichver
zweigt ist? 

Wie nun diese Aufgabe in allen Fällen zu lösen ist, mag an 
der Behandlung*) der Frage gezeigt werden, welche die Reduction 

*) Die nachfolgende Methode gestattet auch weit allgemeinere Transformations
fragen zu behandeln und liefert, wie ich gezeigt habe, z. B. den Satz, dass ein 
allgemeines Transformationsproblem für hyperelliptischß Integrale von höherer 
Ordnung als der ersten nicht existirt; s. meine Arbeit „Ueber die Erweiterung 
des Jacobi'schen Transform ationsprincips". (Creile's Journal . 87.) 



X 

§ 12. Anwendung der Reductionsformeln etc. 163 

der hyperelliptischen Functionen zweiter Ordnung auf diejenigen 
erster Ordnung zum Gegenstande hat und somit, da t = 2 ist, von 
der Untersuchung der Gleichung ausgehen muss 

(72) - . . - 0( ) *+ 1( ) + œ2(x) = , 

in welcher die Coëfficiënten dieser Gleichung ganze Functionen von x 
bedeuten. Beschränken wir zunächst das Problem auf die Aufsuchung 
von Transformationen zweiten' Grades, welche das noch näher zu 
chrarakterisirende hyperelliptische Integral zweiter Ordnung auf solche 
erster Ordnung zurückführt, so wäre die folgende Aufgabe zu lösen: 

Es sollen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Wurzeln eines Polynoms 7ten Grades 

(x — cc0) (x — cc±) — a2) (x — a3) (x — a4) [x — ccb) (x — a6) 
angegeben werden, damit für die Lösungen % und \2 der quadratischen 

Gleichung 

(73) - - . • (1 + x + a2x*) r? + (ò0 + btx + b2x
2)  

+ c 0 + cxx + c2x
2=0, 

worin a17 a2, &0, bly b2, c0, c19 c2 noch zu bestimmende Constanten sind, 
der Quotient 

(&) - - Vfo — *o) (x — ai) ( — " ) 0» — «s) ( ? — «4) ( ? — «s) (a? — «e) 

^ ; " " " ( - )( - )( - )( - )( - ) 
m welchem die Constanten ßQ, ß1} ß2} ß3, ßa noch bestimmt werden 
sollen, respective mit und rj2 gleichverzweigt ist — somit die Er
weiterung der oben aufgeworfenen und beantworteten Frage nach 
den durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische Inte
grale reducirbaren hyperelliptischen Integralen erster Ordnung, welche 

. auf den Jacobi 'schen Fall führten. 
Wir behaupten, dass, wenn die bestimmbaren Grössen des Problems 

den Bedingungen unterworfen werden, dass in der Gleichung (73) 
dem 

(û) • • • x = cc0 die Werthe \ = ß0 und ßi 

(b) . . . x = cct „ \ = ß0 und ßx 

•(c) . . . x = a2 • „ = ß2 und ß3 

(b) . • • x = % „ 71 = ß2 und ß3 

(e) • • • x = a4 „ = ß± und ex) 

(f) • • • # = oo „ rç = ß4 und oo 

(g) • • • = «5 eine Verzweigung von r\ und 

(9/ " " * X = aQ V » 99 

entsprechen, der Quotient (A) in der That wie \ verzweigt ist, und 
werden später untersuchen, ob den eben angegebenen Bedingungen 

i l * 
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sich stets durch algebraische Beziehungen zwischen den Grössen 
a0, ccl7 - • • CCQ genügen lasse. Nehmen wir also zunächst an, man könne 
die eben aufgestellten Bedingungen befriedigen, so wird, weil nach (et) 
dem Werthe x = a0 die beiden verschiedenen Werthe ß0 und ßt ent
sprechen sollen, nothwendig vermöge der quadratischen Gleichung (73) 
rj um ßQ und ßt herum eine eindeutige Function von x in der Um
gebung von a0, und somit nach der Taylor'schen Reihe 

(74) 7} —' ß0 = m1 (x — + m2 (x — a0f -\  
sein; daraus folgt 

— ßo = i? — «o) { 1 + ni — ao) H } , 
und somit 

( - A,)*- «h*(* - «»)* (l + h(?-0 + ---}, 
so dass in dem Quotienten (A) in der Umgebung von a0 für die 
Lösung rļ, welche für x = a0 den Werth ß0 annimmt, 

eine eindeutige Function von x wird, während die anderen Factoren 
des Zählers und Nenners von (A) an sich eindeutige Functionen sind, 
und daher (A) selbst in der Umgebung von x = ccQ für r\ = ß0 ein
deutig, also so verzweigt wie vermöge der Gleichung (74) selbst, 
was eben nachgewiesen werden sollte. Dasselbe gilt in der Umgebung 
von x = aQ für die Lösung \ = ßl} und analog auch für die weiteren 
drei Bedingungen ( ) , ( ), (b). Für die Bedingung (e), welche wieder \ 
als eindeutige Function um aé herum definirt, wird für die erste Zu
sammenstellung a4 /34 der vorige Schluss gelten; soll dagegen dem 
Werthe x = «4 der Werth \ = oo entsprechen, so muss, wenn wieder 
eben so wenig wie oben, weitere Bedingungen hinzutreten, im All
gemeinen 

(75) n = «L_I (x — a j - 1 + 0 + xt (x — cc4) H  
oder 

7] = x _ 1 ( # — O ^ ļ l + f t ( « — a4) H }, 

und daher 
(76) - • • • i,* = ^ O - a J - ^ l + * , ( « - «4) + • • •} 

sein; beachtet man nun, dass die Entwicklung des Quotienten (A) 
in der Umgebung von x = a4, tj = oo folgendermassen lautet 
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so sieht man sofort, dass dieser Quotient vermöge der Gleichungen 
(75) und (76) wieder eindeutig ist, also den durch Gleichung (75) 
definirten Charakter der Function rj besitzt. Was die Gleichung (f) 
betrifft, welche wiederum \ als eindeutige Function von x in der 
Umgebung von x = oo oder, wenn x = | - 1 gesetzt wird, in der 
Umgebung von | = 0 definirt, so wird sich für die Zusammenstellung 
x = oo, n = ße 

(77) rj — ß^=m1x~1 + m2xr~2 + • • • 

= 1 - 1 ļ l + w 1 ar _ 1 + • • j 
und daraus 

(78) . . . . ( , _ &)* = 4»r*(l +ft*-> + • • •} 
ergeben, so dass die Entwicklung von (A) in der Umgebung dieser 
Werthe lautet 

xi[l + alx-1+ •••[ 

( 4 - A ) * { i + * i ( 4 - A ) + ---l ' 
und daher vermöge der Gleichungen (77) und (78) wiederum eindeutig 
ist um # = o o , r} = ß4: herum, wie nach der Gleichung (77) rj selbst. 
Entsprechen sich jedoch x = oo, \ = oo eindeutig, so ist 

(79) • • . . rļ = 9lx+ Q0+ - 1 - 4 = 9±x[l + 1
 1^ ļ 

also 
.(80) . • • • 4

f = 9 f ^ ļ l + r i a r - i + • • . ) , 
und somit der Quotient (A) vermöge (79) und (80) 

xi[i+kx-1+ • L J _ 

eindeutig um x = 00 = oo, also vom Charakter der Function \ 
selbst. 

Wir haben somit bisher gefunden, dass der Quotient (A) als 
Function von x aufgefasst um die Punkte x = a0, a19 cc2, a3, a4, 00 
herum mit tļ selbst, welches durch die Gleichung (73) definirt sein 
sollte, gleichverzweigt ist, vorausgesetzt, dass die Gleichung (73) 
den von (a) bis (f) gestellten Bedingungen wird genügen können, 
was später untersucht werden soll. 

Gehen wir nunmehr zur Bedingung (g) über, welche verlangt, 
dass r\ im Punkte x = ab verzweigt, also vermöge der Natur der 
Gleichung (73) zweideutig sei, so folgt 

(81) rj — = vt (x — abf + v2 (x — -\  

= Vi(x — cc6y{ l + 0 1 ( a ; - a 5 * 4 } , 
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worin 7}0 einen endlichen, von ß0, ßl7 • • • ß± verschiedenen Werth be
zeichnen soll; da nun die Entwicklung des Quotienten (A) um x = a5, 
rj == rj0 herum lautet 

(x- «5)*{l + rt (*-«») + •} 
H0ļl + ^(^-^o)+--'ļ 

oder vermöge (81) 

-±-(x — abf+ Pt(x - «6)*H , 
so wird {A) in ebenso verzweigt sein, wie es r\ selbst nach der 
Gleichung (81) ist; genau dasselbe gilt offenbar für die Bedingung (Ï)), 
und wir finden somit zunächst, dass der Quotient (A) in den Punkten «0, 
aii a2> > a4> abi > °° s o verzweigt ist wie t\ selbst, wenn diese 
Grösse als Lösung der Gleichung (73) so bestimmt werden kann, dass 
den Bedingungen (a) bis (t)) Genüge geschieht. Zugleich erkennt 
man aber auch, dass für jedes andere x dieselbe Eigenschaft statt 
haben muss; denn einerseits kann einem x = Ķ, welches nicht zu 
jenen Werthen gehört, keiner der Werthe t\ = ß0, ßu ß2} ß3, ß4, oo 
entsprechen, wie vermöge der Bedingungen (a) bis (f), welche offen
bar auch in die Form gesetzt werden können 

===== ß0 x = a0 u n d ax 

4 — ßi x = a0 u n d ax 

77 == /32 x ===== a2 und % 
rļ = ßd x ===== a2 u n d «g 
rj = ße x = aé und 00 
rļ = 00 x = a4 und 00, 

und weil nach (73) zu jedem ^-Werthe nur 2 Werthe von x gehören, 
unmittelbar zu erkennen ist; andererseits wird, wenn r\ für x = | ein
deutig ist, 

(82) . .. - q - % = ( - g) + m2(x — Ķf+ -. • 
= mi(x-Ķ){l + ni(x - 6 ) + ...} 

sein, und somit der Quotient (A) lauten 
/ g o + f t ( s - - Č ) + ---
W - - - - 2 ^ + 2 ^ ( 4 - 4 , ) + • • • ' 

also vermöge (82) ebenfalls um x. — Ķ herum eindeutig wie r\ selbst 
sein; ist dagegen r\ für x ===== £ zweideutig, also 

so wird (A) vermöge (B) eine zweideutige Function von x um x = § 
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herum wie 17 selbst; es ergiebt sich somit, dass, wenn die Coëfficiënten 
der Gleichung (73) so bestimmt werden könnten, dass den Bedingungen 
(a) bis (tj) Genüge geschieht, der Quotient (A) wie die Grösse rj selbst 
verzweigt, also durch x und r\ rational ausdrückbar wäre, woraus 
nach dem Früheren folgen würde, dass dann ein zu dem Zähler von (A) 
gehöriges hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung auf zwei zu dem 
Nenner von (A) gehörige hyper elliptische Integrale erster Ordnung 
reducirt werden könne. 

Fassen wir nunmehr zuerst die Bedingung (e) auf, nach welcher 
dem Werthe x = a4 r\ = 00 entsprechen soll, so* muss nach (73) 
bekanntlich 

(83) • • • • 1 + atx + a2x
2 = a2 {x — a4) [x — gx) 

sein, während der andere dem x = ccé entsprechende Werth von r\ 
nach (73) durch den Ausdruck bestimmt ist 

(84) ^\ '\_ 1^\ = -
Was ferner die Bedingung (f) anlangt, nach welcher dem Werthe 

x = 00 die Werthe r\ = ß4 und rj = 00 entsprechen sollen, so werden, 

weil, wenn x = - , ' = — gesetzt wird, dem Werthe Ķ = 0 ver

möge (83) in der Gleichung (73) oder in 

a 2 ( i - a 4 | ) ( l - i i 1 ) + (&or + &1Š + ba)ž/ + ( t o i2 + c1Š + C 2 ) ^ = 0 

die Werthe = 0 und = -=— zugehören müssen; da aber für ein 
endliches Ķx dem Ķ = 0 nicht = 0 entsprechen kann, so muss in 
(83) a2 = 0 genommen werden, d. h. in (73) der Coefficient von rf 
linear von der Form 1 + axx sein, und da 

\Jta1x = a1{x + -^->j 

für x = a4 verschwinden, also — = — a4, oder ax= sein 

muss, so wird die Gleichung (73) in 

(85) . . . . (1 -~ ^ - ) 4 » + (b0 + \x + \x>) f, + (c0 + cxx + w>) - 0 

übergehen, welche also einerseits der Bedingung (e) genügt, indem 
auch noch die Beziehung (84) gültig bleibt, und für welche anderer
seits die durch Substitution x = -z-, f] = — transformirte Gleichung 
lautet 
(86) . . . . | ( | _ J - ) + (60|» + bll + \)y + (c u r + C l | + <?„) f = 0, 

welche in der That für g = 0 den Werth = 0 liefert, und aus 
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welcher, da nach (f) Ķ = 0 auch y = - - entsprechen soll, 
f*4 

(87) f = & 
folgt. Die Zusammenstellung von (84) und (87) liefert 

(88) c2b0 — c0b2 + a4 (c2bx — cxb2) = 0 

als Bedingungsgleichung zwischen den Constanten des Problems, 
während ß4 aus (87) selbst bestimmt wird. 

Nachdem die Bedingungen (e) und (f) erfüllt sind, werden die Con
stanten b07 19 2, c0, c1? c2 der Gleichung (85) noch so zu bestimmen 
sein, dass auch den übrigen Genüge geschieht; da vermöge der Be
dingungen (et) und (b) die Gleichung (85) für cc0 und at dieselben 
beiden Lösungen ß0 und ßx besitzen soll, so müssen offenbar die 
Gleichungen bestehen: 

1 - -5»-

^ }
 ± «i_ *>0 + &i«i + b a a , 2 C0 + c ^ + CgOj* ? 

«4 

und ebenso ziehen die Bedingungen (c) und (b) die Gleichungen nach 
sich 

/QQ\ K4 = ^ 0 + &1*2+ ^2«22
 = C p + <?1 <*2 + C2^ . " 

^ ^ 1 — -°^- &0 + ^1 «3 + &2 «32 <*> + Ct «g + C2 «g2 ' 
«4 

da endlich 77 in den Punkten «6 und cc6 verzweigt sein soll, so folgt, 
dass die Discriminante der Gleichung (85) für cc5 und cc6 verschwinden 
muss, oder dass die Bedingungsgleichungen bestehen müssen 

(91) • • • • ( & „ + bl4 + 2 5 - 4 (1 - ļ - ) ( + Ci«5 + W ) = 0 

(92) • • • • (b0 + \a6 + W ) 2 - 4 ( l - ^ ) (c0 + C l«6 + c2«\) = 0, 

und es ergeben sich dann die Werthe von /30, ß1} ß27 ß3 unmittelbar. 
Untersucht man aber den ersten Theil der Bedingung (89), so lässt 
sich derselbe auf die Form bringen 

(93) b0 + -f b2aà
2 — 2 ( 4 — at) (a4 — 0) = , 

und ebenso lautet der erste Theil der Bedingung (90) 

(94) . . . . 0+ bxaA + 2 *— 2 (ccé — ,) ( 4 — 2) = , 

woraus, wenn b2 von Null verschieden ist, die Beziehung folgt 

(95) • • - • («4 — ax) (a4 ~ a0) = (a4 — «3) (a4 — a2). 



§ 12. Anwendung der Reductionsformeln etc. 169 

Ebenso folgt aus den zweiten Theilen der Bedingungen (89) 
und (90), dass 

(96) c0 + ^ « 4 + c2cc4
2—c2(aé — at) (a4 — cc0) = 0 

und 
(97) • • • - c 0 + « 4 + c2«4

2— c2(a4 — as) («4 — = ° 

ist, woraus sich wieder (95) und durch Zusammenstellung mit (93) 
und (94) die Identität von (88) ergiebi Die Gleichungen (91), (92), 
(93), (96) liefern nun Bestimmungsgleichungen für die Constanten 
\> \-> \-> €o> ci7 C2J u n ^ W ] r finden somit, dass ein zu dem Polynom 

(x — a0) (x — «ļ) (x — a2) (x — a3) (x — a4) (x — a5) (x — a6) 

gehöriges hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung im Allgemeinen 
dann durch eine Transformation zweiten Grades von der Form 

(1 + 1 + 2
 2) 12 + ( 0 + 1 + 2

 2) ] + ()-\- 1 + 2
 2 = 0 

auf hyperelliptische Integrale erster Ordnung zurückführbar ist} wenn 
zwischen den Wurzeln des Polynoms die Beziehung besteht 

(«4 — «l ) («4 — «o) = («4 — « ) («4 — « ) ' 

Es bleibt aber immerhin möglich, dass eine Substitution, welche 
in tl linear und in x quadratisch ist, also statt (73) die Form hat 

(a0 + #i# + 2) ] - j - b0 -f- bjÄi -f- 62#2 = 0, 
den Ausdruck 

V(a? — a0) (x — «J (x — a2) (a; — cc3) (x — g4) ( — cc5) {x — <r6) 
Vin - ft,) (n - ft) (v - ft,) fo - fi,) ( - rft) 

žu einer mit ^ gleichverzweigten, d. h. zu einer rationalen Function 
von 71 macht. Ordnet man nämlich, um bei der angegebenen Methode 
zu bleiben — man könnte hier unmittelbar für die rationale Function 
in x substituiren — die Werthe 

x = ax 7] = ß± 

x = a2 7] = ß2 

X = CC3 7] = ß2 

x = a4 71 = ß3 

x = v>b 4 = Ä 
= «6 = ft 

# = OO 7] = ß4 

einander zu und stellt weiter fest, dass \ = ß0 und \ = oo zwei 
Werthe seien, für die x als Function von \ aufgefasst einen einfachen 
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Verzweigungspunkt hat, so wird, was die Punkte «0, al} • • • cc6, oo 
betrifft, unmittelbar ersichtlich sein, dass der Quotient der Irrationali
täten wieder rational in x ist, und da 

n — ßo = v>2 ( — ê)2 + N — š)3 H — 
und 

sein soll, so wird yrl — ß0 sowohl wie l/rç selbst wieder eindeutig 
sein, und es wird sich also nur darum handeln, nachzusehen, ob die 
aufgestellten Bedingungen überhaupt erfüllt werden können. Die 
ersten acht Bedingungen geben die vier Gleichungen 

&0 + &1<*0+ Mo" = A> + Ml + Ml* 
„ - ƒ a0 + ai a0 + «»«0* % + ai «1 + «2 «1* ' 

^ 0 + &1<*2 + ^2«22 _ &0 + &l<*3 + M s ' 
a0 + ax ct2 + a2 of2

2 a0 + «1 a3 + a2<x3
2 > 

&0 + & t « 4 + M * ' = &0 + &l<*5 + ' 
a0 + «4 a4 + a2 a4

2 a0 + a l 0 ; 5 - f a2 a5
2 > 

(ajba — ^Og) cc6 + a0b2 — &0a2 = 0, 

welche zu gleicher Zeit die Werthe ß1} ß2, ßb} ß4 liefern, und somit 
4 Bestimmungsgleichungen für die Grössen a07 aly a2, 0, 1? &2 

und die Grössen a; um nun die beiden letzten Bedingungen zu er
füllen, muss x für rļ = ß0 und rļ = 00 zwei gleiche Werthe annehmen 
und in diesen Punkten verzweigt sein; da aber die Substitutions
gleichung in die Form gebracht werden kann 

x2 (a27ļ + 2) + x{axrļ + \) + a0fj + 0 = , 

so wird die Discriminante lauten 

(«1 + &1)2 - 4 (« + &
2) 'fan + 0) = ° 

oder 

172 (ax
2 — 4a0a2) + 2 (a^ — 2a2b0 — 2 0 2) + V — 4 0 2 = 0, 

und wenn diese die Lösungen rļ = 00 und 17 = ß0 haben soll, so 
muss 

sein, wovon nur die erste Gleichung eine Bedingungsgleichung für 
die a liefert, während die zweite die Grösse ß0 bestimmt. Führt 
man nun die ersten drei der obigen Bedingungen auf eine einfachere 
leicht ersichtliche Form zurück, so erhält man im Ganzen die folgenden 
Gleichungen: 
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hai — \ a0 + (Poa2 — aoh) («0 + «l) + ( M 2 — ai h) a0«l = 0 

b0at — ± 0 + ( 0 2 — a0ò2) (a2 + a3) + ( 6 ^ — a ^ ) <*2a3 = 0 

M i — M o + (M2 — «(A) («4 + « ) + ( — aih) aiab = ° 
(b0a2 — 0 2) + ( 2 — ) «6 = 0 

ax
2— 4 a 0 a 2 = 0, 

und erkennt hieraus, dass die zwischen den Lösungen des hyper
elliptischen Polynoms zweiter Ordnung bestehenden Bedingungs
gleichungen in der Form dargestellt werden können 

(98) (ae — a0) (ccG — at) = (a6 — a2) (a6 — a3) 

(99) (a6 — a0) (a6 — a j = (a6 — « J (a6 — , 

während die Substitutionscoefficienten aus den obigen Gleichungen 
berechnet werden können. So wird z. B. das aus dem Integral 

durch die Substitution 

X 

hergeleitete Integral 

{\ x2dx 
J V(«+ī)4-( +1)6^ + (x+1) ? + ( +1)4 8 + (oT+ï)VT(^+ï)*"P+^+ï)a"ö+ ^ 
durch die Substitution 

Ä*4 - 0 + 1)2 = 0 ; 

also eine in ^ lineare Gleichung, in 
( c ) dri 

, also in ein hyperelliptisches Integral erster Ordnung übergehen, und 
es ist unmittelbar zu sehen, dass in diesem Beispiel die oben all
gemein getroffetìe Zuordnung der Lösungen und die Festsetzung der 
Verzweigung in r\ = oo und 17 = ß0 = — 1 hier für die resp. Werthe 
x = 0 und — 1 in der That erfüllt ist; dass das gegebene hyper
elliptische Integral zweiter Ordnung auch auf ein elliptisches Integral 
reducirbar ist, geht aus der vorher angestellten Untersuchung hervor, 
nach welcher das Integral (c) nicht wesentlich von dem Jacobi 'sehen 
hyperelliptischen Integrale erster Ordnung verschieden ist. 

Untersuchen wir nunmehr eine Transformation dritten Grades, 
welche ein hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung in solche erster 
Ordnung transformiren soll, so wird diese nach früheren Sätzen die 
Form haben müssen 

(100) . • . . (1 + axx + a2x
2 + ) 2 

+ ( 0 + \x + 2
 2 + ) + ( 0 + + 2

 2 + 3
 3) = , 
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und es wird wieder der Bedingung zu genügen sein, dass 

V(x — o;6) (x — cct) (x — ) (x — cc3) (x — tt4) {x — cc5) (x — a6) 
Vījf^Jo) ( - ft) ( - ft) ( - Ai) ( - A) 

sieh rational durch # und rç ausdrücken lässt, also mit rj gleich
verzweigt ist; wir werden uns, nachdem wir in dem vorigen Beispiel 
das Princip der Methode ausführlich besprochen, im Folgenden kürzer 
fassen dürfen. 

Stellen wir die Bedingungen auf, dass 

dem Werthe x = a0 die Werthe \ = ß0 und ß± 

x = «i ,, V = ßo u n d ßi 

x = a2 „ rj = ß0 und ßt 

» x = a3 „ Yl = ß2 und ß3 

„ x = a± „ rj = ß2 und ß3 

„ x = aò „ rļ = /J2 und ft, 
„ = CCQ „ V == ße u n d At a ^ e r nicht verzweigt 
;; # = OO „ 4=ß±, 

endlich dem Werthe r\ = oo dreimal der Werth x = oo entsprechen, 
so sieht man unmittelbar, dass, wenn diese Bedingungen erfüllt werden 
können, der Quotient jener Irrationalitäten wie r\ verzweigt sein wird; 
denn in Betreff aller Bedingungen mit Ausnahme der letzteren lehren 
dies die oben angestellten Betrachtungen, was jedoch die Festsetzung 
betrifft, dass dem Werthe r\ = oo dreimal der Werth x = oo ent
sprechen soll, so wird im Allgemeinen daraus 

r\ = 3 + a2a? + axx - j - a0 + — *1 + • • • 
oder 

rj = {1 + blX—1 + b2x~2 + • • •} 

folgen, und somit die Entwicklung des Quotienten der Irrationalitäten 
lauten 

- f t 1 . , L
T - « T * ^ 4 { l + O i ^ 1 + ---}, 

also wieder eindeutig in x sein und den Charakter von r\ in x = oo 
haben. Es kommt somit nur darauf an, die Coëfficiënten der 
Gleichung (100) den obigen Bedingungen gemäss zu bestimmen. Soll 

dem 71 = oo x = oo dreimal entsprechen, so muss, wenn \ = —, x = -y 

gesetzt wird, in der Gleichung 

(< + c ^ + c 2 i + Cs) ƒ + ( 5 0 r + M 2 + M +  
+ ( + 1! + < + <0 = 0 
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für y = 0 1 = 0 sein und zwar dreimal, also a3 = ct2 = at = 0; ausser
dem soll für x = oo 71 = » und ß4, also für £ = 0 «/ = 0 und -^— 
sein, woraus unmittelbar folgt, dass 

( 1 0 1 ) . . . . A — f • 

sein muss, wo c3 von Null verschieden sein wird, es lautet somit 
die Gleichung (100) 

(102) . . - -rf + (b0 + \x + b2x2 + ž>3*3) n 
+ (Po + <i# + c2x2 + c3#3) = 0, 

durch welche nunmehr den anderen Bedingungen zu genügen ist. 
Da dem Werthe x = a6 der Werth rļ = ß4 zweimal entsprechen 

soll, so wird ; da 
_ _ &0+ M + hx2+ 3

 3 

™ 2 

± yVßo + M + b2^2 + ha?)2 — 4 fco + ^ + c2^2 + c3x3) 
ist, 
(103) . • • (&0 + 6 + 2

 2 + b3cc6
3)2 — 4 (c0 + C l«6 + c2«6

2 + c3a6
3) = 0 

eine Bedingungsgleichung liefern, und da 7] = ßa durch (101) schon 
bestimmt war, eine zweite Bedingungsgleichung in der Form folgen 

(104) • - • • b0 + \ + 6 . V + bs«6
3 = ^ S 

wodurch wiederum (103) in die einfachere übergeht 

(105) c0-{-c1a6+ c2a6
2 + 3 6 = - ^ - ; 

aber damit für rj, wie es gefordert war, keine Verzweigung in x = ae 

, stattfindet, muss auch die Ableitung der Function unter der Quadrat
wurzel für x = «6 verschwinden, also 

(106) . . . . - & - & + 2b2«6 + 36s««2) - (q + 2c2«6 + 3« 2) = 0, 
oder 

(107) - •. - {cb\ - b3cx) + 2 ( 3 2 — &3c2) «6 = 0, 
sein, so dass im Ganzen bis jetzt 3 Bedingungsgleichungen (104), 
(105), (107) zu erfüllen, und nur noch diejenigen Bedingungen zu 
berücksichtigen bleiben, welche den Punkten x = a0i cc1} u2, a3, a4, ab 

entsprechen. 
Soll nun die Gleichung (102) für die drei Werthe x = «0, ccl7 a2 

dieselben drei Wurzelpaare haben, so muss 
(108) 0 + bxaQ + 2 0

2 + 3 0* = 0 + \ + 2
 2 + 3 * 

= 0 + \ 2 + 2 2
2 + 3 2

3 

(109) • • • • 0 + ci«o + 4» « * + « 3 = 4> + ci«i + c**i + «13 
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und ebenso 
(110) • . . - b0 + \ + 2

 2 + &3<*33= 0 + ± + 2
 2 + 63 4

3 

= h+ + M5
2 + ^3%3 

(111) c0 + ^ a 8 + c2a3
2 + c3a3

3 = c0 + c ta4 + c2«4
2 + c3a4

3 

= c0 + q « 5 + c2a2 + c3a5
3 

sein. Man sieht sofort, dass die Gleichungen (108), wenn jede ihrer 
Seiten durch die Constante x bezeichnet wird, die Beziehung nach 
sich ziehen 
(112) &o + &i^ + ^2#2 + \ = 3( — cc0) (x — ax) (x — cc2) +  
und ebenso nach (110) 
(113) 6 0 + \x + 2

 2 + 3 * = 3 (x — « ) (x — 4) (x — 6) +   
woraus wiederum 

(113 ) • • • • (x — 0) (x — Uļ) (x — a2) 

- (x - ) (x - « J (x — ) = ^ ^ 
" 

folgt, oder 
~~ % («0+ « 1 + « 2 = «3+ «4+ <*5 

(114) 1«0«1+ « 0 ^ 2 + «1 « 2 = «3^4 + «8« + «4« 
. ( — x j  

0 1 2 = « 3 4 « 5 Ī 5 
ebenso ergiebt sich aus (109) und (111) 

(115) • • • • c0 + + c2x2 + c3#3 = c3 (x — a0) ( — ax) (# — a2) +  
= c3 ( — a8) ( — a4) ( — a5) + Ax, 

und hieraus wiederum die Gleichungen (114), worin nach (113 a) 

X l ^ * = -L^— = («3 — «o) («3 — « i ) («3 — « ) 

sein muss ; ausserdem folgen aus den Gleichungen (112), (113), (115) 
die Beziehungen 

h = — \a0axa2 + x, ±= 3 (cc0a± + cc0a2 + ata2), 

h = — & (« + « i + «2)» 
c0 = — ^ « o « ! ^ + A, ^ = c3 (aQa± + a0a2 + a ^ ) , 

Die Bedingungen (104) und (105) lauten jetzt 

(116) • • • • (« — — « («e— «*)+* — 4 > 
u 3 

2 

(117) c3 (a6 — «o) (a6 — ax) (a6 — a2) + = -=^-, 
während (107) vermöge der eben gefundenen W e r t h e von 17 cl9 2) 2 

von selbst erfüllt wird*, die Subetkut ionsgleichung (102) n i m m t die 



§ 12. Anwendung der Reductionsformeln etc. 175 

Form an 
(118) • - • - if + [Ķ (x — cc0) (x — a j (x — a2) + ] rj 

+ \fk (x — a0) (x — a j ( — a2) + ] = 0, 
während nach (113a) die hyperelliptische Irrationalität lautet: 

(B) y(x—a0) ( —«J ( - 2) [( — «0)( —<)(#— 2) + — ^ - ] (# -« 6 ) , 

und die Gleichungen (116) und (117) die Beziehung liefern 

( 1 1 9 ) . - . - * c 8 - A * > 3 = ^ - -

Bezeichnet man aber zur Abkürzung 

(x — cc0) (x — cct) (x — a2) m^ (x)> 
so lautet die Gleichung (118) 

V2 + (h<P(x) + x)ri + Cs<p(x) + k = 07 

und es wird daher 

4 = - h<e{xl + li ± - i l / V *>(*)• + 29{x) (63x - 2c3) + * 2 - 4 ; 

da aber vermöge der Beziehung (119), wie unmittelbar folgt, 

(&3x — 2c3)2 — / ( 2 - 4A) = 0 
ist, so ergiebt sich 

(120).. . .4 = - M > ( * ) - * + -fS 
U3 

und wir sehen daher, dass für die gefundene Transformation rj nicht, 
wie es den Festsetzungen gemäss nach (102) sein sollte, die Lösung 
einer irreductibeln quadratischen Gleichung ist, sondern sich rational 
durch x ausdrücken lassen würde, somit nicht die gesuchte Lösung 
unseres Problems giebt; aber trotzdem kommen wir in (120) zu 
Reductionsformeln von hyperelliptischen Integralen zweiter Ordnung. 
Da die Grössen ò3, c3, 1} 0, a17 cc2 und cc6 völlig willkürlich bleiben, 
so setze man &3 = c3 = 1 und zur Vereinfachung, was keine Be
schränkung involvirt, eine der Lösungen z. B. a6 = 0, so ergiebt sich 
aus den Gleichungen (116) und (117) 

= «o«!^ + 2 , = a^axa2 + 1, 

während die Substitution übergeht in 

= — #3 + («0 + ai + « 2 > 2 — («0«! + «0«2 + <*1 «2) X — ! ? 
und die Werthe sich entsprechen 

fļ = — a0
a i«2— 1; x = cc0,cc1}a2 

rì=—lx = aCì=0, 
V = — «3«4<*5 — !> * = «3, «4, «5 

wobei die Grössen cc3, a4; a5 durch die Gleichungen (114) mit a0, aJ? a2 
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verbunden sind. Man erkennt nun leicht, dass 

\ + a0ata2 + 1 = — (x — cc0) (x — at) (x — a2) 

71 + « «4 5 + 1 = — (x — «g) (x — a4) (x — a6) 

= — (x—aQ) (x — at) (x — cc2) + xt — x 

+ 1 = — « ( 2— («0+ «1 + «s) + («oal + «0% + «i^)) ; 
also 

l/(rç + a0«i«2 + 1) ( + «s«4a6+ !) 0? + !) 

ļ /— ( —«<>)(#— «i)(^—«2)(^—as)(^—«4)(^—«5M#2—(«o+c^+a^  
+ a 0 a 1 + a0a2 + a1«2) 

ist ; und dass somit, wenn 

%2— ( a 0 + «1 + «2) + «0«l + «0^2 + al«2 
ein vollständiges Quadrat ist, die Reduction der Quadratwurzel aus, 
einem Polynom 7ten Grades auf eine solche aus einem Polynom 
dritten Grades geleistet ist, was man natürlich einfacher von der 
rationalen Substitution ausgehend entwickelt hätte; so wird, wenn s 
eine dritte Einheitswurzel bedeutet, und a0, a19 a2 die Lösungen von 
x3= 1 sind, endlich xt=l angenommen wird, die Substitution 

7] = — XS 1 
die Beziehung liefern 

/

xdx 1_ drļ  
|/^( = ^ ) — J y4fo+i)fo + 2) " 

Wählen wir endlich noch eine andere Form der Bedingungs
gleichungen für die quadratische Transformation, indem wir mit Bei
behaltung aller obigen Bezeichnungen 

dem x = a0 die Werthe \ = ß0 und ßx 

„ x = ax „ „ 71 = ß0 und ß2 

„ x = a2 „ „ 7] = ß± und ß2 

„ x = «g „ „ rç = ßo U B d ßs 
„ = < 4 „ „ Tļ = ßt und ß3 

» x = «5 v » = & u n d 03 
„ = a6 „ „ rç = ß4 und ß 4 aber nicht verzweigt 

„ x = 00 „ „ rç = /J4, 

endlich dem Werthe \ = oo dreimal den Werth # = 00 zuordnen, 
so sind gegen die früheren Bestimmungen nur die die Punkte a0, 
a±, a2} a3, a4, a5 betreffenden geändert, und wir erhalten also zu
nächst wie oben die Form der Transformationsgleichung 
(121) . . 8 + ( 0 + + ^ + 8) + ( + ^ + ^ + ^ ^ - 0 
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mit den drei Bedingungsgleichungen 

- (122) b0 + »i«e + W + W - 4 ^ -
(123) c0 + cx a6 + c2ae* + c3a6

s = -fV 

(124) («A —<*A) + 2 ( < ? 3 6 2 - V 2 K = 0. 

Da nun den Bedingungen gemäss r\ denselben Werth ß0 für die 
drei Werthe x = «0, alf «3 annehmen soll, so werden die drei 
Gleichungen bestehen müssen 

(A) / V K ^ o + V i + W + W 
' A>*+A + V 3 + V s 2 + 6 « 3) A>+ (*<> + c i % + c2a3

2 + csa3
8) = 0 ; 

und daher 

1 0 + 0 + V o 2 + M o 3 co.+ ci«o + ^2«o2+ <k*o* 
1 &0 + V l + V l 2 + V ^ <4> + Cl«l +^2«1 2 +%«1 3 I = 0 , 

11 60 + V 3 + b 2 a 3
2 + 63 a3

3 c0 + + c2a3
2 + c3a3

3 

somit, wie unmittelbar durch Zerlegung folgt, 

(biß*— V i ) ļ 1 «o «o2 ļ 
1 «! cct

2 

I 1 «3 «32 I 
+ ( V 3 — V 2 ) | 1 a0

2 cc0
3 I + ( V s — V i ) | l « 0 « ö

3 | 
1 Al2 «!3 J ļ 1 Äj «ļ3 = 0 , 

! 1 <%2 «33 Ì I 1 «3 «33 I 

oder endlich, wie leicht zu sehen, wenn durch (a1—cc0) (a3—c^) (a3 — a0) 
dividirt wird, 

(V2 — V i ) + ( V s — V 2 ) Oo«l + «0 % + «1%) 

+ (Vs — VO («o + ai + ) = ; 
ebenso folgt vermöge der anderen Bedingungen 

( V 2 — V i ) + ( V e — V 2 ) K « 2 + «oÄ4 + «2  

+ ( V 3 — V i ) + «2 + « J = ° 
(V2 — V i ) + ( V s — 3 2) ( 2 + 1 + a2ccò) 

+ (Va — V i ) («i + «2 + «5) = 0 

( V 2 — V i ) + ( V 3 — V 2 ) («3«4 + 3«5 + «4* ) 

+ ( V s — V i ) («3 + «4 + « ) = °> 
K ö n i g s b e r g e r Differentialgleich. 12 
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und es ergeben sieh somit als Bedingungen zwischen den ' Wurzeln 
a0> 1 7 4? a 5 

1 cc0 + ax + a3 0 + a0a9 + a±a& | 
1 a0 + a2 + a4 cc0a2 + «0a4 + a2a4 ļ =  
1 + «2 + a5 axa2 + a ^ + a2a5 

(125) 
1 «o + «i + % «oai + «oa3 + a i % 
1 a0 + a2 + a4 a0a2 + a0a4 + a2a4 = 0. 

1 « + « 4 + ^ 5 «3«4+«3«5 + a4^5 

Genügen nun die Lösungen diesen beiden Gleichungen (125), 
so sind damit die Verhältnisse der drei Grössen 

01 C2 02 Cļ , 02 C$ t>g C2, OgCļ 01C3 

gegeben, somit nach (124) auch a6 in der Form bestimmt: 

(126) . . . . K6 ,= j!?Cl~blC* , 

und durch passende Wahl von 0 und cQ kann man endlich die beiden 
Gleichungen (122) und (123) befriedigen; die zu den durch die 
Gleichungen (125) und (126) definirten Grössen cc0, aly a2, ••• a6 ge
hörigen Irrationalitäten definiren somit im Allgemeinen hyperelliptische 
Integrale zweiter Ordnung, welche auf solche erster Ordnung zurück-
führbar sind, falls die in den Grössen 1, ß0, /30

2 linearen Gleichungen (A) 
so wie die analogen für die zu bestimtnenden Unbekannten quadratische 
Verhältnisse liefern. 

§ 13. 
Reductionsformen von Integralen linearer Differentialgleichungen, 
welche additiv aus Producten von algebraischen Functionen und 

Abel'schen Integralen zusammengesetzt sind. 
Nachdem im § 11 die Form solcher Integrale linearer nicht 

homogener Differentialgleichungen beliebiger Ordnung untersucht 
worden, welche sich in additiver Weise aus algebraischen, logarithmi
schen Functionen und Integralen algebraischer Functionen zusammen
setzen, wollen wir allgemeinere Zusammensetzungen solcher Functions-
arten untersuchen, wie sie in der That bei linearen Differential
gleichungen vorkommen; so hat z. B. die Differentialgleichung 

dz 2 
dx x 

das Integral z = x2 log x9 und die Differentialgleichung 
d2z l_ <lz_ , _z_ _2_ 
dx2 x dx ' x2 x 

das Integral z = x + x (log )2. 
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Habe also die nicht homogene, lineare Differentialgleichung 

ein algebraisch-logarithmisches Integral von der Form 

(128) e = + log vx + log v2 H f- uQ log vQ 

= W + ^ * W« l o g V<* 7 
1 

worin 7 , • • • UQ, vi7 v2ì • • • Vç algebraische Functionen von x 
bedeuten, dann wird, wenn dieser Werth von z in (127) eingesetzt 
wird, wegen 

UZ _ _du^ . *sbļ U^ dva , ^ ^Ua , 
dx ~ dx ~^~JLU V„ dx ' ^ j <ta l 0 £ V a 

1 a 1 

die Differentialgleichung (127) in 

(129) + 2 ( - 1 ^ + 1 ^ - ^ + -

h F w _! -^ -~ + YmuaJ log t>« = y 

übergehen, worin F(x) eine algebraische Function bedeutet; nimmt 
man nun an, dass zwischen den in der Integralform (128) vor
kommenden Logarithmen keine lineare Relation von der Form 

Pt log vt -f- P2 log v2 -i 1- PQ log vç = Q 

existirt, in welcher P1} P 2 , • • • PQ, Q algebraische Functionen von x 
bedeuten, indem wir im entgegengesetzten Falle einen der Loga
rithmen linear durch die anderen — 1 ausdrücken und in (128) 
einsetzen könnten, so wird, da die Gleichung (129) eine solche 
lineare Relation liefert, nothwendig der Coefficient eines jeden Loga
rithmus verschwinden, also 

dmun dm-1u du 

sein müssen, und es folgt somit der Satz, dass, wenn eine Differen
tialgleichung 

ein Integral von der Form 

0 = + l o g V1 + l o g V2 -( f- Ug l o g VQ 

besitzt, in welchem , 17 , ••• vlf v2, ••• algebraische Functionen 
von x bedeuten, und die Logarithmen nicht mehr in einer linearen 

12* 
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Beziehung mit algebraischen Coëfficiënten stehen, die Coëfficiënten der 

Logarithmen ut} u2J - • • uQ algebraische Integrale der reducirten linearen 

Differentialgleichung sein müssen. 

Es mag bemerkt werden, dass, wenn Q > m ist, nothwendig, 

da u19 u2} • • • um, um+i algebraische Integrale der reducirten linearen 

Differentialgleichung sein müssen, eine homogene lineare Beziehung 

mit constanten Coëfficiënten von der Form 

ntUt + + • • • + nmUm + +iUm+i = 0 

bestehen wird. 

- Gehen wir wieder zu dem Integrale (128) zurück und lassen x 

einen solchen Umlauf machen, dass Yt, Y2J • • - Ym und y ihre Aus-

gangswerthe wieder annehmen*), während in u7 ua in Ua7 va in v'a 

*) Zur Erläuterung des Obigen und ähnlicher Schlüsse im Früheren mag 
hier auf rein algebraischem Wege — es geschieht ebenso leicht auf functionen- * 
theoretischem — der Satz bewiesen werden, dass man in einer mit Adjungirung 
der algebraisch irreductibeln Functionen y19 y2, • • • y irreductibeln alge
braischen Gleichung Hten Grades 

(a) • • • f(z, x, 2/1, 2/2, ' • • 2/ç) = 0 

durch geschlossene Umläufe von , welche yt, y2, • •• unverändert lassen, 
zu allen Lösungen der Gleichung zt, z2, • • • zx gelangen kann, und es genügt 
offenbar nachzuweisen, dass, wenn eine Function z für alle geschlossenen Um
läufe der Variabein, welche yti y2, • • • unverändert lassen, die r verschie
denen Werthe z1} z2, • • • zr annimmt, diese die Lösungen einer irreductibeln 
algebraischen Gleichung r ten Grades sind, deren Coëfficiënten rational aus 
xi Vi> *> ' ' ' zusammengesetzt sind, indem, wenn man in (a) durch ge
schlossene Umläufe nicht zu allen Werthen von z gelangen würde, ein Theil der 
Lösungen dieser irreductibeln Gleichung einer Gleichung niederen Grades von 
demselben Charakter angehören würde. Bildet man in bekannter Weise zum 
Zwecke jenes Nachweises eine Function t durch die in den Grössen yx, y2i--yQ 

lineare mit constanten Coëfficiënten versehene Beziehung 

*== «1 Vi +«22/2 H h V e ' 
so wird bekanntlich jede andere mit willkürlichen constanten Coëfficiënten ver
sehene lineare Function derselben Grössen als ähnliche Function der ersteren 
rational durch t ausdrückbar sein mit Hülfe der Coëfficiënten derjenigen 
algebraischen Gleichung, deren Lösungen ylf y2, • • • yç sind, d. h. mit Hülfe 
rationaler Functionen von ; stellt man nun Q solcher linearer Beziehungen zu
sammen, so kann man mit Hülfe dieser die Grössen ylf y2i • • • rational 
durch t und x ausdrücken, und somit wird jeder geschlossene Umkreis von a?, 
welcher ylf y2, • • • yp unverändert läset, auch t zu seinem Werthe zurück
führen und umgekehrt jeder geschlossene Weg, welcher t unverändert läset, 
auch die Grössen ylf y2, • • • yQ nicht ändern. Sei nun w eine algebraische 
Function von x, welche für jeden geschlossenen Umkreis von xt für den 
Vif 29 ' ' ' unverändert bleiben, auch seinen Werth nicht ändert, so wird 
dieselbe nach dem Vorigen auch für jeden geschlossenen Umkreis, welcher t un
verändert lässt, selbst unverändert bleiben, während w im Allgemeinen für alle 
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übergehen mögen, so wird offenbar durch den Ausdruck 

Z = U + log %' + log V2' -\ f- U'Q log VQ 

die Differentialgleichung (127) wiederum befriedigt werden, denn die 
Gleichung (129) , aus welcher die Summe der Logari thmen heraus
fiel, enthält in der Function F(x) nur rationale Verbindungen der 
ti- und ^-Grössen, da nur diese selbst oder ihre Ableitungen, die ja 
wieder durch diese Grössen rat ional ausdrückbar sind, in jener vor
kommen, während Y1} • • • Ym, y unverändert bleiben sollten, und es 

* werden offenbar auch w/, , • - • u'ņ algebraische Integrale der re-
ducirten linearen Differentialgleichung sein; und dies wird für alle 
Wertheverbindungen von und v gelten, welche denselben ge
schlossenen Umläufen von x entsprechen, für welche die Grössen 
Y17 Y2, • • • Ym> ihre Ausgangswerthe wieder annehmen; sämmt-
liche so entstehenden Werthe von z werden particuläre Integrale der 
linearen Differentialgleichung (127) sein, und die Coëfficiënten der 

die geschlossenen Umläufe von x, welche * die verschiedenen ö Werthe geben 
h> 4> * * * fy — worin ô der Grad der in x irreductibeln Gleichung für t be
zeichnet — die S verschiedenen Werthe wt, w2, • • • w^ annimmt. Es wird somit 

*1 + 4-\ Mj«J 
für jeden geschlossenen Weg von x unverändert bleiben, sich somit als rationale 
Function von x darstellen lassen; bekannte Schlüsse führen, wenn man 
Ā = 0, 1, 2, • • • d — 1 setzt, zu dem Resultat, dass w sich als rationale 
Function von x und t ausdrücken lässt. Aber der für w festgesetzten Be
dingung leistet 

«-*?+«£ + ••• + «? 
Genüge, da sich diese Function der Voraussetzung nach für geschlossene Um
läufe des x, welche y19 y2, • • • unverändert lassen, selbst nicht ändert, und 
wird sich daher als rationale Function von x und t oder von x, yt, y2, • • •  
ausdrücken lassen; es bilden somit zlt z2> - . • zr die Lösungen einer alge
braischen Gleichung rten Grades, deren Coëfficiënten rational aus x, yx, y2 • •  
zusammengesetzt sind. Wäre nun diese Gleichung eine mit Adjungirung der 
Grössen yx, y2 > ' ' ' réductible, so müsste einer ihrer rationalen Factoren 

'fi(*> x, ylf y2, • • • yQ) 

für einige jener #-Werthe verschwinden, und lässt man nun x alle geschlossenen 
Umläufe machen, welche ylf y2, • • • y unverändert lassen, so wird ft immer 
identisch Null bleiben müssen, während z der Reihe nach alle r Werthe 
zit z2> ' ' ' zr annimmt, d. h. die Gleichung /1 = 0 wird r Lösungen haben, 
also nicht ein rationaler Factor jener Gleichung r ten Grades sein können. 

Es mag bei dieser Gelegenheit noch bemerkt werden, dass die Abel an-
gehörige Schlussweise von der Bildung der č-Function nur der algebraische 
Ausdruck dafür ist, dass eine algebraische Function oder eine Ri e mann'sehe 
Fläche gebildet wird, welche alle Verzweigungen der einzelnen Functionen be
sitzt und durch die sich somit die einzelnen Functionen nach einem bekannten 
Rienianu'schen Satze rational ausdrücken lassen. 
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Logarithmen stets algebraische particuläre Integrale der reducirten 
linearen Differentialgleichung. Um festzustellen, welche Werthe-
verbindungen der und v in die so successive entstehenden parti-
culären Integrale eintreten werden, braucht man wieder nur eine 
Grösse t zu wählen, durch welche sich die Grössen u7 u17 u27 • • uQ7 
vi> v27 ' ' ' VQ m^ Hülfe der Grössen Y17 Y27 • • • Ymj y7 wie in der 
Anmerkung näher ausgeführt wird, rational ausdrücken lassen, und 
die sämmtlichen Werthe der u- und #-Grössen zu wählen, welche 
den Lösungen derjenigen irreductibeln algebraischen Gleichung ent-« 
sprechen, deren eine Lösung t ist. Sei die irréductible Gleichung in 
t wieder vom dten Grade, deren Lösungen t, t17 • • • tt—i, und die dem 
Werthe ta von t entsprechenden Werthe von u, ul7 • • • vl7 * • • 

la) (a) (a) (a) (a) (a) (a) 
W > 4 > > - ' % > V l > V2 > * * " V

Q > 

endlich der entsprechende Ausdruck von z #a7 so wird, da 

0 = + log v? + log <* + . . . + log v> 

ist, der Ausdruck 

(130) - ' ^ ä ^ ^ J = L = ļ2« (a) 

i 1 i fu, (l)«*1) (d —1)I*(^ — * ) \ , 1 i / w, ( l ) J 1 ) (rf — l)M<d — ! ) \ 

+ hT l oelV Y ? •••*; % j 
bekanntlich wieder ein Integral der Differentialgleichung (127) sein, 
worin die einzelnen algebraischen Functionen rationale Functionen 
der t sind, welche die Lösungen einer irreductibeln algebraischen 
Gleichung dten Grades vorstellen, deren Coëfficiënten rational aus 

x7 Y17 Y27 • • • Ym, zusammengesetzt sind. Der Ausdruck ^ u^ ist 

jedenfalls eine rationale Function von x7 Y17 • • • Ym7 y\ nehmen wir 
nun an, dass die Grössen uly u27 • • • uQ rational aus x7 Y17 • • • Ym,  
zusammengesetzte Functionen sind — was also z. B. immer eintritt, 
wenn die reducirte lineare Differentialgleichung nur aus jenen Grössen 
x7 Y17 • • • Ym7 rational zusammengesetzte algebraische Integrale 
besitzt — so wird 

(1) (2) (d — 1) 

sein, und da va #„ • • • «4 a l s rationale symmetrische Function 
der Lösungen der £-Gleichung rational durch x7 Y19 * • - Ym7 aus
drückbar ist, so wird die vorgelegte nicht homogene lineare Differen-
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tialgleichung nach (130) ein Integral von der Form haben 

z = V + \ log F, + - log F2 + • • • + - 5 - log V4, 

worin TJ1 , • • • Uqy V1} • • • Fç rational aus , Y1; • • • Ym} y zu
sammengesetzt sind. 

Hat also eine lineare nicht homogene Differentialgleichung ein In
tegral von der Form 

Z = + Ut log Vx + log V2 H 1- Wç l o g Vç , 

worin , , • • • UQ, V17 • • • - algebraische Functionen bedeuten, und 
die Functionen u1} u2, • • • UQ sind rational durch die Coëfficiënten der 
Differentialgleichung ausdrückbar, so besitzt die Differentialgleichung 
auch stets ein Integral von der Form 

z = U+ - ^ log Vx + 1 - log V2 + • • • + - 1 - log r9, 

tvorin ô eine positive ganze Zahl und U7 V1} V2, • • • VQ ebenfalls ra
tional durch die Coëfficiënten der Differentialgleichung ausdrückbar sind. 

So hat die Differentialgleichung 

dz z x* 

~^~~^~ a(l+a*)T 
das allgemeine Integral 

8 = X log (1 + X*) + CX , 

indem die reducirte Differentialgleichung 

dx x 

nur die rationalen algebraischen Integrale z — ex besitzt, während 
die Differentialgleichung 

dz z l 
dx x 2 

das Integral 
z± = x log ļ / , 

also auch das Integral 
z2 = x log (— ļ/a?), 

und somit auch das Integral 

hat. 
Es bedarf kaum einer näheren Auseinandersetzung, dass ähnliche 

Sätze gelten für Integrale linearer Differentialgleichungen, welche 
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die Form haben 
( 1 3 1 ) • • • Z = U + l o g V1 + U2 l o g V2 + • • • + Ux l o g Vx 

+ \ Vi ds + 1 2ds 4 1- wij yids, 
worin uy u±, • • • Mx, t?,, v2 • • • vXi w17 w2, • • • №, Su Š2> * * • fe alge
braische Functionen von x, und y1? «/2 • • • yx ebensolche von s bedeuten, 
und es wird genau so geschlossen werden können, dass, wenn eine 
lineare nicht homogene Differentialgleichung ein Integral von der Form 
(131) besitzt, und die Functionen u17 u27 • • • uX} w17 w17 • • • wx sind 
rational durch die Coëfficiënten der Differentialgleichung ausdrückbar, 
die Differentialgleichung auch stets ein Integral von der Form hat 

+ ~1 2 / yids^ h ļ / yids, 
in welchem U7 V17 • • • V^ rationale Functionen der Coëfficiënten der 
Differentialgleichung sind7 während r\f die Lösungen einer Gleichung 
pa

ten Grades bedeuten, deren Coëfficiënten rational aus den Coëfficiënten der 
Differentialgleichung zusammengesetzt sind7 und für welche die diesen 
Grenzen zugehörigen Irrationalitäten durch eben diese Grenzen und die 
Coëfficiënten der Differentialgleichung rational ausdrückbar sind; ferner 
ist unmittelbar zu erkennen, dass unter der Annahme, dass nicht 
zwischen den im Integrale (131) vorkommenden Logarithmen und 
AbeVsehen Integralen lineare Beziehungen mit algebraischen Coëfficiën
ten stattfinden, die Grössen u17 u27 • • • uX7 w17 w27 • • • wx algebraische 
Integrale der reducirten Differentialgleichung sein werden. 

Nachdem wir oben lineare nicht homogene Differentialgleichungen 
kennen gelernt, für welche ein Integral aus multiplicativen Zu
sammensetzungen von algebraischen Functionen mit logarithmischen 
Functionen und Abel'schen Integralen besteht, wollen wir die Frage 
allgemein aufwerfen, welcher Natur die Zusammensetzung eines 
solchen Integrales aus algebraischen Functionen und Abel iehen 
Integralen — indem wir die Logarithmen auch als Integrale alge
braischer Functionen auffassen — überhaupt sein muss, wenn die 
Grenzen der AbeTschen Integrale algebraische Functionen der 
Variabein sein sollen. Sei also ein particuläres Integral der linearen 
Differentialgleichung 

(132) - - • - zt = ƒ( x, Çyxds7 Çy2ds7 • • - jyQds \, 
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in welchem v1} v2} • • VQ algebraische Functionen von x, und 1, 2>',  

ebensolche von s bedeuten sollen; bildet man aus (132) die successiven 

Differentialquotienten -~-, , ļ , • • —, in welchen die Ab-
( X (IOC dx^ 

leitungen der AbeTschen Integrale sämmtlich algebraische Functionen 
von x werden, und setzt alle diese Werthe in die Differential
gleichung (127) ein, so erhält man, wenn 

(133) ^ =J yt ds, £2 =J y2 ds, •-• £ç =J yQds 

gesetzt, £1? Ç2, • • • t,Q also als particuläre Integrale der resp. Differen
tialgleichungen erster Ordnung 

^ ± M ' dx Wi)Vl dx > dx ~ vSW*. dx > dx Wahç dx 
betrachtet werden, eine algebraische Gleichung 

(135) • • • • * > , &, g,, •••Ļ) = 0 
zwischen £1; £2, • • • Çç. Nimmt man nun an, dass zwischen den In
tegralen Çl9 £2, • • • ÇQ unter einander eine algebraische Beziehung 
nicht besteht — indem man im entgegengesetzten Falle die Anzahl 
der Integrale im Ausdrucke (132) von vornherein kleiner annehmen 
dürfte — so muss die Gleichung (135) identisch sein und also auch 
bestehen, wenn £1; £2, • • • ÇQ durch die Grössen ersetzt werden 

Si + Pi> £2 + f*2; "-Ļ + PQ, 
worin fa, [i2> ' ' ' PQ willkürliche Constanten bedeuten, und da die 
Ableitungen dieser Grössen auch den Gleichungen (134) genügen, 
so folgt, dass der dem Ausdrucke (132) 

(136) •••• * , = ƒ ( * , &, s,, - . . y 
analoge Ausdruck 

(137) z2 = f{x, ti + f*i, £2 + <*2> • • * SQ + f*ç) 
wiederum ein particuläres Integral der Differentialgleichung (127) 
sein wird — ein Resultat das wir auch aus den im zweiten Kapitel 
bewiesenen Sätzen von der Erhaltung der algebraischen Relation 
zwischen Integralen verschiedener Differentialgleichungen (127). und 
(134) hätten entnehmen können. Seien nun 

* W , * W , - • • *<«> 

m particuläre Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung 

9 (138) — + Y1 -— -~ -\ h Ym0 = , 
v J dxm ^ 1 dx'"-1 ^ ^ ' 

so ist jedes Integral der Gleichung (127) in der Form enthalten 
s = 0t + M^ + M2gM H 1- Mms№, 
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worin 1 M2, * • • Mm Constanten bedeuten, und somit auch 

(139) - •. - z2 = ex + v ^ + v2 sP) -\ + vmi№. 

Aus (136), (137) und (139) folgt 

(140) . . . . f(z, ti + ft, t2 + lhreu £? + ft) = > , b i , • • • S?) 

für jedes Werthesystem der Grössen fa, (i27 ' ' ' ft un(^ dazugehörige 
vi> v2) ' ' ' vm] inachen wir nun die Annahme, dass die Function ƒ 
nicht schon eine lineare Function der Grössen Ç1? £2, • • • ÇQ ist — 
welche Form wir auch im allgemeinen Falle unter gewissen, gleich 
anzugebenden Beschränkungen erhalten werden — so wird man für 
die willkürlichen Constanten 2, • • • ft m solche Werthecomplexe 
wählen können, dass die durch Einsetzen dieser Werthe von p und 
der entsprechenden von v aus (140) hervorgehenden m Gleichungen 
die m Grössen g№} tß\ • • • g№ algebraisch durch die Grössen 
£i> &2? * ' * Sç bestimmen werden. Machen wir nun die Annahme, 
dass die Fundamentalintegrale der reducirten Differentialgleichung (138) 
nicht algebraische Functionen derjenigen Ab einsehen Integrale sind, 
welche in dem Integrale (132) der nicht homogenen Differential
gleichung enthalten sind, so muss die Gleichung (140) eine in den 
Grössen £1? £2, • • • ^ identische sein, und setzt man daher 

& = £* = •• - = ^ = 0 , 
so folgt 

(141) - - . • f{x, ļi1} ft, • - - ft) = f(x, 0, 0, . . . 0) 
+ ViffV + V2№ H f- Vmdm) , 

woraus sich z^\ é®7 • • • £(m), indem man wieder m Werthecombina-
tionen der ļi wählt, in welchen die ƒ-Function der Annahme nach 
nicht linear ist, als algebraische Functionen ergeben würden. Ver
möge (141) geht nun die Gleichung (140) in die Beziehung über 

(142) . . . . fix, fc + , - - • $ + ft) = fix, ļ17 - - - b) 
+ f ( , f*i» • • • ft) — «» 0, . . . 0 ) , 

woraus wieder, weil dieselbe vermöge der Irreductibilität der Ab ein
sehen Integrale in den £ -Grössen identisch sein muss, aus bekann
ten Gründen folgt, dass 

(143) • . . . fix, ix, %2, • - • Ļ) = & + u2%2 -ļ h UQSQ + w 

ist, worin 1 , • . . Uç, algebraische Functionen von x bedeutA, 
welche nach (141) mit den Fundamentalintegralen der reducirten 
Differentialgleichung durch die Beziehung verbunden sind 

(144) ^ f t + U2\b2 ^ (- Ugļlņ = VX0P> + V2№ H 1- VmZ^ ; 
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es geht daher (136) über in 

#i = Wļ6i + «*& H h «*<>£«> + * 
oder 

»i «Ja P Ç 

(145) zx = «i ƒ & ds + u2J y2ds-{ + UçJ yqds + u, 

und es werden wieder, wie schon unmittelbar aus der Gleichung (144) 
hervorgeht, die algebraischen Functionen , 2, • • • uQ particuläre 
algebraische Integrale der reducirten Differentialgleichung sein. 

Wir finden somit, dass, wenn eine lineare, nicht homogene Differen
tialgleichung ein aus der Variabein und Abel'sehen Integralen alge
braisch zusammengesetztes Integral besitzt, unter der Voraussetzung, dass 
die Fundamentalintegrale der reducirten Differmitialgleichung nicht alge
braische Functionen derselben AbeVsehen Integrale sind, dieses Integral 
eine lineare Function jener Abel'sehen Integrale sein muss, deren 
Coëfficiënten algebraische Functionen der Variabein sind. 

So hat z. R die Differentialgleichung 

dz 2 
dx x 7 

deren reducirte Gleichung -5 z — 0 das allgemeine algebraische 

Integral z = ex2 besitzt, das algebraisch-logarithmische Integral 

zx = x2 log x. 

Lassen wir jedoch die Voraussetzung fallen, dass die Funda
mentalintegrale der reducirten Differentialgleichung nicht algebraische 
Functionen derjenigen Ab einsehen Integrale sind, welche in dem 
Integrale der nicht homogenen Differentialgleichung enthalten sind, 
so wird man nicht mehr schliessen können, dass z eine lineare 
Function jener Abel'schen Integrale sein muss, wie dies auch in 
der That nicht der Fall ist; so hat z. B. die Differentialgleichung 

d2z 1 dz , z 2 

dx2 x dx *~ x2 x } 

deren reducirte Differentialgleichung 

d2z 1 dz , z   
dx2 x dx ' x2 

die beiden particulären Integrale 

0Ì1) = x und #№ = x log x 

besitzt, das particuläre Integral 

0 = x -f- # (log x)2. 
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§ 14. 
Eigenschaften der algebraischen Grenzen solcher Integrale linearer 

Differentialgleichungen, welche aus algebraisch - logarithmischen 
Functionen und Abel 'schen Integralen zusammengesetzt sind. 

Wir haben bisher die Frage behandelt, was aus der Annahme 
eines Integrales einer linearen Differentialgleichung, das sich aus 
algebraisch-logarithmischen Functionen und Abel'schen Integralen 
zusammensetzt, geschlossen werden kann für die Beschaffenheit 
anderer ähnlicher, nothwendig existirender Integrale eben dieser 
Differentialgleichung] wir wollen jetzt die Frage aufwerfen, was sich 
unter gewissen Bedingungen von den Eigenschaften eines jeden In
tegrales einer linearen Differentialgleichung aussagen lässt, welches 
wieder aus algebraisch-logarithmischen Functionen und AbeFschen 
Integralen zusammengesetzt ist -r- zwei Fragen, welche für die ein
fachste Differentialgleichung 

dz   
~dx y> 

also für Quadraturen zusammenfallen, da die Integrale sich nur um 
Constanten unterscheiden. 

Hat die lineare Differentialgleichung 

( 1 4 6 ) . . . . ^ + F 1 ^ ä - + ...+ r._1^+rB(, = , 
ein algebraisches Integral zļ9 das als Lösung einer irreductibeln alge
braischen Gleichung dargestellt sein mag, deren Coëfficiënten rational 
aus x, Y1} Y2, • • • Ym und y zusammengesetzt sein sollen, so wird, 
wenn 02 irgend eine andere Lösung dieser algebraischen Gleichung 
bezeichnet, aus früher entwickelten Gründen z2 ebenfalls jener Differen
tialgleichung genügen, woraus die beiden Beziehungen 

•£ -+*•• -££-+•• •+*-*-» v . 

folgen, und hieraus wieder 

(147) . . . . dm{Zļ~Zi) + d'n~^ZlL + -• + r m < A - * 2 ) = 0 , 

d. h. es wird #t — z2 ein algebraisches Integral der reducirten Differen
tialgleichung sein. Hat nun die reducirte Differentialgleichung entweder 
gar kein algebraisches Integral oder nur sokhe algebraische Integrale, 
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welche rational durch die Grössen x, Yx, Y2, • • • Ym und y ausdrück
bar sind, so muss im ersteren Falle zx—£2 = 0 sein, was der Irre-
ductibilität der die Grössen zx und z2 definirenden algebraischen 
Gleichung widerspricht, und im zweiten Falle müsste 

(148) . . . . * , = *, + F(x, Yu Y2i...Ym, y) 

sein, worin F eine rationale Function bedeutet; aber dann würden, 
wenn jene algebraische Gleichung 

(149) *«+,»,(*, r „ Y%,..Ym,y)f-*+.. +<p,{x, Tlt T„-Tm,l,)=0 

lautet, worin die <p ebenfalls rationale Zusammensetzungen aus
drücken, die beiden Gleichungen bestehen 

+ <Pi (x, Yir-- Ynn y)z\~~x H h q>*(œ, Y19... Ymì y) =  

und 

(,l+F(x,Y1,..-Ym,y)Y 
+ 9t(x, Ti, • • • Ym, y) ķ + F^x, Yu... Ym, y))*-1 + • • • 

h 9>*0, Yx, • • • Ym, y) = 0 , 

aus denen durch Subtraction 

*-F{x, 1 , . . . », ) < - 1 + - " - 0 

folgt, es würde also #x einer Gleichung — l ten Grades genügen mit 
Coëfficiënten, welche rational in x, Ylf • • • Ym, ausdrückbar sind, 
was wieder wegen der Trreductibilität der Gleichung (149) unmög
lich ist. Besteht also die oben gemachte Annahme für die reducirte 
Differentialgleichung, so darf die Gleichung (149) nur eine Wurzel 
haben, muss also linear sein, und es wird somit das vorgelegte 
algebraische Integral zx rational durch x, Yx, Y2, • • • Ym, aus
drückbar sein. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Hat eine lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein alge
braisches Integral, und die reducirte Differentialgleichung hat entweder 
gar kein algebraisches Integral oder nur solche, welche rational aus den 
Coëfficiënten der gegebenen Differentialgleichung zusammengesetzt sind, 
so wird sich das Integral der nicht homogenen Differentialgleichimg als 
rationale Function der Coëfficiënten derselben darstellen lassen. 

So hat die Differentialgleichung 

da ihre reducirte Gleichung 

i L ± J L _ o 
d'x ' 2x 
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das allgemeine, in den Coëfficiënten der Gleichung (150) rationale 

Integral z = besitzt, das in eben diesen Coëfficiënten rationale 
yx 

Integral 
z = — x . 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn Yl9 Y2, • • -'Ym ganze 
Functionen von x sind, die reducirte lineare Differentialgleichung, 
deren Coëfficiënten überall eindeutig und in der Endlichkeit endlich 
sind, nach den Untersuchungen von F u c h s , bekanntlich nur solche 
algebraische Integrale besitzen kann, welche in der Endlichkeit überall 
endlich und eindeutig, also ganze Functionen sind-, es ist somit der 
obigen Bedingung, dass die etwaigen algebraischen Integrale rationale 
Functionen der Coëfficiënten der nicht homogenen Differentialgleichung 
sein sollen, von selbst genügt, und wir erhalten den Satz: 

Hat eine lineare nicht homogene Differentialgleichung, für welche 
die Coëfficiënten der linken Seite sämmtlich ganze Functionen der Variabein 
sind, überhaupt ein algebraisches Integral, so ist dieses stets als rationale 
Function von x und der rechten Seite der Differentialgleichung cms-
drüchbar, 
ein Satz, der sich auch unmittelbar aus der Integrationsmethode 
mit Hülfe der Variation der Constanten und dem Abel'schen Satze, 
die algebraischen Werthe von Integralen algebraischer Functionen 
betreffend, herleiten lässt. 

Wir können aber den oben bewiesenen Satz noch in anderer 
Weise begründen und aussprechen. Bildet man nämlich mit einer 
algebraischen Function z und beliebigen algebraischen Functionen 
^i? 2̂> " • * Ym den in z und den Ableitungen dieser Grösse linearen 
Ausdruck 

(M)....*--£r + r1-£s- + ...+ v . 
so ist dieser bekanntlich als rationale Function von z, x, Ylf Y2} •• Ym 

und einer willkürlich angenommenen algebraischen Function dar
stellbar, wenn wir uns z als die Lösung einer irreductibeln alge-

. braischen Gleichung xten Grades vorstellen, deren Coëfficiënten rational 
aus x9 Y1} Y29 • • • Ym und zusammengesetzt sind, so dass 

(152) Z = *&, Ti, • - • . , ) « " - 1 + * ( * , I i , . - • », »)*•-» + - - -

h *«(«, Ti, • • • «, ) 

wird, wenn die rationale Functionen bedeuten. Stellt man nun 
diesen Ausdruck mit der die Grösse s definirenden Gleichung 

(153) *- + W « , Yi, • • Ym, y)^-1 + • • • + q>x(x, Tlt • • Ym, y) = 0 
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zusammen, so haben die beiden Gleichungen jedenfalls eine #-Grösse 
gemein; haben sie nur eine gemein, so würde die Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers bereits z als rationale Function 
von x, Y1} • - • Ym, y und Z liefern; ist dagegen der grösste gemein
schaftliche Theiler von höherem Grade, so müssten mehrere Werthe 
von z z. B. zx und z2 dem Ausdrucke Z denselben Werth ertheilen. 
Nehmen wir nun aber an, dass entweder überhaupt nicht zwei 
#-Werthe existiren, welche dem Ausdrucke Z denselben Werth er
theilen oder dass, wenn solche existiren, diese sich nur um eine in 
x, Yt, • • • Ym, y rationale Function unterscheiden können, so würde 
aus der ersten Annahme unmittelbar, aus der zweiten auf Grund 
des oben bewiesenen Satzes, dass zwei Lösungen der irreductibeln 
Gleichung (153) sich nicht nur um eine Function unterscheiden 
können, welche rational aus x, Y17 • • • Ym, y zusammengesetzt ist, 
folgen, dass jener grösste gemeinschaftliche Theiler nur vom ersten 
Grade sein kann, und daher z mit Hülfe von x, Y1} • • • Ym, y 
rational durch Z ausdrückbar sein; es folgt also der Satz, dass, wenn 
z- die Lösung einer irreductibeln algebraischen Gleichung ist, deren 
Coëfficiënten rational aus x und willkürlichen algebraischen Functionen 
Yx, Y2, • • • Ym, yly y2y ' ' ' zusammengesetzt sind, und der Ausdruck 

Z=_^l_ + Y dm-xz _j ļ_ Y 
dxm ^ 1 dx™-1 ^ - ™* 

nimmt überhaupt nicht für zwei Lösungen dieser Gleichung denselben 
Werth an oder nur für solche, deren Differenz eine rationale Function 
der Grössen x, Y1} Y2, • • • Ym, y17 y2, • • • yn ist, so muss sich z 
rational durch x, Y1} • • • Ym\ yl7 y2, • • • yn und Z ausdrücken lassen, 
und es ist unmittelbar zu sehen, dass dieser Satz nur eine andere 
Ausdrucksweise des früheren ist, weil, wenn zwei Werthe zx und z2 

dem Werthe Z denselben Werth ertheilen, Z = 0 nothwendig das 
Integral z± — z2 hat, und Z das frühere der Gleichung (146) ist. 

Von diesem Gesichtspunkte aus können wir aber offenbar den 
Satz auch allgemeiner so aussprechen: 

Lst z die Lösung einer irreductibeln algebraischen Gleichung, deren 
Coëfficiënten rational aus x, Y19 Y2, • * • Ym, y17 y2, • • • yn zusammen
gesetzt sind, und nimmt der Ausdruck 

Z - F ( * , Y l t Y a t . . . ¥ „ , , , £ , . • • - £ - ) , 

worin F eine rationale Function bedeutet, überhaupt nicht für zwei 
Lösungen dieser Gleichung denselben Werth an oder nur für solche, deren 
Differenz eine rationale Function der Grössen x, Yt, • • • Ym, yt, • • • yn 
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ist, so muss sich 0 rational durch x, Yly • • • Fm , yt, • • • yn und Z 
ausdrücken lassen. 

Nehmen wir nunmehr an, dass die Differentialgleichung (146) 
ein logarithmisches Integral von der Form 

(154) • • • • 0X = A log v 
habe, worin A eine Constante und v eine algebraische Function ist, 
welche der irreductibeln algebraischen Gleichung genügt 

(155) f{v) = ^+9l(x, »-- Ym,yY~i + -- + w(x, Yir- Tm,y)=0, 

so wirçi, wie früher gezeigt worden, Ym = 0 sein müssen, und wenn 
\ VJ vi> v2> ••* vz—i die Lösungen der Gleichung (155) sind, so wer-
( den bekanntlich auch A log vtì A log v2, • • • A log vx—i Integrale 
} der vorgelegten Differentialgleichung sein. Ist nun die Gleichung 

(155) von einem höheren Grade als dem ersten, so würde, weil 
A log v und A log vx Integrale der Gleichung (146) sind, der Ausdruck 

A log — 

ein Integral der reducirten linearen Differentialgleichung sein. Hat die 
letztere nun, vom constanten Integrale abgesehen, gar kein logarith
misches Integral dieser Form, so muss die algebraische Gleichung 
(155) nothwendig vom ersten Grade gewesen sein, d. h. der Loga-
rithmand v des angenommenen logarithmischen Integrales ist eine 
rationale Function von x, Y19 • • Ym—i, - Nehmen wir zweitens an, 
die reducirte Differentialgleichung habe logarithmische Integrale 

, i dieser Form, aber nur solche, deren Logarithmand rational durch 
:x, Y1} • • - Ym_1, y ausdrückbar ist; dann würde folgen, dass vx = vr 
ist, worin r den rationalen Charakter hat, und somit nach (155) 

/ X « i ) - / ( « * • ) - 0 

sein, woraus sich wegen der Irreductibilität der Gleichung offenbar 
auch 

f(vr2) = 0 / ( ; 3) = 0 ; ••• 

ergiebt, so dass einmal vrâ — v, d. h. râ = 1 sein muss, somit r eine 
Constante und zwar eine <?te Einheitswurzel ; es nimmt daher die 
Gleichung (155) die Form an 

(156) . . . . &' + <pd{x7 Ylf • • - rm_!, y)t*<-i>' + . . . 

h 4>^{x, Y19 • « • « - ! , ) = 0. 

Setzt man nun 
v' = F , 

so wird nach (154) das Integral zx übergehen in 

(157)..-.^ = 4 l o g F , 
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worin V nach (156) durch die Gleichung definirt ist 

(168) . . . . F* + 9â(x, Y19 - - • Ym.h y) F ? - 1 + - • -

h < ( , Y1}. •. _ 1 ; y) = 0 , 

deren Grad (i kleiner als der Grad m der die Function v definiren-
den Gleichung (155) ist. Ist nun ^ > 1, so kann man genau ebenso 
das Integral zx in die Form setzen 

* = -ér los w> 
worin W einer Gleichung ļi^** Grades von der Form genügt 

TT". + ( , Y1}. • Ym^,y) №>-*• + • • + *fll (x, Yu • • Ym^, y ) = 0 , 
in welcher ļix < ļi ist; setzen wir dieses Verfahren fort, so müssen 
wir zu einem logarithmischen Ausdrucke für das Integral zx gelangen, 
dessen Logarithmand durch eine lineare Gleichung definirt ist, also 
rational durch x, Y± • • Ym—i, ausdrückbar ist. Wir erhalten somit 
den folgenden Satz: 

Hat eine lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein loga
rithmisches Integral von der Form 

A log v, 

worin A eine Constante und v eine algebraische Function von x ist, 
so lässt sich dieses, wenn die reducirte Differentialgleichung entweder 
gar kein logarithmisches Integral dieser Form besitzt oder nur solche, 
deren Logarithmand rational aus den Coëfficiënten der nicht homogenen 
Differentialgleichung zusammengesetzt ist, in die Form 

— log I F 

hingen, worin m eine ganze positive Zahl und W eine in den Coëffi
ciënten • de% Differentialgleichung rational ausdrücJcbare Function be
deutet. 

So hat z. B. die Differentialgleichung. 

dx* + ^ x) dx -~X> 

deren reducirte Gleichung 

•JET + ( 2 + —) -j^ = 0 

das allgemeine, nicht logarithmische Integral besitzt: 

x e 3 dx -{- ci ? 

das Integral 
# = log X. 

Königsberger, Differentialgleich. 13 
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Nach den früheren Auseinandersetzungen ist unmittelbar ein
leuchtend, dass der oben ausgesprochene Satz auch gültig ist, wenn 
das logarithmische Integral die Form hat 

0 = U log V , 

worin v eine algebraische, eine in x, Y1} • • • Ymy rationale 
Function bedeutet, es wird sich also auch dann dieses Integral stets 
in die Form setzen lassen 

* = -£-log«>, 

worin m eine ganze Zahl, und w eine in den Coëfficiënten der 
Differentialgleichung rationale Function bedeutet; und ein ähnlicher 
Satz gilt offenbar auch, wenn das Integral von der Form 

z = U-f-- log v 

ist, worin v und U algebraische Functionen der Variabein, und  
eine rationale Function der Coëfficiënten der Differentialgleichung be
deuten, wie man leicht folgern kann, wenn man wieder wie oben 
eine Hülfsgrösse t einführt, durch welche sich v und U mit Hülfe 
der Grössen x, Y1} Y2 • • • Ymy rational ausdrücken lassen. 

Habe jetzt die lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein 
Integral von der Form 

(169) ••.-s1 = u fads, 

in welchem und v algebraische Functionen von x> und Y eine alge
braische Function von s bedeutet, so möge auf die Differential
gleichung (146) die Substitution ausgeübt werden 

(160) z = ujtdx, 

dann geht dieselbe, da nach früheren Auseinandersetzungen ein 
particuläres Integral der reducirten Differentialgleichung 

(161) *!*- + *^* .1 |_ Ymz = 0 
V J dxm ^ * da?"-1 ^ 'T ™ 

sein musste, bekanntlich in eine lineare nicht homogene Differential
gleichung m — l ter Ordnung in t über von der Form 

welche vermöge der aus den beiden Gleichungen (159) und (160) 
entspringenden Relation 

V 

iYds = i\dx, 
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oder 

( 1 6 3 ) . . . . * = ( Y ) . - g -

ein algebraisches particuläres Integral haben wird, und deren Coëffi
ciënten Z1} Z2i • • • —i rational aus x, Yt, Y2 • • • Ym und der 
algebraischen Function zusammengesetzt sind. Bemerkt man nun 

.aber, dass dieselbe Substitution (160) auf die reducirte Differential
gleichung (161) angewendet, die Differentialgleichung 

(164) . . . . - Ļ- + Z, - Ļ 4 h Zm-i t = 0, 
J dxm-± - 1 dxm-2 T 'T- m 1 , 

d. h. die aus (162) reducirte Differentialgleichung liefert, so gilt für 
die Gleichungen (162) und (164) der oben bewiesene Satz, dass 
jenes algebraische Integral der Gleichung (162) rational durch 
x, Y1} Y2, . • « Ym, und ausdrückbar ist, falls die reducirte 
Gleichung (164) entweder gar kein algebraisches Integral hat oder 
nur solche, welche rational durch x9 Ylf F2 , • • • Ym, und aus
drückbar sind. Hat aber die Gleichung (164) gar kein algebraisches 
Integral, so hat nach (160) die Gleichung (161) kein Integral, wel
ches aus dem Producte von in ein AbeTsches Integral besteht, 
und hat die Gleichung (164) nur solche algebraische Integrale, welche 
rational in x, Ylf Y2, • « • Ym, und ausdrückbar sind, so hat 
(161) zwar solche Integrale, aber von der Beschaffenheit, dass der 
Differentialquotient t des aus jenem Integrale und der algebraischen 
Function gebildeten Quotienten rational in x, Yly • • • Ym, und  
ausdrückbar ist — in beiden Fällen folgt, dass 

(165) -... J tax = f Yds 
ist, worin t rational durch x, Y1} ••• Ym} und darstellbar ist. 
Findet aber- eine Gleichung von der Form (165) statt, so war früher 
nachgewiesen worden, dass dann auch, wenn das Abel'sche Integral 
der rechten Seite zum Geschlecht p gehört, 

p 

(166) . . . . f tax = -} ]>}fYds + « 

ist, worin Ô eine ganze positive Zahl, und v1} v21 • • • vp Lösungen 
einer algebraischen Gleichung pten Grades sind, deren Coëfficiënten 
rational durch x und t, d. h. rational durch x7 Ylf • • • Ymj und  
ausdrückbar sind, während die zugehörigen Werthe von Y aus eben 
diesen Grössen und den respectiven Werthen va rational zusammen
gesetzt sind, endlich w eine algebraisch-logarithmische Function von 
demselben Charakter bedeutet. Es folgt somit der nachstehende Satz: 

13* 
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Hat eine lineare, nicht homogene Differentialgleichung ein Integral 
von der Form 

V 

z = f Yds 

tvorin und v algebraische Functionen der Variabein x sind, und be
sitzt die reducirte Differentialgleichung entweder gar hein Integral, 
welches durch dividirt ein AbeVsches Integral wird, oder, wenn es 
ein solches wird, für die algebraische Function des Abel'sehen Integrales 
eine rationale Function von und den Coëfficiënten der Differential
gleichung liefert, so lässt sich jenes Integral auch stets in die Form 
setzen 

P !? 

* = ļ 2j Yds + w, 
worin eine ganze positive Zahl, v1} v2,---vp, wobei p das Geschlecht 
von Y bezeichnet, Lösungen einer algebraischen Gleichung pten Grades 
sind, deren Coëfficiënten sich rational durch x, Yt, • • • Ym, y und  
ausdrücken lassen, während die zugehörigen Werthe von Y aus eben diesen 
Grössen und den respectiven Werthen va rational zusammengesetzt 
sind, endlich w eine algebraisch-logarithmische Function von demselben 
Charakter bedeutet 

Ist selbst rational aus x, Y1} - • • Ym und zusammengesetzt 
oder eine Constante — was z. B. der Fall wäre, wenn die reducirte 
Differentialgleichung (161) nur solche algebraische Integrale hätte, 
welche rational durch eben diese Grössen ausdrückbar sind — dann 
werden auch die Coëfficiënten der die Grössen vl7 v2, • • • vp definiren-
den Gleichung rational aus den Coëfficiënten der Differentialgleichung 
selbst zusammengesetzt sein. 

Nehmen wir allgemeiner das Integral in der Form an 

(167) • • • • z = uj Y«Hs + uJ Y^ds -1 1- ļ Y^ds -f- , 

in welchem u1} u2, • • • uQ, vly v2, • • • vQ, algebraische Functionen von x, 
und Y(1>, Y^\ • • • YW ebensolche Functionen von s seien, so werden 
offenbar wieder ux, u2, ••• uQ unter der Voraussetzung der Irreducti-
bilität der in (167) vorkommenden Abel'schen Integrale particuläre 
algebraische Integrale der reducirten Differentialgleichung sein müssen, 
und macht man somit die Substitution 

(168) • • • • z = ļ tdx, 

so wird man wie oben auf eine lineare Differentialgleichung m — Ver 

Ordnung geführt, deren rechte Seite wieder y ist, und welche ver-
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möge (167), wie man leicht sieht, ein particuläres Integral von der 
Form hat 

(169) ....t=U2J Y^ds -f JjA Y^ds H h U9j Y®ds + ü, 
in welchem U, U2, • • UQ wiederum algebraische Functionen von x sind, 
die zugleich algebraische particuläre Integrale der reducirten č-Differen-
tialgleichung darstellen, und welches ein AbeTsches Integral weniger 
hat. So kann man durch successiv angewandte Substitutionen von 
der Form (168) die gegebene lineare Differentialgleichung auf eine 
andere nicht homogene reduciren, deren rechte Seite der der gegebenen 
Differentialgleichung gleich ist, und welche dann ein Integral von 
der Form 

hat, in welcher W und Wt algebraische Functionen von x bedeuten; 
auf diese können dann die oben gemachten Schlüsse angewandt 
werden, und hiervon ausgehend kann man dann in unmittelbar ersicht
licher Weise zurückschliessen. 

Die Bedingung für die rationale Ausdrückbarkeit der Coëfficiënten 
der die Grenzen der AbePschen Integrale bestimmenden Gleichung 
durch die Coëfficiënten der Differentialgleichung lässt sich aber noch 
bedeutend einschränken und ganz ebenso formuliren, wie es oben 
für logarithmische Integrale geschehen ist, indem dort die reducirte 
Differentialgleichung nicht nur im Allgemeinen, wie es hier jetzt ge
schehen ist, der engeren Bedingung unterworfen wurde^ nicht durch 
Abel'sche Integrale befriedigt zu werden oder nur solche mit bestimmter 
Eigenschaft der Grenzen zu besitzen, sondern dass sie bloss nicht 
logarithmische Integrale oder nur logarithmische Integrale von be
stimmter Beschaffenheit des Logarithmanden besitzen sollte. Ganz 
ähnlich lassen sich die Sätze auch hier gestalten, und die Art des 
Beweises führt zu interessanten Betrachtungen, welche der Trans
formationstheorie der Transcendenten angehören. 

Habe also eine nicht homogene lineare Differentialgleichung 
(146) zum Integral ein elliptisches Integral, welches mit beliebigen 
algebraischen und logarithmischen Functionen additiv verbunden sein 
mag, also in der Form dargestellt werden kann 

(170)....*=J^f-+!7, 
worin 

_ (171).... j (g) = ( ^ ) (l - *T), 
ƒ'(£) eine rationale Function von £? die Lösung einer irreductibeln 
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algebraischen Gleichung Aten Grades 

(172) . . . . <p(u) = 0 

bedeutet, deren Coëfficiënten rationale Functionen der Coëfficiënten 
der Differentialgleichung sind, und endlich U eine algebraisch-logarith
mische Function vorstellt, so bilde man in wiederholt angegebener 
Weise eine Grösse t, durch welche sich mit Hülfe der Coëfficiënten 
der Differentialgleichung die Grössen u19 ( ^) der in U enthaltene 
algebraische Theil w und die einzelnen Logarithmanden w19 w27 • • • wa 

rational ausdrücken lassen. Sei die irréductible algebraische Gleichung, 
welcher die Grösse t genügt 

(173) . . . . T=0, 

dz d2z so wird, wenn man aus (170) die Differentialquotienten -r—, -=—r, • • • 

berechnet und in die Differentialgleichung einsetzt, dieselbe, wenn für 
die Grössen ui} A(u^)7 w7 zvl7 w27 • • • iva ihre rationalen Ausdrücke 
in t gesetzt werden, in eine rationale Function von t übergehen, 
welche bekanntlich dann durch alle Lösungen von = 0 zu Null 
gemacht werden muss, woraus folgt, dass die diesen ^-Grössen ent
sprechenden Werthe von , ( ) , w, w17 • • • wa in (170) eingesetzt, 
Integrale der gegebenen Differentialgleichung liefern. Wählen wir 
nun alle diejenigen £-Werthe aus, welche und ( ) unverändert 
hissen — denn es ist nicht etwa auch t eine rationale Function der 
Grössen etc. — so werden wir eine Reihe von Integralen der 
Differentialgleichung von der Form erhalten 

* ==[ + wW + log "*?+ Ä* log «4° + • • • + A« Iog 1' 

** =f^W~+wm+A log ̂ 2)+ *log < + • • • + ° ios   
• j 

und es wird somit auch der Ausdruck 

(174) Žt=j^ģ- + W+ J^log TFÌ + B8log Wa+- +Balog Wb 

ein Integral der Differentialgleichung sein, worin die W} W17 • • - Wa 

als symmetrische Functionen der w-Werthe rational in den Coëffi
ciënten der Differentialgleichung ausdrückbar sind. Setzt man den 
Werth von Z in die Differentialgleichung ein, so ergiebt sich einer
seits aus derselben, dass ( ) sich mit Hülfe der Coëfficiënten der 
Differentialgleichung als rationale Function von darstellen lässt, 
andererseits folgt aber auch aus dem Früheren, dass, wenn man statt ux 
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irgend eine andere Lösung u2 der Gleichung (172) und für 4(u2) die
selbe rationale Function von u2 setzt, auch der Ausdruck 

(175) Z, -j'fJ§ģy + WV+Bi log W f + , log TT2
(l)+ • • + , log W? 

der Differentialgleichung genügt. Es wird daher 

1  

der reducirten Differentialgleichung 

genügen, oder auch der Ausdruck 

(178) • • • - 1 §- + X+G, log Xx + , log X, + • • • + CtlogXt, 

wenn X} Xiy • • - Xt wieder algebraische Functionen bedeuten, und 
/,nq\ dut du2 dv 

gesetzt ist, also die Relationen bestehen 

( 1 8 0 ) - . . . « » - - ^ - ' f ^ 
und 

{ibi)- • • - z7 <w2j — i _ * 4 8 » 2 " 

Nehmen wir nun an, dass die reducirte Differentialgleichung (177) 
gar kein Integral besitzt, welches aus algebraisch-logarithmischen 
Functionen und einem zur Irrationalität (£) gehörigen elliptischen 
Integrale additiv zusammengesetzt ist, oder, wenn es ebensolche In
tegrale hat, dass die obere Grenze des resp. elliptischen Integrales 
und die dazugehörige Irrationalität rational aus den Coëfficiënten 
der Differentialgleichung x7 YX1 Y2, • • • Y"m—i und zusammengesetzt 
ist, so würde, da in der Gleichung (180) einerseits ( ) eine ratio
nale Function von ut war, andererseits nach der eben gemachten 
Annahme v und z/ (v) rationale Functionen der Coëfficiënten der 
Differentialgleichung sein müssten, 

u2 = f(ui> x9 Yu Y2,- F m _ i , y) 

sein, worin f eine rationale Function der in der Klammer enthaltenen 
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Grössen bedeutet; da nun und u2 Lösungen der mit Adjungirung 
der Grössen x, Yl7 Y2) • • • F m _ i ; y irreductibeln algebraischen Gleichung 
(172) sind, so werden sich sämmtliche Lösungen derselben bekannt
lich in die folgende Gruppenform bringen lassen 

f Iti №o ^ 3 • • • • • tbfļ 

I (1) (1) (1) (1) 

(0) { Q 

L.(^-l) (a-l) (a-l) ( a - l ) 
l W l U2 U3 UQ , 

in welcher die Lösungen je einer Horizontalreihe die iterirten ratio
nalen Functionen ƒ des Anfangsgliedes einer jeden derselben sind, 
und somit z. B. der ersten Horizontalreihe von (0) das transcendente 
Gleichungssystem entspricht 

r Ui Ui V 

dĶ _ f dĶ ļ' dĶ 
J j{Ķ) J j(è) J ^(6) 

ļ V 
dĶ _ dĶ dĶ 

J J(Ķ) J J{Ķ) J d(Ķ)  
(182) . . . ' •{ 

1 f ' d è _ dĶ = dĶ 

J «) J J(Ķ) J (6) 
dĶ _ dĶ dĶ 

{ J ( ) J J{Ķ) J J(Ķ) > 
in welchem sich die Integrale vermöge der verschiedenen Wege noch 
um Vielfache der Periodicitätsmoduln unterscheiden können, woraus 
durch Addition 

(183) Q -ļ^- = + ' ' 

folgt, wenn m und m ganze Zahlen, œ und a>' zwei Elementarperioden 
des elliptischen Integrales bedeuten. Setzt man also 

dĶ 

so folgt 
(lö4) • • • • = sinam {w1} x), = smam ( wx -| ' , ) , 

( , 0 mœ + mm \  _[_ 2 - } % \ 7 . . . 

/ , / -,4 mœ -4-mm \ 
uQ = smam I w1 + (Q — 1) - , x j . 
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Wegen der ähnlichen für die Glieder der Gruppe je einer Verti-
calreihe bestehenden Beziehung erhält man z. B. für die Glieder der 
ersten Verticalreihe die Ausdrücke 

/ c\r\ • / \ (1) • / i 0 -f- tl (O \ 

(185) • • • • ux = smani (wl7 x), a t ' — smani ( w1 -f- ———-—, x ) , 
(2) • / . 0 (im + (i ' \ 

u\ == smani ļ wt + 2 • — — L — — , « ) , - • • 

^ = smam ( wt + (<* — 1) — L J-—> ) ? 
und ähnlich für die anderen Horizontal- und Verticalgruppen, so dass, 
wenn 

gesetzt wird, die die Grössen definirende Gleichung lautet: 

(186) sinam (w, x) — sinam (w19 x) 

[ , / . meo + m m \~\ smam (w, x) — smam \w1 -ļ , x\ 

[ / N • / - « ) -I- m'a' \~ļ sinam (w, x) — sinam lwx + 2 ——!
 ; x\ • • • • 

sinam (w, ) — smam iw1 + (p — 1) , j X 

sinam (w^x) — sinam (wi -f- — ' ft , x\ 

• sinam (w, x) — smam iw1 + — —- ļ !
 y x\ • • • 

[ / N • / , tico 4-ti'to' , , iN?Ä(ö + w'fl)' \"ļ sinam(w, x) — s m a m ļ ^ - f ——— ļ-(p — 1) — ; x\ 

• sinam (w, ) — sinam / ^ -1- ( — 1) ^ ,  

• smam (w, x) — sinam(^1 + (^—1) ——— 1 , ) . . . 

smani (w, x)— smam/ ^-}-(<?— 1) ļ-(p—1) - ; ) . 

Bekanntlich ist aber für eine Transformation ^ten Grades, wenn 

(187) . . . . + » '*- = & 
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gesetzt wird, den ursprünglichen, den transformirten Integral

modul, M den Multiplicator der Transformation bedeutet, 

( 10 \ ~ / x^ 

> V = I / ~T~ s^nam (̂ > Ä) ^ 
f a l (sinam (w, x)— sinam ( a ß , x)) 

i  

g-i " 
2 

lai (l — 2 sin2am (w, ) sin2am ( a ß , )) 
l 

Bildet man den Ausdruck 

(L) - . • . sinam (-^, ) — sinam ^ , A) , 

so wird dieser Ausdruck verschwinden, wenn w = ist, andererseits 

sieht man aber aus dem bekannten Ausdrucke" 

(189) • • • • sinam (-^-, Ù= 1 / -̂ — sinam (w, ) sinam ( -ļ- &7 *) 

• sinam (w -f- 2 & , ) • • • sinam (w + (Q — 1) ß , ) , 

dass der Ausdruck sinam (-^, Ù unverändert bleibt, wenn stat t w 

die Grösse w-\-v Sl gesetzt wird, worin v irgend eine ganze Zahl 
bedeutet, so dass der Ausdruck (L) auch verschwindet, wenn w = 
wt -f- £i, ivx + 2&, • • • wt + (Q — l ) ü gesetzt wird, und da nun aus (188) 
folgt, dass der Zähler des Ausdruckes (L) eine ganze Function ņtG7X 

Grades von sinam (iv, ) ist, so wird sich dieser in die Form setzen 
•lassen 

G(sinam (w, ) — sinam (w17 x)\ 

smani iîVj x) — smani iw1 -\ , \ ] * • • • 

• (s inam (w7 ) — sinam fw1 + (Q — 1) —~ , \ ) , 

worin eine Constante bedeutet, also in den ersten Tb eil der Gleichung 

(186) übergehen, und man sieht sofort, dass, weil die anderen Theile 

dieser Gleichung sich ebenfalls als die Zähler von Ausdrücken der 

Form 

sinam (-^ , A) — sinam \^ ^ — , kj 

darstellen lassen, während die Nenner dieser Ausdrücke nur für con

stante, nicht von wx abhängige Wer the von w verschwinden können, 
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die Gleichung (186), welche in sinam (w, ) vom ptften Grade ist, 
sich ersetzen läset durch die folgende 

(190) pinam (-^-, ) — sinam (jļ , )1 

( ( + lia \ \   

> V | 

/ w \ / ^ + — 1) ——\r- \ 
. . . sinam ( - ^ , l) — sinam ̂  - ylJ = 0 , 

welche in sinam \-^~, j nur vom <?ten Grade ist. Nun war aber 

oben als Integral der nicht homogenen linearen Differentialgleichung 
das elliptische Integral 

vorausgesetzt, worin 

( , * ) = ( 1 - « ) (1 -** ) , 
und iiļ eine Lösung jener Gleichung Q6ten Grades ist, welche auch 
in die Form gesetzt wurde 

(192) • • • • u[ = sinam(wu ) ; 
setzt man nun 

am .... dĶ = -L dĶ 

so wird zx vermöge der durch diese Gleichung ausgedrückten Trans
formation Q^U Grades übergehen in 

worin vermöge (192) und (193) 

( 1 9 5 ) . . . - ^ - s i n a m ( -§ , ,A) , 

und somit Uļ eine Lösung der Gleichung 6ten Grades (190) ist. Wir 
finden also, dass, wenn jener linearen Differentialgleichung ein ellip
tisches Integral genügt, dessen obere Grenze eine algebraische 
Function der Variabein ist, der Grad der diese Function definirenden 
Gleichung vermöge einer Zerlegung in Gruppen erniedrigt werden 
kann, und fahrt man in dieser Schlussweise fort, bis man zu einer 
Gleichung ersten Grades gelangt, so erhält man den folgenden Satz: 

Genügt einer nicht homogenen linearen Differentialgleichung ein 
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elliptisches Integral, dessen obere Grenze eine algebraische Function der 
Variabein ist, so lässt sich dieses, wenn die reducirte Differentialgleichung als 
Lösung entweder gar Jcein elliptisches Integral besitzt, welches zu demselben 
Integralmodul gehört, oder, falls derartige Integrale vorhanden sind, die 
obere Grenze des elliptischen Integrales, sowie die dazugehörige Irrationalität 
rational aus den Coëfficiënten der Differentialgleichung zusammengesetzt 
ist, in ein elliptisches Integral mit anderem, durch algebraische Trans-
formation erhaltenen Integralmodul verwandeln, dessen obere Grenze eine 
rationale Function der Coëfficiënten der Differentialgleichung ist. 

Es bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung, wie diese Sätze 
auf hyperelliptische und Abel'sche Integrale auszudehnen sind, nach
dem oben die Verwendung des Abel'schen Theorems für diese Fragen 
besprochen worden. 

§ 1 5 . 

Eigenschaften der Irrationalitäten solcher Abel 'echer Integrale, 
aus denen Integrale linearer Differentialgleichungen 

zusammengesetzt sind. 

Nachdem wir eine Reihe von Sätzen über die rationale Aus-
drückbarkeit der Grenzen von Abel'schen Integralen aufgestellt 
haben, welche linearen nicht homogenen Differentialgleichungen ge
nügen, wollen wir die Beschaffenheit der algebraischen Irrationalität 
solcher AbeTscher Integrale näher untersuchen. 

Habe also die Differentialgleichung 

(196) . . . . -*Ü£- + r i - ^ ^ f 4 + F m _ 1 ^ = 2/ 
v J dxm ^ l dx™-1 d>x * 

ein Integral der Form 

(197) . . . . ^ = ƒ ƒ ( ! , ^ ( 6 ) ) . d | + U, 

worin 
à (|) _]/(ī-g»)(l-x«g»), 

eine algebraische Function von x ist, und TJ^ eine algebraisch-
logarithmische Function bedeutet, so war oben gezeigt worden, dass 
jener Differentialgleichung auch stets ein Integral von der Form 

V 

(198) • • • • 02 = ļJf(Ķ, J(X))dĶ+ V 

genügt, worin eine positive ganze Zahl, v und z/(v) rational aus 
x, Yl7 Y2, • • • Yw—i, zusammengesetzt sind, und V eine algebraische 
Function desselben Charakters ist. 
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Bildet man den Ausdruck 

( 1 9 9 ) . . . . , = J ^ , 
woraus 

dz dv 1 d2z d2v 1 d'(v) / dvv* 
~dx~~dx~' ~J(Č)> 1 * ~ ~dx*~ * ^JĢ) ~ ~JW [Ja7) >'" 

folgt, und setzt hieraus die Grösse 
dmz , v dm~1z . v Jz 
I* + x dx™~* + " " + " J f » - 1   

zusammen, so wird dieselbe eine rationale Function von x, Yl7-> Ym—i, y, 
welche wir durch F(x, Y19 • •• Ym—i, y) bezeichnen wollen; wir finden 
somit, dass, wenn der Differentialgleichung 

dnz , v dm-xz , . v dz __ 
da? + * df-1 + * " ' + " - 1 dx-y 

durch ein elliptisches Integral genügt wird, eine lineare Differential-
gleichling 

existirt, worin F eine rationale Function bedeutet, und welche als Inte
gral das zugehörige elliptisches Integral erster Gattung von der Form 

besitzt, für welches v und (v) rational durch x, Yl7 • • • F m _ 1 ? aus
drückbar sind. 

Wir werden somit zur Feststellung der Eigenschaft der Irratio-
' nalität /i (£) nur solche lineare, nicht homogene Differentialgleichungen 
zu betrachten haben, welche ein elliptisches Integral erster Gattung 
zum Integral haben, dessen obere Grenze sammt der zu dieser Grenze 
gehörigen Irrationalität rational durch die Coëfficiënten der Differential
gleichung ausdrückbar ist. 

Habe also die Differentialgleichung (196) das Integral (199), 
und denke man sich für die Ableitungen von 8 die s^hon oben ent
wickelten Werthe eingesetzt, so kann man in der für alle x nunmehr 
identischen Gleichung die Variable x willkürliche Wege beschreiben 
lassen, immer wird die Gleichung identisch befriedigt werden, und 
aus früher angestellten Betrachtungen ist klar, dass, wenn man «/als 
Lösung einer mit Adjunction der Grössen x, Y19 Y2, • • • Y"m_i irre-
ductibeln Gleichung 

(200) • • • • - + ^{x, Y i r . • r — O j r - 1 + • • • 

h <Pn {oc, ¥lt • • • r m _ ļ ) = 0 
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auffasst, man x solche Umläufe machen lassen kann, dass man ohne 
Aenderung der Werthe Yx, • • • Ym _i successive zu allen n Wurzel-
werthen dieser Gleichung gelangt, wie dies für irréductible Gleichungen 
bekanntlich allgemein möglich ist. Nehmen wir nun an, dass zwei 
Lösungen yt und y2 der Gleichung (200) in der Beziehung zu einander 
stehen, dass 

( 2 0 1 ) . . . - î f e = e y i 

ist, so wissen wir aus der im vorigen § angestellten Untersuchung, 
dass e eine Constante, und zwar eine ftte Einheitswurzel sein muss, 
und die Gleichung (200) dann die Form annimmt: 

(202) . . . . ** +< ( , 1 .. r w _ 0 tf*-1»* + • • • 

h > 0> Yu . « • FTO_i) = 0. 
Nehme nun vx, während yx in y2 = syx übergeht, worin die 

2 ni 

primitive ļite Einheitswurzel s = e f- bedeutet, mit Beibehaltung * 
der Werthe Yly • • • Fm_i den Werth v2 an', so wird, wenn y1} 817 vx 

und y27 02} v2 entsprechende Werthe bedeuten, 

* — f'-ĒL. 
der Differentialgleichung 

dmz . v dm~xz . , v dz 

genügen, so dass 

^ ; da™ ^ * d a ^ - 1 "* 

" ' + Jr"-1 5Ī = ° 
wird, und daher die homogene lineare Differentialgleichung 

fìm~1? ? 

das Integral 

besitzt. 
Nehmen wir nun an, dass die reducirte Differentialgleichung (204) 

gar kein Integral einer algebraischen Function zu ihrem Integrale 
dz 

hat, d. h. dass die durch Substitution von -j— = £ aus (204) hervor
gehende Gleichung 

im— l e . jm — 2f. 

(20G) . . . . V + Yi 1- H h - i S = 0 
4 J dxm~x ~ 1 dxm-* ~ ~ 
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kein algebraisches Integral besitzt, oder auch, dass, falls die Gleichung 
(204) AbeTsche Integrale zu Lösungen hat, diese sich stets durch 
ein elliptisches Integral erster Gattung mit derselben Irrationalität 
z / ( | ) darstellen lassen*), so würde jedenfalls 

f2071 dv* — P dVl = d% 

sein, worin v3 auch eine Constante sein kann. Setzt man nun 
dv2 dv3 dv 

so geht die Gleichung (207) in 

(208) M ^ d ^ 

über, worin offenbar v und v± algebraisch mit einander zusammenhängen. 
Da aber der Modul der beiden elliptischen Differentialien der Gleichung 
(208) derselbe ist, und 

2n . . . 2 
s = cos h sm  

reell nur dann ist, wenn = , worin eine ganze Zahl, d. h., 

wenn ii = 2, also s = — 1 ist, so folgt aus der bekannten Defini
tion der complexen Multiplication elliptischer Integrale der Satz, 

dass, wenn einer linearen, nicht homogenen Differentialgleichung, 
deren rechte Seite y bei einem geschlossenen Umlaufe der Variabein, 
für welchen die Coëfficiënten der Differentialgleichung unverändert bleiben, 
in ein Multiplum dieses Werthes übergeht, ein elliptisches Integral genügt, 
unter der Voraussetzung, dass die reducirte Gleichung, wenn sie über
haupt durch ein AbeVsches Integral befriedigt wird, als solches nur ein 
elliptisches Integral mit demselben Modul besitzt, der Integralmodul des 
elliptischen Integrales ein Modul der complexen Multiplication sein muss, 

wenn nicht jenes Multiplum e = e f1 reell, d. h. ļi = 2 ist. 
Setzen wir mit der bekannten Bezeichnung gradliniger Integrale 

i 

0 0 0 

so gelten vermöge des algebraischen Zusammenhanges der Grössen \ 
und v' für die Gleichung (208) nach bekannten, der Transformations-

dz *) Für den Fall der einfachsten Differentialgleichung —— = würde das 
dz Integral der reducirten Differentialgleichung —=— = 0 eine Constante sein, die 

sich stets als ein solches elliptisches Integral auffassen lässt, somit der obigen 
Bedingung für die reducirte Gleichung stets genügt werden. 
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theorie der elliptischen Integrale geläufigen Schlüssen die Be
ziehungen 

(209) •. • • [âci) = € ° + eaiG}' 
\ ' = 0 -f- €bxœ\ 

worin , a0, a n 0) \ ganze Zahlen bedeuten, und man erhält somit 
zwischen diesen Zahlen und a die nothwendig zu erfüllende Be
dingungsgleichung 

\ ans — à a, & 
\ = 0-
\ b0 8 8 Ô \ ' 

2 / 

daraus folgt, dass 8 = e <** die Lösung einer ganzzahligen quadrati
schen Gleichung sein muss, woraus wieder unmittelbar 'die einzig 
möglichen Werthe von p bestimmt werden können. Denn wenn 

cos h sin  
[i ii 

die Lösung einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coëfficiënten 

ist, so muss cos selbst rational sein, und aus dem Ausdrucke 

7 2 n , 2 JC k(k— 1) 7, 9 2 . 9 2 
COS • = COS* : — z ~ - C O S A ~ ^ SUT  

11 11 1 * 2 1JL (l 

, JcĢc — l)Qc — 2)(fc — 3 ) , 4 2 . 4 2 , 
+ T T ¥ T 4 -̂ cos* — * — + . - -, 

worin Je eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, folgt dann auch, 

dass cos Je • eine rationale Zahl sein muss. Sei nun 

worin pt, p27 • • • px von 2 und 3 verschiedene Primzahlen, und 

Qi> 92) * ' * 9* positive ganze Zahlen bedeuten, so würde, wenn 

cos eine rationale Zahl wäre, auch 

^ ^ 1 * ? • • • l ^ - ļ L , d .h . c o s - ^ 

rational sein müssen: nun ist aber cos 1- i sin ein Lösung 
' Pi l Pi  

der Gleichung 
(a) . . . . aft-* + ? - H [- + 1 = 0 , 

welche, wie wir wissen, irreductibel ist in Bezug auf die Rationalität 
der Coëfficiënten, und setzt man 
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so ha t die sieh ergebende Gleichung 
Pi — 1 Pv — 3 fft— 5 

(b) • • • • y * + y * - - Ļ ? - y » + • • • = 0 
die Lösung 

/ 2 Ä . . . 2 \ . / 2 . . 2 \ 0 2  
I cos h sin ) 4 - I cos sin ) = 2 cos , 

und auch die Gleichung (b) wird irreductibel sein, da, wenn sie es 

nicht wäre , die Substitution von y = x -\ in einen der Zerlegungs

factoren auch eine Zerlegung der Gleichung (a) liefern würde; es 

kann somit cos nur dann rational sein, wenn —-— = 1 , 
Pi > 2 > 

also px = 3 is t , dasselbe gilt für p2, • • • pi, somit sind die einzig 

möglichen Fälle von ft, für welche cos eine rationale Zahl sein 

soll, in der Form enthalten 
^ = 2 3/*-, 

2 7t 

ist nun ß = 2 oder > 2 , so folgt ebenso, dass dann auch cos ——— 

rational sein müsste, was , wie man leicht einsieht, nicht der Fall ist, 

ebenso würde, wenn a = 3 oder > 3 sein würde, auch cos —r— rational 
sein müssen, was wiederum nicht der Fall is t , also sind die mög
lichen Fälle zunächst auf die Form 

^ = 2a • 3č 
beschränkt , worin a = 0 , 1, 2 , /3 = 0 , 1 sein kann ; in der Tha t 
ist für ļi — 2 , 3 , 4 , 6 

2n 2n 2% 2n 

c o s - y - , c o s — — , c o s — — , cos - g r 

eine rationale Zahl , und wir finden, dass s nur die 4 Formen haben 

kann 
2 ni 2 ni 2 ni 2 ni 

s = e 2 , e 4 , e 3
 mJ e 6 . 

Andererseits ist aber leicht einzusehen*), dass nur zwei in 
einander transformirbare elliptische Integrale dieselben Multiplica-

*) Man kann dies leicht mit Hülfe der aus der Transformationstheorie der 
elliptischen Functionen bekannten Formeln beweisen; stehen nämlich zwei 
elliptische Differentiale in der Beziehung 

dy dr\ 

worin y und rj algebraisch zusammenhängen, so ist 
Sa = arm -1- asœ' 

' = arco -f- asm, 
K ö n i g s b e r g e r , Differentialgleich. 14 
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toren der complexen Multiplication haben können; da nun die Multi-
2 ni 

plicatoren mit Ausnahme von e 2 = — 1 , in welchem Falle derselbe 
reell wird, sich also für den Modul des Integrales gar keine Be-

woraus unmittelbar 

(A) r - - — j — , a - -2r + ST 

folgt. Hieraus ist nun leicht einzusehen, in welcher Beziehung zu einander 
verschiedene complexe Multiplicationsnioduln stehen müssen, wenn der Multi-
plicator a für diese Moduln derselbe sein soll, oder wenn die beiden Gleichungen 

dt a du 
V(i — t2) (l — V* 2 ) ~~ V(i — u2) ( i " ^ T ū * j 

dv adw 
V(i — v2) (i - ^V»*) ~~ (1 — w2) (i — «? ) ' 

in welchen w mit *, ebenso wie w mit v algebraisch verbunden sind, zu gleicher 
Zeit bestehen sollen; denn da sich dann, .wenn der zum Modul lt gehörige 
-9*-Modul mit Tj, der zu 2 gehörige mit 2 bezeichnet wird, aus (A) vermöge 
der Gleichheit der Multiplicatoren die Beziehung ergiebt 

2 ^ 2fl2 

in welcher die der Transformation zugehörigen ganzen Zahlen mit entsprechen
den Indices versehen sind, so folgt 

(B) 2 = — , 

und somit 2 als lineare Function von rt. Da nun, wie wir wissen, der reelle 

Theil von -4— und —?- wesentlich positiv ist, und diese beiden reellen Theile 
es sich nach (B) um den Factor 2 * unterscheiden, so wird dieser Factor eben-
Oj S2 

falls positiv sein, und somit, wenn in bekannter Bezeichnungsweise 

b0 — CTpTļ 
T _ 

ai ri — °i 
gesetzt wird, in unserem Falle 

a0bt — a^Q = tfj d2sxs2 = N 

eine positive ganze Zahl sein; nach einem bekannten Satze der Transformation s -
theorie ist dann aber 2 ein durch eine Transformation Nten Grades aus r t 
transformirter -O*-Modul, und es folgt somit, dass die beiden Moduln Xt und 2 
der complexen Multiplication aus einander transformirte Integralmoduln sein 
müssen, dass also gleiche Multiplicatoren nur dann zwei verschiedenen Moduln 
der complexen Multiplication zugehören können, wenn die Moduln in einander 
transformirbar sind, oder endlich, dass, wenn wir transformirte Integralmoduln 
als gleich betrachten, ledern Multiplicatorwerth einer complexen Multiplication 
nur ein Modul entsprechen wird. 
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dingung ergiebt, sämmtlich complex sind, und die elliptischen Integrale 

J VŽ 3 - I '. J l/è4 —i 7 J VèG-i 2JVMn3~i) K 

eben diese Multiplicatoren besitzen, wie aus den Substitutionen 
ZÄf 2 ni 2 ni 2 ni 

g = e 3 |1 7 Ķ = e 4 | 1 ? | = e 6 Ķ± oder rç = e 3 ^ 

hervorgeht, so werden diese drei elliptischen Integrale, wenn wir 
den Fall p = 2 ausschliessen, diejenigen sein, die allein Integrale 
jener linearen, nicht homogenen Differentialgleichung sein können. 

Wir können somit das folgende Theorem aussprechen: 
Die Differentialgleichung 

dmz v d™-1* . . v äz_ _ 
dxm + ' dx™-1 ~* + m-X dx -y> 

in welcher durch die Gleichung definirt ist 

(210) y*" + cp^x, Tu • • Ym^) tp-»* + • • + VKf, (x, Tlt • • F m _ 0 = 0 , 

kann nur dann durch ein elliptisches Integral erster Gattung — und 
zwar unter der Voraussetzung, dass die reducirte Differentialgleichung 
entweder gar kein durch ein AbeVsches Integral darstellbares Integral 
besitzt {von dem constanten Integrale abgesehen), oder nur elliptische 
Integrale mit demselben Modul — befriedigt werden, wenn ļL = 2, 3 , 4, 6 
ist, und dann sind in den drei letzten Fällen die Integrale der Differen
tialgleichung voti einer der Formen 

v 
dl de dj_ _ ± dņ __ 

J ļ/F^T ' J y i ^ T 7 J VF=T 2J ]/^crī)> 
worin respective v, soivie die dazugehörigen Irrationalitäten rationale 
Functionen von oc, Y1} Y2, • • • Ym—i und sind. 

Fassen wir den Fall /LI = 2 ins Auge, für welchen der Gleichung 
genügen wird 

(211) . . . . f«+q>2(x, F n . . . _ 0 2 / 2 * - 2 

+ 9i(x, Yu • • r „ _ i ) y « « - * + • • • + { , Ylf • • • r m _ 0 = 0 , 
so wird man, wenn der Differentialgleichung das Integral genügt 

Ml 

( 2 1 2 ) . . . . , , - J - ^ - , 
worin 

(?) = 1/(1 - r) (i -~^F), 
und ut sowie ^ / (^ ) rationale Functionen von x} Y17 • • • Ym—i und  
bedeuten, nach der Gleichung (211) die Variable x einen solchen 
Umlauf machen lassen können, dass ohne WerthVeränderung von 

14* 
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Yx • • • Fw__i die Wurzel in — übergeführt wird, wofür die aus 
diesen Grössen rational zusammengesetzten Werthe von und ^d ( ) 
in u2 und A{u^) übergehen mögen, und es wird daher 

_ di 
Zi -J *® 

ein Integral der Differentialgleichung 
dmz , v dm~1z . . v dz \- 1 + • • * + Ym — l -3 = —  dxm ^ X dxm~x ^ ^ äx  

sein, und somit, wie unmittelbar zu sehen, 

3 ~~ 2 

der ursprünglichen Differentialgleichung genügen; setzt man aber 

= f(x, r n • • _ 1 , 2/) z/ (ux) = F(a?, F1? •. F m _ i , y) . 
% = f(x, Yi? • . „ _ 1 , — ) « ) = F ( , 1 ; • • _ 1 , — ) , 

so ist, wenn man 
Mļ  

setzt, vermöge der bekannten Ausdrücke für und ( ) sofort 
einzusehen, dass 

% = /i fa Yi, ' ' ï i n - i , 2) • > ^ ( % ) = Fi 0 , Yt, • • r m - i , */2) 
ist, und, dass, wenn wir zu #3, was erlaubt ist, da Ym = 0, noch 
eine Constante von der Form 

i dĶ 

hinzufügen, das neue Integral 

so beschaffen ist, dass v eine rationale Function von x, Y17 • • ïm—i 
und #2 wird, während ^/(v) das Product einer eben solcheu Function 
in selbst ist. 

Nun können aber auch alle linearen, nicht homogenen Differen
tialgleichungen von der Form 

dmz . v dm~xz . . v dz 
~ l ^ + T'~Ix^^ + '''+Ym-1'äx- = y 

bestimmt werden, in denen die Lösung einer Gleichung von der 
Form (211) ist, und welchen ein elliptisches Integral 

i f dĶ 
2 j z/(|) 
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genügt; denn setzt man y2 = t, so ist t nach (211) durch die 
Gleichung bestimmt 

(213).... t* + Vi(x, T19 • • Y^F-1 

+ ?>4(tf, r n . . _0 **-* + . • • + ?**(*, r i , . . r w _ 1 ) = 0, 
worin die Functionen <p2, <p4, • • • 92 * passend zu wählen sein 
werden, und v wird nach dem oben bewiesenen als eine rationale 
Function von x, Y17 • • • Y"m_i und t7 also von der Form 

( 2 1 4 ) * = • ^ * — T m - ò  

worin die ganze Functionen der Grössen x7 Yl7 • • • Ym—t sind, 
so zu bestimmen sein, dass ( ) durch = Yt dividirt, oder 
dass 

( 2 1 5 ) . . . - ^ -

/ № Y^-Y^-œ^x, Y^.Y^-œ^, Yir-Ym_±)t œx^(x, Yir. ^ 1 ^ = 1 

ļ/ [»( ?, ,,., ̂ - ^ , , , - Y^ycœ^x, Y^-Y^t cœ^Çx, Ylf-. Y^)**- ! ] 

' t 

eine rationale Function von x7 Yl7 • • • F m _i und £ ist. Sind z. B. 
die Functionen Y17 • • • Yin—i rationale Functionen von x, so würde 
die Forderung die sein, die ganzen Functionen von x:co7 0, 17 • • *—i 
so zu bestimmen, dass die eben angegebene Irrationalität mit t selbst 
gleich verzweigt ist, und wie man eine derartige Aufgabe behandelt, 
iet im § 12 bei der Frage der Reduction hyperelliptischer und -
scher Integrale auf solche'niederer Gattung besprochen und an Bei
spielen erläutert worden. Sind nun die Coëfficiënten und der 
Integralmodul diesen Bedingungen gemäss bestimmt, so setze man 

V 

r* dv d2v 
et — i / d% dz __ i_ ~àx d?z _ £ dx2 1_ d'(v) / dvy 
Z' ~ Y / d(Ķ) > dx ~~~ 2 J(v) ' dx2 ~ Y d{v). ~2 J(v)2 \dx) ' ' ' ' 

und bilde den Ausdruck 

dmz , v dm-xz , .yr dz_ 
dx™ + Xl dx™-1 + " ' " + m _ 1 dx > 

so ist vermöge der oben für v und 4(v) angegebenen Formen un
mittelbar zu sehen, dass dieser Ausdruck die Gestalt haben wird 

Fix, ¥,,¥„.-. Ym.„f). y, 
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worin F eine rationale Function bedeutet, und setzt man 

F(x, F n Y2, . • • _ y2).y = n , 

so sieht man aus der für gegebenen Gleichung (211) unmittelbar, 
dass rļ ebenfalls durch eine Gleichung der Form definirt ist 

und dass das elliptische Integral 
V 

£ dĶ 
* 2 J à ig) 

der Differentialgleichung genügt 

et z . -yr et z i . -rj- dz 

auf diese Weise kann man alle Differentialgleichungen dieser Form 
bestimmen, deren rechte Seite einer Gleichung von der Form (211) 
genügt, und die durch ein elliptisches Integral befriedigt werden. 

Gehen wir nunmehr zu dem Falle ^ = 3 über, in welchem also  
durch die Gleichung definirt war 

(216) fx + <p3(x, r u . . r m _ x ) y»*-» + .. + 93K(XļY1, •• - )-0, 

so musste das der Differentialgleichung genügende elliptische Integral 
die Form haben 

worin ux und ļA^3 — 1 rationale Functionen von x, Y17 • • • Ym—i 
und y bedeuten. Lässt man nun x continuirlich geschlossene Um
kreise beschreiben von der Art, dass y7 während Y1} • • • Ym—i ihre 
ursprünglichen Werthe wieder annehmen, in und s2 y übergeht, 

2 TI i 

worin e — e 3 ist, so werden die Werthe der elliptischen Integrale 

(218)....*-/Lü=, H-i-ß= 
wiederum Integrale der so entstehenden Differentialgleichungen sein, 
und es werden die Beziehungen statthaben 

| t h =f(z, Yu..Yn-tty) ļ / 5 ? = ī = F(x, Yir- Ym-lf y) 
(219)\u2=f(x, Y1} • • Ym-t, sy) ^ = F(x, Yu • • Ym-i, ey) 

\u3=f(x, Yu • • rm_x, e2y) Yu3
3 — l = F(x, Yu--Ym-U e2y), 

worin f und F rationale Functionen bedeuten. Nun folgt aber aus 



§ 15. Eigenschaften der Irrationalitäten Abel'scher Integrale. 215 

den drei Gleichungen 

dm'#, , ^r dm~~ zt , , -y- dz1   

1ŪF~+ x " " ī ^ - v m~l ~d^==y 

& # g « -rj- (l ZQ I -TT Ct A3 2 

1 ^ + ' dx"-1 + • ' • + *"-1 -dx- = £y> 
wie man durch Multiplication derselben mit 1? £2

; f und Addition 
ersieht, dass 

„ = zt+s2z2 + sz3 
3 

ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung sein wird, und es 
bleibt somit nur die Summe der elliptischen Integrale (indem wir 

den Factor — fortlassen) 
Ô 

ut w2 u3 

zu untersuchen übrig. Setzen wir in dem Differentialausdruck  

. s2du2 , 1 
ļ / V ^ ī "• —i "*" y V — I 

(220) wx = £7^ 2 = 72, 3 = e2 U3} 

so geht derselbe über in 

düt , cž Z72 , dU3 

YW^T Vu2
3—f tf^T ' 

worin nach den Gleichungen (219) 

ļ fW(*, r» • • r„_i, /) /ü?=i -FC«, r„ • • rm_!, ) 
(221) ET,=«'/"(*:, Yu • • r m _ 1 ; e y ) 1 / ^ = 1 = J'C«, 1 ; • • r m _x , sy) 

\ U3=ef(x, Yu • • « - ! , 2 /) ļ / I ^ - ī = i ^ ¥1 • • _ 1 ;
 2^) 

sein wird. 
Setzen wir zum Zwecke der Addition jener 3 elliptischen Differen

tiale nach dem Abel'sehen Theorem in schon früher benutzter Form 

(222) - . . - a2 ü
2 + a, U+ aQ - ò l / F ^ Ì . = 0, 

welcher Gleichung die 3 Werthe Ulf U27 U3 mit den zugehörigen 
Irrationalitäten genügen sollen, so folgen nach (221) für die Con
stanten a2? a±, a0, 7 indem wir alle nach dem Modul 3 congruenten 
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Potenzen von y zusammenfassen, die drei Bestinimungsgleichungen:  

№ + Qrf + ü2tf) + a, (P, + Qxy + 1 ») 

(223) £ (P2 + Q2^ + ^2f) + a18\P1 + Q1ey + R1sV) 
+ a0-b(ņ + £ley + $is2y2) = 0 

Ue^P.+ Q^y + R^y^ + aXPi + Qi^y + ^f) 

worin P2 , Ģ2, Jž2? P 1 ; Ģ1? Jžl7 , Q, 9Î rationale Functionen von , 
Y17 Y2, • • • YOT-1 und \f sind. 

Multiplicirt man dieses Gleichungssystem der Reihe nach mit 

1 1 1 

1 e 2 

1 £ 2 S, 

und addirt je drei Gleichungen, so folgt 

«2 • - 2 + «i * QiV + «o ' 1 — * $ = ° 

a2 • P2 + ^ - 2/2 + a 0 . 0 — • Ds/ = 0 , 

und hieraus wiederum durch Multiplication der drei Gleichungen mit 
1? -> 2> wenn ausserdem die eine Constante = 1 gesetzt wird, 

ax • Lxy + a0. 1 — • = iV^2 

«1 ' - ^ + 0 • 0 — ò • 2 =
 N*y2 

al'Lzy + a(j'Q — b'Mb = N9f, 

worin JL1? L2, i 3 , 1 ; M2, M3, N1} N2, N3 rationale Functionen von 
x7 Yti 2, • • • Ym—! und 1/3 sind. Somit wird also, wenn U, SS, SB, 
den Charakter ebensolcher Functionen haben, 

(224) . . . . «1 = U- 2 / , «„ = ! » • ƒ , b = m-f 

sein, und sich daher vermöge der Gleichung' 

(a.2 U*+ a, ü+ aoy- V(üs- 1 ) = (U-Ut) (ü-ü2) (U-Üs) (U- V), 

aus welcher für Z 7 = 0 

V + b ' - P i O i D - . F 
hervorgeht, nach (221) und vermöge des Umstandes, dass 

ü&U^ftx, Yu: Ym-Uy)f(x, Yi,..Y,n^1,By)f{x, Yir-Ym-l;e*y) 

sich als rationale symmetrische Function von y} sy, s2y rational 
durch x, Y1} • • Ym—i und y3 ausdrücken lässt, die Bestimmungs
gleichung 

r=T-y 
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ergeben, worin T eine rationale Function von x7 Y17*- Ym—l7 be
deutet, und V der Gleichung genügt 

du, , dü2 , dU3 = dV - a 

Yu^—i + Yu2
3-i ~*~ l/tf3

3—i = yw^ï ' 

zugleich folgt aus der Gleichung (222) die zu V gehörige Irratio
nalität in der Form 

oder nach (224) 
T/WZTT - ^+ +  
Y ! 

eine rationale Function von x, Y1? • • - i , #3-
Wir finden somit den folgenden Satz: 
Wenn einer Differentialgleichung 

dmz . ' an-1e , , -^ ds _ 

unter den festgestellten Bedingungen für die reducirte Differential
gleichung 7 wobei einer Gleichung von der Form genügen soll 

!?* + 9*(x, Yu • - • «- ! )» 8 *- 3 + • • - + <ps*(x, Yl9 • - - r m _ 0 = 0 , 

em elliptisches Integral genügt, so gehört dieses jedenfalls zur Irratio

nalität ļ / i ; 3 —1, und die Differentialgleichung hat dann auch stets das 
Integral 

v 
l dĶ 
2J yV^T ' 

worin 

(225) • • - • F = T . y , ļ / F 3 — 1 — T t 

sind, wenn T Tx rationale Functionen von x} Y1} • • F w _ i twd? /3 

Durch diesen Satz. ist aber wiederum die Möglichkeit gegeben, 
alle jene Differentialgleichungen aufzustellen, die durch elliptische 
Integrale befriedigt werden, wenn einer Gleichung der obigen Form 
genügt. Denn setzt man = t} so hat man nur die Bedingungen 
dafür aufzustellen, dass, wenn eine Function t durch eine alge
braische Gleichung 

**+ < ( , Ylf - . - ) ? - ^ . • • + 9> *( , Yu - - _ 0 = 0 
definirt ist, deren Coëfficiënten passend zu bestimmen sind, nach 
(225) eine Substitution 

«0(*, Yt, ~ Yn;_1)+ «4 (*, „ " -1 + " + » 1 - ^ YifY^e-1
 v 



218 § 15. Eigenschaften der Irrationalitäten AbeFscher Integrale. 

in welcher 0, 1; • • • —i, m zu bestimmende ganze Functionen der 
in ihnen enthaltenen Grössen bedeuten, gefunden werde von der 
Art, dass | 

eine rationale Function von x, Yu • • • F m _i und t ist, worin unter 
der Quadratwurzel — und das war der Zweck jener Transformation 
— nur eine rationale Function von t vorkommt. Die Methode, alle 
zugehörigen Differentialgleichungen aufzustellen, ist wiederum im 
Früherem enthalten. 

Ist ferner ļi = 4, also y durch eine Gleichung der Form definirt 
y 4 * + 9>4(ff, Y19 - - • ^ ^ - h 94, ( ?, „ • - • _ ) = , 
so musste das der Differentialgleichung genügende elliptische Integral 
die Form haben u 

( 2 2 6 ) . . . . , 1 = / T J L T , 

worin nt und " j / % 4 — 1 rationale Functionen von x, Y1} • • • I r
m_i 

und 2/ sind. 
Lässt man nun x solche geschlossene Umkreise beschreiben, dass  

ohne Aenderung der Grössen F1? • • • Fm__i in —y , iy, — iy über
geht, so wird genau nach den für den vorigen Fall gemachten Aus
einandersetzungen auch 

Wx « 2 Uļ 

v J M J V i 4 - i JVV-i J ^ 4 - i j y r - i ] 
ein Integral der Differentialgleichung sein, worin  

= f(x, Ylf • • • rw_t, y) y V — 1 = F ( -, 1 ; . . • Ym-1} y)  
= f(x, Y i r - r w _ i , iy) * — 1 = F ( ;, Yu--- Ym^1} iy) 

ti3 = /"(s, 1? -. . _!, - Ž/) V V = 1 = F ( ?, , . . . r w _ 1 ; - 2/) 
uà = f(x, Yir.- rw_!, — iy) ļ/^4

4 — 1 = F(x, Yu • •.• Ym^ly—iy) 
ist, wenn ƒ und F rationale Functionen bedeuten. Setzt man nun 

wieder wie früher, indem man % = JJ1} u2*=—iU2, % = — TJbj 

u± = — ?74 macht, die Summe der so entstehenden 4 elliptischen 

Integrale nach dem Abel'sehen Theorem zu einem elliptischen Inte

grale zusammen, so ergiebt sich leicht, dass das Integral der Differen

tialgleichung in y 

, * / • * ! = . • 

V V ê * - i 
übergeht, worin 

V=T-y, yW=\ = T„ 
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wenn T und Tx rationale Functionen von x, Y19 • • • F m _ t und y* 
bedeuten und auch hier ist sofort zu sehen, dass es vermöge der eben 
angegebenen Reduction des elliptischen Integrales auf ein solches 
mit der Grenze V wiederum möglich ist, die Form aller dahin ge
hörigen Differentialgleichungen zu bestimmen, da der .Ausdruck  

Ve—1 wieder nur von yA abhängig ist. 
Ist endlich ^ = = 6 , also durch die Gleichung' bestimmt 

*" + 9>e (x, Yu • . . - ) 6 — 6 + . . . + q>en(x, Yir-- Ym.^) = 0, 
so musste das der Differentialgleichung genügende elliptische Integral 
die Form haben 

1 J vs (ê8— i) ' 
worin undl /wl (u\ — 1) rationale Functionen von x, Y1}*-* Ym — x 

und sind; genau in der besprochenen Weise folgt, dass dann auch 
v 

J vm^ī) 
der Differentialgleichung genügt, worin 

und T und Tx rationale Functionen von x, Y1} • • • —i und ye sind, 
und ebenso erhellt aus dieser Reduction wieder die Möglichkeit der 
Aufstellung aller dazugehörigen Differentialgleichungen. 

Für den Fall der einfachsten Differentialgleichung —— =  

liefern also die gegebenen Sätze die einzigen Formen der elliptischen 
Integrale, auf welche Abel 'sehe Integrale, deren Irrationalität einer 
Gleichung von der Form (210) genügt, reducirbar sind, und zu
gleich das Mittel, die AbeTschen Integrale sämmtlich aufzustellen, 
welche dieser Bedingung unterliegen. Greifen wir z. B. den Fall 
heraus, in welchem durch die Gleichung defmirt ist 

J B(xf ' 
worin B(x) und co(x) ganze Functionen von xy und Q eine ganze 
Zahl bedeutet, so wissen wir nach den eben entwickelten Sätzen, dass; 

dz weil die reducirte Differentialgleichung -5— = 0 nur ein constantes 

Integral besitzt, wenn das AbeTsche Integral erster Gattung/«/ete 

auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, nothwendig 
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sein wird, worin 
(228) . . . . F = Ä ^ M _ u n d ļ / - l=F(x),  

{xf 
f(x) und F (x) rationale Functionen von x sind. Setzt man nun den 
Werth von V in ļ / F 3 — 1 ein; so hat man die rationale Function 
f(x) so zu bestimmen, dass 

ļ /fix)3- a>{x)s — B(x)V 
V B{xf 

eine rationale Function von x ist — und diese Aufgabe lässt sich 
bekanntlich unmittelbar mit Hülfe der Methode der unbestimmten 
Coëfficiënten lösen, indem man die in den Polynomen vorkommenden 
Constanten so bestimmt, dass das Polynom unter der Quadratwurzel 
nur doppelte Factoren hat, woraus sich für die zu bestimmenden 
Coëfficiënten gerade so viel Bedingungsgleichungen ergeben als Doppel- ' 
factoren vorkommen. Umgekehrt sieht man aber auch leicht, dass, 
wenn f(x), (o(x) und R(x) als rationale Functionen von x so be
stimmt werden können, dass, wenn 

y = /M_°>M_ 
(x)? 

gesetzt wird, 
ļ / F 3 — 1 

gleich einer rationalen Function F(x) ist, dann 

àr~\-if(x)a(x)^+^(f(x)m(x))]—^=rdx 
L , J № 

also 

yV3— 1 B(x)F(x) * )? 

wird, d. h. ein zur Irrationalität l/jß(V) gehöriges Integral auf ein 
elliptisches Integral reducirbar ist. Um ein einfaches Beispiel hier
für durchzuführen, setze man 

l  

( ( - ) { -§){ - ) ' 

so ist nach der angegebenen Methode f(x) so zu bestimmen, dass, 
wenn man 

_ № 
(y{x-a)(x-ß)(x-y)y 

setzt, der Ausdruck 

1 / F 3 _ 1 = VfM3 - (* - «)2 fr - ß)2 fr^W   
(x-a)(x-ß)(x-y) 
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eine rationale Function von x wird. Dies ist aber für beliebige 

Werthe von a, ß7 y möglich; denn setzt man 

worin eine noch zu bestimmende Constante bedeutet, so erhält 
man 

VV^^l^ ^^yc{x-ß)(x-y)- (x-a)\ 

und bestimmt man endlich so, dass das Polynom unter der Wurzel 
eine doppelte Lösung hat, also derart, dass der Gleichung genügt 

(ß - Y? - 4« (/J + y) + 4ßy + 4«2 = 0, 
so erhält man, wie leicht zu sehen, 

dx dV 
(ļ/(* - « ) ( * - ß ( - )) - 1 

worin m eine Constante bedeutet, somit die bekannte Reduction von 
Legendre für willkürliche «, ß, y, und ähnlich andere Reductions-

formeln für = (x), worauf wir nicht weiter eingehen wollen. 
Dehnen wir nun diese Untersuchungen auf solche Differential

gleichungen aus, für welche die rechte Seite y nicht mehr auf Gleichungen 
von der Form (202) beschränkt ist oder der Bedingung unterliegt, 
dass man x solche Umläufe machen lassen kann, dass eine Lösung y1 

ohne Veränderung der Werthe Ylf Y2, • • • "™—! in sy1 übergeht, 
woraus € als Einheitswurzel gefolgert war. Eben diese Annahme 
konnte auch in der Form ausgesprochen werden, dass zwischen zwei 
Lösungen yx und y2 der Gleichung (200) eine lineare homogene 
Relation 

a\Vi + «2Ž/2 = 0 
. besteht, in welcher ax und a2 rationale Functionen von x7 Y1}Y2,- • Ym-± 

sind, indem früher bewiesen war, dass, wenn für eine irréductible 
Gleichung zwei Lösungen derselben in der Relation y2 = Jcyt stehen, 
h nothwendig eine Constante und zwar eine Einheitswurzel sein 
muss*). Betrachten wir jetzt Beziehungen zwischen mehr als zwei 

*) Wir wollen noch eine einfache Bemerkung hinzufügen, welche sich auf 
die Reduction der Integrale algebraischer Functionen bezieht. Nehmen wir an, 
dass yx die Lösung einer algebraischen irreductibeln Gleichung sei, deren Coëffi
ciënten rationale Functionen von x sind, und stehe eine andere Lösung y2 der
selben mit yx in der nicht homogenen linearen Beziehung 

2/2 = «2/1 + *, 
worin £ und S rationale Functionen von x sein mögen, so folgt nach bekannten 
Eigenschaften der irreductibeln algebraischen Gleichungen, dass die successive 
iterirten Functionen 
*sy. + *(« + 1), *32/, + »(**+ * + 1), • • iryl+8(*r-1 + *r-2 + • + « + 1) 
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Lösungen einer irreductibeln Gleichung, so ist vor allem leicht zu 
sehen, dass, wenn yl7 y2> • • • yr die zu einem Cyclus gehörigen 
Functionalwerthe für irgend einen Verzweigungspunkt der algebraischen 
Function bedeuten, so class 
/ 1 2 r — 1 

U1=*o(a0+ • i W M ' : + ^2{x)(x-aY-\ \-iļ>r_1(x)(x — a)~ 

(229)1 
. 1 2_ 

\ = 0( ) + £ ~1^1( )( ~ +£2(r~Vt2(x)(% — a)r H  
r— 1 

wieder einmal auf yx zurückführen müssen, und dass daher 

*r
Vl + 3 ( / - 4 s ^ + . . . + * + 1) = 2/. 

sein muss, und somit, da yx keine rationale Function von x sein kann, 
c r = 1, e*"""1 + er""2H h e + 1 = 0 

d. h. s eine rte Einheitswurzel, wie in dem Falle, in welchem ô = 0 war; wir 
wollen zeigen, dass für eine algebraische Function y1, welche einer irreductibeln 
Gleichung genügt, für welche eine zweite Lösung die Form syt + S hat, 

1 yxdx überhaupt nicht auf ein elliptisches Integral erster Gattung reducirbar 

sein kann; denn wäre 
n 

ƒ***=ƒdir' 
worin y\ und à (rļ) rational durch x und yx ausdrückbar sein müssten, so würde 
man durch einen entsprechenden Umlauf von x zu der Beziehung 

Vi 

fi£y1 + S)dx^J-^ 
gelangen, worin auch ^ und J (%) rational durch x und yL ausdrückbar wären, 
und erhielte somit 

da aber die' Integrale der rechten Seite nie unendlich werden, dagegen links das 
Integral einer rationalen Function von x sich findet, so ist die Annahme der Re
duction auf ein elliptisches Integral erster Gattung unmöglich, wenn nicht # = 0 ist. 
Man kann aber auch schliessen, dass I yxdx überhaupt kein AbeTsches Integral 
erster Gattung sein kann, weil dann, wie aus einem Umlaufe von x folgt, auch 
I (syt -h 9) dx, also auch I S dx ein Integral erster Gattung sein müsste. Es 

würde sich dies auch folgern lassen aus der Beschaffenheit der die Grösse yt 
definirenden algebraischen Gleichung. 
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ist, worin s eine primitive rte Einheitswurzel und 0( ) , tp1 (x), • - • iļ>r—i (x) 
nach ganzen Potenzen von x — a fortschreitende Reihen bedeuten, 
sich unmittelbar 

(230) . • - - yt + y2+ . - . + yr = 0( ) 
ergiebt, also jedenfalls eine lineare, im Allgemeinen nicht homogene 
Relation zwischen den Gliedern eines Cyclus stattfindet, in welcher 
das von den freie Glied eine nach ganzen Potenzen von x —- 
fortschreitende Reihe ist — und dies ist selbstverständlich, weil 
die Summe der um a herum eindeutig sein muss. 

Nehmen wir nun an, es bestehe zwischen einer Anzahl von 
Zweigen einer algebraischen Function eine lineare Relation 

(231) . . - . alVqi + a2yQ2 -\ K«*yÇx + hyai + 2 , -( 

(~ bxyai H = A, 

worin a19 2,-- 1 2-- und A rationale Functionen von x sind, und von 
denen für irgend einen Verzweigungspunkt der algebraischen Function 
VQI> %> ' * * VQX 2/-Werthe aus einem Cyclus von P Elementen, 
Voyj oit ' ' ' Werthe aus einem anderen Cyclus von 27 Elementen etc. 
sein sollen. Mögen nun die Cyclen nicht gleichviel Elemente haben, 
und sei P der kleinste Cyclus, so werden, wenn man x P Umläufe be
schreiben lässt, 1} ) • • • y0y wieder zu ihren Werthen zurückge
kommen sein, während yax in y'ai, yax in y'a%7 • • • yajL in y„x etc. über
gegangen sein mögen — und y0r kann nicht yGr gleich sein, da dies 
erst nach 2J Umläufen der Fall sein wird; zieht man die so erhaltene 
Gleichung von der ersten ab, so folgt 

(232) • -. - bx ( & - + h(yGì - + • • • 

f- ~ )-] ==0. 

Nun könnte freilich diese Gleichung eine identische sein, indem z. B. 
für = 2: yGy — y0ļ + ya% — 2/( 2 = 0 sein könnte und ähnliche Be
ziehungen, wie z. B. wenn y0y in und ya% in y0l übergeht; in diesem 
Falle würde man den ersten Cyclus von PElementen zweimal beschreiben, 
wodurch im Allgemeinen nicht wieder beim Abziehen sich eine iden
tische Gleichung ergeben würde; so würde die Gleichung (232) wieder 
eine lineare Beziehung unter den darstellen, aber für jenen Ver-
zweigungspunkt aus Elementen von weniger Cyclen; gehen wir nunmehr 
von dieser Gleichung aus, so können wir wieder im Allgemeinen die 
y-Werthe eines Cyclus herausschaffen u. s. w., bis wir auf eine lineare 
Beziehung zwischen den Elementen eines Cyclus kommen werden. 
Nur in einem Falle tritt eine Schwierigkeit ein, wenn nämlich P = U • • • 
also die Anzahl der Elemente der Cyclen gleich gross ist; dann 
entwickeln sich aber alle einzelnen nach Potenzen derselben Grösse 
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j _ 
(x — a)m und für die Entwicklung um a — und dies allein brauchen 
wir im Folgenden — ist es also dasselbe, als wenn nu r t/-Werthe eines 
Cyclus in der Relation vorkämen. 

Nehmen wir nunmehr an , wir hä t t en eine homogene lineare 
Relation mit constanten Coëfficiënten zwischen den ^/-Werthen eines 
Cyclus, und es sei die Anzahl r der y dieser Relation kleiner als die 
Zahl m der Elemente des Cyclus selbst, so wird, wenn, unter eine m t e 

primitive Einheitswurzel verstanden, 
•JL JL • m—i 

Ž / i=^o<»+ * i 0 ) ( > — a ) w + 2( )( —a)m-\ b*m-i(a)(a?—«)"«" 
L 2 

y2^%{x) + e^1{x){x—a)m+e^^2{x){x-- a)™ + -
m — 1 

-\-em~1fm-i(x)(x — )  

_i 2 
yr=to(xy+sr-liy1(x) (x — )™ + £2^ -^ 2( ) (x — a)™ -\  

m — X 

+ £(" ,-1>(r- l)^ t l l-i(rc) (x — a) m 

gesetzt wird, und jene lineare Relation 
tti2/i + «2Ž/2 H h ® =  

ist, offenbar, wenn nicht einzelne der ^-Functionen verschwinden 
sollen, 

ai ~f~ a2 ~f" ' " * ~ ar — 0 

ax -1- ^ ̂ 2 + £2% + ' * * + £ ~~1 = 0 

«1 + * 4 + * h fi2(r-1)or = 0 

ax _|_ f ^ - i a 2 + s2(m-Va2 -1 1- *('-*> (m-i)flr = 0 

sein, oder es müsste die Gleichung 

ax -f- a2
x + «3#2 + • • * + arx

r~l = 0 
die Lösungen x = 1, , £2, • • • £m—1 haben, was nur angeht, wenn 
r = m + 1 ist, d. h. alle y17 y2,- • - ym in der linearen Relation vor
kommen, und ausserdem noch eine der ^-Functionen verschwindet 5 
wenn somit in einer homogenen linearen Relation zwischen den Zweigen 
eines Cyclus nicht alle diese Zweige enthalten sind, so müssen mindestens 
zwei der Functionen 0( ) , tyi(%), • • • ipm—i(x) verschwinden, d. h. es 
dürfen in der Entwicklung um den Verzweigungspunkt nicht alle positiven 

1 

ganzen Potenzen von (x— a)m — wenn nach dem Modul m congruente 
zusammengefasst sind — vorkommen, oder es müssen in der Entwicklung 
mindestens für eine bestimmte, von Null verschiedene, unter m liegende 
Zahl ft, die Coëfficiënten aller Potenzen von x— a von der Form 



§ 15. Eigenschaften der Irrationalitäten AbeVscher Integrale. 225 

*L 
(x — a)m, worin 

|) = ļi (mod. m) 
ist, verschwinden. 

Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass, ivenn die Entwicklung 
irgend eines Zweiges der Function um einen Verzweigungspmikt herum 
die angegebene unvollständige Form hat, nothwendig zivischen iveniger 
Zweigen des Cyclus, als dieser Cyclus Elemente besitzt, eine homogene 
lineare Relation stattfindet, deren Coëfficiënten eine aus den Einheits
wurzeln zusammengesetzte, leicht angebbare Form haben. 

Denn sei 
iL • ?* vj, 

yx = fVl(x) {x — a)m + „ (x) (x — cc)m -1 1- iļ>Vu (x) (x — a)»t 

yt==ev^Vl{x) (x— a)m + EV*I1>V% (x) (x — a)m -] 1- s tVju(x)(x—a)m 

y^l+l = &r'fVļ(x)(x—cc)m + f"** ){ — ) -ļ f- / v ^ v ^ ( x ) ( x -a)m, 

worin ļi<Cm— 1 sein soll, und multiplicirt man die letzte Gleichung 
mit 1, die vorletzte mit — (V1 + s*2 -1- • • • + £^1), die drittletzte 
mit (aVlsv* -1 1- êv^—1sy^1), u. s. w., endlich die erste mit —( iyiav,ev-- ev^, 
so werden, da die Gleichung 

oP — (fV| + £Vi + h £vv) xll~l -1 \- (— iy s*£v* • • • fiV = 0 

die Lösungen eVi, 6% • • • '^ hat, die einzelnen Verticalreihen der 
rechten Seite den Werth Null ergeben ; und somit wird aus der 
linken Seite die lineare Relation folgen 

(233) .... *„+!-(*•' + «*+-• -+«'") ^ + . - -
1- (— l)"£ r ' £r* - - • £^ = 0, 

worin, weil ļi < m — 1, also ft -f~ 1 < w i s^ höchstens — 1 solcher 
Werthe aus einem Cyclus in der linearen Relation vorkommen. 

Da nun für jede homogene lineare Relation von y-Werthen eines 
Cyclus, welche weniger Zweige einschliesst als die Anzahl m der 
Elemente des Cyclus beträgt, in der Entwicklung der angegebenen 

Form Potenzen von (x — a)rn fehlen müssen, und wenn diese fehlen, 
die lineare Relation die Gestalt (233) haben muss, so folgt, dass, 
wenn für die Zweige einer algebraischen Function, welche sich um einen 
Verzweigungspunkt zu einem Cyclus gruppiren, eine homogene lineare 
Eelation besteht, welche weniger Zweige einschliesst, als die Anzahl m der 
Elemente des Cyclus beträgt, diese, wenn s eine pn~imitive mte Einheits-

K ö u i g s b e r g e r , Differentialgleich. 15 
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wurzél bezeichnet, die Form hat 

- f (ev* £v* + £r' £r* -[ h £ 1 > - 1 * V ) &<-i h (— I)*1 £Vl f1'2 • * s*1 Vi = 0 , 

worm ft #an#e positive Zahl < m — 1 wwd ^, v2 , • • • v^ positive 

ganze Zahlen<m bedeuten, selbstverständlich, wenn nicht schon zwischen 

weniger als /x + 1 dieser Zweige y1} y2, • • • t /^+i eine homogene 

lineare Relation besteht , indem die angegebene Beziehung nur die 

Elementarrelation darstellt , aus der die zusammengesetzten durch 

Addition sich ergeben. 

Nehmen wir nun an , dass der Differentialgleichung 

ein elliptisches Integral erster Gat tung genüge 

( 2 3 5 ) . . . . , . - / ^ p 

worin 

^(|) = ( = 1 2 ) (1- 2|2), ' 
und , wie oben als nothwendig erkannt worden, 

( 2 3 6 ) . . . . % = ^ ^ 1 , - - ^ - i , » i ) , ^ K ) = - F ( ^ r i , . . . F ^ 1 , 2 / 1 ) , 

wenn ƒ und JP rationale Functionen bedeuten*), so werden, wenn  

eine algebraische Function darstel l t**) , welche für ihre Entwicklung 

um einen p-fachen Verzweigungspunkt die oben geforderte Eigenschaft 

besitzt, für deren -ļ- 1 Zweige eines Cyclus also, wobei ļi-ļ-Kc, 
eine homogene lineare Relation stattfindet von der Form 

(237) y^+1 — (e*>+ £**-{ * *) h ( - i y ^ r i ^ - ^ V 2 / i = 0 , 
aus wiederholt angegebenen Gründen, indem man x geschlossene Um
läufe machen lässt, durch welche yx der Reihe nach in y2, - • • y^+i 
übergeht , auch 

(238) ....g2=*j-^-f s3^J~r - • z^+1=j -^ 
Integrale der entsprechenden Differentialgleichungen (234) sein, worin 

*) indem anderen Falls nur ein ganzzahliger Theil jenes Integrales an die 
Stelle tritt. 

**) und zwar y als Lösung einer algebraischen irreductibeln Gleichung ge
dacht, deren Coëfficiënten rational aus x, Yt1 Y2, • • • T m _ 1 zusammengesetzt 
sind und deren Lösungen daher durch Umläufe erhalten werden, welche Ylf 

Y0; . • • IT unverändert lassen. 
- 7 in—i 
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= f{x, Yu . . . Ym-i, y2), A(wg) = ,F(#, Ylt • • • rTO_i, y2) 

(239) 

1 ̂ + 1 = >, - Z™_i,^+1), z/ (^+1) = F(xf Yu» - / +1) 

ist. Multiplicirt man von den Gleichungen 

die letzte mit 1, die vorletzte mit —(V1 -1- • • • + £r,")> u- s- w-> die 
erste mit (— iyisVi • • • sVfl, so folgt, wie unmittelbar zu sehen, dass 
vermöge der Beziehung (237) 

ufi+i ufi 

(240)....Z1=/^ir-(^ + £ . + . . . + / , ) J ^ r + ... 

ein Integral der reducirten linearen Differentialgleichung 

(241) -. - - ^S + Y± ̂ Z^Ķ + . . . + rw_! 4 ^ = 0 K J dxm ^ 1 c ? ^ - 1 ^ T ^ 

sein wird. Nimmt man nun'wiederum an, dass die letztere Differen
tialgleichung entweder durch gar kein Abel'sches Integral befriedigt 
wird, oder, wenn dieses der Fall ist, nur durch ein elliptisches Inte
gral erster Gattung mit demselben Modul c2, so wird nothwendig 

T^ ^ J J® J (8 
sein, worin v constant oder eine algebraische Function von x ist, 
und wenn man wieder 

äi _ de de 

15* 
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setzt, so erhält man die Beziehung zwischen elliptischen Integralen 
W / U + l UJU  

Nach dem bekannten A bel iehen Satze, der ein specieller Fall 
des oben bewiesenen allgemeinen Satzes von der Beziehung zwischen 
AbePschen Integralen ist, folgt aus dieser Gleichung 

(243) » ƒ j j , - («M- • • + - " ) ƒ ! ) + " + ( - !)>«* • • - ' / ^ = 0 , 

worin wx, w2, • • • Wu, z/(Wļ), 4(w2)7 • • • (Wju) rationale Functionen 
von w^ + i und z / ( ^ + i ) sind; nun ist aber unmittelbar ersichtlich, 
dass, wenn wx und (wx) rationale Functionen von w^+i und 
4(wh+i) sind, auch 

dwy 

diesen Charakter hat, und weil dies ein Differential erster Gattung ist, 
Wy, Wfi + l 

sein muss, worin, da der Modul der beiden in Beziehung gesetzten 
elliptischen Integrale derselbe ist, Mx bekanntlich eine ganze Zahl 

oder von der Form — (ax «f- iVbx) sein muss, worin ax und ganze 

Zahlen bedeuten, von denen die zweite wesentlich positiv ist, in 
welch' letzterem Falle der Modul c2 des elliptischen Integrales ein 
Modul der complexen Multiplication sein wird. Nehmen wir zuerst 
an, c2 sei kein Modul complexer Multiplication, so dass Ml7 M2,-Mu 

ganze Zahlen bedeuten und setzen wir 

— ( * + «"H h £Vfl) = Al9 • • • (— lYsv*ev> • • . «V = A^, 
so folgt nach (243) die ganzzahlige lineare Relation zwischen den 
A- Grössen 

(245) . . . . * + , + ^ 2 -{ \- MXA^ — 0 , 
und setzt man 

in die Gleichung (242) ein, so ergiebt sich 

(246) .... (Mt ƒ ̂  - 9fJfe) + (*; ƒ 4- - *,J^) 
Ufl—1 Ml Ut 

+ 1 - >-- )+--+ )- ) ^ 
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nehmen wir nun an, dass die Klammern nicht einzeln verschwinden 
— welcher Fall nachher untersucht werden soll — so wird, wenn 
wir mit Hülfe des Additionstheorems 

<•-•>••••*•/&-*№-№• • 

M f IL _ M ('AL. = f IL 

setzen, die Gleichung (246) übergehen in 
V Vļt V/Lt 1 »•! 

^ • • • Sm + AJ% + V a + • • •+^-J% = °' 
woraus wieder genau wie oben die ganzzahlige lineare Relation 

dw + M™ Äx + jÇ_t A% + • • • + M? Au _ l = 0 • 

folgt, worin , ••• ? ganze Zahlen sein müssen, da e2 nicht 
f.i -j 

ein Modul complexer Multiplication sein sollte; bestimmt man hieraus 
wieder - i , setzt den Werth in (247) ein und zieht die ellipti
schen Integrale wieder zusammen, so erhält man eine Relation von 
der Form 

<248) •••№) + AJu + A4% + • • •+ ^ = ° ' 
immer wieder vorausgesetzt, dass die bei der Herleitung dieser 
Gleichung sich ergebenden, den obigen analogen Einzelklammern 
nicht verschwinden. Durch Wiederholung derselben Schlüsse gelangt 
man zu einer Gleichung von der Form 

S Sf.l 

•<•«*>.-• f + */ -0-
welche wieder unter der gemachten Voraussetzung die Beziehung 
nach sich zieht 

(250) . . . . < ^ _ 1 ) + A1 M^~1] = 0 , 

woraus folgt, dass, wenn die im Laufe der Reduction sich ergeben
den Einzelklammern nicht verschwinden, und c2 nicht ein Modul 
complexer Multiplication ist, 

Ax = — ( ^ + £** -| + £>) 

eine rationale Zahl sein müsste. 
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Beschränken wir uns nun .auf die Untersuchung des Falles*, in 
welchem Q eine Primzahl ist, so wird wegen der Irreductibilität 
der Gleichung 

1 + x-\-x2-\ f - a * - i = 0 
Ax nur dann eine rationale Zahl sein können, wenn die Gleichung 

sV + x't*-1 H h + xVl + = 0 , 
in welcher der Grad vhi höchstens der Q — l t e ist, die Lösung s 
haben kann, d. h. wenn 
f* = p — 1, 2^ = 0—-1, VM-i = Q — 2 , • - • V2 = 2, 1>! = 1, A1 = l 
ist, während doch ļi < Q — 1 sein sollte. 

Nehmen wir daher an, dass jene Relation zwischen den Elemen
ten eines Cyclus weniger Elemente enthält als die Ordnung des 
Cyclus beträgt, oder dass in der Entwicklung der algebraischen 
Function um einen Verzweigungspunkt herum nicht alle gebrochenen 
Potenzen von der Form 

1 2 Q—l 

(x — a) V , (x — « ) ? , • • • ( # — « ) ? 

vorkommen, so müssen entweder die oben bei der successiven Re
duction sich ergebenden Einzelklammern verschwinden, oder <? muss 
ein Modul complexer Multiplication sein. Untersuchen wir nun jene 
Klammern und nehmen an, dass die sämmtlichen zur ersten Re-
ductionsgleichung gehörigen Klammern verschwinden, so wird in 
der Gleichung (246) 

( > + i 

( 2 5 1 ) . . . . J j ® Jd{&) 

sein; verschwinden die zur zweiten Reductionsgleichung gehörigen 
Klammern, so erhält man offenbar 

oder vermöge der Gleichung (m) 

(252) .... M^f^ļ - (M?M^ -M^M2)j\ 

— Mw M fJt- ' 
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fährt man so fort, so sieht man, dass das Verschwinden der Einzel
klammern jedenfalls zwischen allen oder einigen der elliptischen 
Integrale der Gleichung (242) eine homogene lineare, nicht identisch 
verschwindende Relation von der Form nach sich zieht 

(253) .-.. Lft+1jfa + L,ffa + ••• + LJ-£L _ 0, 
worin L19 L2, •• • J^u+i ganze Zahlen bedeuten, oder, da oben 

de _ dĶ 
J A{g) J A{Ķ) J z/(|) 

gesetzt war, 

(254) . . . . Lr+tjfa + LMJfa + • • • + Ljfa = Lp+j-fa., 

woraus folgt, dass, weil die einzelnen Integrale 

_ dĶ _ dĶ _ dĶ 
*>• —J J{Ķ) > ^ —J A(Ķ) > '" ^ t + 1 —J A(Ķ) 

Integrale der vorgelegten nicht homogenen linearen Differential
gleichung darstellten, wenn die rechten Seiten resp. y17 y2) • • yu+i 
waren, der Ausdruck 

l"+J + L J M) + ' " " + LJ  
ein Integral der Differentialgleichung 

( 2 5 5 ) - . . . ^ + 1 -£ - + •• + Ym_1^ 

= i^+i2/(W+i + Lf.tļf, + • •. + Lly1 

ist, und somit auch nach Gleichung (254) 

ein Integral von (255). Da aber nach der für die Gleichung (241) 
gemachten Annahme 

V 

CdĶ 
J *(& 

ein Integral der reducirten Differentialgleichung ist, somit auch dieser 
Werth mit der Constanten L multiplicirt die linke Seite von (255) 
zu Null macht, so ergiebt sich 

(256) i^+ iy^+i + + • • • + Ltyt = 0, 
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worin die Grössen L ganze Zahlen bedeuten; da aber nicht schon 
zwischen weniger als f t + 1 der Grössen yt, y2, • • y^+i des Cyclus eine 
lineare homogene Gleichung stattfinden sollte, so muss die Relation 
(256) mit (233) übereinstimmen, oder es muss 

- i = **' + ** + ... + «V 
• / " + 1 

ļtr± = / i . e* + ^ . *'• -] f- 5V-1. fV = ?>+*> + e*+* -j ļ- £V-i+V 
," +1 

I A _ i», r, r„ i'i + r 2 + - • + ?„ 

sein; da aber die Summe von s-Potenzen nur einer rationalen Zahl 
oder Null gleich sein kann, wenn sie sämmtlich in dieser Summe 
vorkommen, so würde das Bestehen der obigen Gleichungen wieder, 
erfordern, dass in der Entwicklung der algebraischen Function-um 
jenen Verzweigungspunkt in dem angegebenen Sinne alle gebrochenen 
Potenzen vorkommen müssen, es können somit — diesen Fall aus- ' 
geschlossen — auch die bei der obigen successiven Reduction sich 
ergebenden Einzelklammern nicht verschwinden, und es ergiebt sich 
somit der nachfolgende Satz: 

Genügt einer linearen Differentialgleichung 
dMz . r̂ dl~ z - , y dz  

~ā^F + ' ~ ^ - ~ + h m~1 ~d^~~v 

ein elliptisches Integral erster Gattung, und hommen in der Entwicklung 
der Function y um irgend einen ihrer Verzweigungspunkte a für einen 
primzahligen Cyclus Q nach Zusammenfassen der gleichen gebrochenen 
Voten sen nicht alle Potenzen 

1 _ 2 _ Q—l 

(x — a) Q } (x — cc) Q , - - • (x — ) 
vor, so ist der Modul des elliptischen Integrales ein Modul complexer 
Multiplication, wenn die reducirte Differentialgleichung der angegebenen 
Beschränkung unterliegt, 

Ist aber nun c2 ein Modul complexer Multiplication, so musste 
My., wenn es nicht eine ganze Zahl war, nothwendig die Form 
haben - - (ax + ibx), worin ax und bx ganze Zahlen bedeuteten, von 
denen die letztere wesentlich positiv ist, und es bleiben offenbar 
alle früher gemachten Schlüsse gültig, bis wir zur Beziehung (250) 
gelangen, aus der vermöge der eben angegebenen Form von M^l~1] 

nur gefolgert werden kann, dass 

(257) .... eVl + * + h e* = P + ir Vi . 
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ist, worin py r, q rationale Zahlen bedeuten, von denen die letztere 
positiv oder Null ist und ohne quadratische Theiler angenommen 
werden darf. Vorausgesetzt wurde jedoch, um zur Gleichung (250) 
also zu der analogen (257) zu gelangen, dass die bei der Reduction 
successive auftretenden Einzelklammern nicht verschwinden; ist dies 
aber der Fall, so ergiebt sich für die der Gleichung (256) analoge 
Gleichung 

(258) • . . . (P„ + 1 + i e„ + 1 Vq)p,l + 1 

+ (P„ + iQM » + --- + (P1 + iQ1Vq)yl= 0, 
und setzt man die früher aufgestellten Entwicklungsformen der 
Grössen yu y2, • • • -\-1 ein, so folgt unmittelbar, dass die Gleichung 

(259) . . . . (Pfl + 1 + iQ/l+lVqy 

+ (P„ + i Qft Yq)x><-i + ...+ P1 + iQļyq=Q 

die Lösungen 1, e*2, • • • £*<" haben muss; es wird also entweder das 
letztere stattfinden, oder es wird die Gleichung (257) gelten, anders 
ausgedrückt, es wird entweder die Gleichung (259) die Lösungen 
a'l7 / 2 , • • • /•" besitzen, oder es wird die Gleichung 

(260) . - • . x1 + xv* -i f- x>« = p + irYq 

die Lösung e haben. Die Vergleichung der Beziehungen (259) und 
(260) mit den Kreistheilungsgleichungen und deren Zerlegungsformen 
liefert leicht das Resultat, dass, wenn in der Entwicklung von um 
einen primzahligen Q-fachen Verzweigungspunkt herum nicht alle Po-

i 

tenzen von (x—a) ? vorkommen und Q " = 3 (mod. 4) ist, einerseits 
der Modul des elliptischen Integrates, welches ein Integral der linearen 
nicht homogenen Differentialgleichung ist, unter den bekannten Be
schränkungen für die reducirte Differentialgleichung ein Modul der com
plexen Multiplication istj andererseits folgt, dass die Entwicklungs
form von . ÇQ—I 

y = ±( ) (x — ) + 2( ) ( — ) ^ (- < _ ( ) ( — ) ' 
2 

sein muss, worin Qlf Q2? • • • QQ—I entweder alle —-— quadratischen 

Reste oder alle — - — ^quadratischen Nichtreste von Q bedeuten; zugleich 

ergiebt sich, dass ļ /— Q der Multiplicator der complexen Multiplication 
des elliptischen Integrales sein wird, und dass nach früher entwickelten 
Sätzen auch der complexe Integralmodul bis auf die durch algebraische 
Transformation aus diesem herleitbaren bestimmt ist. 
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Auf weitere Untersuchungen, welche den Fall Q = 1 (mod- 4) 
betreffen und auf zusammengesetzte Q ausgedehnt werden können, 
wollen wir hier nicht weiter eingehen, und nur noch auf die ähn
lichen Untersuchungen hinweisen, welche die complexe Multiplication 
der hyperelliptischen und Abel'schen Integrale berühren. 

Nehmen wir an, dass die Differentialgleichung 

(261 ) . . . .££.+ r 1 ^ f + ...+ r._1^-y 

durch ein hyperelliptisches Integral erster Gattung — und auf In
tegrale erster Gattung konnte das Problem, wie oben gezeigt worden, 
stets zurückgeführt werden — befriedigt werde, so war früher nach
gewiesen, dass auch stets, von einem Zahlenfactor abgesehen, ein 
Integral der Differentialgleichung von der Form existirt 

up 

(262)....,= / ^ - + ^ 
4 J Vv® J «) J «) ' 

worin ƒ( | ) eine ganze Function höchstens vom p — l ten Grade be
deutet, <p(S) ein ganzes Polynom vom 2p -f- l ten Grade ist, und 

Uly Uņ, ' * * Up 

die Lösungen einer algebraischen Gleichung pten Grades 

(263) UP+/Ì (x, T,, • • ,»-,, y) u*-> + ••• + £, (*, Yt, • • F m _ 1 ; y) = 0 

sind, deren Coëfficiënten rationale Functionen der in ihnen ent
haltenen Grössen bedeuten, während die zugehörigen Irrationalitäten 
durch die Gleichung bestimmt sind 

(264) « . . . yV(«r) = F(*r, x, Y19 • • • r m _ ! , y ) , 

in der F wiederum eine rationale Function bezeichnet. Machen wir 
nunmehr die oben für den Fall, dass die Differentialgleichung durch 
ein elliptisches Integral befriedigt wird, zu Grunde gelegte Voraus
setzung, dass zwischen zwei Zweigen der algebraischen Function y 
eine homogene lineare Relation besteht, oder dass 

(265) . . . . y i — Sy, 

worin s, wie gezeigt worden, eine fite Einheitswurzel sein musste, 
und die die Grösse defìnirende algebraische Gleichung die Form 
hatte 

(266) * + < , Yu- _ 1 ) ^ - 1 ) " + . . + 9) ;, - _ 1 ) = 0 , 

so folgt genau wie früher, dass der Ausdruck 

(267) ' • • • ^=Jim+J^m + '•• + Jl^W 
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ein Integral der Differentialgleichung 

( 2 6 8 ) . . . . ^ + r i - ^ + . . . + F w _ 1 - £ - = £ , 

ist, wenn vlf v2, — Vp Lösungen der algebraischen Gleichung 

(269) v'+ft(x, r i f •• rm_x , ey ) t^» + •• + f,(x, Yu •• Ym-1} ay)=0 

sind, während die zugehörigen Irrationalitäten durch die Gleichung 
bestimmt sind 

(270) . . . . Vrtfò = F(vr, x, Yu . • - r m _ i , sy), 

und dass somit die reducirte lineare Differentialgleichung 

das Integral besitzt 

(272)-...,-t! 1^-£ . 

Nehmen wir nunmehr wieder wie oben an, dass die reducirte 
Differentialgleichung entweder durch gar kein Integral einer alge
braischen Function befriedigt wird, oder dass, wenn dies der Fall 
ist, sich dieses durch dieselben hyperelliptischen Integrale erster 
Gattung mit der Irrationalität ļ/<p (§) darstellen lässt, so würde jedenfalls 

vr ur wr 

(273).... fļfJ®ģ*--&rJ^-~flfJ^ 
sein, worin w1} w2} • • • wQ zum Theil oder auch alle constant sein 
können, und man erhält somit, wenn nach dem AbeTschen Theorem 

vr wr ür 

(274).... f - - -f -fi ÇMB-

gesetzt wird, die nothwendige Beziehung 

(275) .... f №Êà- - . f -. 

Aus dieser Gleichung können wir aber sofort auf bestimmte 
Formen des Polynoms ç>(|) schliessen; bezeichnen wir nämlich die 
Periodicitätsmoduln des Integrales erster Gattung 

J V*W 
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an den 2 p Querschnitten mit 
t t r 

G)l7 C0t , 2, G)2 , • • • C02p, 2  

und bemerken, dass zwischen den ur und Ur ein algebraischer Zu
sammenhang besteht, so folgt leicht, dass, wenn man in der 
Gleichung (275) einen der Integrationswege der -Variabein den 
ersten Querschnitt einmal schneiden lässt, auf der linken Seite, da 
die rechte Seite in den Grenzen unverändert geblieben ist, und nur 
um eine additive Constante vermehrt worden, die Grenzeiļ nur in 
die anderen Lösungen der zwischen den U und bestehenden alge
braischen Beziehungen übergegangen sein können, und dass, weil 
die Anzahl der CT-Werthe nur eine endliche ist, wir jedenfalls den 
ersten Querschnitt so oft werden durchschneiden können, bis einmal 
zwei Werthesysteme der p Grössen U einander gleich werden; dann 
wird auf der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten , 
Grösse, welche ein ganzes Multiplum von ist, äquivalente Con
stante nur von dem Durchschneiden der Querschnitte durch die In
tegrationswege der linken Seite herstammen, somit nur ein ganzes 
Vielfaches der 2p Periodicitätsmoduln sein können. Verfährt man 
ebenso mit jedem der 2p Periodicitätsmoduln, so ergiebt sich das 
folgende System von Gleichungen 

1 =all(o1 + blx œ±' + 12 2 + b12co2 + • • • + 1 + bipœp 

snidati =a[1œ1 + ' / + [2 2 + '12 2' -ļ- • • • + [ cop -f- [    
sm2G}2 = 21 1 + b2lG)ļ + 22 2 + 22 2 + • • • + 2 ( + 2   

= 1 1 + b'pi&ļ -\- >' + 2 >2 + • • • + + , 

und daher die Bedingungsgleichung für s 

ļ Ö U - sm1 bļt a12 b12 ••• aVp bLp 

«ii b'u — cm/ #12 b'ļ2 • • • a[p bip = 0. 

ūpi Dpi ap2 Op2 • • * dpp Opp BWlp 

Es folgt somit der Satz, 
dass wenn einer nicht homogenen linearen Differentialgleichung (261), 
deren rechte Seite bei einem geschlossenen Wege der Variabein in ein 
Multiplum dieses Wertlies übergeht oder einer Gleichung von der Form 
(266) angehört, welche nur Potenzen von y^ enthält, ein hyperelliptisches 
Integral pter Ordnung genügt, unter der Voraussetzung, dass die reducirte 
Gleichung, wenn sie überhaupt durch ein ÄbeVsches Integral befriedigt 
wird, als solches nur ein gleichartiges hyperelliptisches Integral besitzt, 
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die Grosse e f1 die Lösung einer Gleichung 2pten Grades mit rationalen 
Coëfficiënten sein muss, woraus nach bekannten Principien die Pest
stellung der möglichen Werthe für die Zahl /tt hervorgeht. 

Untersuchen wir genauer den Fall, in welchem {i ̂  2 p -f- 1 und 
ausserdem der Beschränkung unterworfen ist ; eine Primzahl zu sein, 

2 

so kann e -" nur dann die Lösung einer Gleichung 2p^n Grades mit 
rationalen Coëfficiënten sein, wenn ļi = 2p -f- 1 *) ist, und es wird 
also die Gleichung (275) nur bestehen für 

2 ni 
(276) . . . . s = e»S+ī, 

worin 2p -f- 1 eine Primzahl und das Polynom < (£) selbst vom 
2p -f- l ten Grade ist. Ein solches hyperelliptisches Integral, welches 
eine complexe Multiplication mit dem Multiplicator (276) zulässt, 
ist offenbar 

indem die Substitution 

Ķ = sQrj, worin Q {% + 1) = 1 (mod. 2p -f- 1), 

die Beziehung liefert 

J Vfp+i-i J y^p+i-t' 
und wir wollen uns nun mit dem Falle beschäftigen, in dem die 
Differentialgleichung (261) ein Integral von der Form 

(277) ,L - =+1*-^^=+...+ (% = 
besitzt, wenn die rechte Seite der Differentialgleichung durch die 
Gleichung definirt ist 

(278) . . . • 2 + ) + ( 2 +1( 7 Y17 . . . r w _ 1 ) ^ - 1 H ^ + D + . . . 

f- <Pi(2P+i) (#, Tu - • • r m - i ) = 0, 

während , • • • up, sowie Yq>(ur) Gleichungen von der Form (263) 
und (264) genügen. Lässt man nun die Variable x wieder ge
schlossene Umkreise beschreiben derart, dass Yly - - • Ym_i un ver

ö l s t 2 p + 1 = 5 und ļi eine beliebige Zahl, so können dieser Forderung, 
wie leicht zu sehen, nur die Werthe ^ = 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 entsprechen, 
und ähnlich für grössere 2 p-1-1. 
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ändert bleiben, während der Reihe nach in 

sy, £2y, - • • £2*y 

übergeht, so werden die Differentialgleichungen 

dx™ + Xl dx™^ + • " + lm-' dx-y 

(279) - • • { dxm ^ 1 dxm~x ^ ~ dx * 

dmz„„ dm-1z%n dz9n 

dx™ + l l dxm~l + + - 1 dx -  

die Integrale besitzen 

( «i UP 

J Yfp+i-t J Ve**1-! 
w

(i) «w 

(280).... ,1=y>7==rT+--.+y ļ 71ģ^r 

5 = f Ķ'dĶ _ + + ƒ *"d* — 

worin (/\ w^? • • • «(?) Lösungen der algebraischen Gleichung 

(281) **+№, Yir. _ „ ^ ^ - 1 + . . + ^ ( a - , F 1 ? . . Fm
#_1? * ty)=0 

sind, während die zu diesen Lösungen gehörigen Irrationalitäten 
durch 

(282) . . . . ] ^ 1 = F(u, x, T19 . • • F w _ 1 ; tfy) 
bestimmt sind, und es ist somit 

(283) 2 / + 1 ^ 

ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung (261), oder auch 
mit Benutzung der Werthe (280) 
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oder endlich, wenn 
(28t>) • • • • ur' = s s vr , 

worin 
(285 a) -.-"• m , ( x + 1) = s (mod. 2 p + 1) 

gesetzt wird, 

(286) * = > 7 V , , l d K -

worin Vj , t?g , • • • v Lösungen der algebraischen Gleichung 

(287) • • - • «*" '**+ s{p-"m>ft(x, Ylf • • • r m _x, s'y)**-1 + • • • 

••• + &(*, ,,--- rm_„ /) = 
sind, während die zugehörige Irrationalität der Gleichung genügt 

(288) • • • • V ^ ï + ï ^ T Î = j r ( / 4 , > y n . . . _ #9) 

Setzen wir nun 

(A).... y.y/—LâL= 

ƒ ļ/§2^ + l _ 1 " t ^ / ļ/g2p + l _ 1 " " """ / ļ/gajp-ļ-1 i ' 

so ist nach dem AbeTschen Theorem eine Function p(v) vom 
p(p+l)ten Grade 
(289) - - - - p(v) = vP(*+v+ap<p+1)-1vP<P+v-*+ ^aiv + aQy 

und eine Function q (v) vom p 2 — l ten Grade 
(290) .... q(v) = V - i f*-1 + V - 2 ^ ~ 2 + - • - + \v + b0 

so zu bestimmen, dass 
(291) . - - - p(v) — q(v) ļ / ^ + i _ l = 0 

befriedigt wird durch die p(2p-{-l) Werthe v® und die dazu
gehörigen Irrationalitäten. Beachtet man, dass die in der Gleichung 
(291) vorkommende Irrationalität vermöge der Gleichung (288) mit 
Hülfe von (287) als ganze Function des p—lten Grades des ent
sprechenden v dargestellt werden kann, so wird der Factor des 
Coëfficiënten bv in der Gleichung (291) die Form haben 

b, : e
( * - 1 ) - ' V l ( * , Ti , • • • r m _ t , a'y)v^-1 

+ ^ > ( , Yit... r M _ „ * , , ) ,£»*+ ' - • + • • • 

... + 9p(x,Y1,..-7m-.l,f9)v?
r
i 
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setzt man ferner die Potenzsumme der Lösungen der Gleichung (287) 

und addirt von den p(ßp-\-l) Gleichungen (291) je p, die zu den 
Lösungen derselben Gleichung (287) also zu demselben s gehören, 
nachdem sie der Reihe nach mit 

1 1 . . . 1 
+1 +1 . . . t 7 W x + 1 

1 2 p 

V\ U2 Vp 

^( )( - 1 ) ( * + D ( )( - 1 ) ( + 1 ) is)(p-l)(y. + D 
1 2 p 

multiplicirt sind, so erhält man das folgende System von Gleichungen, 
in welchem s = 0, 1, 2, • • • 2p zu setzen ist: 

(292) Ssp(p + 1) + O^-fl) —1 Ssp(p + i)—i + • • • + «!&! + a0&s0 

+ V _ i [s^-^sy^x, Yl} • • • rm_i ? ^ / ) ^ ( / , + 1 ) _ 2 H 
ļ- ç>p.-i(#, Yl7 • • • r w _ i ? £*«/)&^_i| 

+ Ò^_2 ( f i ^ - ^ ^ f o r u • - • rm_i, £**/)&^+1)_3 -\  

\- 9P_i ( , • • • r m _ i , asy) & ^ _ 2 | 

+ 
+ 0 { - ^ (X, Y19 • - • Ym-l9 ̂  )8 -! H 

• -.- + (fp-i(x, Y i r - F w _ 1 ? asy)Ss0 } = 0, 

und noch p — 1 ähnlich gestaltete, die sich von (292) nur dadurch 
unterscheiden, dass alle zweiten Indices der S um resp. - f - l? 
2 (x + 1), 3 (x + 1), • • • (p — 1) ( + 1) Einheiten erhöht sind. 
Fassen wir die gleichartigen 2 p -f- 1 Gleichungen (292) auf, welche 
den Werthen s = 0 , 1, 2, • • 2p entsprechen und beachten, dass, wenn 
für Sox als Potenzsumme der Lösungen der Gleichung 

vp + /;(*, r x , . . . _1, i / ) ^ - 1 + . . • + ƒ,(*, Y17 ... rw_i, ) — 
vermöge der Gleichung (278) die Form 

£0 = 2 + 33 2/ + ® ƒ + • • • + 2* 

gesetzt wird, worin 31 , 33 > • * & rationale Functionen von #, ] • • Ym—i 
und y2p+x sind, sich 

(293) . •. • & = s~Xms {«a + «-» » + '(£ h «**#2 **} 

ergiebt, so wird, wenn bemerkt wird, dass aus den einzelnen 



§ 15. Eigenschaften der Irrationalitäten Abel'scher Integrale. 241 

Klammern, welche die Factoren der o-Coëfficiënten in der Gleichung 
(292) bilden, die respectiven Einheitswurzeln 

heraustreten, während die Klammern wieder die Form annehmen 

bv - r
vm* [Ar + e°Bvy + s** rv f + - - . + «*" Arf*} , 

die Addition der 2 ^ + 1 Gleichungen (292), wie leicht zu sehen, 
folgendermassen bewerkstelligt werden können. Bezeichnen nämlich 
â und 71 gegebene ganze Zahlen, und bestimmt man, was, da 2p -1-1 
eine Primzahl, immer möglich ist, zwei ganze Zahlen und aus 
den Congruenzen 

(294) 6ô(x + 1) = , rv(x + 1) = } (mod. 2p + 1), 

so wird in der Additionsgleichung der Coefficient von lauten: 

2p 2p 2 p 

(295) * 2 $+ ®» 2 «~'*J + ' + ••• + £ c î ^ 2 s~âms + 2ps, 
0 0 0 

und der von \ 
2 2 2 

(296) A42l «-'"' + , 2 t~âms + S +•••+ AfP^e-3m°+2l>\ 
0 0  

und, wenn man berücksichtigt, dass nach den Congruenzen (285 a) 
und (294) 

(297) — dm, + 6<$s = 0 und —v\ms + tt}s = 0 (mod. 2p + 1) 

ist, so folgt, dass der Coefficient von a$ nur noch lautet 

während der Coefficient von }] 

ist, und somit das Resultat der Addition 

(298) ï , H i ) » f f ^ + H % ( p + i ) - i ^ ( ^ + i ) - i ^ ( p + 1 ) " 4 ' 4 ^ î i f + « o ^ 

worin die X und T rationale Functionen von x, Yu • • • 3Tm_i und 
^2p+i s jn ( ļ e 

Multiplicirt man die 2 ^ - 1 - 1 Gleichungen (292) der Reihe 
nach mit 

1 f 2 - - . s** 
1 s2 f4 . • • £**> 

1 £2j» £ 4 p . . . £4p* ^ 

K ö n i g s b e r g e r , Differentialgleicb. 16 
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so lautet das Resultat der Addition dieser Gleichungen mit Berück
sichtigung der obigen Congruenzen und der Wahl ähnlicher Be
zeichnungen wie oben 

(299) *$p+1)ir><>+t>+aptf+t)_tXf{p+ti_l1r«>+*-i+. • • + a0%
sV° 

worin Q = 0, 1, 2, • • • 2 p zu setzen ist. 
Man sieht leicht, dass in all'- den Gleichungen, welche man auf 

dieselbe Weise aus der Gleichung (292) herleitet, nachdem in der
selben die zweiten Indices der S um resp. x -J- 1, 2 (x + 1), • • • 
(p — 1) (x + 1) Einheiten erhöht worden, nur statt und r\ die 
Grössen + (x + 1) £ und 77 -f- (x -1- 1) £ auftreten werden, wenn 
der Index von S um (x -f- 1) £ Einheiten erhöht ist, und wenn man 
daher wieder zwei ganze Zahlen ^ und vn aus den Congruenzen 
bestimmt 

so wird die der Gleichung (298) analoge Gleichung folgendermassen 
lauten 

(39°) * & + « ^ + 1 ) + « W D - ! ^ L + D - i / ^ ^ 1 ' - 1 + • • •+«o^:v° 
+ V-! ̂ -12/V _ 1 + V- . T°J-2 "-2 + • • • + &o?f jf* = 0; 

wenn man aber berücksichtigt, dass wegen 

(* + 1) (fié —Q = i und (« + 1) 0 = (mod. 2jp + 1) 
auch 

lia = <?( + £ und ebenso i/,, = r4 + £ (mod. 2 p -f- 1) 

folgt, so ergeben sich, wenn die Gleichungen mit y~^ multiplicirt 
werden, endlich die p (2p -f- 1) Bestimmungsgleichungen für die im 
Ab e sehen Theorem vorkommenden Constanten a und b in der 
Form 

(soi) %H+l) y^+i) + e#(#+i)_i ^ ^ yv^+4-i + . . . + «0sfy° 

+ V - i ^ - i * v - 1 + V-» ̂ - » * v _ > + • • • + ° ToÇ " = , 
worin für 9 alle ^Zahlen 0, 1, 2, • • • 2p, für f die Zahlen 
0, 1, 2, • • • p — 1 zu setzen sind. 

Aus dem Gleichungssystem (301) ist nun unmittelbar zu er
sehen, dass, wenn 

6p(p + l) — <*p(p + l)—« = , ( + 1) V — « ~ 1* 

gesetzt wird, 
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folgt, worin Ua und Va rationale Functionen von x, Yly-- Fm_i 
und y2#+l sind, und man erhält somit 

(302) . . . . j> (vf - q (v)2 (v2^1 - 1) 

-[V^xivP*-1 + V2yx>v*>*—2 -\ p ^ _ i ž / ^ — ^ + F i , , ^ 2 ] 2 ( ^ + 1 - 1) = 0. 

Berücksichtigt man nun die oben fur die tf- und r-Grössen auf
gestellten Congruenzen, so findet man leicht, dass, wenn 

(303) v = wyx 

gesetzt wird, worin eine Lösung der Congruenz 

(304) . . . . A ( » + l ) = l ( m o d . 2 p + l ) 

bedeutet, ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (302) 
lautet: 

Uay4'«+X{p{P + V-*i . ^ ( p + l)-a 

oder auch vermöge der oben bezeichneten Congruenzen: 

Uay?-pip+1)bvP^+1)-a
) 

und ein Posten des zweiten Quadrates von (302): 

und die Gleichung (302) daher die Form annimmt: 

(305) ....p(v)* — q(v)2(v2*+l - 1) 
= ifipiP+i) [upiP+D - f VL^rb+V-1 -\ h īĻ(p+i)]8 

- (ß^-1 ^ f- ^ ) 2 (w 2 *+V ( 2 j p + 1 ) —. !)> 
worin die Grössen U und Sß rationale Functionen von x, Y1} • • • Fm-i 
und y2^+1 sind. 

Nun ist aber auch 

(306) . • • . p (vf - q (vf (V*P+> - 1) = J J Jļ(v - t£») X 
i 

aus der Gleichung (287) folgt ferner 
zp p 

Īī№-W 
i6* 
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und wenn auch hier die Substitution (303) eingeführt wird, 

flff-o 
0 1 

= 7 T {«"" « ' + év-^'y^-vf^x, Yit • • • -1, '9) W-* + • • • 

h fp(x, Yir-- Tm-i, ssy)\, 

oder endlich, wenn man beachtet, dass aus den obigen Congruenzen 

MS = si (mod. 2p -\- 1) 
folgt 

(307)-...^Jļ"(,-^) 
0 1 

=]ļU*Yxy**w* + ( ^ ( - ^ - /; ( ^ 1 ? . . . Yw_1? £ ^ ) ^ - i + . . 1 
0 

woraus zu erkennen ; dass das Product eine symmetrische Function 
von 

y9 ey, e2y, - • • a2**/ 

ist, und somit eine ganze Function von w wird, deren Coëfficiënten 
rationale Functionen von x7 Ylf • • • Ym—i und 2 + vorstellen. 

Berücksichtigt man nun, dass die aus den Gleichungen (305), 
(306), (307) hervorgehende Gleichung des Abel'schen Theorems als 
Coëfficiënten der höchsten w-Potenz auf der linken Seite die Grösse 

y2Xp(p + l) 

hat, während (307) als Coëfficiënten der höchsten w-Potenz 

ifppp+i) 

liefert, so wird der vermöge der Substitution (303) nach Gleichung 
(306) übrig bleibende. Theil 

tfu> — Zl)(y
lw--Z2).'.(3tu>-Zp) 

= y*p [w*> + ^ - 1 H f- -t w + ] 

sein, worin $ 1? āft2, • • • rationale Functionen von x, Yly • • • Ym-X 

und y2P+x bedeuten oder 

(v - zx) (v-z2).--(y- zp) = VP + myv**-1 

+ 2 / 2 V - 2 H f- , 
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d. h. die Grössen Zx, Z2,- • • Zp, welche die Grenzen der p Additions
integrale der Gleichung (A) sind, werden die Lösungen einer algebra
ischen Gleichung 

' (308) . . . . «*+ ??-1 + m2y2lvp-2 H — + mPyr>x =  
sein, worin die Grössen Süden oben angegebenen Charakter haben. 

Endlich werden sich nach Gleichung (291) die zu den i?1 Grössen 
gehörigen Irrationalitäten in der Form ergeben 

( 3 0 9 ) . . . . l / i f + l - l = ^ . 
Das hierdurch erhaltene Resultat können wir auch so aussprechen : 
Unter der Voraussetzung, dass die lineare nicht homogene Differen

tialgleichung, deren rechte Seite einer Gleichung von der Form (278) 
genügt, ein zum Geschlechte p gehöriges hyperelliptisches Integral besitzt 
von der Form 

z= iīdĶ + f edì 4- + Ķy'dĶ 

(in wiefern diese Form ausschliesslich bestimmt ist, wurde früher unter
sucht), ivorin , u2, • • • Up die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
pten Grades sind, deren Coëfficiënten rational aus den Coëfficiënten der 

reducirten Differentialgleichung und der Grösse zusammengesetzt sind, 

hat dieselbe auch stets ein Integral von der Form 

zx z, ZP 

£ = l**i i èy'dè , , J*dĶ 
J VĶ^+^-I J ^+1-i ~r \ / * - 1 _ ! ' 

in welchem die Grenzen der Integrale so beschaffen sind, dass, wenn 

gesetzt wird, worin 

A ( » + l ) = l(ņiod. 2p + 1), 

die Grössen Wu W2, • • • Wp die Lösungen einer Gleichung 

w* + SR, w*-1 -\— - w+ mP =  
sind, deren Coëfficiënten rational aus den Coëfficiënten der reducirten 

Differentialgleichung und der Grösse 

zusammengesetzt sind, während die Irrationalitäten 

1 / F 2 H V ( 2 ] , + 1 ) ~ 1 
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sich als rationale Functionen von WQ darstellen lassen, deren Coëffi
ciënten wiederum rational aus den Coëfficiënten der Differentialgleichung 
und y2?+1 zusammengesetzt sind. 

Somit sehen wir auch in diesem Falle die Transformation der 
Integrale von Differentialgleichungen oder Quadraturen — und auf 
diese Resultate haben wir früher hingewiesen — auf algebraische 
Gleichungen führen, die in ihren Coëfficiënten nur rationale Zusammen
setzungen der Variabein und nicht die algebraische Irrationalität ent
halten, wenn y selbst einer binomischen Gleichung 2p -f~ l ten Grades 
genügt. 

Die Methoden, mit Hülfe der Gleichung in W und der oben 
gefundenen Form der Irrationalität alle Differentialgleichungen auf
zustellen, welchen durch hyperelliptische Integrale der angegebenen 
Beschaffenheit genügt wird, sind oben erörtert worden, und ebenso 
bedarf die Verallgemeinerung dieser Untersuchungen auf Abel'sche* 
Integrale keiner weiteren Ausführung. 

Znsatz. 

Ich will nachträglich bemerken, dass die in den §§ 14 und 15 
für die reducirte Differentialgleichung festgesetzten Bedingungen für 
den Fall von logarithmischen und Abel'schen Integralen nicht homogener 
linearer Differentialgleichungen darauf zu beschränken sind, dass die
selben überhaupt nicht derartige* Integrale besitzen, während die 
Annahme solcher Integrale, deren Argumente rational aus den 
Coëfficiënten der Differentialgleichung zusammengesetzt sind, eine 
etwas modificirte Untersuchung erfordert, auf die ich bei einer anderen 
Gelegenheit zurückkommen werde. 


