
GAPITOLO V. 

C3¯raxićLezze g * e o m e t r i c l i e -

§ 1. Definizioni. 

1. Sonvi delle categorie di grandezze geometriche tali che pΓese 
due grandezze della stessa categoria, non si può preseπtaíe che 
Γuno o Γaltro di questi due casi: 1° le due grandezze si possono 
sovrapporre, o si possono decomporre in parti a due a due sovrap¯ 
ponibili; e allora si dicono eguali; 2° le due grandezze si possono 
decomporre in parti in modo che ogni parte della seconda sia 
eguale ad una delle parti della prima, ma non viceversa, e allora 
le due grandezze diconsi diseguali, e la prima maggiore della se
conda. 

Questo avviene per le lunghezze di segmenti rettilinei, per le 
aree piane limitate da linee rette, pei volumi di prismi o di solidi 
decomponibili in prismi, e per alcune altre categorie di grandezze 
geometriche, che soglionsi chiamare prinσ¿pali. Ma sonvi altre gran
dezze, per le quali può avvenire che, paragonandone due, non si 
presenti nè Γuno nè Γaltro dei due casi suddetti. Per queste gran
dezze è necessario di ben definire che cosa si intenda per egua-
glianza di due grandezze, e per misura ďuna di tali grandezze. 

2. Diremo campo di punti, od anche figura, ogni insieme di punti, 
in numero limitato od illimitato. Gosì aicuni punti in numero finito, 
i punti ďuna linea, ďuna superficie, ďun solido, sono campi di punti. 
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Uŭ campo di punti si đirå rettilineo, se tutti i punti stanno su ďuna 
retta; si dirâ piano, se tutti i punti stanno in un piano. Noi comin-
cieremσ a studiare i campi rettilinei. 

Sia A un campo rettiliħeo. Si đirà che un punto P è interno al 
campo A, se è possibile deternιinare una lunghezza p in guisa che 
tutti i punti della retta, i quali distano da P meno di p, apparten-
gano al campo A. Si dirà che un punto è esterno al campo A, se 
è possibile determinare una lunghezza p in guisa che tutti i punti 
della retta, i quali distano dal punto P meno di p, non apparten-
gano ad A. Un punto nè interno nè esterno ad A si dirà punto 
Umite di A; quindi, se P è un punto limite di A, fissata comunque 
una lunghezza p, si troveranno sempre dei punti sulla retta, che 
distano da P meno di p, e che appartengono al campo A, e dei 
punti, che pure distano da P meno di p, e che non apparten
gono ad A. I punti limiti di A possono appartenere, ovvero non, 
al campo A; essi formano un nuovo campo, che si dirà campo 
iimite di A. 

È noto che ad ogni punto P d'una retta si può far corrispondere 
la sua ascissa, ossia il numero che misura la sua distanza da un 
punto fìsso della retta, tenendo il debito conto del segno. Gonver-
remo che, reciprocamente, ad ogni numero corrisponda sulla retta 
uno ed un sol punto avente per ascissa quel numero. Quindi ad 
ogni campo A corrisponde un gruppo di numeri, o, come diremo, 
campo di numeri; e viceversa, ad ogni campo di numeri corri
sponde un campo di punti sulla retta. A causa di questa corrispon-
denza univoca, potremo, ove ci convenga, invece dei campi retti
linei di punti, considerare dei campi di numeri. 

Gome esempi, si considerino sulla retta i punti le cui ascisse sono 
maggiori di 0 e minori di 1. Si avrà un campo rettilineo di punti; 
ogni punto del campo è interno al medesimo; i punti limiti sono i 
punti di ascisse 0 ed 1; ogni altro punto è esterno al campo. 

Si considerino ancora i punti della retta, le cui ascisse sono nu
meri razionali, maggiori di 0 e minori di 1. Questo campo non avrà 
punti interni; i punti le cui ascisse sono SO, e i, sono punti li
miti; gli altri punti sono esterni. 
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Se un campo đi punti contiene alcuni, ma non tutti i punti della 
retta, esso avΓà certamente dei punti limiti. Invero, suppongasi che 
P sia un punto del campo dato A, e Q un punto non appartenente 
ad A. Siano p e q le ascisse dei punti P e Q , e sia p. e. p < q. I 
punti del campo A, le cui ascisse sono minori di qy avranno un li-
mite superiore, non minore di p, perchèp è appunto Γascissa ďuno 
di tali punti, nè maggiore di q; sia r questo limite superiore, e R 
il punto della retta avente per ascissa r. Dico che R è un punto 
limite di A. Invero, fissata ad arbitrio una lunghezza p, esiste qualch© 
punto del campo A la cui ascissa è maggiore di r—p, e quindi tale 
che la sua distanza da R è minore di p; mentrechè ogni punto la 
cui ascissa è compresa fra r e la più piccola delle due quantità 
r - f p e g , i quali punti distano pure da R meno di ρ, non appar-
gono al campo. 

I punti d'una retta, che stanno fra due punti dati, contando ov-
vero non questi punti, formano un campo, che si dirà segmento 
rettilineo. La sua lunghezza è una grandezza principale; ogni campo 
formato da un numero fìnito di segmenti ha pure una lunghezza 
paragonahile a quella d'un segmento rettilineo. 

Abbiasi ora un campo formato da punti in linea retta, dato in 
un modo qualunque. Potremo in generale immaginare dei campi 
formati da un numero fìnito di segmenti, e dei quali fa parte il 
campo dato; e potremo immaginare dei campi formati pure da un 
numero fìnito di segmenti, i quali fanno parte del campo dato. Cia-
scheduno di questi campi ha una lunghezza, e la lunghezza dei 
primi è maggiore della lunghezza dei secondi. 

Se il limite inferiore delle lunghezze dei primi campi coincide 
col limite superiore delle lunghezze dei secondi, al valore comune 
di questi due limiti daremo il nome di lunghezza del campo ret-
tüineo dato. 

Ma potrebbe avvenire che questi due limiti non siano eguali, e 
quindi, che il limite inferiore delle prime lunghezze sia maggiore 
del limite superiore delle seconde. In questo caso diremo che il 
campo proposto non ha una lunghezza paragonahile con quella ďun 
segmento rettilineo; e al limite inferiore delle prime lunghezze po-
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tremo dare il nome di lungħezza esterna del campo dato, e chia-
mare lunghezza internet, il limite superiore delle seconde. Potrebbe 
anche avvenire che non esistano campi formati da segmenti, i quali 
contengano il campo dato, nel qual caso diremo che la lunghezza 
esterna del campo è infìnita; ovvero che non esistano segmenti 
contenuti nel campo dato, e allora diremo che la sua lunghezza 
interna è nulla. Gosì dei due esempi già portati, il primo campo è 
un segmento avente lunghezza = 1; il secondo campo non ha lun
ghezza paragonabile con quella ďun segmento; la sua lunghezza 
esterna vale 1, e la sua lunghezza interna è nulla. 

Se da un campo formato da un numero fìnito di segmenti, e con-
tenente nel suo interno A, si toglie un campo pure formato da un 
numero fìnito di segmenti, contenuto nelΓinterno di A, si avrà un 
campo formato altresì da un numero fìnito di segmenti, la cui lun
ghezza vale la differenza fra le lunghezze del primo e del secondo 
campo, e che contiene nel suo interno tutti i punti limiti di A. Ora 
affinchè A abbia una lunghezza paragonabile con un segmento, è 
necessario e sufflciente che la differenza fra le lunghezze dei primi 
campi e quelle dei secondi possa rendersi tanto piccola quanto si 
vuole; quindi è necessario e suíĩìciente che si possa costrurre un 
campo formato da segmenti in numero fìnito, contenente nel suo 
interno tutti i punti limiti di A, e di grandezza tanto piccola quanto 
si vuole. In ogni caso si vede che la differenza fra la lunghezza 
esterna e la lunghezza interna ďun campo A è eguale alia lun
ghezza esterna del campo limite di A. 

3. AREE PIANE. Le cose dette pei campi rettilinei si possono ri-
petere pei campi di punti che giacciono in uno stesso piano. Di
remo che un punto P è interno al campo piano A, se è possibile 
determinare una lunghezza p in guisa che tutti i punti del piano, 
che distano da P meno di p, appartengano ad A. Un punto si dιrà 
esterno al campo A se è interno al campo formato dai punti non 
appartenenti ad A. Un punto nè interno nè esterno si dirà punto 
limite. II campo formato dai punti limiti di A si dirà campo limitey 

o contorno di A. 
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Se il campo A contiene alcuni punti del piano, senza contenerli 

tutti, esso avrà dei punti limiti. Invero, se P e Q sono due punti, 
Γuno appartenente, e Γaltro non, al campo A, si consideri il campo 
formato dai punti del campo A che giacciono sulla retta PQ. Esso 
avrà, per quanto si è sopra dimostrato, almeno un punto limite 
appartenente al segmento PQ, ed esso sarà un punto limite del 
campo A. 

Abbiasi un campo piano qualunque. Potremo in generale imma-
ginare delle aree piane limitate da linee rette, che contengono nel 
loro interno il campo A, e delle aree piane, pure limitate da linee 
rette, contenute nelΓinterno del campo dato. Se, come avviene nei 
casi più comuni, il limite inferiore delle prime aree coincide col 
limite superiore delle seconde, al valor comune di questi due limiti 
daremo il nome di area del campo piano dato. 

Ma potrebbe avvenire che questi limiti non siano eguali; in 
questo caso chiameremo area esterna della fìgura data il limite in
feriore delle aree poligonali che contengono nel loro interno la fì
gura data, e area interna della fìgura il limite superiore delle 
aree poligonali contenute nelΓinterno di essa. 

Se da un campo limitato da linee rette, contenente nel suo interno 
il campo A, si toglie un campo pure limitato da linee rette e con-
tenuto in A, si ottiene un campo (striscia) limitato da linee rette 
e che contiene nel suo interno il campo limite di A. L'area di questo 
campo è la differenza fra le aree dei due primi. Quindi noi ci as-
sicureremo che il limite inferiore delle prime aree coincide col li
mite superiore delle seconde, se la loro differenza si può rendere 
tanto piccola quanto si vuole; vale a dire afflnchè un campo piano 
abbia un'area paragonabile ad un'area poligonale è necessario e 
sufficiente che si possa formare un campo piano limitato da rette, 
contenente nel suo interno tutti i punti limiti del campo dato, e la 
cui area sia tanto piccola quanto si vuole. Potrebbe anche avvenire 
che non esista alcun poligono, di area fìnita, contenente nel suo 
interno il campo dato, e allora si dirà che Γarea esterna di questo 
campo è infinita. Se non esiste alcun poligono contenuto nelΓinterno 
del campo dato, si dirà che la sua area interna è nulla. 
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È noto, p. e., come si dimostri in geometria elementare che se 

la fìgura data è un cerchio, il limite superiore delle aree dei poligoni 
interni coincida col limite inferiore delle aree dei poligoni che com-
prendono il cerchio, e che quindi il cerchio ahbia un'area paragona¯ 
bile alle aree poligonali. Se si immagina il campo formato dai punti 
del piano la ¢ui distanza da un punto fisso O è razionale (rispetto ad 
una lunghezza = 1 ) e minore di 1, si avrà un campo piano la cui 
area interna è nulla, e la cui area esterna vale Γarea del cerchio 
di raggio 1. 

4. Alle aree così definite si possono estendere alcune proposizioni 
che si riferiscono alle aree piane. Così è noto che se si proietta orto-
gonalmente un'area piana poligonale sopra un secondo piano, Γarea 
proiβzione è eguale alΓarea proiettata moltiplicata pel coseno del-
Γangolo dei due piani. Sia ora A un campo piano qualunque, e sia 
A' la sua proiezione ortogonale su ďun secondo piano che faccia 
col primo Γangolo α. Ogni poligono P contenente nel suo interno il 
campo A si proietta secondo un poligono P' contenente nel suo in
terno A', e viceversa, ogni poligono P' contenente Af è la proiezione 
ďun poligono P contenente A. Ma Γarea del poligono Pf è eguale 
alΓarea di P moltiplicata per cosα; quindi il limite inferiore delle 
aree dei poligoni P' è eguale al limite inferiore delle aree dei po
ligoni P moltiplicato per cos a. Ma il limite inferiore delle aree dei 
poligoni P è Γarea esterna di A, il limite inferiore delle aree dei 
poligoni P' è Γarea esterna di A'; dunque Γarea esterna della proie
zione ďun campo dato vale Γarea esterna di questo campo moltipli
cata per cosa. In modo analogo si dimostra che Γarea interna della 
proiezione del campo vale Γarea interna di questo campo molti
plicata per cosa. Se il campo che si proietta Ίia un'area parago-
nahile alle poligonali, ossia se coincidono le aree esterna ed interna, 
si deduce che lo stesso avviene per la sua proiezione, e Γarea proie
zione è eguale alΓarea proiettata moltiplicata pel coseno delΓangolo 
che fanno i piani delle due aree. 

Gome applicazione, se si proietta un cerchio di raggio a su ďun 
piano che faccia col primo Γangolo α, si otterrà un'ellisse i cui 
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semiassi sono a e b = a cos a; e poichè Parea del cerchio vale πa2, 
Γarea delΓellisse vale πα* cosa = πab; ossia Γarea ďun ellisse 
è eguale alΓarea del cerchio il cui raggio sia la media 
geometrica fra i semiassi della ellisse. 

In modo analogo si dimostra che in due figure piane simili le 
aree (esterne, o interne, o proprie) stanno come i quadrati dei lati 
omologhi. 

5. VOLÜMI. Al)biasi un campo di punti nello spazio. ün punto si 
dirà interno al campo se esiste una sfera di centro il punto con
siderate, tale che tutti i punti interni ad essa appartengano al campo. 
Se invece esiste una sfera di centro il punto considerato e di cui 
tutti i punti non appartengono al campo, questo punto si dirà esterno. 
Un punto nè interno nè esterno si dirà punto limite. I punti li-
miti formano un campo, che dicesi campo limite, o contorno del 
campo dato. 

Dato un campo A, potremo in generale immaginare dei solidi 
formati da prismi (e che diremo solidi prismatici), i quali contengano 
nel loro interno A, e dei solidi pure prismatici, interni ad A. Se il 
limite inferiore dei volumi dei primi solidi coincide col limite supe-
riore dei volumi dei secondi, al loro valore comune si darà il nome 
di volume del campo dato; e si dirà anche che il campo dato ha un 
volume paragonabile coi volumi di prismi. 

Ma se questi volumi non coincidono, chiameremo volume esterno 
del campo il limite inferiore dei volumi dei solidi prismatici con-
tenenti il campo dato, e chiameremo volume interno il limite su-
periore dei volumi contenuti nelΓinterno di esso campo. Potrebbe 
awenire che non esista alcun solido prismatico contenente il campo 
dato, e allora si dirà che il volume esterno di quel campo è infi-
nito; e se nessun solido è contenuto nel campo, si dirà che il suo 
volume interno è nullo. 

Se da un solido composto di prismi, contenente nel suo interno 
il campo A, si toglie un solido analogo contenuto in A, si avrà un 
nuovo solido che contiene i punti limiti di A, e il cui volume è la 
differenza dei volumi dei due solidi precedenti. Se questa differenza 
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si può renđere tanto piccola quanto si vuole, il limite inferiore dei 
primi solidi è eguale al lim;te superiore dei secondi, e viceversa. 
Quindi, afflnchè un campo abbia un volume paragonabile coi prisma-
tici, è necessario e sufficiente che si possa formare un solido prisma-
tico, il cui volume sia piccolo ad arbitrio, e che contenga nel suo 
interno il contorno del campo dato. 

È noto dalla geometria elementare come si dimostri pei solidi più 
comuni, come tetraedri e poliedri in generale, sfera, ecc. che il loro 
volume è paragonabile con quello dei solidi prismatici. 

Si osservi poi, sia a proposito dei volumi che delle aree, che se una 
grandezza a è il limite superiore ďun sistema di grandezze ö, e se 
ogni grandezza ö è il limite superiore di certe grandezze c, la gran
dezza a è pure il limite superiore delle grandezze c; e se a è il 
limite inferiore ďun sistema di grandezze ð, e ogni grandezza h è 
limite inferiore di altre grandezze c, sarà a il limite inferiore delle c. 
Quindi, poichè Γarea ďun cerchio, o ďuna figura limitata da linee 
rette e da archi circolari, è ad un tempo il limite superiore delle 
aree dei poligoni interni ad essa, e il limite inferiore delle aree po-
ligonali che la contengono, si deduce che Γarea interna d'una fi
gura qualunque è anche il limite superiore di tutte le aree piane 
contenute in essa, e limitate da linee rette o da archi circolari (o 
in generale da linee che racchiudono aree paragonabili alle poligo-
nali); lo stesso si può dire per le aree esterne. 

Ancora, siccome è facile il vedere che Γarea ďun poligono è il 
limite superiore delle aree di figure interne ad esso, e composte di 
tanti rettangoli aventi due lati paralleli ad una retta fìssa, ed è 
il limite inferiore delle aree di figure analoghe, che contengono il 
poligono dato, cosi si deduce che Γarea interna ďun campo qua
lunque è anche il limite superiore delle aree di figure composte 
di rettangoli aventi una coppia di lati paralleli ad una retta fìssa, 
e interni al campo dato, e che Γarea esterna dello stesso campo è 
il limite inferiore delle aree di figure analoghe contenenti il campo 
dato. 

Analogamente si può conchiudere che p. e. il volume interno ďun 
campo qualunque è anche il limite superiore dei volumi di solidi 
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limitati da piani qualunque, o da superficie sferiche, o cilindriche, 
o coniche, ecc. (i quali solidi sono più generali di quelli impiegati 
nella definizione), e che esso è pure il limite superiore dei volumi 
di solidi formati da tanti prismi retti, le cui altezze siano parallele 
ad una retta flssa (solidi meno generali di quelli impiegati nella 
definizione). 

6. Ai volumi così definiti potremo estendeΓe alcuni teoremi che 
si dimostrano in geometria elementare per solidi particolari. 

Sia A una figura piana; per ogni punto ¦åi A si conduca una 
retta parallela ad una retta fìssa. II solido formato dalΓinsieme di 
queste rette, e compreso fra il piano della figura A ed un suo pa-
rallelo, è un prisma se A è un poligono; noi lo chiameremo in ge
nerate cüindro. II volume (proprio, o esterno, od interno) di questo 
cilindro è eguale al volume del prisma avente per l>ase un'area po-
ligonale eguale alΓarea della figura A (o propria, o esterna, od in-
terna), e compreso fra gli stessi piani paralleli. Infatti si immagini 
un poliedro interno al cilindro in questione. Se per ogni punto di 
questo poliedro si conduce la parallela alia generatrice del cilindro, 
compresa fra le due basi, si otterrà, come luogo di queste rette, un 
prisma, maggiore o eguale al poliedro dato, e la cui base è un po
ligono interno ad A. Ma il limite superiore delΓarea di questo poli
gono è Γarea interna di A; il limite superiore dei volumi di quei 
poliedri è il volume interno al cilindro; dunque il volume interno 
del cilindro è eguale al volume del prisma avente per base Γarea 
interna della base del cilindro, e la stessa altezza. Lo stesso si può 
dire del volume esterno, e del volume proprio, ove esista. 

Se A è una figura piana, e V un punto fuori del piano, il luogo 
delle rette (terminate) che vanno dal punto V ai punti di A è un 
solido, che è una piramide, se A è un poligono, e che in generate 
dicesi cono. Si dimostrerà in modo analogo che il volume del cono 
è il terzo del volume del prisma avente una base eguale in area a 
quella di A, e la stessa altezza. 

Siano A una figura piana, r una retta parallela al piano di A, e 
π un piano qualunque. II luogo delle rette parallele al piano π che 
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passano pei punti di A e incontrano la retta r, queste rette essenđo 
comprese fra il piano A e la retta r, è un soliđo detto conoide. II 
suo volume (proprio, o esterno od interno) è eguale alia metà del 
volume del prisma avente per base un'area eguale a 'area di A 
(propria, o esterna od interna) e per altezza la distanza della retta 
r dal piano della figura A. La cosa è evidente se la figura A è un 
parallelogrammo avente due lati paralleli ad r, e gli altri due pa-
ralleli alΓintersezione dei piani π e A. Lo stesso avviene se la fi
gura A è la somma di più parallelogrammi di tal fatta. Se la figura A 
è qualunque, si immagini una figura B interna ad A e composta 
di tanti parallelogrammi della specie descritta, e il conoide di base B. 
Sara il limite superiore delle aree B eguale alΓarea interna di A; 
il limite superiore dei conoidi di base B eguale al volume interno 
del conoide di base A; e poichè il conoide di base B vale la metà 
del prisma di egual base e di eguale altezza, si deduce che il vo
lume interno del conoide di base A è la metà del volume del prisma 
di base eguale alΓarea interna di A, e di egual altezza. Lo stesso 
vale pel volume esterno, e pel volume proprio. 

7. LUNGHEZZA DI ARGHI GüRViLiNEi. Dato un arco continuo AB, 
lo si decomponga in parti, che siano nuovi arcħi continui, e si dispon-
gano queste parti Γuna dopo Γaltra in modo da formare una nuova 
linea continua. La distanza dei punti estremi di questo nuovo arco 
dipenderà in generale dal modo con cui si è diviso Γarco AB e dal 
modo con cui si dispongono queste parti. Al limite superiore di questa 
distanza (ove esista) daremo il nome di lunghezza de 'arco dato. 
Dire che un arco ha una lunghezza signifìca che esiste questo li
mite superiore. 

È chiaro che, decomposto Γarco AB in parti, converrà di disporre 
queste parti in modo che la distanza degli estremi della curva ot-
tenuta sia massima, il che si otterrà facendo in modo che gli estremi 
di tutti questi archi parziali siano in linea retta; ed allora la di
stanza fra gli estremi delΓarco cosi ottenuto è la somma delle corde 
che sottendono gli archi in cui si è decomposta la linea data. Quindi 
la lunghezza ďun arco è il limite superiore delle lunghezze delle 
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linee poligonali i cui estremi sono gli estremi delΓarco, ed i cui 
vertici sono punti successivi delΓarco. 

Si deduce immediatamente dalla definizione, che la lunghezza d'un 
arco, la quale è il limite superiore delle lunghezze delle linee poligo
nali i cui estremi sono gli estremi delΓarco e i cui vertici sono punti 
successivi delΓarco, è maggiore delle lunghezze di queste linee po
ligonali. Gome caso particolare, la lunghezza ďun arco (continuo) è 
maggiore della sua corda. 

TEOREMA. Se m e n t r e un p u n t o P p e r c o r r e u n a l i n e a A B 
da A in B, le sue t r e p r o i e z i o n i P ř P " P ' " fa t te su t r e 
assi Ox Oy Oz, ogni p r o i e z i o n e essendo fatta p a r a l l e l a -
m e n t e a l p iano deg l i a l t r i due ass i , p e r c o r r o n o r i spet -
t i v a m e n t e i s e g m e n t i A'B', A“B", A“'B'" sempre muoven-
dosi n e l l o s t e s so senso, la l u n g h e z z a de lΓarco AB è 
m i n o r e de l l a somma del le l u n g h e z z e d e l l e sue pro ie
z ioni A'B', A“B", A'“B“\ 

La cosa è evidente se la linea AB è retta, perchè essendo il 
segmento AB equipollente alia risultante dei segmenti A'B', A“B", 
A'“B'", sarà gr AB < gr A'B'+gr A“B" +gr A'“B'". 

Se la linea è una spezzata AGDB, sarà gr AC < grĥ!C¡ -ļ- grA“C" 
+ grA"rC"';grCΏ < gr C'Ώr+gr C“Ώ" + C'"Ώ"f; gr DB <grV'B' + 
grī)"Brr-\-grΏtrrB,"; quindi sommando, ed osservando che grk!C¡ 
+ ^rG'D' -\-grīyB! z grMB!, e for mule analoghe, si deduce che la 
lunghezza della spezzata è minore della somma delle lunghezze delle 
sue tre proiezioni. 

Se la linea è qualunque, si immagini una spezzata, i cui estremi 
siano A e B, e i cui vertici siano punti successivi delΓarco. La sua 
lunghezza sarà minore di grĥ!B' -\-grk!'B" -\-grĂ!"B,rt \ e poichè 
il limite superiore della lunghezza di questa spezzata è la lunghezza 
delΓarco, si deduce che la lunghezza delΓarco è minore della somma 
delle sue proiezioni. 

TEOREMA. Se un arco c u r v i l i n e o h a in un suo p u n t o P 
l a t a n g e n t e , e se q u e s t a è i l l i m i t e de l l a r e t t a c h e con-
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g i u n g e due pun t i q u a l u n q u e del la c u r v a , quando q u e s t i 
t e n d a n o a P , il r a p p o r t o ď u n a r c o d e l l a c u r v a a l l a s u a 
¢ o r d a , ove gli e s t r e m i di ques to a r c o t e n d a n o a P, h a 
p e r l i m i t e Γ u n i t à . 

Infatti, si determini un arco QR nelle vicinanze di P, in modo 
che ogni retta che unisce due punti di quest'arco faccia colla tan-
gente in P un angolo minore ďun angolo e fissato piccolo ad ar-
bitrio. Sia c la corda delΓarco QR; si decomponga quest *arco in 
parti, le cui corde siano cļc2... cn. Si proiettino queste corde sulla 
corda QR; detti ai α 2 . . . α« gli angoli che esse fanno con questa 
retta, sarà 

c = cì cosai -f- c2 cosat + • • • + c* cosa . 

Ora, poichè gli angoli che le corde c c± c2.. ,cn fanno colla tan-
gente in P sono minori di e, gli angoli αA α 2 . . . αn saranno minori di 
2e; quindi si deduce 

C < Ci -f C2 + . . . + Cn, O {C + C2 + ... -f Cn) COS2t ļ 

ovvero, dividendo Γultima per cos2e (supposto 2e < -^) 

Perciò la lunghezza s delΓarco QR, che è il limite superiore della 
somma ci + c2 + • • • + cn soddisferà pure alle stesse diseguaglianze 

€<s, c>$cos2e; ossia — < 1, e —>cos2e. E poichè Γangolo 

€ si può prendere piccolo ad arhitrio, col prendere gli estremi del

Γarco sufficientemente prossimi a P, si conchiude Urn— = 1, c. v. d. 

Sarà utile il ricordare a questo proposito la proposizione a pag. 59 : 

« Se il punto P è funzione della variabile t, ed ha derivata prima 
continua e non nulla, la tangente alia curva descritta da P è anche 
il limite della congiungente due punti qualunque della curva, quando 
questi tendano a P ». 
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8. AREE DI SUPERFIGIE NON PIANE. Abbiasi una superficie qua-
lunque. Proiettandola ortogonalmente sopra un piano avremo una 
figura piana; supporremo che questo abbia un'area propria, e che 
la superficie data si possa decomporre in parti che godano del la 
stessa proprietà. 

Si scomponga la superficie data in parti e, dopo averle trasportate 
comunque nello spazio, si proiettino queste ortogonalmente su ďuno 
stesso piano. La somma delle aree di queste proiezioni sarà un'area 
piana, variabile col variare del modo di divisione della superficie 
e del modo con cui si dispongono queste parti. II limite superiore 
dei valori di quest'area piana si dirà \area della superficie data. 

Si deduce immediatamente dalla definizione che Γarea ďuna su
perficie qualunque è maggiore della sua proiezione ortogonale su 
ďun piano qualunque. 

§ 2. Funzioni distributive <Γun campo. 

9. Se un campo A è decomposto in parti Ai? A î ? . . . 'AW esso si 
dirà somma delle sue parti, e si scriverà 

A = A1 + As + ... + An. 

Un campo dicesi cħiuso, se tutti i punti limiti del campo appar-
tengono ad esso. 

Un campo dicesi ftnilo, se la distanza d'ogni punto del campo da 
un punto fisso non può superare una certa grandezza finita. È chiaro 
che se un campo è finito, si potrà determinare un parallelepipedo 
nel cui interno si trovino tutti i punti del campo proposto. 

Fra le proprietà, o qualità, che possono avere i campi, alcune 
sono tali che se un campo ha una di esse, decomponendolo in più 
parti, una almeno di queste parti ha la stessa proprietà. Gosi 
se il campo ha la proprietà di contenere infińiti punti, decompo
nendolo in parti, una almeno di queste parti dovrà avere la stessa 
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proprietà đi contenere infiniti punti. Ci sarà utile la proposizione 

che segue: 

TEOREMA. Se # è una q u a l i t à che possono a v e r e d e i 
c a m p i , t a l e che se un c a m p o ha la p r o p r i e t à q, de-
c o m p o n e n d o l o in p a r t i , u n a a l m e n o di q u e s t e p a r t i 
a b b i a la q u a l i t à q, a l l o r a , se un campo f i n i t o A ha 
la p r o p r i e t à q, e s i s t e un p u n t o P ( a p p a r t e n e n t e o al 
campo da to o al suo c a m p o l i m i t e ) t a l e che , f issata 
ad a r b i t r i o u n a l u n g h e z z a r , s i può s e m p r e d e t e r -
m i n a r e un campo , p a r t e di A, i cu i p u n t i d i s t a n o da 
P meno di r, e il q u a l e h a p u r e la q u a l i t à q. 

Invero, riferiti i punti del campo a tre assi cartesiani, e dette 
x y z le coordinate ďun punto, poichè il campo è finito, i valori 
di queste coordinate sono compresi entro limiti finiti, che diremo 
(a, o!\ (ö, bf) (c, cr); il campo proposto sarà compreso entro il paral-
lelepipeđo formato dai piani di equazioni æ = a, cc=ď; y = b, 
y=b'; z = c, z = ć. Si dividano gli spigolí del parallelepipedo in 
n parti eguali, e pei punti di divisione si conducano- i piani paral-
leli alle faccie di esso. Si avrà decomposto il parallelepipedo dato 
in n3 nuovi parallelepipedi, i cui spigoli sono Ynma parte degli spi-
goli del primo; e il campo dato risulterà pure decomposto in parti, 
il cui numero sarà o n3, o minore di n* (il che avviene quando al-
cuno di questi parallelepipedi non contenga alcun punto del campo). 
Quindi, in virtu delle ipotesi fatte, una almeno di queste parti gode 
đella proprietà q; il campo pàrziale, che ha la proprietà q, sia 
quello compreso nel parallelepipedo, i cui piani hanno per equazioni 
oc=aļ9 x=ar

Λ; y = bx, y =V¿ z = c 1 z = c\; sarà ai ≥ α, 
1 

a\ 5 α ' ; δ ^ Ď , b\ ~ V; c ~S c, c\ ~ c; e a\ — aļ= - (ď— α), 
1 1 

b¦ — bļ = — ψ — b), c\ — ci = — (cf — c). Si operi su questo 
nuovo campo come si è operato sul proposto; si troverà un nuovo 
campo avente pure la proprietà q, e in cui le coordinate dei punti 
sono comprese fra α2, α'2; b2, br

z; cv c\\ e così via. 
Le quantità a, av av ..., quando variano, vanno crescendo, e le 
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ď, a\> a\... vanno decrescendo; e poichè le differenze ď — ar 

a\ — α„ a\ — α2, . . . vanno diminuendo indefinitamente, esse ten-
dono verso un limite x0; analogamente le quantità &, &„ ö2, ... e 
^b\ b\, ^b\ ... tendono ad uno stesso limite y0, e le c, cļt c2, . . . e 
c', c\, c'2, ... verso z0. Dico che il punto P di coordinate x0, ‰ z0 

gode della proprietà enunciata. Invero, fissato ad arbitrio r, si de-
termini n così grande che tutti i punti le cui coordinate sono com-
prese fra an, a\\ ö«, Un', c«, cř

w, distino da P meno di r (per il che 
basta prendere n in guisa che le differenze x0 — an, a'n — vc¿ 
y0 — bn, ΐ>'n — y0, zQ — CM, C' — z0, che hanno per limiti zero, siano 

minori di ^ r). Allora i punti del campo proposto, le coordinate dei 

quali sono compresi negli stessi intervalli, distano da P meno di rr 

e formano un campo avente la proprietà q. 

GOROLLARII — 1° Se il campo finito A ha infiniti punti, esiste 
un punto P tale che, fissato ad arbitrio r, si può determinare un 
campo, parte di A, i cui punti distano da P meno di r, e che ha 
pure infiniti punti. 

2° Se U è una grandezza funzione della posizione ďun punto P, e 
se I è il limite superiore dei valori di U corrispondenti ai punti 
ďun campo finito A, esiste un punto P tale che, fissato ad ar
bitrio r, si può determinare un campo, parte di A, i cui punti di
stano da P meno di r, e che il limite superiore dei valori di U 
corrispondenti ai punti di questo campo è ancora I. 

3° Se U è una grandezza funzione continua della posizione del 
punto P, data in un campo finito e chiuso, essa assume in questo 
campo il suo massimo ed il suo minimo valore. 

4° Se tutti i punti del campo finito e chiuso A sono interni al 
campo B, si può determinare una lunghezza r in guisa che ogni 
punto, che disti da qualche punto di A meno di r, appartenga 
a B. 

10. Una grandezza dicesi funzione d'un campo, se ad ogni campo, 
o assolutamente arbitrario o obbligato a certe condizioni, corri-
sponde un valore di quella grandezza. 
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Una grandezza đicesi funzíone distributiva ďun campo, se il 

valore di quella grandezza corrispondente ad un campo è la somma 
dei valori di essa corrispondenti alle parti in cui si può decomporre 
il campo đato. 

Gosi, se i campi che si consiđerano sono segmenti ďuna retta, 
o archi ďuna linea, la loro lunghezza è una funzione distributiva, 
perchè la lunghezza ďun arco è la somma delle lunghezze delle 
sue parti. Se i campi che si considerano sono figure piane aventi 
aree proprie, Γarea ďun campo è funzione distributiva, perchè Γarea 
ďuna figura è la somma delle aree delle sue parti; e così via per 
Ie aree di superficie qualunque, e pei volumi. 

La lunghezza del campo comune ad un campo variabile e ad una 
retta fissa è funzione distributiva di quel campo; Γarea del cono 
che proietta da un punto fìsso un arco variabile è funzione distri
butiva di quest'arco, ecc. Se i campi che si considerano sono corpi 
materiali, la massa ďun corpo è una grandezza fìsica funzione di
stributiva di esso, perchè la massa ďun corpo è la somma delle 
masse delle sue parti. 

Ma il quadrato della lunghezza ďun arco non è funzione distri
butiva di esso, poichè questo quadrato è minore della somma dei 
quadrati delle lunghezze delle parti delΓarco. 

Due funzioni distributive ďuno stesso campo diconsi anche, con 
Gauchy, coesistenti. La ragione di questo nome si è che, quando 
Γuna si annulla, in generale si annulla pure Γaltra. 

1 1 . Ad un campo variabile si possono far corrispondere, oltrechè 
grandezze, anche altri enti; e se questi sono sommabili, come av-
viene se sono segmenti, o campi, si potrà estendere loro la defini-
zione di funzione distributiva. 

Indicheremo con segni (lettere) le funzioni distributive. Gosì con 
grK intenderemo la grandezza del campo A, cioè la sua lunghezza, 
o area, o volume, a seconda del numero delle sue dimensioni. Sia 
α il simbolo ďuna funzione (o operazione) distributiva, e α(A), ov-
vero, più semplicemente, αA il valore di questa funzione corri
spondente al campo A. La proprietà distributiva è indicata dalla 



— 168 — 
formola 

α(A + B) — αA + αB, 

ove A e B sono campi. 
Se α e ß sono i segni di due operazioni distributive, e se αA e 

ßA sono sommabili (il che avviene se sono numeri, o grandezze 
omogenee, o campi, o segments ecc.) ad ogni campo A si può far 
corrispondere il valore αA-ļ-ßA, che indicheremo anche con (α-ļ-ß)A. 
L'operazione indicata col simbolo α-ļ-P è pure distributiva. Invero 
si ha, per definizione (α + ß) (A + B) = α(A + B) -f- ß(A + B); e 
poichè α e ß sono operazioni distributive, 

(α 4- ß) (A -f B) = αA + αB + ßA + ßB 

= (α + ß)A + (α + ß)B, 

il che dimostra la proprietà distributiva delΓoperazione α -f ß-
II prodotto di αA per un numero m, che indicheremo con mαA, 

è pure funzione distributiva, poichè 

. mα(A -f B) = m(αA -f- αB) = maA. -f- maB. 

Se α è il simbolo ďuna operazione distributiva ďun campo A, e 
ß è il simbolo ďuna nuova operazione distributiva eseguibile su αA, 
sarà ßαA pure funzione distributiva. Invero si ha ßα(A + B) — 
ß(αA-ļ-αB), a causa della proprietà distributiva di α, e =ßαA-f-ßαB, 
a causa della proprietà distributiva di ß, il che dimostra la proprietà 
distributiva delΓoperazione ßα. 

Si osservi che se x è un numero, ed y = f(æ) è una funzione 
numerica continua di x avente la proprietà distributiva, ossia tale 
che ţ(xx A- x¿) = f(æ¡) + f{æ¿), allora f{x) è il prodotto di x per 
un numero costante a (V. Calcolo, pag. 28, 9°). 

12. Sia x=x(k) una grandezza, funzione distributiva del campo A. 
Supporremo che ad ogni campo che si considera corrisponda sempre 
un valore di œ positivo e mai nullo; questo avverrà se si fa p. e. 
x(A)=zgrA, e si considerano solamente quei campi la cui gran
dezza non è nulla. 
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Sia y=y(k) una seconda funzione distributiva del campo A; sicchè 

x e y sono grandezze coesistenti. Preso un campo qualunque nelle 
vicinanze d'un punto P, siano t/ e Ax i valori corrispondenti di 

y ed x, e si immagini il loro rapporto -^– col che intenderemo o 

il rapporto delle due grandezze, se esse sono omogenee, ovvero il 
rapporto dei numeri che le misurano. 

Diremo che, in un p u n t o P , il r a p p o r t o de l l e due 
funzioni d i s t r i b u t i v e y ed x d 'un c a m p o v a l e p, se p 
è il l imi te v e r s o cu i t e n d e il r a p p o r t o dei v a l o r i di 
q u e s t e funzioni , c o r r i s p o n d e n t i ad un c a m p o di cui 
t u t t i i pun t i si a v v i c i n a n o i n d e f i n i t a m e n t e a P. 

Indicheremo alcune volte che p è il rapporto delle funzioni y 
ed x nel punto P colla notazione, analoga a quella delle derivate, 

p = ļ j - jp ovvero anche p = ^ o dy z≡ çdx. Se p è il rapporto 

di y ed x nel punto P, diremo anche che, in questo punto, la fun
zione y è eguale alia funzione x moltiplicata per p. II numero p 
varierà in generale col variare del punto P, e sarà una funzione 
della posizione di P. 

Veđremo fra breve molti esempi di questi rapporti. Per ora ci 
limiteremo al seguente. Se i campi che si considerano sono corpi 
materiali, x è il loro volume, e y la loro massa, il rapporto della 
massa al volume d'un campo dicesi la densità media di esso. Se 
questo rapporto è costante, quel corpo è omogeneo; se variabile, 
esso è eterogeneo, e dicesi appunto densità del corpo in un suo 
punto il limite del rapporto della massa al volume ďun campo di 

cui tutti i punti si avvicinano al dato, ossia il rapporto -~ in quel 

punto. 
È chiaro che se, nel punto P, il rapporto di y ad x ha un va-

1 
lore p, non nullo, il rapporto di x ad y vale - : 

dx 1 
dy~¯~ d * 

dx 
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se i rapporti đelle funzioni y e z alia x valgono p e σ, il rapporto 
di y+z alia x vale p±¢: 

d(y Λzz) dy . dz 
dx dx — dx ' 

se il rapporto di z ad # vale p, e quello di y ad x vale σ, il rap
porto di z ad a; vale pσ: 

ćfø dz dy ^ 
dx dy dx' 

s e - / = ρ, ed m è un numero costante, sarà -~- — ̂ ρ , ossia: 
¢¿37 ¢t-37 

dmy dy 
dx dx' 

13. TEOREMA. Se il r a p p o r t o p delle funzioni d is t r ibu
t ive y ed x in ogni p u n t o ď u n campo finito e c h i u s o S 
è m i n o r e ď u n n u m e r o M, e m a g g i o r e di m, a n c h e il r ap 
po r to dei v a l o r i di y ed x c o r r i s p o n d e n t i ad un campo A, 
p a r t e di S, s a r à c o m p r e s o fra M ed m: 

u(A) Infatti, pongasi per assurdo che sia ?ηγ- >M, ossia y(A)>Mx(A.). 
t x(A) 

Si divida il campo A in parti A = AA + A5. Gorrispondentemente 
ad una di queste parti dovrà essere il rapporto dei valori delle y 
e x maggiore di M, poichè se fosse y{k ) < Ma?(A,) e ¾/(A,) < M¿r(A2), 
sommando si ricaverebbe î/(A4) -f- #(A-¾) < M[#(AJ + ¿e(Aj)], ov-
vero y(λ) < M¿r(A), il che è contrario alΓipotesi fatta. Dunque la 
proprietà d'un campo A d'essere ^γ~ > M è tale che, se A ha questa 

proprietà, dividendolo in parti, una di queste ha la stessa proprietà. 
Pertanto in virtù del teorema del N. 9, esisterà un punto P tale 
che, fìssata ad arbitrio una lunghezza r, si può determinare un 
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campo ΔA in mođo che i suoi punti distino da P meno di r, e pel 

σuale /A Λ > M. Ora σuesto è assurdo, poichè, siccome y¦;A . { 
¾ a?(ΔA) ¾ a?(ΔA) 
tende ad un limite p < M, si può determinare una lunghezza r in 
guisa che, per ogni campo ΔA i cui punti distano da P meno di rr 

sia ,AK¦ < M. Dunque non può essere il rapporto ^rτ- maggiore 

di M. 
Nello stesso modo si dimostra che questo rapporto non può es

sere minore di m, e così si conchiude che esso è compreso fra M 
ed m. 

COROLLARIO I. Se il rapporto p delle due funzioni distributive y 
e x è costante in ogni punto del campo S, anche il rapporto dei 
valori di y ed œ corrispondenti ad un campo qualunque A, parte 
di S, è eguale a quel valore costante di p. 

v(A) 

Infatti, il rapporto ^ – è minore ďogni numero maggiore di p, 

e maggiore ďogni numero minore di p; dunque esso vale p. 
COROLLARIO II. Se il rapporto di y ed æ è in ogni punto di S nullo, 

sarà sempre nullo il valore di y corrispondente ad un campo qua
lunque parte di S. 

COROLLARIO III. Se i rapporti delle funzioni y e z alia x sono 
eguali in ogni punto, i valori di queste funzioni corrispondenti ad 
un campo qualunque sono pure eguali. 

Basterà applicare il corollario precedente alia funzione z — y. 

14. TEOREMA. II r a p p o r t o p = ^ del le d u e g r a n d e z z e 

c o e s i s t e n t i y e x, in un p u n t o , è funz ione c o n t i n u a 
del pun to . 

Invero, sia P un punto del campo, e sia p(P) il valore corrispon
dente di p. Fissato ad arbitrio un numero e, si potrà determinare 
una lunghezza r in guisa che, preso un campo qualunque A i cui 

punti distino da P meno di r, il rapporto dei valori corri-
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spondenti di y ed x differisca dal suo limite meno di e, cioè sia 

compreso fra p -f- e e p — e. 
Sia ora Pf un punto che dista da P meno di r, e sia rr < r — 

çrPP'. Sia ΔA un campo di punti che distano da P' meno di r'; 

questi punti disteranno da P meno di r, e perciό sarà y com

preso fra p -ļ- e e p — e. 
VÍ A) Ma, col tenđere di r! a zero, il rapporto ,A k: tende verso il li-

^ a?( A) 

mite p (P') = p' ; e poichè quel rapporto è compreso fra p -ļ- e e 
p — e, anche il suo limite p' sarà compreso entro le stesse quantità, 
e quindi la differenza p'— p è minore di e. Pertanto, fissato piccolo 
ad arbitrio un numero e, si potè determinare una lunghezza r tale 
che il valore di p corrispondente ad un punto qualunque V\ che 
dista dal punto fisso P meno di r, differisca dal valore di p corri
spondente al punto P meno di e; quindi p è funzione continua del 
punto P. 

§ 3. Applicazioni. 

15. Ecco alcune applicazioni delle proposizioni che precedono. 
Se, in un piano fisso, da ogni punto M ďuna retta AB, si con-

ducono, normalmente ad AB, e sempre da una stessa parte di 
essa, due rette MN e MP, la prima costante in lunghezza, e Γaltra 
la cui lunghezza, variabile con M, sia funzione continua di M; allora, 
se M percorre un segmento su AB, la retta MN genera un rettan-
golo di area Aæ, e la retta MP genera una figura, di area (esterna 
od interna) Ay; Aæ e Ay saranno evidentemente funzioni distri
butive del campo descritto da M. Dico che, per ogni posizione di M, 
il rapporto fra le due aree descritte da MP e MN, ossia il limite 

y 
del rapporto - ~ , ove tutti i punti del campo descritto da M si av-

vicinino ad un punto fisso, vale il rapporto delle lunghezze delle 
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rette MP e MN che descrivono queste aree: 

_đ^__MP 

dx ¯¯¯ MÑ" 

Infatti, «ia Ac il campo, parte di AB, descritto di M. Dette l± e h 
due lunghezze, la prima minore e Γaltra maggiore delle lunghezze 
di MP corrispondenti ai punti del campo c, sarà il rettangolo di 
base Ac e di altezza l parte della figura descritta da MP, e quindi 
la sua area minore di Ay; ma questa figura descritta da MP è 
parte del rettangolo di base Ac, e di altezza ¿2, e quindi Γarea Ay 
è minore delΓarea di questo rettangolo. 

Ora i rapporti delle aree dei rettangoli di basi Ac e di altezze lx 

e l% alΓarea Ax, che è pure un rettangolo di base Ac, e di al

tezza MN, sono eguali ai rapporti delle altezze ÷~ e ÷~. Quindi 

sarà anche 

MN ^ Ax ^ MN' 

E siccome la lunghezza della retta MP è funzione continua 
di M, potremo supporre i punti del campo c così prossimi 
ad M che le lunghezze ¾ ed lv le quali comprendono le lunghezze 
delle perpendicolari MP nei punti di Ac, difřeriscano da quella 
corrispondente al punto considerato M tan to poco quanto si vuole; 

quindi anche ^– differirà da ™ tanto poco quanto si vuole, 

ossia 

,. y dy MP 
Ax dx MN* 

Da questa proposizione possiamo dedurre alcune conseguenze. 
a) Se, nel piano fìsso, da ogni punto M della retta terminata 

AB si conduce una retta MP, normale ad AB, rivolta sempre dalla 
stessa parte di AB, e la cui lunghezza, variabile con M, sia fun
zione continua di M, la figura descritta da MP, mentre M percorre 
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il segmento AB, o una sua parte qualunque, ha un'area propria, 
ossia il limite superiore delle aree dei poligoni interni ad essa è 
eguale al limite inferiore delle aree dei poligoni che la contengono 
nel suo interno. Invero, nelle ipotesi fatte, Γarea esterna e Γarea 
interna hanno, in ogni pun to M di AB, colΓarea Ax rapporti eguali, 
e quindi sono eguali. 

ì)J Se, nel piano fisso, da ogni punto M della retta AB si con-
ducono normalmente ad AB due rette MN ed MP, variabili amendue 
in lunghezza, e funzioni continue di M, il rapporto delle aree de
scribe dalle due rette sarà, in ogni punto M, eguale al rapporto 
delle lunghezze delle rette mobili. 

cj Se, nel piano fisso, da ogni punto M di AB si conducono, 
normalmente ad AB, una retta MN funzione continua di M, ed 

MP 
una seconda retta MP tale che il rapporto ™ sia costante, anche 

le aree descritte da MP e MN, mentre M percorre un campo qua
lunque, hanno fra loro questo rapporto costante. 

d) Se, nel piano, da ogni punto M di AB si conducono, normal
mente ad AB, due rette MN, MP, le cui lunghezze variino conti-
nuamente con M, ed una terza retta MQ eguale in lunghezza alia 

. somma, o differenza, delle MN e MP, anche Γarea descritta da MQ 
è la somma, o differenza, delle aree descritte da MN e MP. 

e) Gambiando lettere, e detto u il numero che misura Γarea 
descritta da MP, x il numero che misura la lunghezza del campo 
descritto da M, e y la lunghezza variabile MP, supposto ancora di 
prendere la lunghezza costante MN per unità di misura, la formula 
precedente si può scrivere 

—- =y, ovvero du = ydx. 

16. In modo analogo al precedente si dimostrano queste altre 
proposizioni : 

1° Se, in un piano fisso, da ogni punto M ďuna retta AB, si con
ducono, parallelamente ad una retta data OY, due rette MN e MP, 
la prima costante in lunghezza, e Γaltra variabile continuamente 



— 175 — 
con M, il rapporto fra Γarea descritta dalla retta MP, alΓarea de-
scritta da MN, è eguale al rapporto delle rette MP e MN che le 

descrivono. 
Detto u il numero che misura Γarea descritta da MP, x il nu-

mero che misura il campo descritto da M, e ω Γangolo della retta 
AB colla OY, il rapporto fra Γarea p del parallelogrammo descritto 
da MN e la lunghezza del campo descritto da M vale MN$enuj; 
quindi 

-£ = ^ ψ- = ĪĪΓJ MNsenω = MPsenω, ax dp ax MN 

ovvero, anche, chiamando y la lunghezza di MP: 

— = t/senu>, du = ysenωdx. ax 

2° Se da ogni punto M ďuna fìgura piana fìssa si conducono, nor-
malmente a questo piano, e sempre da una stessa parte, due rette 
MN e MP, la prima costante in lunghezza, e la seconda variabile 
continuamente con M, il rapporto íra i volumi descritti dalle rette 
MP e MN, mentre il punto M descrive nel piano un campo parte 
della fìgura data, vale, in ogni punto M, il rapporto delle rette MP 
e MN che li descrivono. Detto v il volume descritto da MP, e vf 

quello descritto da MN, sarà quindi -7-7 = MN-

Se supponiamo che dv e dvr siano i numeri che misurano questi 
volumi, detto ιυ il numero che misura Γarea piana descritta da M, 
il volume del cilindro vf è eguale alΓarea base ιυ moltiplicata per 
ΓaltezzaMN; quindi ŵ/=MNŵυ ; sostituendo si r icavaŵ=MPöřω, 
ovvero anche, fatto MP=z: 

dv = zdw. 

3° Se da ogni punto M d'un arco di cerchio AB si conduce il raggio 
OM, e si porta su esso a partire dal centro 0 un segmento OP la 
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cui lunghezza, variabile con M, sia funzione continua della posizione 
di M sulΓarco, se M descrive un arco, parte di AB, il raggio OM 
descriverà un settore circolare, e la retta OP una figura piana (un 
settore curvilineo); le aree descritte da OM e da OP sono funzioni 
distributive delΓarco descritto da M, ossia sono grandezze coesistenti. 
Dico che, per ogni posizione del punto M, il rapporto fra le aree 
descritte da OP e da OM è eguale al quadrato del rapporto delle 
lunghezze OP e OM. 

Infatti, siano OPA e OP2 due rette, aventi la direzione della retta 
mobile OM, e le cui lunghezze, fisse, comprenđano i valori che as
sume la lunghezza di OP mentre M varia nel campo c. Le rette 
OP1 e OP2 descrivono due settori circolari, che comprendono Γarea 
descritta da OP. Quindi sarà area OP£ < area OP < area OP2. 

Ora le aree descritte da OP¿ e da OP3 sono settori circolari, si-
mili alΓarea descritta da OM; quindi esse stanno come i quadrati 

Qp~2 ŌP"2 

dei lati omologhi =åτ e =Ļ; perciò 

OP72 area OP ΓŌP¿1 

OM* area OM OM* 

Se ora tutti i punti del campo descritto da M si avvicinano ad 
uno stesso punto M, le lunghezze OPj e OP2, che comprendono i 
valori di OP, si possono rendere tanto prossime quanto si vuole al 

oτ>gα O P 

valore di OP corrispondente al punto M. Quindi il rapporto ™ 
OF2 

si può far differire di tanto poco quanto si vuole da =¾, e 

area OP __ d area OP __ OF2 

area OM d area OM ŌM*' 

Se indichiamo con u il numero che misura Γarea descritta da 
OP e con α la lunghezza delΓarco descritto da OM, supposto che 
la lunghezza costante OM sia eguale alΓunità di misura, si avrà 
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area OM = ^ α, d area OM = ^ da, e quindi, fatto ancora O P = r : 

du = -r do.. 

4° Se da ogni punto M ďuna sfera si conduce il raggio OM, e su 
esso si porta a partire dal centro un segmento OP la cui lun-
ghezza varii con M, essendo però funzione continua di M; allora 
se M descrive un campo sulla sfera, i volumi descritti da OM e da 
OP sono grandezze coesistenti, ed il loro rapporto è, in ogni punto M, 
eguale al cubo del rapporto delle lunghezze delle rette che li de-
scrivono. 

La dimostrazione è analoga alia precedente. 
Preso per unità di misura il raggio della sfera (OM = 1), detto v 

il volume descritto da OP, ω Γarea sferica descritta da M, e r la 
1 1 

lunghezza di OP, si avrà volOM = ω, d volOM = dω; quindi, so-
stituendo in 

d volOP _ Ί3p 3 

dvolOM ¯¯~¯ OM3 ' 

si ricava 

ŵ = - r3 dω. 

17. Sia, nello spazio, OX un asse fìsso, P un prisma indefìnito, 
avente le generatrici parallele ad OX, ed F una fìgura solida fìnita. 

Per ogni punto M di OX conducasi il piano TT normale a questo 
asse; esso incontrerà il prisma P secondo un poligono p, ed il so-
lido F secondo una fìgura piana f. Se M percorre un segmento su 
OX, il poligono p descrive un prisma fìnito, parte di P, e la fìgura † 
un solido, parte di F« I solidi descritti da p e da f sono funzioni 
distributive del campo percorso da M. Dico che se, per una posi-
zione speciale di M, il piano incontra il campo limite di F se
condo una fìgura piana la quale si possa racchiudere con linee po-
ligonali che comprendano un'area tanto piccola quanto si vuole 

PEÀNO, ūeom. infin. 12 
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(ossia, se Γarea esterna delΓintersezione di TT col campo limite di F 
è nulla), allora il rapporto dei solidi descritti dalle figure f e p è 
eguale, nel punto M, al rapporto delle aree delle due figure fep 
che descrivono quei solidi. 

Infatti, poichè la figura F è fìnita, potremo immaginare un solido 
poliedrico S, p. e. un prisma avente le generatrici parallele ad OX, 
che contenga nel suo interno F. Facciasi S = F + F', ossia chia-
misi Fř il campo formato dai punti di S non appartenenti ad F; e 
sia L il campo limite di F. II piano TT incontri le figure solide S, 
F, F', L secondo le figure piane s, f, ff, I; sarà s = f-\- f. Sia € 
un'area piccola ad arbitrio; in virtù delle ipotesi fatte, potremo for-
mare un campo piano c, limitato da linee rette, che comprenda nel 
suo interno il campo ¿, e*la cui area sia minore di €. 

I punti del campo c appartenenti ad f formano un campo che 
diremo c4, e quelli appartenenti ad f un campo c21 sicchè c = ci 

+ c2. Se da f si sottrae c4 si avrà un poligono q interno ad f, e 
quindi anche ad F; e se da f si sottrae c2 si avrà un poligono qr 

interno ad Fr. Quindi, in sostanza, il poligono s è decomposto in 
quattro parti s = ¢ř + ½ + ¾ + ø'; q + cL †, ¾ + ¢' = Λ ¾ H -
¾ = c; q-\-c è un poligono contenente f, e c-j-qr e un poligono 
contenente f. 

Si immaginino ancora i prismi indefìniti aventi per basi i poligoni 
q, c, qr, che diremo Q, G, QΓ. 

Poichè tutti i punti del poligono q sono interni ad F, potremo 
determinare uńa lunghezza r± in guisa che ogni punto distante 
da qualche punto di q meno di rv appartenga ad F (N. 9, 4°). Per 
la stessa ragione, potremo determinare una lunghezza r% in guisa 
che ogni punto distante da qualche punto di qf meno di r% appar
tenga ad F'. Sia r la più piccola delle lunghezze r± e r%. 

Preso su OX un segmento ad arbitrio, di cui tutti i punti distino 
dal punto considerato M meno di r, siano ΔF, ΔF', ΔP, ΔS, ΔQ, 
ΔQř, ΔG i solidi descritti da f, f, p, s, q, q\ c mentre M percorre 
quel segmento. Ogni punto di Q dista dalla sua proiezione su q 
meno di r; quindi ogni punto ΔQ appartiene a ΔF. Per la stessa 
ragione, tutti i punti di ΔQ' appartengono alia ΔF'. II campo ΔG 
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si può scomporre in due parti, Γųna formata dai punti appartenenti 
a ΔF, e che diremo ΔC^ e Γaltra, ΔG2, formata dai punti appar
tenenti a ΔFf. Quindi si avrà ΔS = ΔQ -ļ- ΔC£ -f̄  ΔC2 + ΔQ'; 

Q + ΔG, = ΔF, G¾ + Q' = ΔF', ΔG = ΔG£ + ΔG2. 
Pertanto la figura ΔF comprende il prisma ΔQ, eđ è compresa 

nel prisma Q + ΔG, e il suo volume (esterno od interno) è 
compreso fra i volumi di Q e di ΔQ+ΔC. Ora, poichè i volumi 
di due prismi aventi le stesse altezze stanno come le basi, si ha: 

vol ΔQ area q vol ΔQ -f- vol ΔG area q + area c 
volΔP areaj/ vol ΔP area^9 ' 

quindi 
area q vol ΔF area¾r + area c 
areajp volΔP area p. 

Ma si ha pure area q < area f < area q + area c; quindi 
volΔF . area f Ά. area c . , ¾ 

, Ar> diffeπsce da meno di ; e poiche 1 area di c si 
volΔP area^> area^> c 

può supporre piccola ad arbitrio, si eonchiude 
vol ΔF area f 

lτm—Γ-^H = -• 
vol ΔP areap 

Se indichiamo con v il numero che misura il volume di F, e 
supponiamo che il poligono p, base del prisma P, sia il quadrato 
costrutto sulΓunità di lunghezza, detta x la lunghezza del cammino 
descritto da M, e fatto ω = area/ ,̂ il numero che misura il volume 

ΔP è ùkX; quindi Urn — = ιυ, ossia dυ = ωdx. 
Ecco alcune conseguenze della proposizione che precede: 

a) Se ogni piano TT incontra il campo limite di F secondo una 
figura piana di area nulla, allora i rapporti dei volumi esterno ed 
interno della figura descritta da f al volume descritto da p, sono 
eguali in ogni punto M di OX; quindi i volumi esterno ed interno 
della figura descritta da F mentre M percorre un segmento fìnito 
qualunque, sono eguali, e quella figura ha un volume proprio. 
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~b) Se F e G sono due solidi, e per ogni punto M di OX si con
duce il piano TT normale ad OX, che incontri i solidi secondo le 
figure piane f e g, supposto sempre che le aree đelle figure inter-
sezioní di T7 coi campi limiti di F e G siano nulle, il rapporto fra 
i volumi descritti da f e g, mentre M varia su OX, vale, in ogni 
posizione di M, il rapporto delle aree delle figure piane f e g. 

cj Se ogni piano TT normale all'asse OX in un suo punto qua-
lunque M incontra i due solidi F e G secondo due figure piane , 
eguali in area, i volumi dei due solidi, compresi fra due piani TT 
qualunque sono eguali. 

ā) Se ogni piano TT incontra i tre solidi F G H secondo figure 
piane tali che la somma, o diíferenza, delle prime due sia eguale 
alia terza, la somma, o differenza, dei volumi dei due primi solidi 
è eguale al volume del terzo. 

18. Si dimostrano allo stesso modo, e con maggior facilità, queste 
altre proposizioni: 

1° Sia F una fìgura piana, e nel suo piano sia segnato un 
asse OX. Gonducasi per ogni punto M di OX la normale a questo 
asse, la quale incontrerà la fìgura F secondo un campo rettilineo f; 
si porti su questa normale, a partire da M, un segmento ħ di lun-
ghezza costante. Se, per una posizione speciale di M, la normale 
ad OX incontra il campo limite di F secondo un campo lineare di 
lunghezza esterna nulla, allora il rapporto delΓarea descritta dalla 
fìgura f, mentre M percorre un segmento di OX, alΓarea descritta 
contemporaneamente da ¾, è eguale, nel punto M, al rapporto delle 
lunghezze di f e di & che descrivono quelle aree. 

2° Sia F un solido qualunque e iin piano. Per ogni punto 
M di π conducasi la normale a τr, che incontrerà F secondo una 
fìgura rettilinea f; e si porti su questa normale, a partire da M, 
un segmento k costante in lunghezza. Se, per una posizione di M, 
la normale a π incontra il campo limite di F secondo un campo 
lineare di lunghezza esterna nulla, il rapporto fra il volume de-
scritto da f mentre M descrive un campo nel piano π, al volume 
descritto da k, è eguale, per quella posizione di M, al rapporto 
delle lunghezze di ţ e k che descrivono quei campi. 
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19. Sia AB un arco curvilineo continuo, e A'Br la sua proiezione 

ortogonale su ďuna retta. Supporremo che ogni punto di A'B' sia la 
proiezione d*un sol punto di AB; che la curva abbia in ogni suo 
punto una tangente, la quale si possa considerare come il limite della 
congiungente due punti della linea, che si avvicinanoal punto dato; 
e che Γangolo che questa tangente fa con A'B' non sia mai nullo. 
Ad ogni arco parfce di AB corrisponde la sua proiezione, parte di 
A'B', e viceversa; la lunghezza s delΓarco e la lunghezza x della 
sua proiezione sono grandezze coesistenti. Dico che, in ogni punto P 
di AB, il rapporto fra la lunghezza delΓarco e la lunghezza della 
sua proiezione è eguale al coseno delΓangolo che la tangente alia 
curva in P fa colla retta A'B'. 

Infatti, preso un arco As nelle vicinanze del punto P, e detta c 
la sua corda, e Ax la proiezione su A'B' sia delΓarço che della 
corda, sarà 

Ax Ax c 
As c As' 

Ora, per le ipotesi fatte (N. T), Urn-£- = í; il rapporto — vale 

il coseno delΓangolo che la corda c fa colla sua proiezione, ed ha 
per limite il coseno delΓangolo che la tangente in P fa con A'B'. 
Quindi, detto θ quelΓangolo, si conchiude 

Ax dx dx Urn -¡— = -r = co$Q, āx = co$Q as, ds = —r. As ds cosQ 

Si deduce da questa formula che, se in tutti i punti delΓarco AB 
Γangolo θ è compreso fra θ0 e θ„ il rapporto fra Γarco fînito AB, 

1 1 
e la sua proiezione è compreso fra —— e ——. In particolare, se 
Γangolo θ è costante, come avviene p. e. nelΓelica ove la si proietti 
sul suo asse, il rapporto fra un arco fînito e la sua proiezione ha 

1 
il valore costante —-. 

cosβ 
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20. Sia A una superficie qualunque, e B la sua proiezione orto 

gonale su ďun piano; supporremo che ogni punto di B sia la pro
iezione ďun sol punto di A. Ad ogni parte di A corrisponde una 
parte di B e viceversa, e le aree della fìgura che si proietta e 
della sua proiezione sono grandezze coesistenti. Di¢o che, se in un 
punto P di A la superficie ha un piano tangente, e Γangolo che 
ogni retta che unisce due punti della superficie fa con quel piano 
ha per limite zero, ove i due punti tendano al punto P, allora, 
nel punto P, ü rapporto fra Γarea proiezione e Γarea che si proietta 
vale il coseno delΓangolo λ che il piano tangente in P fa col piano 
su cui si proietta. 

Infatti, sia α una porzione di superficie situata nelle vicinanze del 
punto P, e tale che Γangolo che una retta qualunque che unisce 
due punti dice fa col piano tangente in P sia minore €. Sia ß la 
proiezione di α su TT. Si proietti ortogonalmente α su ďun nuovo 
piano f, e sia ß' la nuova fìgura così ottenuta. 

Se il piano TT' fosse parallelo a TT sarebbe Γarea ß' = ß. 
Se TV non è parallelo a TT, sia OX la loro intersezione. Si imma-

gini un sistema di piani normali ad OX. Uno di essi incontra α se-
condo una linea s, e incontra ß e ßf secondo due rette finite ħ ed ħr, 
che sono le proiezioni di £. Detta k la corda di s, sarà h = k cos(Λ¾r), 

ŵ' = &cos(&ŵ'), e quindi h! = ħ rkħ× • Ma Γangolo íûi è minore 

della somma delΓangolo che h fa col piano tangente in P, e del
Γangolo λ che questo piano tangente fa con TT; quindi ĩeħ < e + λ, e 
h'< , y Ora, variando il punto di OX da cui si conduce il 
piano normale ad OX, le rette ħ e hr descrivono le aree piane ß 
e ß', e quindi sarà anche ß' < ß —7—-—-. 

Pertanto, se si proietta Γarea α su ďun piano qualunque, 0, ciò 
che fa lo stesso, se si sposta nello spazio in modo qualunque la 
fìgura α, e poi la si proietta su ďun piano fisso, p. e. TT, si avrà 
per proiezione un'area minore di —/¾

p , .. 
COS(λ 4 - €) 

Si decomponga ora Γ area α in parti α = cų + α¾ + — + <*•»> β 
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e siano ß4ß¾...ßn le loro proiezioni su π. Trasportando queste 
parti in modo qualunque nello spazio, e proiettandole su d¾n piano 
fisso, dette ß'4 ß'2... ßfn le loro proiezioni, sarà 

l l 

P'1 < ß l cos(λ + c) ' P ' 1 < P t ā ¡ Õ Γ + ¾ , ' • " ' 

e sommando 

ß\ + ft + .- + ß'n < ‰ + ß, + .- + ß«) ^~jy 

ossia 

ßV+ß', + - + ß ' » < ß e - ^ . 

Ora Γarea di α è appunto il limite superiore della somma 
ß\ + ß'* + - + ß'n; quindi si conchiude 

r cos(λ + e) v 

Suppongasi ora che il piano f sia il piano tangente alia super-
ficie in P. Sarà Γangolo ħhf < e, e Γangolo ̂ kìt > λ — €; quindi 

, r ^ _ COS€ Λt ^ rt
 c<>s€ Λ' > Ä -7-7r :, e ß' > ß r. 

COS(λ — €) r r COS(λ — €) 

Ma Γarea α è maggiore della sua proiezione ßr, quindi 

cose /ΛX 
α > ß — ñ v ( 2 

r COS(λ — € ) 

Dalle due formule (1) e (2) si deduce immediatamente, poichè e si 
può rendere piccolo ad arbitrio, che 

hm - = —-
ß cosλ 

C. V. đ. 
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Nella proposizione preceđente si è fatta Γipotesi che Γangolo, che 
la retta, la quale unisce due punti Pf e P" della superficie, fa col 
piano tangente in P abbia per limite zero col tendere di Pr e P" 
a P. Ě facile il vedere che se la superficie ha in ogni suo punto P 
un piano tangente il quale si sþosti con continuità spostandosi P, 
la condizione precedente è soddisfatta. Invero, il piano passante 
per P' e P" e normale al piano tangente in P incontrerà la su
perficie secondo una curva piana avente tangente in ogni suo punto. 
La corda P' P" è parallela alia tangente alΓarco Pf F ' in un certo 
punto Q; quindi Γangolo che la P' P" fa col piano tangente in P è 
uguale all'angolo che la tangente in Q alia curva P'P" fa collo 
stesso piano. Ma la tangente in Q alia F P" è contenuta nel piano 
tangente in Q alia superficie; quindi Γangolo che la tangente in Q 
fa col piano tangente in P è minore delΓ angolo che fa con esso 
il piano tangente in Q. Ora, per le ipotesi fatte, Γ angolo dei piani 
tangenti in P e Q tende a zero, ove Pf e Pr', e quindi Q, si awi-
cinano indefinitamente a P. Dunque Γangolo che la P'P" fa col 
piano tangente in P ha per limite zero col tendere di Př e P" a P. 

Dalla proposizione dimostrata risulta che se in tutti i punti della 
superficie A il piano tangente fa col piano di proiezione un angolo 
λ compreso fra λ0 e λļy il rapporto fì*a Γarea A e Γarea della sua 

1 1 
proiezione è compreso fra —— e ——. In particolare, se Γangolo 
λ è costante, il rapporto fra Γarea A e la sua proiezione vale 
—r. Questo caso avviene p. e. nel cono di rivoluzione, ove lo si 
proietti sulla base; e cos λ vale il rapporto fra il raggio della 
base al lato del cono. Quindi: Γarea ďuna porzione qua-
lunque di un cono di rivoluzione s ta alia sua proie
zione sulla base del cono come il la to del cono sta 
al raggio della base. Prendendo la porzione a considerarsi in 
mođo che la sua proiezione sia quadrabile, si possono determinare 
sulla superficie conica infinite aree quadrabili. 



— 185 — 

§ 4. Integral! ēstesi a campi. 

21. Sia œ una grandezza, funzione đistributiva ď un campo, e che 
assume soli valori positivi. Ad ogni punto dei campi considerati corri-
sponda un numero p, che può variare col punto. Dicesi integrate 
di pdx esteso al campo A una grandezza t a le che : 
1° sia sempre maggiore del r i s u l t a t o che si ottiene 
decomponendo il campo A in par t i , in modo qualunque, 
moltiplicando il valore did? corr ispondente ad ognuna 
di queste par t i per un numero minore di tut t i i va
lori assunti da p in questo campo parzia le , e som-
mando questi prodott i ; 2° sia minore della somma 
dei prodot t i dei valori di œ corr ispondent i alle part i 
di A per numeri r ispet t ivamente maggiori di quelli 
assunt i da p nelle par t i stesse; 3° e che sia Tunica 
grandezza che goda di queste p ropr ie tà . 

Indicheremo Γintegrale di ç>dæ esteso al campo A colla scrittura 

Lp¿fø. Pertanto con f Ap¢fø?intendiamo una grandezza (omogenea 

con œ) tale chè, decomposto il campo A in parti in modo qualunque 
A = A4 + A2 + • • • + A„> indicando con #(AJ, #(A2) ... θΰ(An) i va
lori corrispondenti di œ, e detti p/ p¾'... pn' e p4" p 5 " . . . ρn" dei 
numeri, i primi minori e gli altri maggiori dei valori assunti da 
p in quei campi parziali, siano sempre soddisfatte le disuguaglianze 

ĴA ç>dæ> p/ a<A,) + p2
f œ(λ2) + ... + p/ æ(K) 

fA9dx< p/'æŲL¿ + 9/aļkj + ... + pn"œ(An), 

qualunque sia la legge di divisione del campo A, e comunque si 
prendano i valori di p\- e p",- purchè P'» sia minore dei valori as-
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sunti da p nel campo At-, e p".- maggiore đegli stessi valori; inoltre 
sia Tunica granđezza che soddisfi a queste condizioni. Nelle formule 
precedents si può supporre che p'», che non deve superare i va
lori di p nel campo A%, sia il limite inferiore dei valori di p in 
questo campo; e si può supporre che p“< ne sia il limite superiore. 

22. Suppongasi che i valori di p corrispondenti ai punti di A 
siano compresi fra limiti finiti, e si considerino le somme: 

s' p / a<A<) + ps' UO(AJ + . . . + pΛ' œ(An) 

e s" = P l" ¿c(AO + P2" Ä<A2) + ... + pn" xļAn), 

le quali dipendono dalla legge con cui si è diviso A in parti, e dalla 
scelta dei numeri p'¿ e p“«. 

Ogni somma sr è sempre minore ďogni somma s", sia che esse 
corrispondano alia stessa divisione di A, o a divisioni diverse. La 
cosa è evidente se sr e srr corrispondono alia stessa divisione di A, 
poichè in tal caso p/ è minore di tutti i valori di p nel campo A», 
e pi" ne è maggiore, quindi p»' < p»", e moltiplicando per x(L¿), 
quantità positiva, si ha ņ¿ ōc u)< pt"#(A,), e sommando sr < s " . 
Se poi sr e s'r corrispondessero a divisioni diverse di A, si imma-
gini quella divisione di A che risulta dalla sovrapposizione di 
amendue. Sostituendo in sr e s'ř ai termini α?(A«) la somma dei va
lori di œ corrispondenti alle parti in cui è decompoíŵ A,-, sr e s,r 

diventano la somma dei valori di œ corrispondenti a questa nuova 
divisione di A, moltiplicati rispettivamente per numeri minori e 
maggiori dei valori assunti di p in questi campi, e quindi sarà 
sempre s? < s,r. 

Pertanto, le quantità s' avranno un limite superiore, e le srf un 
limite inferiore, e il limite superiore delle s' sarà minore o eguale 
al limite inferiore delle s". 

Se il limite superiore delle $' è eguale al limite inferiore delle s", 

il loro valore comune sarà 1* ļ A p dx, perchè questa sarà una quan
tità sempre maggiore dei valori di ^, minore dei valori di str, e la 
sola quantità compresa fra i valori di sř e di 5". 
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Ma se il limite superiore delle sr è minore del limite inferiore 

delle s", allora questi due limiti, ed ogni quantità compresa fra essi, 
è maggiore delle sf è minore delle s"; e non si può più parlare di 
integrate nel senso precedentemente definito. Però a questi limiti 
daremo dei nomi; chiameremo integrate inferiore di pdœ, e in-

dicheremo con jAP¢fcr, il limite superiore dei valori di s\ e chia

meremo integrate superiore di p dx, e indicheremo con fA P dx, 

il limite inferiore dei valori di s". 
Potrebbe anche avvenire che non esistano valori finiti p' e P" 

entro cui siano compresi i valori di P; anche in questo caso 
non si può parlare di integrate propriamente detto, ma potrà 
ancora presentarsi uno dei due integrali, inferiore o superiore,, o 
nessuno. 

23. TEOREMA I. — L'integrale di 9dx (proprio, o supe
r io re , o inferiore) esteso ad un ,campo somma di più 
campi è eguale alia somma degli integral i di 9dx estesi 
a questi campi. 

Siano gli integrali inferiori di p doc estesi ai campi A, B, e A -ļ- B. 
Dico che la somma dei due primi è eguale al terzo. 

Infatti, si decomponga il campo A-{-B in parti, in modo qua-
lunque. Una qualunque di queste parti, che indicheremo con (A + B)¿ 
si può decomporre in due A« e Bt-, Γuna appartenente al campo Ar 

e Γaltra al campo B, badando che di queste due parti una può 
anche mancare. Si calcoli la somma s1 corrispondente a questa di-
visione; detto p / un numero minore dei valori di p nel campo 
(A + B> = Ai + ¾, si avrà 

s' = 2 p'.- α?(Aι+ Bt) = ç>'i ¿c(A<) + ?fi Mßi). 
i i i 

Ora p\- è minore dei valori di p sia nel campo A, che nel campo 
B«; quindi sarà: 

2 pΊ œ(Ai) < ÇA p dæ, e p'» #(B») < ÇB p dœ; 
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e perciò 

sf < ļ A p dx + ļ ß p¿tø. 

D'altra parte, flssato ad arbitrio e, lo si đecomponga in due parti e£ 

ed e2; potremo dividere i campi A e B in parti, e prenđere in 
modo i valori di p' che 

2ρ\* oo(ki) > ĴA p dx — eiy p'« #(B*) > J ß p ŵ — e2; 

onde, sommando, si conchiude che è possibile decomporre il campo 
A -ļ- B in parti A» e B¿ in guisa che la somma dei prodotti dei 
valori di ω corrispondenti a queste parti, per numeri minori dei 

valori assunti da p nelle medesime ¦differisca da j . p dec -ļ- ÍB P dx 
meno ďuna quantità comunque piccola €. Dunque questa somma è 
il limite superiore dei valori di sr, ossia 

[A
 paæ

 + /B P ^ = / A + B
 pđæ-

JNÍello stesso modo si dimostra che 

e se gli integrali inferiori coincidono coi superiori, ossia se p dx è 
integrabile nei campi A e B, esso sarà pure integrabile nel campo 
A -ļ- B, e viceversa, e sarà: 

ĵAPdx+ĵBpdæ=ĵA + Bpdæ. 

II teorema precedente si può pure enunciare dicendo che Γinte-
grale, proprio o inferiore o superiore, di p dx, esteso ad un campo, 
è funzione distributiva di questo campo. 
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TEOREMÁ II. — Se p è f u n z i o n e c o n t i n u a d e l p u n t o P r 

ne l l e v i c i n a n z e ď u n a sua p o s i z i o n e s p e c i a l e P0, i l r a p -
p o r t o fra il v a l o r e d e l Γ i n t e g r a l e (proprio, o i n f e r i o r e 
o s u p e r i o r e ) di pđx, e s t e s o ad un campo q u a l u n q u e ΔA 
n e l l e v i c i n a n z e di P0, al v a l o r e di x c o r r i s p o n d e n t e 
a ques to s t esso ¢ampo, col t e n d e r e di t u t t i i p u n t i di 
ΔA a P0, t e n d e verso il v a l o r e di p c o r r i s p o n d e n t e a P0. 

Infatti, sia p0 il valore di p cħe corrisponde a P0. Fissata una 
quantità piccola ad arbitrio €, si deterraini una lunghezza r in 
modo che il valore di p corrisponda ad ogni punto P che dista da 
P0 meno di r, diřferisca da ρ0 meno di e. Sia ΔA un campo i cui 
punti distano da P0 meno di r . I valori di p corrispondenti a ΔA 
saranno compresi fra ρ0 — e e p0 + €; quindi gli integrali, proprio 
inferiore e superiore, di p āx, estesi al campo ΔA sono compresi 
fra (p0 — e) x(AA) e (ρ0 -ļ- e) #?(ΔA) ; e i loro rapporti ad x( A) 
sono compresi fra ρ0 — e e p0 + €,* ossia il limite del rapporto di 
uno qualunque di quegli integrali al valore di x vale p0. 

COROLLARIO. — Se in ogni p u n t o ď u n campo f in i to e 
c h i u s o S, p è f u n z i o n e con t inua , e s i s t e Γ i n t e g r a l e di 
pāx e s t e s o a l c a m p o S, o ad u n a s u a p a r t e q u a l u n q u e . 

Infatti, poichè gli integrali inferiore o superiore di pāx estesi 
ad un campo A, parte di S, sono funzioni distributive di questo 
campo A, fed in ogni punto P di S il rapporto del loro valore al 
valore corrispondente di x è p, ossia è lo stesso per amendue gli 
integrali, si conchiuđe che i valori degli integrali inferiore o supe
riore di p āx estesi al campo S, o ad una sua parte qualunque 
sono eguali, ossia che esiste Γintegrale proprio di p āx esteso aglí 
stessi campi. 

TEOREMA III. — Se x e y sono g r a n d e z z e coes i s t en t i , 
funzioni d i s t r i b u t i v e dei c a m p i che fanno p a r t e ď u n 
campo f in i to e c h i u s o S, le qu'ali a b b i a n o in ogni pun to 

P di S un r a p p o r t o -ğ- = p, d e t e r m i n a t o e f ini to, [il va-
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lore di y cor r i spondente ad un campo qualunque A, 
parte di S, vale 

y(k)=fApdx. 

Infatti, diviso il campo A in parti A = At + A, + • • • + A > s e i 
valori di p corrispondenti ai punti di At- sono maggiori di pr» e 
minori di p“», sarà pure ¾/(At) > p'» α?(A¿) e y(ki) < p",- ¿r(A»); 
quindi, sommando le varie diseguaglianze che si ottengono facendo 
z = 1,2,... n, si ricava: 

Ž/(A) > p\ OCŲL¿ + p'2 ^(A4) + . . . + p'ft α<AJ = sr 

e y(A) < p"t a?(AJ + p"2 α<A,) + . . . + p"n aļkn) = *", 

ossia ?/(A) soddisfa alle due prime condizioni delΓintegrale, di es-
sere cioè maggiore della prima somma s' e minore della seconda s". 
D'altronde, p è funzione continua del punto P ; perciò pel eorol-
lario precedente, non esiste altra quantità compresa fra s' ed s" 

che ļ . pdæ; quindi 

y{Á)=jAρdx. 

24. Gli integrali geometrici precedentβmente definiti presentano 

J* b f{pc) dx che compa-
iono nel calcolo integrale; anzi ridurremo il calcolo dei primial 
calcolo di questi. Sarà perciò utile di hen fissare il significato di 
quest'integrale definito, nel modo che sarà per noi più conveniente, 
e di ricordare a questo proposito alcune proposizioni. 

Dicesi ìntervallo (a, ϋ) il sistema di tutti i numeri compresi fra 
a e Ď, esclusi o non questi estremi. 

Supponiamo, per maggior semplicità, a < ö, benchè le proposi
zioni che seguono siano pure applicabili, con leggiere modifìcazioni, 
senza questa ipotesL 
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Se un intervallo è đecomposto in parti, dicasi che esso è somma 
đelle sue parti. 

Dicasi ampîezza ďun intervallo (α, b) la differenza b — a. Se 
Γintervallo (a, b) è decomposto in parti, la sua ampiezza è la somma 
delle ampiezze delle sue parti: quindi Γampiezza ďun intervallo è 
funzione distributiva del medesimo. 

Se una grandezza è funzione distributiva ďun intervallo, la di-
remo coesistente con quelΓintervallo. 

Gosì, se f(x) è funzione della variabile numerica x, Γincremento 
f(b) — f{a) che essa riceve mentre x varia nelΓintervallo (a, b), è 
coesistente con questo intervallo, perchè Γincremento della funzione 
nelΓintervallo (α, b) è la somma dei suoi incrementi nelle parti di 
(a, b). Gosì ancora, se P è un punto, la cui posizione dipende da 
una variabile x, variando x in un intervallo (a, b\ il punto P de-
scriverà un campo (un arco di linea) e la lunghezza di questo 
campo, ed ogni funzione distributiva di esso, è una quantità coesi
stente colΓintervallo (α, b). 

Se una grandezza y è coesistente colΓintervallo percorso dalla 
variabile x, potremo considerare il limite verso cui tende il rap-

porto -j^ del valore Ay di y corrispondente ad un intervallo qua-

lunque (a, b\ alΓampiezza Ax di questo intervallo, ove si facciano 
tendere i suoi estremi ad uno stesso valore x. Indicheremo questo 

limite con -ğ, e lo chiameremo, conformemente a quanto si è fatto, 

il valore di -^ pel valore considerato di x. Gosì, se la quantità 

coesistente colΓintervallo (a, b) descritto da x è Γincremento 
f{b) — f(a) ďuna funzione f(x), se questa funzione f(x) ha una 
derivata continua f(x), sarà 

b — a × ' 

Risulta dalle cose dette che se y è una grandezza coesistente 
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colΓintervallo đescritto da æ, e per ogni valore di œ esiste il rap-

porto - p , questo rapporto è funzione continua di œ. 

25. Essendo f{œ) una funzione di œ, indicheremo con I f{œ) dœ 

una quantità tale che: 1° sia maggiore della somma dei prodotti 
delle ampiezze degli intervalli parziali in cui si può dividere Γin-
tervallo {a, ϋ) per valori minori dei valori assunti da f{œ) negli 
stessi intervalli; 2° sia minore della somma dei prodotti delle am
piezze degli intervalli in cui si può decomporre (α, b) per valori 
maggiori di quelli assunti da f{œ) negli stessi intervalli; 3° e che 
sia Tunica quantità che soddisfi a queste proprietà. 

La funzione f{œ) si dice integrăbile nelΓintervallo (α, ϋ) se esiste 
una quantità che goda di tutte le proprietà enunciate. 

Sia dalla teoria precedente degli integrali geometrici, sia da pro-
posizioni dimostrate nel calcolo integrale (N. 190-193) si deduce: 

I. L'integrale di f{œ) dœ preso nelΓintervallo {a, V) è la somma 
degli integrali di f{æ) dœ presi negli intervalli in cui si può decom
porre Γintervallo (a, ^b): 

ĵ b f{œ)dœ=ĵ¦ f{œ)dœ+ĵ¦f{æ) dœ. 

In altre parole, Γintegrale di f{œ) dœ preso in un intervallo {a, b) 
è coesistente con questo intervallo. 

II. Se f{œ) è funzione continua di æ, il rapporto delΓintegrale 
di f{œ)dœ esteso ad un intervallo qualunque {a, ϋ), alΓampiezza 
ì) — a di questo intervallo, ove a e ̂ b tendano ad uno stesso valore œ, 
ha per limite f{œ): 

Çb f{œ)dœ 

III. Se y è una grandezza coesistente colΓintervallo descritto 



— 193 — 

dalla variabile œ, e se il rappoFto j ~ del valore Ay di y corrispon-

dente ad un intervallo qualunque, alΓampiezza a? di questo intervallo, 

tende al limite -ğ- = f(œ), ove i limiti di quelΓintervallo tendano 

ad œ, il valore di y corrispondente alΓintervallo fìnito (a, ö) vale 

Ja f(œ)dœ. 

In questa proposizione sta la regola più comune per calcolare un 
integrale definito. Se f(œ) è funzione continua, si determini, colle 
regole del calcolo integrale, quella funzione F (œ) avente per deii-
vata f(œ). Allora il rapporto fra Γincremento di F(œ) in un inter
vallo qualunque alΓampiezza di questo intervallo, col tendere degli 
estremi di questo intervallo ad uno stesso valore œ, ha per limite 
f(œ); quindi Γincremento diF(a?) nelΓintervallo (a, ö) è eguale al-
Γintegrale di f(œ) dœ preso in quelΓintervallo : 

¥(b)-F(a)=j¦ f(œ)dœ. 

§ 5. Calcolo đi alcune aree piane. 

26. Coordinate cartesiane. 
TEOREMAL — Sela funzione positiva f(œ) è in tegrabi le 

ne Γinterval lo (a, ì)\ Γarea descritta da 'ordinata MP 
ďun punto P della curva, la cui equazione in assi car-
tesiani ortogonali è y = f(œ\ mentre Γascissa œ va r i a 
da a&b>a, è misurata da 

u = ļ f(œ) dœ. 

Infatti, decomposto Γintervallo (α, ϋ) in parti coi valori œ0 = a 
œv œ» .. .α¾,_i, œn = b, e detti y\ y\ . . . y'n dei numeri minori 
dei valori assunti da f(œ) rispettivamente in ciascheduno di quegli 
intervalli parziali, e detti y'\ ÿ\ ... y"n dei numeri maggiori dei 

PBAKO, θeom. Jnßn. 13 
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valori di f{x) in quegli intervalli parziali, poichè per ipotesi f{pc) 

integrabile nelΓintervallo (α, ), Γ ļ f{x) dx sarà una granđezz¡ 

maggiore della somma 

s' = (œt — x0) y'1 + {x2 — a¾) y\ + . . . + {xn — œn _ i) y\ 

e minore della somma 

e sarà Tunica grandezza sempre maggiore dei valori della prima 
somma, e minore di quelli della seconda, comun< ue varii la divi-
sione delΓintervello (α, ö), e la scelta dei valori di y\ e /\. 

Ora i rettangoli aventi rispettivamente per base i segmenti de-
scritti da M, mentre x varia in ciascheduno di quegli intervalli 
parziali, e per altezza y\ y\ . . . y\ sono interni alia fìgura data, e 
la loro area totale è misurata da s'. Analogamente la fìgura for-
mata dai rettangoli aventi le stesse basi e per altezze yr\ y'\ ... y'\, 
contiene nel suo interno Γarea data, e la sua area è misurata da srr. 
Pertanto il numero che misura Γarea (interna, o esterna, o propria) 
della fìgura descritta da MP è maggiore di sr e minore di s". Ma 

il sol numero ļ f{x)dx gode di questa proprietà ; dunque 

f{x)dx misura Γarea descritta dalΓordinata MP. 

Se la funzione f{x) non è integrabile nelΓ intervallo {a, V), ma 
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ammette solo gli integrali inferiore e superi re, questi misurano 
le aree interna ed esterna della fìgιιra descritta da MP. 

TEOREMA . — L'area descr i t ta da lΓord ina ta MP ďuna 
curva di equazione y = f(x) in assi cartesiani obliqui 
che fanno fra loro Γangolo ιυ, mentre x var ia nel-
Γ in te rva l lo (µ,b), supposta la f{x) positiva e in tegra-
bile in quelΓ in te rva l lo , e a < Þ, è misurata da 

sen ω Γ f{x) dæ. 

La dimostrazione si ottiene dalla precedente sostituendo alia 
considerazione dei rettangoli aventi le basi sulΓasse delle x e per 
altezze le y, i parallelogrammi aventi le stesse basi, e gli altri 
lati paralleli alΓasse delle y e misurati dai valori delle ordinate. 

TEOREMA III. — Se nel piano della figura F si segna un 
asse OX, e da ogni punto M đi quest 'asse si conduce la 
perpendicolare ad OX, che incont ra la F secondo una 
figura re t t i l inea , se il campo formato dai punti ďin-
contro di questa ret ta col campo limite di F ha una 
lunghezza es te rna nulla, detta x Γascissa del punto M, e 
h la lunghezza della in tersezione della perpendicolare 
in M col campo F, Γarea di quella par te della figura F 
formata dai punti le cui ascisse sono comprese f r a α e ö 

h dx. a 

Infatti, sia ău il numero che misura Γarea formata dai punti 
di F le cui ascisse sono comprese in un intervallo di ampiezza Ax. 
Si consideri Γarea del rettangolo avente per base il segmento 

α? e per altezza 1, la quale è misurata da Δ#. In virtu delle 
ipotesi fatte (N. 18, 1°) col tendere degli estremi delΓ intervallo Ax 
ad uno stesso valore æ, lim — = τ - = h: quindi il valore åiu 

¿\x ax 

corrispondente all'intervallo (a, b) vale f ħ dx. 
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27. Applicheremo le formole precedenti ad alcuni esempi. 
Parăbole. — Nella parabola ďordine m si ha 

y = aocm, 

e quindi Γarea descritta dalΓordinata, mentre Γascissa fra i valori 
£ĸ?0 ed œi è misurata da 

seniu Γ acom āœ = senω — "TΊp—> supposto m ¾ 1. 

S e m e positivo, si può fare œQ = 0, e ponendo x invece di æl 

Γarea della parabola, contata a partire dalΓorigine, vale 

αa?m+1 œy senω 
—Γ senω = , . , 

m -f- 1 m + l 

ossia vale Γ(m + l)mα parte delΓarea del parallelogrammo costrutto 
sulΓascissa e sulΓordinata del punto estremo delΓarco considerate. 

Sem = — 1, si ha y = — , e la curva è un'iperbole riferita ai 

suoi asintoti. La sua area sarà misurata da 

— dœ = asenω log—. 

Ellisse. — L'equazione delΓellisse, riferita ai suoi assi, è 

da cui si ricava 

V = - ýc? — x%-

L'area descritta dalΓordinata, mentre Γascissa varia fra i valori 
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0 ed x, è misurata da 

, a? 

w = - / α s — œ* dœ. 

a J0 

Si scriva Γintegrale del membro di destra sotto la forma 
X X i 

I ýà> — ař dœ = ( 1/ %• — 1 œ dx, 
JQ . 'Q ψ x1 

e poi si integri per parti, prendendo come føttore ad integrarsi 
œ dœ; si avrà 

owero 

c* c∞ dx 

e siccome 

Çx dœ œ 

I f = arc sen —, 
J0Ya* — a?2 α 

si deduce infine 

¾¿ = — ¿t? - γo} — #¾ + — ab arc sen —. 

Se si fa œ = a, si avrà Γarea della quarta parte delΓellisse 

ļ -παδ; quindi Γarea totale delΓellisse di semiassi a e ì> vale παö 

come già si era trovato. 
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Iperì)Ole. — Già si è trovata Γarea delΓiperbole riferita agli 

asintoti. Se la si riferisce agli assi, la sua equazione sarà 

f! _ t — A 

da cui si ricava 

y = ¦\/x* — a*\ 

e Γarea descritta 'dalΓordinata mentΓβ Γascissa varia fra i valori a 
ed x è misurata da * 

u = ~ Γ ļΛrs — a% dx. 
a 

Integrando per parti, prendendo come fattore ad integrarsi x āx, 
si ha: 

1 b \ r
x dx 

u = Ίτæt/æ>-a>-¥abĴaÿ==; 

ed infìne 

1 b */—* Ō l *., α? + ýař — a* 
u = Ύ -– x ļ/χ* — a2 — ιrăb log — — . 

Curva logaritmica. — La sua equazione è 

y = a*, 

e, supposti gli assi ortogonali, variando x fra i valori x0 ed x±, 
Γarea corrispondente è misurata da 

ax dx = — . 
Jx0

 l°8* 



— 199 — 
1 

Osservando che - j — è la lunghezza della sottotangente, si deduce 

che Γarea compresa fra un arco di c\ιrva logaritmica, le ordinate 
estreme e Γasse delle œ, è eguale alΓarea ďun rettangolo di base 
la sottotangente e di altezza la difřerenza delle ordinate estreme. 

Supposto a > 1, se si fa tendere æ0 verso —oo, limα*o = o, e 

Γarea pΓecedente ha per limite p -^ . Gontemporaneamente la figura 

di cui si determina Γarea ac< uista dei punti che si allontanano 
indefinitamente dalΓorigine; il limite trovato misura Γarea interna 
compresa fra Γasse delle œ, il ramo infìnito della logaritmica, e Γor-
dinata cħe corrisponde alΓascissa α?t. 

2 8 . Curve riferite a coordinate polar‰ 

TEOREMA. — Se r==/*(α) è Γequazione ďuna curva rife-
r i t a a coordinate polari, e r è funzione cont inua di α, 
Γarea d e s c r i t t a d a l raggio ve t tore , mentre α va r i a nel-
Γin terva l lo (α0, cų) è misnra ta da 

1 rα ι 
u = -~ ļ r2 da. 

Infatti, sia OP il raggio vettore di lunghezza r, e che fa colΓasse 
polare Γangolo α. Sia OM il raggio vettore avente la stessa dire-
zione di OP, e di lunghezza = 1. Mentre α descrive un intervallo 

1 
di ampiezza α, OM descrive un settore circolare di area - Aα, 

e OP un settore Au della curva data. Ora, supponendo che gli 
estremi delΓintervallo descritto da α tendono ad uno stesso valore 
α, si è visto che 

,. w r1 

hm - ļ = τ , 



— 200 — 
quinđi 

lim -r^ = -^– = — r2, du = -r* da, e w = — f r8 ŵx, α ŵx 2 2 ' 2 J 

Γintegrale essendo preso fra i limiti α0 e α r 

29. Ecco aleune applicazioni di questa formula. 
Nella spzraίe d'ArcMmede, in cui 

r = αα, 

Γarea generata dal raggio vettore, mentre Γargomento varia da 0 
ad α, è misurata da 

l r α l 
-ñ- ļ a?a2 da = -̂ – α*α3, 

e quindi essa vale la terza parte dell'area del settore circolare OPM 
avente per raggio r = a a, e per angolo al centro α, o wero la 
terza parte del triangolo OPT limitato dal raggio vettore OP, la 
tangente PT, e la sottotangente OT. 

Nella spίraĩe logaritmica, in cui r = C¢<*<*, Γarea descritta dal 
raggio vettore sarà x 

-Ļ Ç l C2 e*aa da = ^– (e*** — e ,αα°). 
‰ «o 
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Se qui si fa tendere α0 a — ∞, supposto a > 0, Γarea conside-
rata, che consta di infinite parti sovrapposte, tende ad un limite 

C3 
finito j - e2a% ed è facile il riconoscere che questa vale la metà 

de 'area del triangolo compresa fra il raggio vettore, la tangente 
e la sottotangente. 

Sia r = f(a) Γequazione ďuna curva riferita a coordinate polari; 
si immagini la sua concoide, con polo in 0, e sia h la lunghezza 
costante che si porta sul prolungamento del raggio vettore. Detto ri 
il raggio vettore della concoide, sarà r¿ = r + ŵ, ovvero 

r, = f{a) + ħ. 

Dette A e A£ le aree descritte dai raggi r ed rt mentre α varia 
fra α0 ed cų, sarà 

A = — ĵr2 da, e A, = y Çr±
2 da = — j (r + K† da, 

owero 

A, = -|- ĵr* da + h If r da + -Ļ ħ* j da, 

gli integrali essendo tutti presi fra i limiti α0 ed α^ Delle tre parti 
di cui consta A4 la prima rappresenta Γarea A della curva data; 

1 
la terza vale -5- Λ8 (α4 — α0), ossia è Γarea ďun settore circolare 

di angolo a± — α0 e di raggio ħ; la seconda poi dipende dalΓ ļrda, 
e una volta calcolato questo integrale, si potrà determinare Γarea 
di tutte le concoidi della curva data corrispondenti ai varii valori 
di Λ. 

Se si fa 

B = — ĵr da, G = —Çda = — (ai — α0), 
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si avrà 

A¿ = A + 2BÄ + CÄ2, 

e così Ai è una fìmzione di seconđo grado in ħ. Essa si può scrivere 

r, ¡y . B V , AC — B2 

Si scorge di qui che, variando Ķ varia pure Ad; il suo minimo 

valore corrisponde ad ħ = — —-, ed è — — ; quindi questa ul-
U LI 

tima quantità è di necessità positiva, e nulla sol quando sia rt = 0, 
e quindi r = costante. I valori di A£, corrispondenti a due Valori 
di h la cui semisomma sia eguale a ^-, sono eguali; se si fa 

h = g-, Γarea A¿ diventa eguale alΓarea della curva data A. 

§ 6. Formula d* approssimazione per le aree. 

30. L'area piana descritta dalΓordinata y = f{x) ďuna curva, in 
assi cartesiani ortogonali, mentre œ varia fra aeb, è, per appros
simazione, eguale alΓarea del trapezio costrutto sulle ordinate 
estreme. Così facendo, si sostituisce all'arco della curva la sua 

corda, e alΓintegrale f{ω) dœ, che misura Γarea in questione, 
J a 

la quantità 

che misura Γarea del trapezio. 
Potremo facilmente stimare Γerrore che si commette sostituendo 

alΓintegrale J f(œ) dæ il valore approssimato φ — a) † -
a 
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Invero, se la fαnzione f(x) ha derivata seconđa f(x) pei valori đi 
x compresi fra a e ft, si ha đalla teoria delle funzioni interpolari 
che 

f(x) = f(a) + (x - a) f{a, ft) + (x - a) (x - ft) Ç i g , 

ove /*(#, ft) = ¿ 3 ' e ^ è un valore, che dipende da ¿r, e che, 

se ¿r è compreso fra α e ft, è pure compreso fra gli stessi limitL 
Quindi 

f V ) dx =f [f(a) + (»-α) ̂ ¯ ^ ĵ ŵ + 

+ ļ - ļ (a¡-a)(x-ī>) f“(u) dæ. 
* a 

II primo integrale del membro di destra vale appuiíto 

ossia il valore approssimato delΓintegrale dato. II secondo integrale 
rappresenta perciò Γerrore che si commette prendendo invece del 
vero valore delΓintegrale, il suo valore approssimato. Chiamandolo 
R, si avrà: 

i rb 

R z = - J (œ — a)(œ — ìήf'{u)dœ. 
a 

E poichè il fattore (x — a)(x — ft) conserva un segno costante 
mentre x varia nelΓintervallo [(a, ft), potremo portare il fattore 
f (u) fuori delΓintegrale, e si ha così : 

i rb 

R = - f» {u) (x — a) (a? —ft) dx, 
J a 
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ovvero, eseguendo Γintegrale del secondo membro: 

R = - ¿ ( Ŭ - ¯ α ) » Γ ( w ) . 

ove w è u n valore di x compreso fra a e ô. Sostituendo si deduce 

f f(x)dx = φ-a) *») + rt*) -^(p-Of u). 
% α 

Gosi si ha il vero valore delΓintegrale espresso mediante un suo 
valore approssimato, più un resto nel quale comparisce la quantità 
incognita u di cui si sa solo che è compresa fra α e δ . Sostituendo 
invece di f“(u) il massimo ed il minimo valore che esso assume 
mentre u varia nelΓintervallo (a, ö), si ottengono due espressioni 
entro cui è compreso il resto. 

Ad esempio se si fa in questa formula 

f{œ) Ļ a = i, ĩ> = 2, f“{x) = Ļ 
si ha 

r2 dx_i l. , J-\ __i± 
Jí co ~ 2 I1"1" 2 ) 6 « 3 ' 

ossia 
log2 = O,75 + R; 

il primo termine è il valore approssimato di log 2; il secondo 
R = — ^ rappresenta Γerrore. Siccome u è compreso fra 1 e 2, si 

1 1 
deduce — -^ < R < — —, ossia 0,75 è un valore maggiore di log2, 
e si ha precisamente 0,5933 < log2 < 0,739166. 

resto R si può anche mettere sotto forma ďintegrale definito. 
Invero, si ha applicando due volte Γintegrazione per parti: 

f f(&) φ" \œ) dx = (œ) φ> (#) — f (x) <p (x) + f φ (x) f" (x) dx. 
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Pongasi φ(æ) = -ζ (x — a) (x — &); si avrà 

j f{a>) āx = f{a>) ( x - ½±*-) - - f (x) (œ - a) (x - &) + 

+ ^rĵ{x — a)(x — b)f"(x)Ox. 

Prendendo gli integrali fra i limiti a e ö si ottiene 

ĵ f(æ)āx = (þ—a) f(fi)^ m +~j {x-a)(x-ì>)f'{x)dx. 
ū a 

11 primo termine del seconđo membro è il valore approssimato 
delΓintegrale; il secondo è quindi Γerrore che si commette in questa 
approssimazione. 

3 1 . Potremo avere un valore pm approssimato delΓarea, decom-
ponendo Γintervallo (a, ìή in n parti eguali, segnando pei punti di 
divisione le ordinate della curva, e costruendo sopra queste succes
sive ordinate i trapezii, come si è detto. La somma di questi tra-
pezii sarà un valore approssimato delΓarea. 

Dette y09 yv yv . . . yn-ι, yn le ordinate di questa curva corri-
spondenti agli n -f- 1 punti di divisione di (a, b), le aree di questi 
trapezii valgono 

¾^tøo + ž/i)> *j^(Vi + yù, • •-, ¾ p ( v « - i + yn); 

quindi, sommando, si avrà per approssimazione 

b , _ 
J f(x)dœ=-^(y^2y,+2y^.,. + 2yn--i + yn). 

L'errore che si commette adoperando questa formola, ossia la 
quantità R che bisogna aggiungere al membro di destra per avere 
il vero valore di quello di sinistra, è la somma degli errori com-
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messi in ciascheduno đi quegli intervalli parziali, vale a dire 

R = - ± (t [r(Ui)+r («,)+...+rwi, 

dove ut ‰ . . . un sono valori di x compresi rispettivamente in quegli 
intervalli parziali. La quantità entro parentesi si può mettere sotto 
la forma nf“{u), ove u è un valore medio fra i precedenti; quindi 
il resto si può esprimere mediante la formola 

Gosì, se nelΓesempio precedente f — si fa n = 10, la formola 
J ļ X 

ora trovata dà per approssimazione 

log 2 = 0,69377, 

1 

e il resto R = — w — 3 , ove u è compreso ¢ra 1 e 2. Quindi il 

valore precedente è approssimato per eccesso, e differisce dal valore 

v e r o m e n o d i ¿ , e p i ù d i ¿ . 

32. Se la funzione y = f(æ) è di grado non superiore al terzo, 
Γarea descritta dalΓordinata f(x), mentre x varia nelΓintervallo 
(a, V), vale esattamente 

b b_a 

f f{ōO)dx = —^{y^Ay, + y^ 

ove y0 e y2 sono le ordinate corrispondenti alle ascisse estreme a 
e ö, cioè y0 = /*(α) e ¾/¾ = /*(&), e yL è Γordinata corrispondente 
alΓascissa media a¯ζ . 
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Infatti, conservando fìsso Γasse delle œ, si prenda per nuova ori-
gine il punto medio di a e &; ossia facciasi nelΓintegrale 

e pongasi 
b — a _ g _ = A. 

La funzione f{œ) di œ, di grado non superiore al terzo, diventerà 
una funzione dello stesso grado in X, quindi si potrà porre 

f{œ) = A + BX -ļ- GX2 + DX3, 

e j f{œ)dœ = j (A + BX + CX* + DX3)(ΠĹ = 2 i +1-Gŵ3. 

Ma, facendo X = 0, — Ķ +Λ, la œ diventa ^-~—, α, &, e f(#) as

sume i valori yv y0, y2,; onde si ha 

Vt = K 
y0 = A — Bŵ + Cħ* — DÄ3 

2/3 = A + BΛ + Gŵ2 + DΛ8; 
e 

Vo + Ŵi + Λ = 6A. + 2CÄ»; 

quindi 

r δ A 
J r(¿c) ¢řα? = -g- (y0 + 4tft + Wι)-

Sostituendo in questa formola ad ħ il suo valore Γ̄ si ha la 

formola a çümostrarsi. 
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33. La formola 

j f(œ) dœ = —=^- (y0 + 4y± + y2), 
a 

vera quando f(œ) è una funzione intera di grado non superiore al 
terzo, può Γitenersi ancora vera per approssimazione, anche quando 
f(œ) non soddisfa a queste condizioni. Gosì facendo, si commette un 
errore R, tale che 

j f(x)dœ = b-^(y0+4yi + y2)+R; 
a 

noi ci proponiamo di calcolare approssimativamente questo errore. 
Perciò facendo come prima 

Ä? = —ģ—+ X, Λ==—ğ—, e f ļ - ^ - + X j = < p ( X ) , 

si avrà 

J f(¿e) ¿tø = J <p(X) dX, 
a — h 

e <p(— h) = y0, φ(O) = y» φ(+Λ) = Ž/¾« 

Si determini quella funzione F(X), intera di terzo grado in X, che 
per X = — Ķ 0, + ħ assume i valori y0, yit y» e che per X = 0 
ha la stessa derivata di φ(X), ossia F'(O) = φ'(O). Allora si ha che, 
per ogni valore di X compreso fra —ħ e -\-h, 

φ(X) = F(X) + X*(X' - Λ2) ¾ ¾ 
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ove « è u n valore đi X medio fra h e — ħ (*). Quindi, integranđo, 

+h +h . +h 
j φ(X)¢řX=j F(X)đX + ¿ J X*(X*-h*)<ţF(u)dK. 

— h — ħ ' — h 

Ma Γintegrale del primo membro vale ļ f(œ) āx; il primo in-
J a 

tegrale del secondo membro, poichè F(œ) è di terzo grado, vale 
appunto 

~ß(Vo + 4 ^ + 2 / 2 ) = - ^ ( ž / o + 4ž/ι + Ž/2); 

quindi 

Λ + h 
R = U X2(X2 — ħ%) φ™(u) dX. 

Per avere un'espressione più conveniente di R, si osservi che il 
fattore X*(X2 — Λ1) è costantemente negativo, mentre X varia fra 
— ¾ e - f ¾ ; quindi portando fuori Γaltro fattore, si ha 

R _ _ φlV(^ Ç X 2 ( X Î _ ^ 2 ) ^ X -

(*) In generale, data una funzione /*(#), si può sempre deteπninare una fun-
zione intera φ (a?) di œ, di grado n, tale che soddisfi alle condizioni 

Φ (*¾) = Λ«¾λ Φ' <*o) = f («¾)v. φ(*> («¾) = Λ*> O*¾). 
φ (β¾) = / * (^ , . . . φ(/3) <α¾) - / V ) (β¾),... 
φ(a¾i) = A ‰ ) - φ(*)(*m)==/ΐM(α½), 

ove. ( α + l ) + φ + l ) + . . . + ( λ + i) = n + l . 
Allora si ha: 

/*í»+i) fø) 
f(x) = φ(x) + (x-œ0)«+-l (α?-α¾)ß+l ... (α?-<‰)M-i 7

( w + ¿ Λ 

in cui « è un valore medio fra #, Λ?0,... α;n. 

PEAKO, Geom. in fin. 14 
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ovvero, poichè 

φiv (µ) = fπ (œ^ o v e œ = ÜL± ļ_ u 9 

ed eseguendo Γintegrale del secondo membro: 

R=-¾r>(*)' 
ove ŵ è u n valore compreso fra a e &. 

Gosì, riprendendo Γesempio già trattato, se si fa 

f{œ) = ±, α = l, ö = 2, 

si avrà 

y0 = ì, ^ = 0,666..., y,=O,5: 

e la formola precedente dà come valore approssimato di log 2 

0,6944..., con R = - ; ¿ Γ , 

ove œ è compreso fra 1 e 2. Quindi la formola dà per log 2 un 
valore più grande del vero, e Γerrore che si commette è minore 

đ l Ĩ2Õ-

34. Si può avere con maggiore approssimazione Γ \f{x) dœ, 

decomponendo Γintervallo {a, ìή in 2n parti; detti y0 y± yŭ y3... yìn 

i valori di f{æ\ ossia delle ordinate della curva corrispondenti a 
questi punti di divisione, potremo applicare successivamente la for
mula precedente alle aree comprese fra le ordinate y0 e t/s, y2 e 
Vv • • • Ž/2n-2 e ‰ e sommare i risultati ottenuti. Queste aree val-
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gono rispettivamente 

-¾^(Vo + *Øi + vΛ ~ ^ ( ž / 2 + 4ž/8 + î/4),. . . , 

quindi, sommando, si ha per approssimazione: 

+ <yι + Vs + -.• + !/«.-i)ļ 

Questa formola, cħe permette di calcolare per approssimazione 
un'integrale, ossia un'area piana, porta il nome di formula di 
Simpson. Applicandola si commette un errore R che potremo sti-
mare facilmente. Invero quest'errore è la somma degli errori com-
messi in ciascheduno degli n intervalli parziali, eguali in ampiezza 

a ¯̄  , in cui si è diviso (a, ϋ). Ora questi valgono rispettivamente 

( & - ^ (1,-.a)s φ-gf 
nM! 5! ' l đ ? i λ n» 4! 5! ' ^ î j ' ' ' ' n* 4! 5! ' &*» 

in cui œiæ2... ccn sono valori di æ compresi in quegli intervalli. 
Quindi, sommando, 

R = - ļ j ^ [ / ™ t e ) + ^(«.)+ ••• + ' " to)]; 

la quantità entro parentesi si può mettere sotto la forma nflγ(œ), 
ove x è un valore compreso fra a e ^b\ si deduce quindi per R la 
seguente espressione 
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Applichiamo questa formola di Simpson al solito esempio 

facendo n = 5, e quindi 2n = 10. 
Dando perciò ad x i valori 1,0; 1,1; 1,2;.. . 1,9; 2,0, e detti 

1 
Vo Vi - • • žΛo * valori corrispondenti di —, Γoperazione si può dis-

porre come segue: 

î / o = l ^2=0,83333 yļ= 0,90909 
‰=O,5 y¿= 0,71429 ¾/3=0,76923 

y0-fî / ļ 0=l,5 2/β=0,62500 ‰=O,66667 
S/8= 0,55556 yΊ= 0,58824 

½+ž/4+ž/β+î/8=¾^818 y9= 0,52632 

^ι+1/3+Ž/¾+l/7+ž/9=3,45955 

Addizionando la prima somma col doppio della seconda e col qua-
druplo della terza si ha 20,79456; e moltiplicando questo risultato 

per ¯^a) = -ÿţ (cioè dividenđolo per 30) si ha per valore di log2 

dato dalla formula di Simpson, 0,693152. L'errore che si commette 
1 1 

è dato da R = —- ř¡-gτ —p ove x è compreso fra 1 e 2. Quindi 

il valore trovato per log 2 è più grande del vero, e ne differisce 

men0dÌ75ŌŌŌ-
3 5 . In generale, se si conoscono i valori y0 yv.. yn della funzione 

y corrispondenti ai valori x0 α?ļ... xn della variabi e, si può formare 
un polinomio intero di grado n, e che diremo φ (œ), tale che pei 
valori suddetti della variabile assuma gli stessi valori di f(x). Si 
avrà allora 

f(œ) = φ{a¡) + (æ — æ0) (æ — æ,) (a? — xn) (n + i) > 
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ove w è u n valore medio fra i precedenti. Quindi integrando si ha 

Γb Γb 

J f(x)dx=J φ(#)¿fø+R, 
a a 

ove si è posto 

l rb 

rb 

L'integrate ļ φ (œ) dx è un valore approssimato delΓintegrale 
a 

cercato. II suo valore si ottiene con tutta facilità; invero mettendo 
la funzione φ (aή sotto la forma data da Lagrange: 

(x->a?¿) (x — a¾)... (x — xn) 

, (x— xō) (X—XŬ)... (x—xn) , (a?—a¾) (æ — a?J... (a? -q?n_i) 
~i~ fø—OÎ0)(a?,—a¼)... (â —a?n) * ' '" ' (xn — x0) (a?n—¿¢1)...(a?„—a?n_ι) y " 

si avrà 

φ(đ?)¢řα? = A0ž/0 + A1î/1 + + Anyn 

ove si è fatto 

Gosì Γ integrate è una funzione lineare omogenea dei valori 
VoVi-y9n* poichè i coefflcienti A0 A,... dipendono bensì da a, Þ, ¿v0, 
xv... ωn, ma non dai valori di y. 

L'errore che si commette in questa approssimazione è rappre-
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sentato da R; ma siccome in esso il fattore (x—x0) (x—a^)... (x—xn) 
cambia segno quando x assume i valori w0, xv... non si potrà ap-
plicare un procedimento analogo a quelli di prima per ridurlo ad 
una forma più comoda. 

36. I valori x0 α?A... xn si possono prendere ad arbitrio; come 
caso particolare si può supporre che il primo sia α, Γultimo ö, e 
che essi formino una progressione aritmetica. Ma essi si possono 
scegliere in un modo speciale, proposto da Gauss, assai conveniente 
nei casi pratici. 

Per semplicità di scrittura, supporremo che i limiti delΓ integrale 
siano —1 e + 1 ; poichè, ove fossero qualunque a e ö, basta fare 

la trasformazione x = ^ ļ Ķ-" * affinchè si riducano ai pre
cedent!. Ciò premesso, dico che si può determinare una funzione 
X«+i di x, intera, di grado n -ļ-1, in cui il coefflciente del termine 
di grado più elevato sia Γunità, e tale che, essendo U una funzione 
intera qualunque di grado non maggiore di w, si abbia sempre 

üX«+iŵ = O. 
J —1 

Per determinare questa funzione si osservi che dalΓintegrazione 
per parti più volte ripetuta si ha 

Γ TT ^W+I V — dnY _ ¦5L d l V i ^ ¾ U dn¯¯2 Y _ 
J dx"*1 dxn dx dxn-1 *~ dxŭ dx11—** 

— dxn~l dx ' dxn — J eføn+l 

Suppongasi che V rappresenti la funzione di grado 2n-\-2 

V={X*— l)n+l 

che ha le radici 1 e —1 multiple n-\-i volte* Per note proposizioni di 
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algebra si deduce che - r - sarà una funzione di grado 2 n + 1 , che 

ha le radici 1 e —1 multiple n volte, ed una radice compresa fra 

— 1 e + 1; —5 è una funzione di grado 2n, avente le radici 1 e 

— 1 multiple n — ì volte, e due radici comprese fra — 1 e + 1 ;.... 
dnY 

che -z— è di grado n-\-2, avente le radici 1 e — 1 semplici, 

e le altre radici tutte reali comprese fra — 1 e + 1 ; e che infìne 

-T—rļ- è una funzione di grado w + 1 , aventi le n-\-ì radici reali 

e comprese fra —1 e -\-i. Allora, prendendo gΓintegrali nelΓultima 
formula fra — 1 e -ļ-1 ed osservando che tutti i termini fuori del 
segno integrale si annullano per questi limiti, si dedurrà: 

Ora se U è una funzione intera di grado non maggiore di n, sarà 

- ^ = 0, e qumdi 

* ü -T—ΓΓ1— dx = O. 

¿7n4-l /¿y»2 _ _ l\n4-1 

coeffîciente del termine di grado più elevato in — è 

(n + 2) (n+3) . . . (2w + 2); quindi, se si fa 

_ 1 ¢ř«+i (α?2 — l )H- i 
11+1 ¯̄ " (n + 2)(n + 3)...(2n + 2) <fø“+i ' 

Xw4-i sarà appunto un polinomio intero di grado w + 1 in œ, in cui 
il coeffîciente del termine di grado più elevato è Γunità, e tale che 
essendo U una funzione intera qualunque di grado non maggiore 
di n si abbia sempre 

r + 1 

UXn+lċtø = O. 
J - 1 
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Inoltre questa funzione Xn+ι ha tutte le sue rađici reali com-

prese fra — 1 e + 1 . Dettele x0, xv... xH, sarà 

X,H_i = (x — χ0) (x — xt‰ (x — ‰). 

Sia ora f{x) una funzione qualunque di x, avente le successive 
derivate fìno alΓordine che ci occorrerà. Si determini il polinomio 
intero φ(x) di grado n, che per œ = x0, æv...æn, radici delΓequazione 
XM4-ι z= 0, assume gli stessi valori y0 yv.. y^ che assume f{x). Sia 
ψ (x) quella funzione intera di grado 2n~{-i defìnita dalle condizioni 

ψ (x0) = f(x0), ψ (xL) = f{x,\... ψ (xn) = f(xn); 
Ψ' (œ0)=r (χ0), Ψ' (x,)=r &Ù,... ψ' ( Ŵ ) = r (‰). 

Siccome la differenza ψ (x) — φ(x) si annulla per x = x0, xv...xn, 
essa sarà divisibile per (x — x0) (# — x^.,.(x — a?«)=Xn-i; detto 
λ (x) il quoziente della divisione che sarà un polinomio di grado n, 
si avrà 

ψ (x) = φ (x) 4- Xn+ι λ (x). 

Inoltre, poichè i valori di f(x) e ψ (x), e delle loro derivate sono 
eguali per x = xQ, xi3 ...xn, si può porre: 

f(χ)=ψ(x)+(x-x0γ(x-xiγ...(x-χny 9¡w> 
ovvero sostituendo 

f(œ) = φ (a) + ¾,+i λ (*) + X V i ¾ ^ , 

ove u è un valore di x compreso fra i considerati. 
Integrando fra — 1 e + 1 si ottiene 

J f{x)dx= J φ(a?)ŵ£-ļ^ 
— 1 — 1 



- 217 — 
Ora λ (x) è una funzione intera di grado ninx; quindi, in virtù 

della proprietà delle řunzioni X, sarà 

Γ + 1 

XtH-i\(x)đa? = O, 

m — 1 

e la formola precedente diventa 

I f{x) dx = J φ (x) dx + R, 
— 1 — 1 

ove 

r + 1 
L' ļ φ (x) dx è il valore approssimato delΓintegrale proposto, 

J — l 
ottenuto col metodo di Gauss. Esso si può calcolare come si è detto, 
e mettere sotto la forma 

r + 1 

φ(a?)ŵ» = A0y0 + A ly1 + . . .+A nyn, 
J — l 

ove 

° ^ _ 1 í̂ o — »i) (̂ o — «¾) - («β — «») ' 

R è Γerrore che si commette in questa approssimazione. Siccome 
XV4-1 è sempre positivo, si porti fuori del segno integrale f(2n+2) (u). 
Si avrà; 

»--æ#-/!S<* 
in cui w è u n valore di x compreso fra — i e + *• P e r esegnire 
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r + 1 
Γ XV-†-i dx, che è un numero che dipende puramente da n, 

J — 1 

si decomponga il differenziale ad integrarsi in XM-J-1 . Xn-µl dœ, e lo 
si intθgri per parti n-\-ì volte; ovvero, ciò che fa lo stesso, siap-
plichi la formula (1), in cui si faccia U = X«+i; dopo alcune ridu-
zioni si avrà: 

f X V i ŵ = , x l t Γ i “ l Λ ^ Γ {i-oo^dx. J _ ì (n+2) (n+3)... (2n+2) J _ 4
V 

Ora 

,-f 1 1 
Γ (1 — ¿c 2 )^ 1 ŵ¾? = 2 Γ (1 —đ?*)“+!da?, 

J — 1 J 0 

colla sostituzione α? = cos¿ diventa 

J-^¦(i-*P)^ΛΓ = 2j*δ>βn- + « ř Λ = 2 ļ . J 4 « £ ± l ; 

e quindi 

__ 1. 2 .... (n + 1) 2 . 4 . 6 . . . . 2 w + 2 /Ί¾“+¾) (M) 
K — (n + 2)(n+3). . .(2n + 2) 3 . 5 . 7 . . . . 2 Λ + 3 ( 2 n + 2 ) Γ 

La funzione X* -i, le sue radici x0 æļ... xn, i coeíflcienti A0 A±... A« 
del valore approssimato delΓintegrale 

A0y0 + A1y1 + ... + A»yn, 

e Γerrore che si commette nelΓintegrale ļ f(æ)dœ applicando il 
a 

metodo di Gauss, per i più semplici valori åin sono i seguenti: 
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I. 

‰ = æ, a?o = O, A0 = l . 

dove 

R= ^ψ (α<w<Ď). 

II. 

X 2 z=.χ — 7- ; 

1 
— æQ = œ± = ¯— = 0,57735 0 * ļ/3 

A - A - ì 

La formula generate diventa 

ove 

180 4! * 
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III. 

X3 = æz — — ω. 

— = 0,77502 

A — 8- A ~ A - – * 
Λ l ļg > Λ 0 Λ 2 ţg' 

La formola generale è 

Ĵ *«-»—= Hr [V(Ψ+ ÍT--I / Í ) +•/ (ψ) + 

ove 

2800 6! “ 

IV. 

X, = *-Ļař+ 
— χ0 = θ}B = 0,86113 ; — đ?4 = a¼ = 0,33999. 

A0 = A3 = 0,17392; A£ = Ag = 0,32607. 

L'errore che si commette in questa formula nelΓ ļ f{œ)dœ è 
J a 

dato da 

R = 0,000022 ( *~ α ) 9 f¢) (ι#). 
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§ 7. Volumi. 

37. TEOREMA. — Se F è una figura solida, e per ognipunto 
M ďun asse fisso OX si conduce il piano normale ad OX, 
che incontri F secondo una figura piana, se Γinterse-
zione di questo piano normale ad OX in M col campo li-
mite di F è una f igura piana di a rea es te rna nulla, 
a l lora det ta ω Γarea delΓintersezione di questo piano 
con F e detta œ Γascissa OM del punto M, il volume 
di quella par te di F i cui punt i hanno ascisse com-
prese ne lΓin te rva l lo (a,b) è misura to da 

v = j tυ dæ. 

Infatti sia v il volume di quella parte di F i cui punti hanno 
ascisse comprese in un intervallo di ampiezza æ. Si immagini un 
cilindro avente le generatrici parallele ad OX, di altezza æ e la 
cui base sia Γunità di area; il suo volume sarà misurato da x» 
Ora, in virtù delle ipotesi fatte, il limite del rapporto di questi due 

ΔΊ? volumi 7—, ove gli estremi đelΓintervallo a? tendano ad uno stesso 

valore xy ha per limite Γarea ω : 

dv , , —-=:ω, dv = ω dæ, ax 

quindi, il valore di v corrispondente a tutto Γintervallo (a, V) è 

dato da v = ļ ω dæ. 
J a 

38. Applicheremo la formola precedente ad alcuni casi particolari. 
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Cono. — Vogliasi determinare il volume del cono (o piramide) 

avente per base una figura piana di area B, e ¢er altezza ħ. Sia 
0 il vertice del cono; prendasi per asse OX la perpendicolare ab-
bassata da 0 sulla base; allora il piano normale ad OX in un 
punto M di ascissa x taglia questo cono secondo una figura simile 
alia base. Quindi, detta ω Γarea di questa sezione, sarà 

ω:B = x2: ħ\ 
onde 

e il volume totale del cono 

rh α?¾ l 
v = I Tā B dx = -ō BΛ, 

come si dimostra in geometria elementare per le piramidi, e come 
già abbiamo dimostrato per i coni a base qualunque. 

Ellissoίãe. — Riferito Γellissoide ai suoi tre assi, la sua equa-
zione è 

a2 ¯r hι - r c¾ — A-

II piano normale ad Ox nel punto ďascissa α? incontra Γellissoide 
secondo una ellisse; detti α e ß i semiassi di questa ellisse, i punti 
di coordinate (œ, α, 0), (æ, 0, ß) stanno sulΓellissoide; quindi si hanno 
le equazioni 

da cui si ricavano le incognite α e ß: 

α = — ļ/a2 — x\ ß = - j - )/a% — x\ 
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L'area ω di questa ellisse vale 

be 
UJ = ïïα ß = π —— (a2 — ař\ 

II volume totale delΓeliissoide si ottiene prendendo Γļ ω dx fra 

i limiti — a e -f- a; quindi 

be r±a 4 
v = π —Γ ļ (α* — x%) dx = -ψ π ăbc. 

— a 

Se si fa a = b = c = r, Γellissoide diventa una sřera di raggio r, 
4 

e il suo volume vale -̂ – π r3. 

In modo analogo si determina il volume degli iperboloidi ad una 
e a due falde di equazioni 

— J*.JLĴ¡L+ĴL — 4 « ^ — t--?L — \ 
aì T ψ ¯r c 2 — A, Ü α 2 &ì c , — i. 

Parăboίotde di rïvoluzione. — La parabola conica, di equazione 
y* = 2px, ruoti attorno al suo asse Ox. Essa genererà un parabo-
loide di rivoluzione. II piano normale alΓasse Ox, in un punto di 
ascissa x, incontra la superflcie secondo un cerchio di raggio y, e 
di area ω = πι/3 = 2πpx. II volume del segmento compreso fra la 
superfìcie del paraboloide e il piano normale al suo asse nel punto 
di ascissa x vale 

Γ X X 

ωdx = 2πp\ xdx = πpx2, 
- o Jo 

ohe si può pure scrivere 

1 o i 

v = — . 2πpæ . x = -ψ ω . x\ 
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quindi il volume del segmento di paraboloide è eguale alia metà 
del volume del cilinđro avente la stessa base e la stessa altezza. 

Soliāi di rivoluzione. — Se la curva di equazione y = f(x) in 
assi ortogonali, ruota attorno all'asse delle x, il volume generato-
dalΓarea limitata dalla curva, da due ordinate corrispondenti alle 

ascisse a e b e dalΓasse delle x, è misurato da π ļ y* dx. 
J a 

39. Poichè il volume ďun solido F, limitato da due piani normali 

alΓasse Ox, corrispondenti alle ascisse α e ö è misurato da ļ ωdxr 
J a 

potremo applicare al calcolo di questo integràle, e quindi al calcolo 
del volume i noti metodi di approssimazione. Gome caso particolare, 
se segando il volume con tre piani normali ad Ox, ed equidistanti 
fra loro, le aree delle sezioni sono ιυ0, ω4, ιυ2, si avrà in generale 
per approssimazione 

J ωdx = — ^ (ω0 + 4ω1 + ω2), 
a 

e questa formola è rigorosamente vera se ιυ è una funzione intera 
di x di grado non superiore al terzo. Quindi, in questo caso, il vo
lume cercato è eguale alia distanza {b — a) dei piani estremi, mol-
tiplicata per la sesta parte della somma delle aree delle sezioni 
estreme, e del quadruplo delΓarea della sezione media. 

Gosi, ad esempio, poichè Γarea ω sezione ďun ellissoide con un 
piano normale al suo asse Ox è funzione di secondo grado x, si de
duce cħe il volume totale delΓellissoide, cioè il volume compreso 
fra i due piani tangenti alΓellissoide nei suoi punti ďincontro con 
Ox, è eguale alia distanza di questi piani 2a moltiplicata pel sesto 
della somma delle aree sezioni estreme e del quadruplo di quella 
media. E poichè le aree estreme sono nulle, e la media vale πĎcr 

4 
il volume delΓellissoide vale -g- π abc, come già si è trovato. 
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Gome altro esempio, si consideri il volume comune a due cilindri 

circolari retti, aventi lo stesso raggio r, ed i cui assi si incontrano 
sotto Γangolo θ. II piano passante per gli assi dei due cilindri in-
contra il solido secondo un parallelogrammo di area 4r¾ senθ; ogni 
piano parallelo ad esso, alia distanza œ, incontra lo stesso solido 
secondo un parallelogrammo, simile al primo, e la cui areatυ vale 
4(r8 — ¿r¾) senθ. Perciò, siccome ω è funzione di secondo grado di 
æ, applicando la formola precedente, si ha che il volume del solido 

2 
comune ai due cilindri vale i -̂ – del volume del parallelepipedo 
avente per base il parallelogrammo 4r* senθ, e per altezza 2r, dia-
metro comune ai due cilindri. 

§ 8. Archi curvilinθĻ 

40. TEOREMA. — Se la posizione del punto P è funzione 
della va r i ab i l e numerica t, avente per derivata il seg~ 
mento u, funzione con t inua di t, detto u il numero che 
misura la lunghezza di u, Γarco descr i t to da P, m e n t r e 
t varia nelΓinterval lo (t0, t±) è misura to da 

ń s = \ udt 

Infatti sia As la lunghezza delΓarco descritto da P, mentre t 
varia in un intervallo parte di (t0, Q, e la cui ampiezza sia at 

Δ.S A.S C Sia c la corda di quest 'arco As. Si avrà -r— = — . -τ— . Fa-u At c At 
As 

cendo tendere At a zero, il fratto —-, che è il rapporto fra la 

lunghezza delΓarco alia sua corda, ha per limite Γunità, per quanto 
si è visto. II rapporto — ha per limite u; quindi 

-ğ- = uy ds = udt, e s = Γ udt. 

PKANO, Geom. infin. 15 
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41 . Se il punto P è riferito a coordinate, cartesiane o polari, 
sostituenđo, in s, ad u la sua espressione mediante le derivate di 
queste coordinate, la formola precedente può assumeΓβ forme varie. 
Gosì: 

punto P si muova in un piano, e siano œ ed y le sue coordi
nate cafrtesiane ortogonali, che supporremo funzioni ďuna varia-
bile t. 

Detti i e j i segmenti di riferimento, si avrà 

OP ≡ x i + y j , 

quindi, derivando, 

dx . . dy . 

e 

quindi 

Se la variabile t coincide coll'ascissa æ, sarà 

Siano r ed α le coordinate polari del punto P, e sia r funzione 
di α. Si avrà, conservando le notazioni della pag. 80, 

OP = ra, u ≡ r a ' + r'a, u = ýr* + r'» = V r%+ [η¡τY, 
β 
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Siano œ, y, z le coordinate cartesiane ortogonali del punto P, 

fαnzioni di t Si ha 

« - > ' ( T Γ ) ' + ( Í ) * + (£)'• β *=Ý~+«+«. 

Siano rt θ, φ le coordinate polari del punto P, che supporremo 
fiinzioni di t. Si è trovato (pag. 110) che 

quindi 

ds = ļ/tfr* + r8 ¢čθ* + rs cos*θ ŵp5. 

42. Parăbolβ. — Sia dapprima la parabola coni¢a riferita alΓasse 
e alia tangente nel vertice. La sua equazione sarà 

y* = 2pτ. 

Differenziando, si ha ydy =pdæ. Quindi sostituendo in 

ds=tfdx* + dy*, 

a dω il suo valove -^-, si ha P 

e la lunghezza delΓarco compreso fra Γorigine, per cui y = 0, e 
un punto qualunque di ordinata y è misurata da 

1 ry  
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I/integrale che qui comparisce si può scrivere 

s=jf0
yVι+ţdy; 

quindi, integrando per parti e prendendo come fattore da integrarsi 
y dy, si ha, dopo alcune riduzioni, 

e infìne 

Sia, piŭ generalmente, la parabola di equazione in assi ortogonali 

y = aoc¦"1. 

Si avrà dy = maoom-1 dæ, e sostituendo in ds = ýdx% + dy* si ha 

ds = \/ì + Λ V ( f f l - 1 ) dx. 

II differenziale che qui comparisce è un dififerenziale binomio. 
Esso è integrabile, sotto forma fìnita, tutte le volte che è intero 

1 1 1 
uno dei numeri ¿-. -rτ e -f jτ + - -, vale a dire quando m 

2(m — 1) 2(m—1) 2 ¾ 

ha la forma m = *-^—, ove i sia un intero qualunque. Attribuendo 
2 3 4 

ad i i valori 1, 2, 3, . . . , si hanno per m i valori -Ţ, γ, -=•,...; ed 
attribuendo ad i i valori — 2, — 3, . . . si hanno per m i valori 
1 2 -ğ-, -ψ, . . . reciproci dei precedenti; ma le due serie di parabole 

così ottenute si scambiano Γuna nelΓaltra scambiando gli assi fra 
loro. 
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Se si conviene di contare Γarco a partire dalΓorigine, supposto 

m > 0, si ha 

ļ/í + m'α¾?*<™-1) dx = Γ ^«1-1 ļ/#-2(™-1) + m2αa dec; 
o J o 

integrando per parti, essendo xn 1 dx il fattore ad integrarsi, si ha 

oc t , m - i ^ dX 
m ^ m J 0 ļ/ì + m*aW V 

La parte integrata, che si può scrivere ψ f — 1 + (αα?w)s, rap-
presenta la lunghezza TP della tangente alΓarco nel suo estremo P, 
cioè la porzione di tangente compresa fra il punto P, e il suo punto 
ďincontro T colΓasse delle x. 

43. Ellisse. — Se si fa 

x = a sent, y = b cosř, 

variando t, il punto P, le cui coordinate cartesiane ortogonali siano 
x e y descrive, come è noto, un'ellisse, i cui semiassi sono diretti 
secondo gli assi cartesiani, e valgono a e Þ. 

Differenziando si ha 

dx = a cost dt, dy = — ̄ b sen¿ dt, 

quindi 

ŵ = ýdx* + dy2 = \/a*cos*t + l)*seτi*tdt, 
ed 

s = ĵ ¦/a% cos51 + &1 sen* t dt 

Se Γintegrale si prende fra i limiti O e ^ il punto P descrive 
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un quadrante di ellisse. Perciò la lunghezza E delΓintiero perimetro 
delΓellisse vale 

π 
(1) E = 4 f 2" \/a? cos + ìř sen¾ dt. 

J0 

L'integrale che qui comparisce non si può calcolare sotto forma 
finita colle funzioni algebriche o trascendenti elementari. Lo calco 
leremo per approssimazione. 

Supposto a > ö, pongasi nelΓespressione di E invece di cos21 il 
suo valore 1 — sen21, e facciasi —r— = e2, sicchè il numero e è 

a2 

Γeccentricità delΓellisse. Si avrà: 

E = 4a Ç2 ļ/i — e2seīìHdt; Jo 

Γintegrale di destra dicesi, con Legendre, integrale ellittico completo 
di seconda specie. Noi lo svilupperemo in serie. Perciò si ha dalla 
formola del binomio 

\/ï — β2 sen21 = (1 — e¿ sen5 if = 1 — é2 sen*¿ — 

- STÏ β4sen¾ ~ o¾e6senH ~ 2 ¾ ¾ e*senH ~ • • •; 

e la formola è valida qualunque sia t, perchè, essendo β8 < i e 
sen*¿ < 1, sarà pure e2sen2ż < 1. Inoltre la serie di destra è di 
convergenza equabile, perchè i termini di essa sono rispettivamente 
minori, in valore assoluto, di quello che diventerebbero ove si fa-
cesse senř = 1, i quali termini sono indipendenti da ř e formano 
una serie convergente. Quindi, moltiplicando per dt ed integrando, 
si ha 

p it it π -ļ 

E = 4α ĵ* dt — ^e% j * sen dt—^ β4 ĵ2 sen dt—... I 
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e sostituenđo agli integral! del secondo membra i loro valori (Gale, 
pag. 309). 

(2) E=í>™[!_(-í-)V_(Jj)*3<,'-

- (ΓŴ)'* ' - (Γ Ì¾)““- -T-
La quatìtità racchiusa entro parentesi, moltiplicata per a, ossia 

E 
jr-., rappresenφ il raggio del cercħio la cui circonferenza è eguale 
al perimetro delΓellisse. 

44. lnvece dellß sviluppo precedente potremo dare delle formole 
di approssimazione di E, cħe in alcuni casi possono riuscire più 
comode. 

Poicħè la quantità yd? cos'ż + ö*sen*ř si può scrivere 

)/σ} — (a2 — δ*)sen% 
owero 

ļ/&« + (α1 —ô«)cos*ř, 

si deduce che essa è minore di a e maggiore di ^b\ 

b < \/a* cos'¿ + &4 sen'ż < α, 

quindi, sostituendo nelΓespressione (1) si ricava 

(3) 2TΓö<E<2πα; 

la quale formola ci dice che la lunghezza delΓellisse è maggiore 
della circonferenza di raggio il semiasse minore Ď, e minore della 
circonferenza di raggio il semiasse maggiore a, cosa del resto evi-
dente. 

Quindi si avrà un valore approssimato di E prendendo la semi-
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somma dei yalori preceđenti 

ττ(α + &), 

ma questo valore è più piccolo del vero. Infatti si ha 

>/α*cos*¿ + ö¾en'¿ = a cos*¿ + bsenH + 

+ (a - ì)† sen 'ćcos '¿_ 
a cosřt + b sen*¿ -f ļ/ α*cos¾ + ö'sen¾ 

e sostituendo in (1), ed eseguiti i calcoli indicati, si ha 

/A\ π -f i TΛ i At i,\«Γ2 sen*¿Gos*¿d¾ 
(4) E=π(α+ž>)+4(α—V† \ ύ ¯ — , 

¾/ o αcos¾+Ďsen¾+f/α¾os¾ + ö¾en¾ 

e siccome il secondo termine è positivo, si conchiude E > π(a-{-b). 
Si possono trovare dei limiti entro cui è compreso Γintegrale di 
destra; in vero si ha 

b < αcos'í + ösen2¿ < a, 

b < ]/σ} cos*¿ + b* sen*¿ < α, 
quindi 

-L> i_ >-L; 
20 αcos¾ + &sen¾ + ļ/αtcos1ř + ¢¾sθn¾ ^ 

si moltiplichi per sen'¿ cos*¿ cří, e si integri fra 0 e -γ-. Osservando 
che 

It 

/
2 sen*¿ cos*¿ ¢ř¿ = -^ , 
0 l b 

si deduce 
τc 

π ^ğ: sen*¿ cos*¿ dt π 

¯šžà¯ J ō acos*t + ösen¾ + |Λz¾ cos*¿ + δf senV > "∞«"' 
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onde sostituenđo nelΓespressione (4) di E: 

(5) E > π ( α + &) + π ( - ^ - ' , E <π(α + ö) + π ( ^ ü . 

Quinđi il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale ad E, 
E cioèğ—, risulta compreso fra 

α + *> I (a — Ψ α + & (g —ft)» 
2 ~*~ 16α ' Θ 2 + 16 6 ' 

Cosi, se p. e. si fa a = 41, b = 40, si trova applicando queste 
formole, che il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale 
alΓellisse di semiassi 41 e 40 è compreso fra 

40,50152 e 40,50156, 

e così resta determinato con quattro cifre decimali esatte. 
•In modo analogo si possono trovare infinite altre espressioni che 

comprendono il valore di E. Così, se nella formola (4) invece di 

\ί α'cos*¿ + ö'sen*ř si pone αcos*¿ + frsen% che ne è minore, si 
deduce 

π 

E < Ha + ») + 2(α - Vfĵ* acosH+bsenH' 

owero, calcolando questo integrale, 

che si può anche scrivere 

E < π(α + &) + JL (ÿā - ýï)\ 
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45. Un'altra formula approssimata per Γarco ďellisse si può ot-

tenere per quest'altra via. Si ha 

/α 2 cos* t-\- &* sen* t = ì> + (a — V) cos t 

Λ , . , x cos í (1 — cos ż) 
_ 2 & α —¢) ; 

b + (a—b) cosí + ļ/α2 cos* t + δ2 sen21 
quindi 

π 
E = 4 f 2 j / α * cos2 í + ö2 sen1 í Ŵ = 2π & + 4 (a—b) 

J0 

J
— cos t(ì — cos t) 
2 = « . 

& + (a — &) cos í + ļ/α2 cos2 ř + δ2 sen2 ř 

Ora, poichè Γultimo integrale è positivo, si deduce 

E < 2 π ö + 4 ( α — &), 

che si può pure scrivere 

E 2α + (τĩ —2)& 
2ττ < 2 + (τt —2) ' 

E poichè — è il raggio del cerchio la cui circonferenza è eguale 

a quella delΓellisse, ricordando quanto si è detto precedentemente, 
si deduce che il raggio del cerchio la cui circonferenza 
è eguale a quella delΓel l isse di semiassi a e ì> è mag-

, . α + J Λ x . ,. , , 4 , 2α + (π — 2)6 
giore di - ¿ - - , ed e mmore di &+• — (α—ö) = 2 ļ ( l t _ 2 ^ -

Se in questa seconda formula invece di TT si sostituisce 3 < π, si 
aumenta il valore della frazione, quindi: 

II raggio del cerchio la cui c i rconferenza è eguale 
a quella de lΓe l l i s se di semiassi a e öè maggiore di 
α + & . 2α + & 

0 , ed è minore di —-—. 
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Poichè il raggio r del cerchio la cui lunghezza è eguale a quella 

đelΓellisse, è, come si è visto, minore di a e maggiore di ö, esso 
si potrà mettere sotto la forma 

a + zb 

ove z è una quantità positiva, poichè la frazione . * col va-
i - r z 

riare di z da 0 ad oo va decrescendo da a a ̂ b, ed assume tutti i 
valori compresi fra a e &. E poichè si è trovato 

si concħiude che i valori di z risultano compresi fra 

l > s > ^ — 1 = 0,57029 

. Dico che i due limiti or ora trovati, entro cui sta compreso z, 
sono appunto il limite superiore ed il limite inferiore dei valori 
di#, sicchè non esistono altri limiti, più prossimi fra di loro, che com-

prendano i valori di z. Infatti dalla r = a.¯\_z si ricava 

a —r 
r — b 

e sostituendo 

2 -5-
r = = ļ Γ f2 >/l —e¾sen2 tdt, ī) = a\/ì — e1, 

J o 

e sviluppando in serie secondo le potenze ascendenti di e il nume-



— 236 — 

ratore e il denominatore, si ha 

' - [ M í M H  
'•['-(i)'-(¿)»'-]-['-ļ'-¿*-¿á--] 

÷(¿)'“÷(¿>'÷-
'~τ+ά( t-r í ) '+ά¾(- ïτ ï)* + -

Facendo tendere e verso zero, lim z = i; quindi poichè i valori 
z. sono tutti maggiori di 1 e si possono approssimare alΓunità quanto 
si vuole, sarà 1 il limite superiore dei valori di z. 

Facciasi invece tendere Γeccentricità e verso 1. Si avrà \imr = —^-
π 

lim& = O, e lim z = —l.Pertantoi valori å\z sono tutti maggiori 

di -^— 1, ma si possono approssimare quanto si vuole a questa 

quantità; dunque - — 1 è il limite inferiore dei valori di z. 

46. Sia la spirale ďArcħimede di equazione r = a α. Si avrà 
dr = ada, e 

đs = )/dr* + r*dσ}z=za j / l + α* da; 

quindi integrando fra i limiti 0 ed α si avrà la lunghezza đ'un arco 
della spirale, di cui un estremo è il polo 

s = a J f/l + α2 da = -ō ^\^i + o} + 
* 0 

+ ìαlog (α + >/Γ+tf). 
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Siano œ e y le coordinate cartesiane ortogonali <Γun punto P 
nel piano, e siano r ed α le coordinate polari d'un altro punto Q; 
suppongasi che x, ¾/, r, a siano fìinzioni ďuna stessa variabile t, e 
tali da soddisfare alle equazioni 

dr = dæ, rda = dy. 

Detti s ed sf gli archi descritti d a P e Q mentre t varia in un 
intervallo qualunque, si avrà 

ds = \/dæ*-\-dy2, ds'= ]/dr* + r» đa\ 

ed a causa delle equazioni precedenti ds = ds?, e s = s\ ossia gli 
archi corrispondenti delle due curve sono eguali. 

Dalle equazioni precedenti, dati æ ed y, si possono ricavare r ed ar 

e viceversa 

Facciasi p. e. y —, onde ŵ = . Le equazioni precedenti 

diventano 

x dx, dr = dx, rda= ; 
P l 

la prima equazione è soddisfatta ponendo r = x; allora la seconda 

diventa da= — la quale è îsoddisfatta facendo r=pa. Quindi le 

curve a? = 2py (parabola conica) e r=pa (spirale d'Archimede) 
sono tali che se un punto P, di ascissa œ, descrive un arco della 
prima, ed un punto Q di raggio vettore r = æ descrive un arco 
della seconda, i due archi sono eguali in lunghezza. 

§ 9. Formule generali per le aree. 

47. TEOREMA.— Se le posizioni dei due punt i AeB nel 
piano sono funzioni ď u n a stessa var iabi le numerica 
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t, avent i per đer ivate i segmenti -=- e -j- funzioni 
at at 

continue đi /, e se variando t fra tQ e t± la re t ta finita 
AB non passa mai due volte per uno stesso pun to , 
a l lora Γ area descr i t t a dalla re t ta AB è m i su ra t a da 

1 Γh ĸτ> /¿A . dB\ _. 

ove AB.( — + - Ĵ Γ I mdica ll numero che misura 1 area 
del parallelogrammo compreso fra segmenti equipol-
i x- J i x* dA . dB 
lent i ad AB e -3- + -3-. 

at at 
Infatti, dati a t i valori t e t -\- t, siano A B e A' B' le posi-

zioni corrispondenti della retta mobile, e sia u Γarea descritta da 
AB mentre t varia in questo intervallo. Si avrà 

Δ¾¿=ABBΆ' + € + e', 

ove ABBrAf rappresenta Γarea del quadrilatero di 
vertici ABB'A'; e è Γarea compresa fra Γarco cur-
vilineo A A' e la sua corda, ed e' Γarea compresa fra 
Γarco BB' e la sua corda, queste due aree essendo 
prese positivamente o negativamente secondochè si 

debbono aggiungere o sottrarre al quadrilatero per avere u. 
Ora si ha che 

ABB'A'= I AB'.BA' = ļ (A B + BB') . (BA + A A') 

= AB.(AAř+BB') + Ļ AA'.BB'; 

e dividendo per t si ha 

ABB'A' 1 AT> /AA' , BB'\ , i AA' BB'¯ 
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Facciasi tendere Δ¿ a zero. Poichè 

.. AAf dA Λ. BB' dB 
h m - 7 ≡ ā Γ ' h m - Γ≡ΊŪ> 

si avrà 
.. ABBΆ' v{ à ì IdA . dB\ 

L'area € è minore delΓarea del rettangolo di base A A' e di al-
tezza la massima distanza dei punti delΓarco A A' dalla sua corda. Se 
X è il punto delΓarco A Af per cui la distanza dalla corda è massima, 
l'area di questo rettangolo vale A A f . AX; quindi, in valor assoluto 

€ < AAř .AX, e -τ- < -τ— . AX. Facciasi tendere At a zero; -τ— At At At 
tende ad un limite fìnito; ma AX tende a zero, perchè il punto X 

delΓarco A A' tende ad A; quindi lim ~ = 0. Analogamente si di-
€' 

mostra che lim τ - -=0 . At 
Dividenđo pertanto Γespressione trovata di Au per Δ¿, e pas-

sando ai limiti si ha 

,. Au du 1 ATļ (dA . dB\ 
hmÃĪ=Έ=2ABΛ-dī + Ύt)> 

ossia 

1 ._ IdA . dB\ .. 

ed il valore di u, ove t varii nelΓintervallo (ř0, tL) è dato da 

c . v . d. 

4 8 . Se nella formula precedente si tralasciano i limiti, e invece 
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di - r d ř e -5- dt si scrive ¢řA e ¢řB, essa diventa dt dt ' 

w = ļ j * A B . ( đ A + ¢řB). (i) 

Sia G il punto medio del segmento AB. Essendo O un punto fisso 
φialunςpie, si avrà20 C ≡≡ OA + OB, e differenziando 2¢řC≡dk. + 
-\-dB. Quindi, sostituendo, la formula precedente diventa 

u = ĵλB.dC. (2) 

Si ha ířAB ≡≡ dB — ¢řA, da cui dB ≡≡ Æ A + ¢řAB. Sostituendo nella 
(1) si ha una terza espressione de 'area 

w = ΓÍAB.rfA+ ì AB.^ABÌ. (3) 

Le formule precedenti contengono tutte çpielle fìnora trovate. In-
vero, la retta mobile che descrive Γarea u sia Γordinata MP ďun punto 
ďuna cuΓva. Si avrà OM≡≡#i, MP≡t/ j ; OP≡≡#i-f-î/j; quindi 
dOM dM≡idœ; dMP≡≡ļdy; e sostituendo nella formola (3), 

che nel nostro caso diventa u = Γ í MP. dM + –̂ MP . ¢řMP ] si 
ricava 

u = i A j ydx. 

Se i segmenti di riferimento sono eguali alΓ unità di πűsura ed 
ortogonali, cioè la curva è riferita a coordinate cartesiane ortogo-
nali, sarà j . i = 1, e 

u = J ydx. 

Se i segmenti i e j , ancora eguali alΓunità di misura, fanno fra 



_ 241 — 
loro Γangolo tυ, che è il caso đelle coordinate cartesiane oblique, 

Sara j . i = s e n ω , e 

u =L sen u> j ydx. 

Supposto che ¿v ed y siano ancora le coordinate cartesiane del 
punto P, la cui posizione dipende da t, detta 0 Γorigine delle coor
dinate, Γarea descritta dalla retta OP sarà data da 

u= $OP.dP, 

che si ottiene dalla (1) ponendo invece di A, B, dK, đB rispettiva-
mente O, P, 0, dP. Ora si ha OP ≡≡ an + y¡; dP ≡≡ dœi + Ŵj 
OP .dP = (ædy — ydæ)i.ì- Quindi sostituendo si ha 

1 r 
u - i . j J (xdy—ydx)\ 

e Γarea i . j vale Γunità, ovvero sen ω, secondochè gli assi sono 
ortogonali od obliqui. 

Siano r ed α le coordinate polari del punto P, e sia r funzione 
di α. Detto 0 il polo, e conservando le notazioni della pagina 80, 
si avrà 

OP ≡≡ ra, dP ≡≡ (ra' + r'a) da; 

quindi OP . dP = r 2 a . a', e Γarea descritta da OP vale 

u=Ļ ÇθP.dP = a,.SLrĵr*dα; 

ovvero, poichè a . a' = 1, 

t¢z=— í r2dα. 

PÄΛNO, Geom. infin. • *6 
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Se la retta AB si muove in guisa da riuscire sempre tangente 

in A alia curva descritta dal punto A, 
Sara A B . d A = 0, e Γarea u si riduce in 
virtu della (3), a 

u=~ j AB.¢řAB; 

d'altra parte se da un punto fisso 0 si con
duce un segmento variabile OP ≡≡ AB, Γarea 
v descritta da OP sarà data da 

v= -ìj¯OP.đP; 

ma siccoihe OP≡≡AB, e dP ≡≡ ¢řOP ≡ ÆAB, si deduce u = v, ossia 
Γarea descritta dal segmento AB è eguale alΓarea descritta dal 
segmento equipollente OP. 

Se la retta AB ha una lunghezza costante I, e si mantiene sempre 
normale alia curva XY descritta dal suo punto medio G, si avrà 

AB.dC≡≡lXgr.dC, 

e 

u= ÇA.B .dC = I XĴgr.dC. 

Ma j gr.cřG è la lunghezza delΓarco XY descritto dal punto G. 

Quindi Γarea descritta dal segmento AB è eguale alΓarea del rettan-
golo avente per base la lunghezza delΓarco descritto dal punto G e 
per altezza la lunghezza costante del segmento AB. 

4 9 . La posizione ďun punto P nel piano o su ďuna superfìcie 
può essere data mediante due variabili numeriche, che indicheremo 
con u e v. Gosì, nel piano, u e v possono essere le coordinate car-

http://gr.dC
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tesiane, ovvero le coordinate polari del punto P. In generale i due 
numeri u β v soglionsi chiamare le coordinate del punto P nel 
piano o su quella superficie. Supponiamo sempre che ad ogni 
coppia di valori u e v, se occorre convenientemente limitate, cor-
risponda una posizione di P, e che a coppie distinte corrispondano 
posizioni distinte di P. Attribuendo ad u un valore qualunque, e 
variando v fra due valori θ0 (u) e ΘA (u), che possono dipendere da 
u, il punto P descrive un arco di curva in quel piano o in quella 
superficie. Variando poi u fra due valori a e ö, questa curva si 
sposta e descrive un'area. Quest'area si può esprimere con due in-
tegrazioni successive, come dimostra la proposizione che segue: 

TEOREMA. — Se la pos iz ione de l p u n t o P è funz ione 
d e l l e due v a r i a b i l i n u m e r i c h e u e v, a v e n t e pe r de-
r i v a t e r i s p e t t o a ¾ e a î ; i s e g m e n t i p e q, funzioni con
t i n u e di u e v, i l l u o g o dei p u n t i P c h e co r r i spondono 
a l l e copp ie dei v a l o r i di u e v che sodd i s fano a l l e 
d i s e g u a g l i a n z e 

a <u <Ķ θ0 (u) < v < θ£ (u) 

e s s e n d o θ0 (u) e θ ļ (u) funzioni c o n t i n u e di u, ha u n ' a r e a 
mi su r a t a da 

* a J % (u) 

ove ω è i l n u m e r o c h e m i s u r a Γ a r e a del p a r a l l e l o -
g r a m m o p .q, cioè ω =gr (p .q) =gr p Y^gr q X sen p, q. 

Suppongasi dapprima che il punto P giaccia in un piano fìsso. 
Sia MN una qualunque delle linee descritte da P mentre, attri-
huendo ad u un valore fìsso, v varia da θ0 (u) 
a ΘA (u). Sia M'Nř una nuova posizione di questa 
linea, corrispondente ad un nuovo valore u + u 
di u. Dicasi Δ S la porzione delΓarea S com-
presa fra le linee MN ed M'N', cioè Γarea descritta da MN mentre 
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u varia nelΓintervallo («,t¢ + Δ « ) . Siano P e P ' due punti delle 
linee MN ed M'Nr corrispondenti ad uno stesso valore di v. Va-
rianđo v fra θ0 e θt, la retta PP ' descrive un'area MNN¿M¿, la 
quale differisce đalla Δ S solo per due triangoli mistilinei MM¿M', 
e NN£N' che possono appartenere alΓuna e non alΓaltra delle due 
figure : 

Δ S = MNN1M1 ± M M , M ' + NN,N' 

Ora la prima parte in virtu delle formυle dimostrate è espressa 
da 

M N N , M ^ i / p F . ( ^ + f ) ŵ 

e dividendo per u, 

MNN i M 1 _ 1 r P P , (d . \ * L\rì 
Au ~¯ 2 J Au ' \dv ' dv I ' 

gli integrali essendo estesi da θ0 a θ r Ora, col tendere di u a 
v P P dP ., . dP , .. x dP zero, lim -̂ ― = — ≡ p ; il segmento — ≡ q; ed ll segmento 

che è ciò che diventa q, ove ad u si sostituisce u -ļ- u, ha per 
limite q col tendere di u a zero. Quindi, supposto fìsso v, si avrà 

1 PP' ļdP dPr\ 
lim — —— . I -—\- -3— = p . q = ω; inoltre, a causa della conti-

2 Au \dv ¦ dv j 

nuità di p e q, il membro di sinistra converge equabilmente verso 
ω qualunque sia v, ossia, fìssata una quantità piccola ad arbitrio, 
si può supporre u così piccolo che la differenza fra il membro 
di sinistra ed il suo limite ω sia minore di questa quantità, per 
ogni valore di v. Allora il limite delΓintegrale sarà Γinteġrale del 
limite, ossia 

,. MNNιM4 r ^ 
hm . = ω äv. 

Au J 
La figura MM,M' è minore del rettangolo di base MM, e dial-
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tezza la massima distanza ò dei punti di MM' da MMA; quindi 
MM^ ' ^ MM, _ . Ļ , ,. . MMt ‰ , 
—τ-=— < -τ— δ; e, col tenđere di u a zero, - ~ tende ad un 

w w ' ' Δ« 
limite, ò tende a zero, perciò 

.. MM4M' Λ lim —-î— = 0. w 

Analogamente 

lim —-i— = 0. w 

Si divida Γespressione di Δ S per t¿, e si faccia tendere t¢ a 
zero. Poichè sono noti i limiti dei termini in cui è decomposto 

— , si avrà: 
w 

l ιm— = — - {jĵdvt Au du j 

e quindi il valore intero di S, ove u varii nelΓintervallo (a, ì>) sarà 
dato da 

S = j ļ í ω dv ļ du, 

quest'ultimo integrale essendo preso fra i limiti (a, ìή mentre il 
primo lo è fra θ0 e θi' Questa è la formula a dimostrarsi. 

Suppongasi ora che il punto P, la cui posizione dipende da u 
e v, si muova su ďuna superficie qualunque. Si decomponga questa 
superficie in parti, e, dopo averle trasportate comunque nello 
spazio, le si proiettino ortogonalmente su ďun piano fìsso TT. Detta 
Př la proiezione del punto P già trasportato, e dette pf e q' le de-
rivate parziali di P' rispetto ad u e v, le quali sono le proiezioni 
dei segmenti p, q, già trasportati, e fatto u/ = gr (p' . q'), il quale 
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u/ sarà la proiezione delΓarea p . q di grandezza ω, Γarea S' della 

proiezione della fìgura data sarà misurata da S' = ļ du j ω' dv; 

epoichè u>' èminoredi ω, si deduce S ' < j du J ω ŵ ; ossia, se si 

decompone la superficie descritta da P in parti, e, dopo averle tra-
sportate nello spazio, le si proiettano su ďun piano fisso, la somma 
Sf delle proiezioni di queste parti è sempre minore delΓintegrale 

duplicato i du íωdv. Si decomponga ora in parti la fìgura data, 

in modo che Γangolo che il piano tangente alia superficie (cioè il 
piano delΓarea p . q) fa in due punti di una di queste parti sia 
minore ďun angolo piccolo ad arbitrio e, cosa possibile a causa 
della continuità di p e q. Si trasportino queste parti in guisa che 
il piano tangente in uno dei loro punti sia parallelo al piano 1Ί su 
cui si proietta. Si avrà uu' = uu cos (uu, uυ') indicando con uu, uυf Γan
golo che il piano delΓarea uυ', cioè il piano , fa col piano delΓarea 
uu, cioè p . q, dopo il trasporto. Allora, siccome per ipotesi uυ, u/ < er 

sarà ιυf > ω cos e; quindi 

S Γ = ļ du ļ u/ dv > cose ļ du ļ ω dv, 

quantità che si può supporre tanto prossima quanto si vuole a 

ļ du ļ ωdv, 

perchè si può supporre cos e diíferente dalΓunità meno d'una quan
tità comunque piccola. 

Dunque, se si decompone la fìgura descritta da P in parti, e queste, 
dopo averle trasportate comunque nello spazio, vengono proiettate 
ortogonalmente su d'uno stesso piano , la somma Sf di queste 

proiezioni è sempre minore di j du í ω dv, e vi si può avvicinare 

quanto si vuole; ossia quest'integrale è il limite superiore di S'* 
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Ma, per definizione, il limite superiore đelle aree Sf è Γarea S đella 

fìgura data; quindi 

S = ļ du u) dv, 

c . v . d. 

50 . Gome esempio, comincieremo ad applicare le formule prece
dents ad aree piane. 

Siano œ ed y le coordinate cartesiane del punto P . Detti i, j i 
segmenti di riferimento, sarà OP≡≡#?i-ļ-2/j- Derivando si ha 

đP = . £P_ = . 
dx = h dy ~ J , 

L'area ω z : i . j è in questo caso costante; quindi Γarea descritta 
dal punto P mentre le sue coordinate variano entro i limiti 

a < x < ö, θ0 (æ) < y < θ4 (x) 

sarà data da 

S = i . j dx dy. 
Ja J%(x) 

Eseguendo il secondo integrate 

dy = B,{x) — %(æ), 
J ¾(«) 

si avrà 

S = i . j ļ (θ4(aO — θ , , ( a ? ) W , 

formula che è conseguenza diretta di quelle già dimostrate. 
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Se r ed α sono le coordinate rpolari di P, detto a il segmento 

eguale alΓunità di misura e che fa Γangolo α colΓasse polare, Sara 

OP≡ra ; -j— ≡= a, -j— ≡≡ r a , cu = ra.a', e siccome a. aΓ = 1, dr da ' 

Sara ω = r; quindi ΓaΓβa descritta da P è data da 

ļ r dr da, 

gΓintegrali essendo presi entro limiti convenienti. 

§ 1 0 . Calcolo di alcune aree non piane. 

51. GILINDRI. — La posizione del punto A sia funzione d*una 
variabile u. Variando u, il punto A descriverà una curva qua-
lunque, piana o non. Per ogni posizione di A si conduca una retta 
parallela ad una retta fìssa I. II luogo di queste rette sarà una su-
perficie cilindrica. 

Sia a un segmento fisso parallelo alle generatrici del cilindro. 
Detto P un punto della generatrice che passa per A, il segmento 
AP avrà la direzione di a; quindi esisterà un numero v tale che 

AP=-ua. 

Variando v, il punto P describe la generatrice che passa per A. 
In tal modo la posizione ď un punto qualunque P sul cilindro è 
determinata dai due numeri u e v; il primo determina la genera
trice su cui il punto si trova, e il secondo la posizione del mede-
simo sulla generatrice. 

Supposto u fisso e variabile v, derivando Γ equipollenza prece-
dente si avrà 

dP _ 
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supposto invece v flsso e variabile u si avrà 

dP__dJ± 0 

du du ' 

ossia 
dP = [£A 
du du ' 

Quindi 
I dī> dP\ I dK \ 

e Γarea ďuna porzione del cilindro sarà data da 

Γintegrale essendo esteso a limiti convenienti. Delle due integra-
zioni indicate, quella rispetto a v si eseguisce subito, perchè la 
funzione da integrarsi è indipendente da v. Se v0 e vL sono i limiti 
entro cui varia v, i quali possono dipendere da uf si avrà 

S=ZJ g r (4¡Γ ' a ) (̂ i —¾)^w-

Merita menzione speciale il caso in cui la linea descritta dal 
punto A è una sezione fatta nella superfìcie cilindrica con un piano 
normale alle generatrici. Supposto ancora cħe Γarea a determinarsi 
sia quella generata da una porzione AP di generatrice, di cui un 

d A 

estremo è il punto A, Γarea del parallelogrammo —r— . a sarà 

data da 
ί dK \ dK v^ 

β Γ Ì Λ Γ - f t ) = 8 Γ ŵ Γ > < 8 Γ β ' 

dK 
perchè Γangolo dei segmenti -7— e a è retto. I limiti vQ e vL sono 
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rispettivamente 0 e il valore di v corrispondente alΓestremo P di 
AP, il quale valore indicheremo semplicemente con v. Quindi in 
questo caso 

S = J gr—×gvfi×vđu. 

Ma poichè ÅP≡≡va., sarà grAP = ¢>gra; quindi posto ħ = gr AP, 
ossia detto h la lunghezza del segmento mobile AP, si avrà 

s=Jsr-¾r-Λŵt; 

ovvero ancora, detto s Γarco di curva descritto da A, sarà 

gr -r— du= ds, 
° dιι 

e quindi 

S = ¦hds. 

Esempio. — Uh cilindro di rivoluzione, la cui base è il cerchio 
OAB, è tagliato con un piano OBG passante 
pel centro 0 della base. Trovare Γarea della 
superfìcie cilindrica compresa fra questo piano 
e la base (cioè il doppio del triangolo misti-
lineo ABC). 

Sia α il raggio OA, e α Γangolo diedro 
dei due piani AOB e GOB, cbe è misurato 
dalΓangolo piano AOG. Detta s la lunghezza 

delΓarco AM cbe va dal punto A al punto variabile M della base, 

sarà Γangolo AOM = —; la distanza di M da OB, che diremoMN, 

sarà espressa da α c o s - ; e dal triangolo MNP si ricava che 
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MP =a cos — tang α. Questa èΊa lunghezza del segmento mobile MP, 

che prima si era chiamata ħ. Varianđo s fra 0 e - a, il punto M 

va da A in B, ed MP descrive il triangolo mistilineo ABC. Si avrà 
quindi 

ir IT 

J' ¥ α s Γ 2̂  a s 

a cos - tang ads = a tang α α cos - ŵ — α2tangα. 
0 a ^ 0 a 

Ma Γarea del triangolo OAG = -̂  a} tang α; quindi Γarea della 

fìgura ABC è il doppio dell'area del triangolo OAG, sua proiezione 
sul piano OAG. 

52 . GONI. — Sia 0 un punto fìsso, ed M un punto variabile, la 
cui posizione è funzione ď una variabile numerica u. Variando M 
la retta OM descrive una superficie conica, avente per vertice 0, 
che contiene la curva descritta da M. 

Sia P un punto qualunque della generatrice OM. Si potrà deter-
minare un numero v in guisa che 

OP ≡ vOyi. 

Gosì la posizione di P sulla superficie risulta determinata me-
diante due numeri u e v; il primo determina la generatrice sucui 
si trova P, il secondo la posizione di P sulla generatrice. Derivando 
Γequipollenza preceđente rispetto ad u e v si ha 

dV dΉí dP 

du du dυ 

quindi 

I đF đV \ I đM Γ>Λf\ 
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e la superfìcie S descritta da P, mentre u e v variano entro certi 
limiti è data da 

S = Γ Γgr (v ^ . OMÌ dudv. 

L'integrazione rispetto a v si può eseguire immediatamente. 
Supponendo di voler considerare Γarea descritta dal segmento 

OM, v dovrà variare da 0 ad 1; quindi 

j0 8Γ (¢ ĩ • 0M) dv =%r (¾Γ • 0M) J 0
 vdv = 

perciò, sostituendo 

»=ì/«'(ï-0")*' 
Gome esempio, se si suppone che OM sia di lunghezza costante 

r, e quindi che M si muova su ďuna sfera di centro 0 e di raggio 

r, la direzione di -y— , che è tangent e alia sfera, sarà normale al 

raggio OM; quindi 

8 p ( ŵ Γ - 0 M ) = r « Γ ŵ Γ ; 

sostituendo, si avrà 

1 f dM , 

Ma il secondo integrale rappresenta la lunghezza delΓarco di 
curva sferica descritta da M; quindi Γarea della superfìcie conica 
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limitata da una sfera āi centro il vertice del cono è eguale al-
Γarea del triangolo avente per base la lunghezza della linea inter-
sezione della sfera col cono, e per altezza il raggio della sfera. 

5 3 . SFERA. — La posizione d'un punto P su d'una sfera di raggio 
r si può determinare mediante le sue coordinate geografiche, cioè 
mediante Γangolo θ che il raggio OP fa col piano d'un cerchio 
massimo fisso (equatore), il quale angolo dicesi latitudine, e me
diante Γangolo diedro φ che il piano che proietta OP sul piano 
delΓequatore fa con un piano fisso (primo meridiano), al qual an
golo si dà il nome di longitudine. II luogo dei punti corrispondenti 
ad uno stesso valore di θ è un parallelo, il luogo di quelli corri
spondenti ad uno stesso valore di φ è un meridiano. 

Già si è visto (pag. 109) che la derivata del punto P rispetto a 
θ è un segmento tangente al meridiano passante per P ed eguale 
in grandezza ad r ; e che la derivata di P rispetto a φ è un seg
mento tangente al parallelo passante per P ed eguale in grandezza 
ad r cos θ. Quinđi Γarea tυ del rettangolo compreso fra queste due 
derivate sarà 

ω = r% cos θ, 

e Γarea ďuna porzione qualυnque di sfera sarà espressa da 

S = r2 ΓļcosθĠČθŵp. 

Delle due integrazioni indicate, la prima, sia rispetto a θ che rispetto 
a φ, si può eseguire immediatamente. 

Se, per esempio, si fa variare θ d a — | a -[- | , e φ da 0 a 

2ττ, il punto P descrive Γintera sfera, e si avrà 

π • 

S —. r* cos θ cřθ ļ dφ = 4πr1. 
J - 5 Jo 

2 
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Si consiđeri ancora la porzione đi superficie sferica descritta 

dal punto P, ove φ varii da 0 a ~, e θ da 0 a φ. L'area di questa 

fìgura sarà data da 

π 

S = r* dφ cosθrfθ —r¾, 
J o ) o 

ossia vale il quadrato del raggio. 

54. Superficie di rivoluzione. — Sia I una linea data comunque 
nello spazio. La posizione ďun punto di questa linea sia data in 
funzione ďuna variabile u- Se questa linea ruota attorno ad un 
asse fisso OX, genererà una superficie di rivoluzione. Dicasi α Γan-
golo di cui è ruotata la linea per passare da una sua posizione 
iniziale ad una posiziene qualunque. Allora la posizione ďun punto 
P su questa superficie è data dai due numeri u e α; il secondo 
determina la posizione della generatrice che passa per P, e il primo 
la posizione del punto su questa generatrice. Se α è fisso e varia 
u, il punto descrive una generatrice; se w è fisso e varia α, il 
punto descrive un parallelo, cioè un cerchio contenuto in un piano 
normale alΓasse di rotazione, ed il cui centro sta su quest'asse. Sia 
dP 
-— la derivata del punto P rispetto ad ‰ che sarà un segmento 
tangente alia generatrice passante per P. La derivata di p rispetto 
ad α sarà un segmento eguale in grandezza alia distanza di P da 
OX, e tangente al parallelo passante per P. Quindi si potrà cal-
colare Γarea uu compresa fra queste due derivate e, integrando, de-
terminare Γarea cercata. 

Se la linea che ruota è contenuta in un piano passante per 
Γasse di rivoluzione OX, ossia se è un meridiano della superficie, 
cosa che si può sempre supporre senza ledere alia generalità della 
superficie, allora, detta y la distanza del punto P da OX, sarà 

dP 
" = * * ' - ŵ Γ ' 
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e 

Γintegrazione rispetto ad σ si può eseguire immeđiatamente. Se si 
suppone che α varii fra 0 e 2ττ, ossia si vuol determinare Γarea 
descritta dalΓarco AB di curva in una intera rivoluzione, poichè 
p2π 

da = 2π; si avrà 
Jo 

S = 2πĵygr^du. 

Si osservi ancora che, detto s un arco di meridiano AB, si ha 

%r-φïdu = ds'> 

quindi la formola precedente si può pure scrivere 

S = 2π í yds. 

Applicheremo questa formula ad alcuni casi particolari. 
Sia y* = 2pæ Γequazione ďuna parabola conica riferita alΓasse 

-e alia tangente nel vertice. Prendendo la y come variabile indi-
pendente, si è trovato pel differenziale delΓarco di parabola 

ds—- Ýy*-\-p*đy; 

quindi Γarea descritta da un arco di parabola di cui un estremo è 
il vertice e Γaltro estremo è un punto di ordinata y, ove questo 
arco ruoti attorno alΓasse della parabola, è dato da 

ry 2τr ry , 
S = 2π yds=~ Vy*+P*ydy, 

Jo * Jo 
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ossia, eseguito il calcolo, 

s=iπ W+pη ì/±+1 ^~^J ; 
e se alia variabile y si sostituisce la æ si avrà 

S = | π ¦j2œ +jp) foφæ+p)—p*~¦. 

Si è visto che se si fa cc = asent, y = ϋcos t, variando t, il 
punto le cui coordinate cartesiane ortogonali sono œ ed y descrive 
un'ellisse, i cui semiassi, diretti seconđo gli assi coordinati, sonoα 
e Ď; e si è trovato pel differenziale delΓarco di ellisse 

ds = ýa? cos51 + ö1 sen21 dt 

Quindi, sostituendo nelΓespressione di S, si avrà 

S = 2π Γf/α4cosîř + öîsen2¿ & cos t dt 

Se si prende Pintegrale entro i limiti 0 e -^, e si raddoppia il ri-

sultato, si avrà per area totale delΓellissoide di rivoluzione 

π 

S = 4 πb \ 2 f/α'cos*¿ + ö*sen*¿ cos t dt 
J 0 

Per eseguire quest'integrale converrà distinguere i tre casi di 

a = b, a >~b e α < ö . 

Se a = b, 

ýσ} cos51 -ļ- ìř sen* t = a, 
It 
2 cos ř ¿¾ = 1, 

J o 
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e quindi si ha per la superfîcie della sfera di raggio a 

S = 4τrα2. 

Se a > ì) (ellissoide allungato), si ha, sostituendo 1 — sen21 invece 

di cos* t, e fatto —s— = ë*, 

π 

S = 4παö Γ 2 \/ì — e*sen*¿ cos¿¿tf 
Ĵ 0 

Ora, fatto e sen t = z, si ha 

π 

f2 /l—β'sen*żcos¿Ġř¿ = - Γ ļ/ì—z*dz = 
Jo e J o 

ğ- j / ι _ e * + ^ arc sen β; 

ossia 

S = 2π α& [ > / T ^ ^ + JΞEļ5Ξ±ļ 

Se a < b (ellissoide schiacciato), si avrà in modo analogo 

S = 2πδ'+J^:log*±i^ΞZ. 

Esercizii. 

1. Calcolare ΓaΓea descritta dalΓordinata della sinusoide 

x yz b sen —. 

2. GostniΓre un arco di ellisse eguale ad un dato arco di sinusoide. 
PEANO, Geom. in fin. 17 
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3. Nella catenaria 

y = -g-[β +e j 

Γarea descritta dalΓordinata è proporzionata alΓarco. 

4. Galcolare Γarea della concoide di Nicomede (pag. 85). 
5. Galcolare ΓaΓea della lumaca di Pascal (pag. 85). 
6. Gostrurre un arco di ellisse eguale ad un dato arco della curva pΓecedente. 
7. Se nella curva precedente si suppone che il segmento costante che si porta 

sia eguale al diametro del cerchio (ħ = 2α), la curva che ne risulta dicesi car-
dioide. Essa è rettificabile, e la sua lunghezza totale vale 8 volte il diametro 

del cerchio. 

8. La cardioide, rotando attorao al suo asse, genera un solido il cui volume 

vale 16 volte il volume della sfera descritta dal cerchio. 

32 
9. L'area della superficie che limita questo volume vale - = - delΓarea della 

sfera descritta dal cerchio. 
10. Se, nel piano, da un punto fisso 0 si conduce una retta che incontra due 

linee ¾ ed l± nei punti PA e P 2 (V. pagg. 86, 87); e si costruiscono su questa 

retta il punto Q tale che OQ = ýOPļ × OP2, ed il punto R tale che 

OR = «¾OPļ + m 2 OP 2 , 

dette A¿, A2, B, S le aree descritte dai raggi vettori OP t , OP2, OQ, OR, sarà 

S = m£KL + m2
2A2 -ļ- 2mļm¿B. 

11. L*area interna della fìgura limitata dalla cissoide indefinita (pag. 86) e 

dal suo assintoto lt, vale a dire il limite superiore delle aree poligonali com-

prese nelΓinterno di questa figura indefinita, vale tre volte Γarea del cerchio ¾. 

12. La figura precedente rotando attorno alΓassintoto ¿t genera un solido, il 
1 

cui volume interno vale j - π 5 α3, a essendo il diametro del cerchio. 

2 

13. L'area limitata da un arco di parabola e dalla sua corda vale i Ō¯ del

Γarea del triangolo formato da questa corda e dalle tangenti nelle estremità 

delΓarco. 
14. II volume limitato dalla superficie ďun paraboloide ellittico e da un piano 
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segante qualunque è la metà del volume del cilindro avente per base Γellisse 
sezione di questo piano col paraboloide e per altezza la distanza fra questo piano 
segante ed il suo parallelo tangente alia sιιperficie. 

15. Si ha una sfera OABG di raggio a, ed un 
cilindro di rivoluzione di cui una generatrice OG 
passa pel centro del la sfera ed avente per diametro 
il raggio OA della sfera. La lunghezza della curva 
APG intersezione delle due superficie è eguale al 
perimetro delΓellisse di semiassi αļ/2¯ e a. 

16. LΓarea della porzione di superficie cilindrica 
interna alia sfera vale il quadrato del diametro della 
sfera. 

17. Se si immagina un secondo cilindro sim-
metrico del primo rispetto al piano GOB, tangente 
al primo secondo la generatrice OG, Γarea della superficie sferica, esterna ai 
due cilindri, vale 2 volte il quadrato del diametro della sfera (V. pag. 254). 

2 
18. 11 volume della porzione di sfera esterna ai due cilindri vale i ğ- del 

cubo del diametro della sfera. 


