CAPITOLO II.

Curve nello spazio e superficie.

§ 1. Tangente e piano osculatore.

1. Gia si & definita la tangente ad una curva, anche quando questa
non & contenuta in un piano, e si & visto che se il punto P, che
descrive la curva, ha derivata prima u non nulla, la tangente alla
curva ¢ la retta avente la direzione della derivata prima; e se
alcune delle derivate successive di P sono nulle, la tangente é la
retta avente la direzione della prima fra le derivate non nulle.

Ma per le curve sghembe si presentano ancora altri elementi.

Dicesi piano osculatore ad una linea in un suo punto
P, il limite del piano che contiene la tangente alla
curva in P, eche passa per un altro puntoP della linea
ove il punto P tenda a P,. ’

Si & pure detto che retta normale ad una curva in un punto &
ogni retta passante per esso, e normale alla tangente. Queste rette
formano un piano, detto piano normale.

Si & pure dimostrato che il piano normale alla curva nel punto
P, si pud considerare come il limite del piano luogo dei punti equi-
distanti da P, e da un altro punto P della curva, ove questo abbia
per limite P,.

Fra le normali meritano menzione speciale quella contenuta nel
piano osculatore, e che dicesi normale principale; e quella che &
normale al piano osculatore, e che dicesi binormale.
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2. 1l piano osculatore d’'una curva & determinato, ove si conoscano
le derivate del punto P, come mostrano le proposizioni che seguono.

TEOREMA I. — Se il punto P ha per {—¢{, derivate primae
seconda u=P,U e v=P,V, né nulle né coincidenti in di-
rezione, il piano P,UV & il piano osculatore alla curva.

Invero si ha dalla formula di Taylor

PP=m+rw49,

ove € & un segmento che col tendere di %z a ~zero ha per limite
zero. Questa equipollenza dice che i segmenti PP, u e v € sono
contenuti in uno stesso piano, ove per origine di questi si prenda
sempre il punto P,; e quindi il piano che contiene la derivata wu,
ossia la tangente, e il punto P contiene pure il segmento vte
Facciasi tendere 7 a zero. Il segmento v }-€ ha per limite v, ed
il suo estremo il punto V estremo di v; quindi il piano che passa
per la tangente e per P ha per limite il piano P,UV, c. v. d.

TeoREMA II. — Se il puntoP ha per {={,derivate primae
seconda continue, né nulle né coincidenti in direzione,
il piano osculatore&ancheillimite delpiano che passa
per tre punti della curva, ove questi si avvicinino in-
definitamente a P,

Infatti, dati a ¢ tre wvalori ¢, ¢,%, e detti P, P, P, i punti corri-
spondenti della linea, facciasi
PAP‘Z

’
t2— ti

_ PPy _, OR
PR=T%, ePS=2~".

PQ=
I punti Q ed S trovansi nel piano P, P, P,.
Presa una origine fissa O e posto OP = a({), si avra:
PQ=a(,t), PR=a(,t,), e P,S=2a(l, l, ).
Facciansi ora tendere ¢, ¢, ¢, a #,. Il punto P, ha per limite P,;

inoltre poich lim a(f, £,) =a/(t), e lima(t, &, f;) = 5 a"(7)si deduce
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limP,Q=P,U, limP,S =P,V, e quindi il piano P, P, P, che passa
pei punii P,QS aventi per limiti P, U e V ha per limite il piano
P,UV, c. v. d.

Ovvero:

Sia w un’area contenuta nel piano P,P,P; (p.e. l'area del tri-
angolo P,P,P,), e si consideri il volume

Vit)=P,Pw,

ove P & un punto della curva. Questo volume & funzione di f, ed
ha derivate prima e seconda

V(H)=uw, e V'(f)=v.w.

Ora il volume V(¢) si annulla pei valori ¢, £, ¢, di ¢, perché per
questi valori di £ il punto P coincide rispettivamente con P,P.,P,,
e giace nel piano w. Quindi, se ¢, < ¢, < {,, pel teorema di Rolle,
la derivata di V({) si annullerd per un valore di ¢ medio fra ¢, e
t,, e per un secondo valore medio fra Z, e {;; ma se V() =u.w
é nullo, sard u parallelo al piano w; percid il piano P,P,P, &
parallelo alle derivate di due punti dell’arco P,P,P,, e quindi
anche alle tangenti alla curva in questi punti. Inoltre, poiché V'(¢)
si annulla per due valori di £, la sua derivata V'({) si annullera
per un valore intermedio, ossia il piano w & parallelo alla derivata
seconda d'un punto dell’arco considerato.

Si passi al limite. I punti P,P,P,, e tutti i punti di quest’arco
hanno per limite il punto P,; le derivate prime e seconde di questi
punti hanno per limiti le derivate prima e seconda di P,; e il piano
P,P,P,, parallelo a due derivate prime, e ad una derivata seconda
ha per limite il piano passante per P, e che contiene le direzioni
delle due derivate prima e seconda.

Si-vede da questa dimostrazione che, sotto le condizioni enunciate,
il piano {osculatore & ancora il limite del piano passante per P,,
e parallelo alle tangenti alla curva in due punti che si avvicinano
a P,

TrOREMA III. — Se delle derivate successive del punto
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P per {=1{, alcune sono nulle, e l1a prima non nulla &
quella d’ordine p, up; e se alcune derivate susseguenti
all’ordine p sono nulle, ovvero la loro direzione coin-
cide colla direzione diuy, ela prima di queste, nénulla,
né coincidente in direzione con u, & la u,, il piano oscu-
latore alla curva in P, & il piano che contiene le dire-
zioni delle derivate d’ordine p e d’ordine g¢.
Infatti, se le derivate d’ordine 1, 2, ... p—1 sono nulle, e se le
derivate d’ordine p -1, .. ¢ —1, sono o nulle o parallele ad u,
mentreche tale non & la u,, dalla formula di Taylor si ha

P

III

P+Y(p+i)yup+l+ + 'llq_.l—|— (u41+

ove ¢ & un segmento che ha per limite zero. Osservando che, per
le ipotesi fatte, uy+1, ... ug—1 sono eguali ad u, moltiplicati per
numeri, si deduce

PP = muy +n{ug + &)

ove m ed n sono numeri. Quindi il segmento u;, 4 & & contenuto
nel piano che passa ‘per P,, per la tangente P U, allascurva, e pel
punto P. Sia PQ=u;+¢, e P,U;=u, Sard limP,Q =P,U, ed il
punto Q ha per limite U, e il piano P,UyP ossia P,UyQ ha per
limite il piano P,UpUy, c. v. d.

Si osservi pero che, se alcune delle derivate successive del punto
P sono nulle, non & pii vero in generale che il piano osculatore
sia ancora il limite del piano passante per tre punti della curva.

3. Sia lo spazio diviso in due parti da una superficie. Diremo che
la linea AB {occa la superficie nel loro punto comune P se un
arco AB della linea, contenente nel suo interno il punto P, giace
tutto da una stessa parte della linea.

Diremo invece che la linea AB faglia la superficie in P, se due
archi PA e PB aventi l'estremo comune P giacciono I'uno da una
parte e l'altro dall’altra della superficie.

- In modo analogo a quanto si & fatto per le curve piane, si puo

PEANO, Geom. infin. 7
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studiare il modo di comportarsi d’'una curva rispetto ai piani che
passano per un suo punto.

TEOREMA. Se il puntoP é funzione di £ avente derivata
prima u non nulla per {=¢, la linea luogo dei punti P
taglia tutti i piani passanti per P, e non per la tangente.
Se inoltre P ha derivata seconda v non nulla, né coinci-
dente colla derivata prima, la linea tocca tutti i piani
passanti per la tangente, e distinti dal piano osculatore.
Se infine P ha derivata terza wnon nulla, né giacente
nel piano osculatore, la linea taglia il piano osculatore.

Invero, sia P,AB un piano passante per P,. Si consideri il volume
V(t)=P,P.PAPB, il quale & funzione di ¢, che si annulla per
t=1{, La sua derivata prima & V'({) =u.P,A.P,B; e se il piano
P,AB non contiene la tangente, sard V'(f) diverso da zero; e quindi
V(t) crescente o decrescente; e, siccome si annulla per {—=1{, esso
passa dal negativo al positivo, o viceversa, ossia il punto P passa
da una parte all’altra del piano. '

Se invece il piano contiene u, sard V'({) =u.P A.PB=0, e
V'"(t) =v.P,A.P,B; e se il piano non contiene v, ossia & diverso dal
piano osculatore, sard V() diverso da zero; quindi V({) avra il
segno di V"(¢), ed il segmento P P é rivolto verso la stessa regione
dello spazio verso cui & rivolto v.

Se infine il piano coincide col piano osculatore, sard V'({)=0,
e V'"(t) =w.P,A.P,B; quindi, se la derivata terza di P, cioé w, non
giace nel piano osculatore, sara V"'(f) diverso da zero; quindi V(£)
assumera, nelle vicinanze di £ —1{, valori di segno contrario, e il
punto P passa da una parte all’altra del piano.

TEOREMA. Se delle successive derivate u, u,.... del punto
P per {=1{, la prima non nulla é u,, e delle susseguenti
laprimanénullané coincidente in direzione con u, & u,,
e delle susseguenti 1a prima né nulla né giacente nel
piano wu, & uy, allora:

Ogni piano passante per P, e non contenente la tan-
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gente & secato dalla linea se p & dispari, & toccato se p
¢ pari.

Ogni piano passante per la tangente, e diverso dal
piano osculatore, & secato dalla linea se g & dispari, &
toccato se ¢ & pari.

Il piano osculatore infine & secato dalla linea se » &
dispari, & toccato se » & pari.

Invero, sia P,AB un piano passante per P,. Si consideri il volume

V(t) =P,P.P,A.PB;
la derivata »*di V(¢) &
V" (f) = un.P,A.P,B.

Per t={, si annullano, per le ipotesi fatte, V({) e le successive
derivate 1%, .., p—1?, e la derivata d'ordine p & V(®)(f) = u,. P A.
P,B, 1a quale non é nulla se il piano P,AB non contiene la tangente,
cioé il segmento uy; e quindi V({) per {=1, cambia di segno se
p & impari, ed in questo caso il punto P passa da una parte al-
Taltra del piano, e la linea seca il piano. Se invece p & pari, V(f)
conserva un segno costante nelle vicinanze di {—=¢, e il punto P
si trova nelle vicinanze di P, sempre da una stessa parte del piano;
ossia la linea tocea il piano.

Se il piano P,AB contiene la tangente, sard V{(P)({) = u,.P A.
P,B=0, e saranno pure nulle alcune successive derivate, fino a
quella d’ordine g, che sard V@ ({) =u,P,A.P,B, e questa non sara
nulla se il piano P,AB non contiene u,, ossia & distinto dal piano
osculatore. Se ora ¢ & dispari, V(f) per {=1¢, cambia segno, e la
curva seca il piano P,AB; se invece ¢ & pari, V() conserva nelle
vicinanze di {==1{, un segno costante, e la linea tocca il piano.

Se infine il piano P,AB coincide col piano osculatore, saranno
nulle le successive derivate di V() fino a quella d’ordine 7, V() (f)
=u,P,APB, la quale non é pit nulla, perché u, non & nullo,
né giace nel piano osculatore. Quindi, se » & dispari, la curva seca
il piano osculatore, e se » & pari, la curva lo tocca.
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4. Un punto d'una curva dicesi ordinario, se la curva taglia
tutti i piani passanti per esso e non contenenti la tangente, tocca
tutti i piani passanti per la tangente, e distinti dal piano oscula-
tore, e taglia il piano osculatore. Questo avviene se il punto P
ha derivate prima, seconda e terza non nulle, né giacenti in
uno stesso piano; avviene pure se, conservando le notazioni del-
I'ultimo teorema, si ha p dispari, ¢ pari e » dispari. Ogni punto
non ordinario & detto séngolare. Cosi se in un punto la curva
tocca ogni piano non passante per la tangente (il che avviene
quando p & pari), questo punto & detto punio stazionario o di
regresso; se la curva taglia ogni piano passante per la tangente,
e distinto dal piano osculatore (il che avviene se ¢ & dispari), a
questa tangente si da il nome di langente stazionaria o di flesso;
e se la curva tocca il piano osculatore (i1 che avviene quando
r & pari), questo vien detto piano osculatore stazionario. In
uno stesso punto possono presentarsi anche due, o tutte e tre
le singolaritd accennate; e combinando insieme tutti i casi di pa-
ritd o non dei tre numeri p, g, 7, si hanno otto casi, uno dei quali
corrisponde al punto ordinario, e gli altri sette a punti singolari
variamente conformati. Oltre a queste singolaritd della curva pro-
veniente da elementi (punti, tangenti, piani osculatori) stazionarii,
la curva ne puo presentare altre, ove il punto che la descrive passi
pit volte per una stessa posizione, ovvero manchi di derivata.

Il volume formato colle tre prime derivate del punto P, cioé
u.v.w ha un’importanza nello studio della curva; se esso non &
nullo, le tre derivate del punto P non stanno in un piano, e P &
un punto ordinario della curva che esso descrive. Anche questo
volume si pud considerare come un limite.

Se P ha derivate 1%,2% 3% u, v, w continue, se P, P,P, P,
sono quattro punti della curva corrispondenti ai va-
lori ¢, ¢, ¢, ¢, di ¢, si ha:

vol P,P,P,P, _1
Go—t)(ls—t) Bs— L) (s — L) Gs—E) (h— 1) — T2 7777

lim
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Infatti, si ha

1

) PP,P,P, = & PP, P,P, PP, .

Presa un’origine fissa O, e fatto OP = a(¢), sard
OoP, = a(t1) , OP,= a’(tz) , OP;=a(ly), OP,= a'(ta) s
€ quindi
1
PP,P,P, = & [a(t,) — a(f,)]. [a(tg) —a(t)] . [a(t,) — a(t))] .
Ora, ricorrendo alle funzioni interpolari, si hanno le formule

a(t,) = a(t,) + (&, —{,) a(t,ly)

a(t,) = a(tx)_l" (ts—1t,) a‘(tttz) + (ts - tl) (ts—15) a(titzts) ’

a(ty) = a(ly) 4+ (b, — L) a(lyy) + (L, — b)) (L, — &) a(tytty) +-
T (b — ) (B, — L) (E,—t3) a(tytytsty);

quindi sostituendo

-

P1P2P3P4 = fi;‘ (tz— ti) (ts_ ti) (ts_t2) (t4 - ti) (ta—' ta) (t4 - ts)

Xa(t,t,).a(t,t,t,)a(t,ltt,).

Passando ora al limite, dopo aver diviso pel prodotto delle diffe-
renze delle ¢, ed osservando che

lima(t,l) =a'(f) =u, lima(lll) =5 a'(t)= 5 v,
H p— 1 mnr 1
lim a(¢,{,t,t,) = ks (1) = < v

si ha la formula che volevasi dimostrare.

Si deduce da questo teorema che se u.v.w non & nullo, dovra
anche essere il volume P,P,P,P,, per posizioni sufficientemente pros-
sime di questi punti, diverso da zero, ossia nelle vicinanze del punto
considerato si pud determinare un arco della curva in modo che
ogni piano non lincontri in piut di tre punti.
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§ 2. Formule.

6. Siano le coordinate « ¥ 2 d’'un punto P nello spazio funzioni
d’una variabile {. Sara la posizione del punto P funzione di questa
variabile; e detti i, j, k i tre segmenti di riferimento, si avra

OP =i+ yj-+ 2k,

onde derivando,
_do.  dy.  dz
u=—i + =9 +E k.

Quindi, se u non & nullo, ossia se% s i—lg- s %ft non sono nulle ad
uﬁ tempo, la retta parallela ad u & la tangente alla curva.

Se M & un punto di questa tangente, e XYZ sono le sue coordinate,
le coordinate del segmento PM sono X —x, Y—y, Z—z; e se
questo segmento & parallelo al segmento u, le loro coordinate sono

proporzionali, ossia le equazioni:

X—x Y—y_ Z-—3

(1) do T dy T da
dt dat . dt

sono soddisfatte dalle coordinate di tutti e soli i punti M della
tangente; e percid queste sono le equazioni della tangente.

Il piano normale alla curva & il piano passante per P e normale
al segmento u; quindi 'equazione

PM X u=0,

che & soddisfatta da tutti i punti M del piano normale e solamente
da essi, & I'equazione del piano normale, colla notazione dei seg-
menti.

Se XYZ sono le coordinate di M, e gli assi di riferimento sono
ortogonali, I'’equazione precedente diventa
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() X—) E Ly ¥ z—2) % =,
4 dt
la quale ¢ I'equazione del piano normale in coordinate cartesiane
ortogonali.
La derivata seconda del punto P &

=% _%_Epz k:
v dt’ +dt’ dr <

dw By &%
e de o’ de
nulle, e se la sua direzione non coincide con quella di u, ossia
non si ha

se essa non & nulla, ossia se —— non sono ad un tempo

dz do dly dy 'z dz
et T de  det T de T dE C ode?

il piano passante per P, e che contiene le direzioni di u e di v &
il piano osculatore. Se M é un punto di esso, la sua equazione,
colla notazione dei segmenti, &

PMu.v=0, -
ossia, dette X, Y, Z le coordinate di M e sviluppando:

da dy dz !

3) dt a @ | =o.
dix d?y d*z !
ar de an |

11 piano normale e il piano osculatore si incontrano secondo la
normale principale. Quindi le equazioni (2) e (3) sono le equazioni
della normale principale.

La binormale & la perpendicolare in P al piano osculatore; quindi,
se M & un punto di essa, ed X, Y, Z sono le sue coordinate, sara
PM perpendicolare ai segmenti u e v, e percid le equazioni della
binormale, colla notazione dei segmenti, sono:

PMXu=0 e PMXv=0;
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introducendo le coordinate, esse diventano

d: d d
X—2) G+ Y=y F+E—2F =0

dix dxy
dtt +(Y_y) _d?f'_‘_ (Z—Z)

(X—x)

Queste due equazioni si possono pure scrivere

X—= _ Y—y . Z—z
dyd?s — dzdry — dzdiv — dwd*s ~ dwd’y — dyd’s

La derivata terza w del punto P &
B, | dy . dsz
vEmitapitwh

e se essa non & contenuta nel piano u v, ossia se u.v.w non & nullo,
la curva taglia il piano osculatore, e P & un punto ordinario. In-
troducendo le coordinate, si ha

wrw=| 7 ¥ 2|k,
@ ey as
ioder did det
l d3x 231/_ d3z
daes  des de

Sono troppo facili a scriversi le equazioni della tangente, del
piano osculatore, e delle altre rette e piani con essi collegati, e a
discutersi le singolaritd della curva ove sia nulla u, ovvero v sia

o nulla, o coincidente con u, ovvero w o nulla, o contenuta nel
piano uv.

6. La variabile indipendente ¢ potrebbe coincidere con una delle
coordinate, p. e. colla . In questo caso saranno ¥ e 2z funzioni di «
y=rf), z=0);
¢ le formule precedenti sono applicabili a questo caso, ove si sosti-

. . . dx dy dz . . dy —_ T
tuisca invece di i ar @ rispettivamente 1, d = '@,
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%:qf(w). Le equazioni (1) della tangente diventano, fatti sparire

i denominatori:
(11 Y—y:%(x—w), e Z—z:%(x—x),

e l'equazione del piano osculatore

) dy dz dz dly d*z dy
@) ®=2) (g o — & @) =~ @ —E—a g -

Le y e z possono essere date quali funzioni implicite di , cioé
legate ad essa da due equazioni

F(@,y,2 =0, e oy 2)=0,

ed in questo caso servono pure le formule precedenti, ove in esse
si sostituiscano alle derivate di y e z i loro valori ricavati colle
regole note.

I valori delle derivate prime sono dati dalle equazioni

dF dy , dF dz __ ad d<p dy | do dz _

oty o T =" Ty de T d w0
.. N ot alions dy dz
e se fra queste equazioni e le (1) si eliminano 4w © 4 Siavranno

le equazioni della tangbnte, espresse mediante quantitd note.

Il metodo pill comodo di eseguire questa eliminazione & di rica-
vare le derivate dalle (1’), e sostituirle nelle nuove equazioni. Mol-
tiplicando per X — z, esse diventano

ar ar
S K=o+ T =+ g E—9 =0,
e [fl: X—2a)+ % X -y + ;;—Z— (Z—2z)=0.

Si osservi che ciascheduna di queste equazioni dipende solamente
da una sola delle due equazioni date F—=0, e ® =0. Derivando
una seconda volta le equazioni 'date, si ottengono nuove equazioni
che determinano le derivate seconde di y e z, e che sostituite nella
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(3') determinano il piano osculatore; ma il risultato cosi ottenuto
ha poca importanza, a causa della sua complicazione.

7. ELicA. — Un esempio basterd ad illustrare le cose dette.

Sia OA un segmento, il quale parte da una origine O fissa, é con-
tenuto in un piano fisso 20y, ha una lunghezza costante , e fa con
un asse Ox, fissato in questo piano, un angolo variabile a. Sia OB
un altro segmento avente la direzione della normale Oz al piano
- yOz, e la cui lunghezza & proporzionale
all’angolo a. Sia infine OP la loro somma
’ geometrica
(a) OP =0A 4 0B;

(il punto P si ottiene o conducendo da A
P il segmento AP=O0B, ovvero da B il
segmento BP = OA). Variando @, il punto
P descrive una curva, detta elica. La retta
__________________ mobile indefinita AP genera un cilindro
\ \‘A a circolare retto, avente per base il cerchio
~ ° descritto da A, e sopra questo cilindro
giace I'elica. La retta indefinita BP si muove
T pure, appoggiandosi sempre all'asse Oz e
mantenendosi parallela al piano zOy; essa genera una superficie
detta elicoide retfo, e anche questa superficie contiene I'elica.

Se si fa a=0, il segmento OA viene in OA, sull’asse delle x,
e OB si annulla; quindi A, ¢ un punto dell’elica.

Se si fa a=2m, il segmento OA coincide di nuovo con OA,,
mentre il segmento OB assume un certo valore, cui si di il nome
di passo dell’elica. Noi indicheremo con h questo passo e con % il
numero che lo misura. Attribuendo ad a un valore arbitrario, a

causa della proporzionalith del segmento OB all’angolo corrispon-

dente a, si deduce —OEB =

b ossia
2n’

OB =—— h.
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Si derivi I'equipollenza (@); detta u la derivata di P, e OA' e OB’
le derivate dei segmenti OA e OB, si avra

) u=0A’'+ 0B
Ora OA' & un segmento contenuto nel piano zy, eguale in lun-
ghezza ad OA, e tale che I’angolo AOA' = 12—' ;’ e OB vale -—2—11-‘-h;

quindi, se sifa A'U=0B'= —21;1:
OP, ossia del punto P, e la sua direzione la direzione della tan-
gente all’elica in P. Poiché OU & perpendicolare ad OA, sard la
tangente alla curva in P perpendicolare a BP. Inoltre, detto 6
I'angolo che la derivata OU fa col piano @y, ossia I'angolo che la
tangente alla curva fa collo stesso piano, si ricava dal triangolo

rettangolo OA'U:

h, sard OU la derivata del segmento

’ 1
AU h h

Y p Sur’

tangd =

quindi la tangente all’elica fa un angolo costante col piano a«y,
vale a dire essa taglia sotto I'angolo costante le geueratrici del
cilindro su cui & tracciata.

Se la tangente alla curva in P incontra il piano @y nel punto T,
sara AT tangente al cerchio base in A, e dal triangolo rettangolo

TAP si ricava AT = AP
tang©

= ar, ossia AT & eguale all’arco di

cerchio AA,.

Si derivi una seconda volta ’equipollenza OP = OA -}- OB. Poiché
la derivata seconda di OA & un segmento OA” eguale in lunghezza
ad OA, ma rivolto in senso opposto OA” =—0A, e poiché la de-
rivata seconda di OB & nulla, detta v la derivata seconda di P, sara

() v=—0A=PB;

e il piano osculatore alla curva, che contiene la tangente e la di-
rezione di v, & adunque il piano che passa per PB, e per la tan-
gente alla curva. La sua traccia col piano @y passa pel punto T,
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ed & parallela a PB, poiché questa retta & parallela al piano xy;
dunque la traccia del piano osculatore col piano xy & la parallela
condotta per T ad OA, cioé la normale ad AT.
Se si riferisce la curva agli assi cartesiani ortogonali Oz, Oy, 0z,
le coordinate del segmento OA sono (rcosa, rsena, 0), e le coor-

dinate del segmento OB sono (0, 0, 5?? k); quindi le coordinate del
segmento OP, cio¢ del punto P, sono

a
& =—1rcosa, Y =rsena, z:—z-;rh.

Se fra la prima e la seconda equazione si elimina a, si ha I'e-
quazione

2 Fyr=rt

del cilindro retto su cui & descritta I'elica; ovvero, interpretata nel
piano ay, si ha I'equazione della proiezione dell’elica su questo
piano. Eliminando o fra la seconda e terza equazione, si ha

2
y:rsen—hr—r z,

che & 'equazione d'una sinusoide, proiezione dell’elica sul piano
yYz. Se fra le tre equazioni si eliminano » ed ¢, si ha

Y 2m

z = tang P
che é 'equazione della superficie che contiene tutte le eliche aventi
lo stesso passo 4, lo stesso asse Oz, e la stessa origine A,. Questa

superficie ¢ evidentemente 1'elicoide retto generato dalla retta in-
definita BP.

8. COORDINATE POLARI. — Un punto P nello spazio pud essere
determinato mediante coordinate polari.

Segnati tre assi ortogonali Ox, Oy, Oz, dato il punto P, sono
determinati il numero » che misura la distanza OP, I'angolo diedro
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@ che il piano zP fa col piano 2z, e l'angolo 6 che OP fa col
piano @y ; e viceversa, dati questi numeri, & determinato il punto P.
Le quantith », @, 6 sono le coordinate
polari di P, e diconsi anche rispetti-
vamente raggio vettore, longitudine e
latitudine.

La posizione del punto P é adunque
funzione dei tre numeri », 6, @. Se si
mantengono fisse 6 e @, e si varia », il
punto P si muove sulla retta OP, e la
derivata parziale di P rispettoad » é un
segmento, che diremo a, eguale in lun-
ghezza all’unitd di misura, e diretto se- 7
condo OP. Mantenendo fissi 7e @, e va-
riando 6, il punto P si muove su d'un cerchio contenuto nel piano fisso
2P e di centro O; quindi la derivata parziale di P rispetto a6, che coincide
colla derivata di OP, & un segmento b contenuto in questo stesso piano,
eguale in lunghezza adOP, e che fa con questo unangolo retto. Infine,
mantenendo fissi 7 e 8, e variando @, il punto P descrive un cerchio
contenuto in un piano normale ad Oz, avente il centro su questo asse,
eil cui raggio & quindi la distanza PR di P da questo asse, la quale
vale #cosf; quindi la derivata parziale di P rispetto a @ & un seg-
mento ¢ tangente a questo cerchio in P, ossia normale in P al piano
2P, e misurato dal numero 7cos.

Cosi conosciute le derivate parziali a, b, ¢ di P rispetto ad r, 0,
@, se queste coordinate sono funzioni d’'un numero ¢, sara anche P
funzione di ¢, e la sua derivata &

___ dr de do
u=a-_- +b 3 “+ec i
Poiché i segmenti a, b, ¢ formano un triedro trirettangolo, u &

la diagonale d’un parallelepipedo retto, i cui spigoli sono misurati da

dr . de

dp
a0 T Tar rcosd at °’
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quindi, detto % il numero che misura la lunghezza di u, si avra

VTN e (B ace (2P )
ws Y (@) o ()
Se » & costante, la curva sta su d’'una sfera di centro O e di

raggio »; 1 numeri 8 e @ sono le coordinate geografiche d’'un punto
della sfera; in questo caso nella espressione di u manca il primo

termine a dr
dt

9. Raccoglieremo qui alcuni risultati, gix ottenuti, su limiti di segmenti, aree,
volumi, distanze, ecc. collegati coi punti d'una curva, e da essi, con operazioni
analitiche, dedurremo nuovi limiti che hanno una certa importanza nello studio
delle curve.

Sia P un punto funzione di #; indicheremo con P, P,, ... le posizioni di
questo punto corrispondenti ai valori ¢ #, .. di #; supporremo che P abbia
derivate u, v, ... continue, e che segneremo con indici, ove corrispondano a
valori di ¢ pure segnati coll’indice; riferiremo inoltre il punto ad assi cartesiani
ortogonali, e diremo « y z le coordinate di P; indicheremo con accenti le
loro derivate. I limiti che seguono sono ottenuti facendo tendere £, t, ... verso
uno stesso valore ¢.

Si é visto che (Cap. I, 16, e Cap. 11,3, teor. II)

PP,

) lim —2I=u=2i+4+yj+zk.
t, — £,

Se indichiamo con #% il numero che misura la grandezza di u, ossia, se poniamo
® u=gru=Vat+y* + 37,
la formula (1), ove si considerino i valori assoluti di ambo i membri, diventa:
3 lim 97 PP,

s — 1

Si é visto che (Cap. II, 9)

) ~ lim P PPy = %u.v = 1w y’l 3.

(to—1t) (G—2¢) (tz—1y) —
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Per maggior semplicith nei calcoli, invece di un’area della forma
_ w=ajk+pki4 vij,
ove a B y sono numeri, si pud considerare il segmento
a=ai+4Bj+ 1k,

poiché, data l'area & dato il segmento, e viceversa. Questo segmento, che rap-
presenta l'area é strettamente collegato coll’area stessa poiché la sua direzione
& normale al piano dell’area w, ed il numero che lo misura é eguale al numero
che misura l'area (V. pag 28, Eserc. 5°).

Invero, se b='x1 + yj + 2k & un nuovo segmento, sark, eseguendo i calcoli,

wb=(oz + By +y9) ijk,
e axXb=oar+py+vs,

ossia il prodotto a X b é il numero che misura il volume w.b, (poiché ijk é
T'unith di volume). Dunque, se b é parallelo al piano dell’area w, e quindi
w.b=0, dovra anche essere a X b=0, e a perpendicolare a b: pertanto il
segmento a, che & normale a tutte le rette parallele al piano w, é normale a
questo piano. Inoltre, poiché il numero che misura w.b vale il prodotto del
numero che misura w per la proiezione sulla normale ad w, ossia sulla dire-
zione di a, del segmento b, e siccome a X b vale il prodotto del numero che
misura a per la proiezione di b sulla direzione di a, dall’eguaglianza di questi
prodotti si deduce che il numero che misura a coincide col numero che mi-
sura w.

Cid premesso, se nel nostro caso diciamo U il segmento che rappresenta I'area
u.v, ossia poniamo

sard gr.U =gr.av. Ora la grandezza di U si sa calcolare coi metodi noti;
dunque, detto w il numero che misura il valor assoluto dell’area u.v, si deduce

®)  w=graV) =V =2y + @2 — o)+ @y —y)
E se nella formula (4) non si considerano in ambi i membri che i valori
assoluti, si deduce:

grPiPyPy

6 li
© i Gy —t) (s —1t) (ts— ;)

1
=4 w
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La formula (4) si pud scrivere
PP, P,P; _ 1
(e—1t)  GB—t)W—120) — 2

Se qui si passa al limite facendo tendere dapprima ¢ e %, verso uno stesso
valore ¢,, tenendo conto della (1), e dopo il calcolo posto l'indice 2 invece del-
I'indice 3, si ha

lim u.v.

wPpP, _ 1
(tg—tl)z = —2‘ u.v.

) lim

Sia 4 il numero che misura la distanza di P, dalla tangente in P,, la quale
tangente ha la direzione di u,; sard

gr(u.PiPy) = (gray X A
Quindi se nella formula (7) si considerano le grandezze di ambo i membri

e si divide per v —=gru, si ha

. h w
®) lim s = g

Le formule (1), (4), (7) si possono applicare a segmenti, invece che a punti,

ricorrendo alle relazioni P,P,=O0P,—OP,, P,P,P3= % P,P,.P, P; =

;—(OPg—OPi).(OP3—OP,); e poi sostituendo ad OP un segmento a. Se a’,

a.... sono le derivate di questo segmento, si ricava

a; — ay ’ : (a, —a,)(a;—a,) 4.,
= a lim = 5 a.a
lo—1 ’ (ty— ) (t3—1)) (3 — ) 2 ’

lim

E_i;(a?—a’l) j— _1_ a.a".

tho (L—t)? — 2

Se in queste formule si sostituiscono ad a, a’, a”, ... rispettivamente u, v, w,...,
si ha

(ug —uy).(ug—u,) _ _1_
(L—1t) (ts—1t) (5—1t,) — 2 v

—u .
L=V lim

. vi(ug—uy) - ~1_ .
lim h—t)p = 2 VW3

e quindi
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9) lim —tz — uv,
. u,.u,.n _ 1
10) lim Gt ety 6=t = 2 wv.w,
Lowveuw, 1
(11) lim et = 2 wv.w .

Prendansi, nella (9), i valori assoluti di ambi i membri; indicando con '1/1;-2
I’angolo acuto che fanno le direzioni di u; e wu,, ossia le tangenti alla curva
nei punti P, e P,, si avra

griuguy) = (gruy) X (970, X senu, U,

quindi, dividendo per (grm)? = u?,

— —_
. sen u,u. . u w
(12) lim e R L
h— 14 L,—1 u

Si indichi con sen(u;, u,, wy) il seno del triedro formato colle direzioni u,,
U,, Uy, ossia il rapporto del volume del parallelepipedo compreso fra i segmenti
u; u, u; al parallelepipedo rettangolo, i cui spigoli sono eguali in grandezza
ad u,, uy, uz. Si avra

0,.0,.03 = (gry) X (gr1y) X (9rus) X sen (u,, Uy, Uy)-

Quindi dalla (10), dividendo per (gra)® — 3, e posto

t $V ?/' zﬁ '
(13) A =griuv.w) = ‘ z" y 2 ' ,

{ $m ?/m zm l
sl ricava
14 lim sen (U, dy, Ug) A

G =) G—t)—1t) 2
Indicando con (u,.v,; u,) I'angolo formato dal piano che contiene ’area vu,.vl,
ossia il piano osculatore alla curva in P, colla direzione u,, ossia colla tangente
alla curva in Py, si ha
u,.v,.1, = [gr(u.v)] X (gruy) X sen(w;.vy; u,);
quindi dalla (11), dividendo per gr(u.v) =w, e per gra==1u, si ha

sen(w.vi;u) 1A

(15) lim (t2 _t1>2 = -2— WX .

Prano, Geom. Infin. 8
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Se nella formula (12) invece del segmento u si legge il segmento T, e quindi
invece di v si legge V, derivata di U, e invece di w = gr(u.v) si legge gr(U.V)
si ha:

. sen(U,,0,) _ gr(0.V)
lim y— o7 .

Ora, poiché il segmento U rappresenta l'area u.v, il segmento V, derivata
di U rappresenta I'area u.w derivata di u.v, e quindi

gr(U.V)=(9rU) x (grV)sen (U, V) =

= (gru) X (grv) senav X (gru) (grw) sen Taw sen (uv; uw),

ove si indichi con (u.v; u.w) l'angolo formato dai piani delle aree u,v ¢ u.w,
che coincide coll’angolo U, V formato dalle loro normali. Ora, da formule note
di trigonometria si ha

(grw) (grv) (grw) sen uv sen uw sen (vvw) = gr (uv.w) = A,

quindi sostituendo

. sen(U,0,) _ uA
(16) hm_tz———tT—_ = —3 -
Si osservi che, a sinistra, I'angolo piano U,U, misura 'angolo diedro dei piani
osculatori in P, e Pj.

Si é pure trovato (N. 4)

P,PoPsP, _
(b=l (Gs—t) s — b)) (b= ) Ci—C) (Li—t5) —

A7 lim
1 1
= WYW = e A
Questa formula si pud scrivere

P,P.P, PP, 1

li . —_—
M =t (=) (ls— by Us— 1) Ga— lp) Us— ;) 24

A

e se nel membro di sinistra si fanno tendere ¢, ¢, ¢5 ad uno stesso valore ¢,
servendoci della (4), e sostituendo I'indice 2 al 4, si ha

oww, PPy 1
18) lim Uty — 6 A

Detto % il numero che misura la distanza di P, dal piano dell’area u,.v,,
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ossia dal piano osculatore in P,, e osservando che
gr(u,.v,.P,Py) = [gr(u,v)] X &,

si deduce

. k A
(19) lim m P —ETw—

La formula (17) si pud pure scrivere

PP, PP, PP,

. 1
1 . . ‘ :——A’
= =Wt =)=t  fi—i 12

e passando al limite, facendo tendere 7, e £, ad uno stesso valore ¢,, e ¢{s e Z,
ad uno stesso valore Z,, e poi scambiando I'indice 3 in 2, si ha

u,.P,P,u, :_£ A.

lim —i-4-272
P lr—uy T 12

Ora ¢ noto dalla trigonometria che

gr(u P,Pyuy) = (gruy) X (g7u;) X dsen Eﬂl\za

ove d rappresenta la minima distanza delle rette su cui trovansi u, ed u,, ossia
la minima distanza delle tangenti alla curva in P, e P,. Quindi dall'ultima
formula scritta si ricava

. dsen(uy,u,) A
2 ————— T e o
(20) lim G b B
e dividendo questa formula per la (12) si ha

. b} A
21 lim —— = .
©h =y T 2w

§ 8. Piano tangente alle superficie.

10. Diremo superficie il luogo delle posizioni d’'un punto varia-
bile P, la cui posizione dipende da due numeri variabili » e v.
Supporremo che attribuendo ad « e v due coppie di valori distinte,

-
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almeno in certi intervalli, anche le posizioni corrispondenti di P
siano distinte. Supporremo inoltre che P sia funzione continua di
% e v, cioé se i valori di w e v corrispondenti a P hanno per li-
miti %, e v, corrispondenti a P, il punto P abbia per limite P, e
viceversa, se P tende a P, % e v abbiano per limiti %, e v,.

Se, dopo aver assegnato il valore di v, si fa variare #, il punto
P descrive una curva giacente sulla superficie e determinata dal
valore attribuito a ». Variando questo valore, si hanno infinite curve
analoghe, il cui insieme forma la superficie. Si otterrebbe un altro
sistema di infinite curve sulla superficie scambiando le veci delle
variabili % e .

Sia P, un punto fisso della superficie, e P un altro punto della stessa,
che si avvicini indefinitamente a P,. Nei casi pilt comuni esiste un
piano passante per P, e tale che ’angolo acuto fatto dalla retta P,P
con questo piano ha per limite zero quando P tende a P,. A un
piano siffatto si da il nome di piano tangente alla superficie; la
sua giacitura dicesi anche giacitura della superficie nel punlo P,.
La perpendicolare al piano tangente nel punto P, dicesi normale
alla superficie in questo punto.

Cosi ad esempio, s¢ la superficie & un piano, in ogni suo punto
P, il piano tangente & il piano stesso; poiché la retta P,P che
unisce P, ad un altro punto P della superficie fa con questo piano
un angolo nullo, e che quindi ha per limite zero. Se la superficie
¢ una sfera di centro C, il piano tangente in un suo punto P, & il
piano perpendicolare in P, al raggio CP,, ossia coincide col piano
tangente quale & definito dalla geometria elementare; invero ’angolo
che la retta P,P fa con questo piano & eguale alla meta dell’angolo
PCP,, ed ha per limite zero se tende a P,.

Vedremo piu tardi che, in generale, il piano tangente si pud
anche considerare come un limite.

11. Invece di considerare l'angolo che la retta P,P fa col piano
tangente, riesce spesso pitt conveniente adoperare il teorema che
segue:
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TEOREMA. — Se, per ogni retta P,P che unisce il punto
fisso P, col punto variabile P della superficie, si puo
condurre un piano che, col tendere di P a P, abbia per
limite un piano fisso, questo piano fisso & il piano tan-
gente alla superficie in P,

Viceversa, se la superficie ha un piano tangente in
P,, per ogni retta P)P che unisce P, con un altro punto
P della superficie si pud condurre un piano che abbia
per limite il piano tangente alla superficie,ove P tenda
a P,.

Infatti, sia a il piano passante per PP, ed avente per limite il
piano fisso m. L’angolo di P,P con w & minore dell’angolo dei piani
a e . E poiché quest’angolo ha per limite zero, anche I'angolo di
P,P con m ha per limite zero e m & il piano tangente.

Viceversa, se m & il plano tangente alla superficie in P, sia o
il piano passante per P P e per la normale a P,P coatenuta in .
L’angolo dei piani a e w & uguale all’angolo che la retta P,P fa
col piano m, e poiché questo angolo ha per limite zero, anche gli
angoli dei piani o e m ha per limite zero, ed il piano o ha per
limite .

E chiaro che se una superficie ha un piano tangente
in Py, e su essa sta descritta una curva avente tangente
in P, questa tangente alla curva é contenuta nel piano
tangente alla superficie. Invero, sia P un altro punto della
curva, e quindi della suporficie; e sia a un piano passante per
P,P ed avente per limite il piano tangente. Poiché la retta PP
ha per limite la tangente alla curva, il piano o che contiene la
P,P ha per limite un piano che contiene la tangente alla curva.
Ma il piano o ha per limite il piano tangente; dunque il piano tan-
gente alla superficie contiene anche la tangente alla curva descritta
su essa.

Viceversa, dal sapere che una superficie ha un piano tangente
in P, e che una curva passa per questo punto e giace sulla super-
ficie, non & lecito dedurre che questa curva abbia una tangente
in P, Perd questa conseguenza sard lecita qualora siano imposte
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alla curva altre condizioni convenienti. Il caso che pili spesso si
presenta é il seguente:

TEOREMA. — Se due superficie hanno comuni i punti
di una linea, e in un punto P, di questa linea le super-
ficie hanno piani tangenti distinti, anche la linea d’in-
tersezione delle superficie ha in P, una tangente, che
¢ l'intersezione dei piani tangenti alle superficie.

Infatti, sia P un altro punto appartenente alla linea, e quindi
alle due superficie; e siano m e 7' i piani tangenti alle superficie
in P,. Per la retta P,P si pué condurre un piano o avente per
limite m, ed un piano o' avente per limite m'. Ora, passando al
limite, la retta P P, intersezione dei piani a ed o, ha per limite
I'intersezione dei piani m e 7', cioé la tangente alla linea d'inter-
sezione della superficie & l'intersezione dei loro piani tangenti.

Come caso speciale, la linea d’intersezione d’'un piano colla super-
ficie ha per tangente in un suo punto l'intersezione di questo piano
col piano tangente alla superficie in quel punto.

12. Un criterio analitico per riconoscere 'esistenza e determinare
il piano tangente ad una superficie ¢ somministrato dalla propo-
sizione che segue.

TEOREMA. — Se il punto P & funzione delle variabili
wev,avente derivate parziali di primo ordine continue,
non nulle e non coincidenti in direzione, il piano tan-
gente in un punto della superficie descritta da P & il
piano passante per questo punto e contenente le dire-
zioni delle due derivate parziali.

Infatti, siano p e q le derivate parziali del punto P; data alle
variabili la nuova coppia di valori w -+ &, v + &, detto P’ il punto
corrispondente della superficie, si ha

PP =@+a)h+@+BFk,

ove u e B sono segmenti che hanno per limite zero col tendere
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di % e k a zero. FacciasiPA=p, PB=q, PC=p-+}+a, PD=q-}B.
Il segmento PP’ ¢ una combinazione lineare di PC e PD, quindi
la retta PP’ & contenuta nel piano PCD. Si passi al limite. I punti
C e D hanno per limiti A e B, quindi il piano PP'CD ha per limite
il piano PAB.
Percid ogni retta PP’ & contenuta in un piano avente per limite

il piang fisso PAB, dunque questo & il piano tangente alla super-
ficie nel punto.P.

13. Per giudicare del modo di comportarsi della superficie ri-
spetto al piano tangente, dicansi ancora p e g le derivate di primo
ordine del punto P, e r, 8, t le sue derivate del secondo ordine, che
supporremo anche continue. Si ha dalla formula di Taylor

PP/ = pht-ak + 5 [(£+0) 1 -2 (s B) W+ (6 +1)k?]

ove o, B, v sono_ segmenti aventi per limite zero. Si consideri il
volume V=p.q.PP’' formato dall’area p.q che sta nel piano tan-
gente e dal segmento PP'. Si ricava

V=p4gq.PP = 21 [(p.a.r+ p.g.a)2® -} 2 (p.q.s + p.q.B) 2k
+(@at+par)r],
ovvero, posto
A—=pgqr, B—=pgs e C=pq.t,

e chiamando o' 8’ ¥’ i volumi infinitesimi p.q.¢, p.q.8 e p.q.y, si ha
1
V=g[(A +a)n* + 2B+ ) rk+(C+T1) K],

la quale formula si pud pure interpretare supponendo che A, B, G,
o, B, v, V, invece di rappresentare i volumi, rappresentino i nu-
- meri che misurano questi volumi.

Ora é noto dal calcolo (N. 133 e segg.), che se la quantita

A=AC—B?
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& positiva, V conserva un segno costante per valori sufficientemente
piceoli di % e %, e quindi il volume p.q.PP’ ha sempre uno stesso
senso, purché P’ sia prossimo a P; vale a dire nelle vicinanze del
punto considerato la superficie giace tutta da una parte del piano
tangente. Un punto per cui A > 0 dicesi punfo ellittico.

Se invece A & negativo, V assume valori di segno contrario va-
riando A e k, ¢ comunque si prendano questi piccoli; quindj la su-
perficie ha i suoi punti, nelle vicinanze di P, alcuni da una parte
ed altri dall’altra del piano tangente. Un punto per cui A <0,
dicesi punito iperbolico.

Se infine A =0, il punto dicesi parabolico, e I'esame del modo
di comportarsi della superficie rispetto al piano tangente presenta
maggiori difficolta.

14. Si riferisca il punto P, funzione dei numeri % e v, e che
genera la superficie, a tre assi cartesiani ortogonali, e siano x, y, 2
le sue coordinate, che son pure funzioni di » e v.

Conservando le notazioni precedenti, si avra

P= 1+du+ Ck o= l—i— H—dv

dx
r= d—uz + du’ + du’ 8= dudv +dudv dudv &

dz
= dv" +dv‘1 +%&k
Se M & un punto del piano tangente, sara
PM.p.q =0;

e, dette XYZ le coordinate di M, 'equazione del piano tangente
diventa

|

| dw dy dz

| du du du =0
! da dy dz
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Se il punto M sta sulla normale alla superficie, sara
PMXp=0, PMXq=0;
queste sono le equazioni della normale colla notazione dei segmenti.
Introducendo le coordinate di P, M, p, q, esse diventano
da dy dz
E=x) g+ =9 g, +(Z—2) 5-=0,
dx dy dz
e X=2) 7=+ —y) 52 +(Z—2) 7 =0,

che si possono pure scrivere

X—x . Y—y _ Z—3
dy dz dy dz = dz dx dz dg — dx dy de dy

du dov dv du du dv dv du du dv dv du
I volumi A=p.qr, B=p.q.s, C=p.q.t si possono pure espri-
mere mediante le coordinate, e si ha

dx dy ds
du du du !

dx d?/ ds !
dv dv dv ‘ ’
d?x d*x d*x

i du? dudv  dov?

e analogamente per B e C.

15. Le variabili » e v, da cui dipende la posizione del punto P
della superficie, possono essere due delle coordinate del punto P.
Se le coordinate & ed y sono le variabili indipendenti, sard 2z fun-
zione di o« ed y

2=[(x, )

Si avra in questo caso, facendo u—=x e v =y,

. dz .
.pzl—i- ;j;k* qs,]—{—a——k,
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d?z _ Az _ di
r;——dx,_,k, S:wyk, t:?k,

I'equazione del piano tangente diventa
o dz . d_z -
Z— 5 =g (X—a) 1 go(Y —1);
i volumi indicati con A, B, C si riducono alle derivate seconde di
z rispetto ad « ed y, ove i.j.k sia 'unita di volume, e

__d's d'z 2z \2
T dx? dy? \ dedy ) :

La z potrebbe essere funzione implicita di & ed y, cioé legata ad
essa mediante un’equazione
F(x,y, 3)=0.
Supposto che questa equazione determini effettivamente la z in

. . - dF .
funzione di « ed y, e supposto ancora —— non nulla, si avranno,

dz
er determinare s o B le equazioni
p iz © a q
dF dF dsz —0 ar dF dz —0
e Tdz ds 0 % Tdy U ds dy T

eliminando, fra queste due equazioni e quella del piano tangente,

1z 3 . . . . , . .
;x e —;% , il che si ottiene aggiungendo all’ equazione del piano

tangente queste due moltiplicate per X —a e Y—1y, si ha

aF ., ., dF aF N
Iz (:\—vb)‘}——d;(& — )+ Z—3=0,
che & 'equazione del piano tangente alla superficie, ed in questa
equazione non compaiono che le derivate parziali di F' rispetto alle
tre variabili x, y, z.

Cosi p. e. se I'equazione della superficie & di secondo grado

F (7, 4, 2) = 0y &" + Qosl)® + @332" + 04y + 20,209 + 20,403 -
205592 + 2,20 + 205,y + 203,%, =0,
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si ricava

i1 dF

3 dz aux any+ a5z +a,,
1 aF ,
oAy Q1 = Agsl - Aoy% + o,
1 dF

9 gz — Qs + Aoy + 0353 + s,

e quindi l'equazione del piano tangente é:

(@ e+ o,y +ayz+a,) (X —x)
F (@@ + Ay + A3 4 ) (Y — y) +
(813 + Bogl¥ + Aga? + Agy) (Z— 2) = 0.

Se a questa equazione si aggiunge la F (x, y, 2)=0, l'’equazione
del piano tangente assume la forma

(@@ + @y + @128 + Q1) X A+ (@48 1 ooy + Ag37 + a5,) Y
(@15 - Qagy + U333 4 Ags) (0% + Aoy + A5,3 @) =0.

§ 4. Esempi.

16. CoNI. — Se da un punto fisso V si conducono le rette a
tutti i punti d’una linea /, queste rette formano una superficie detta
cono. 11 punto V ne & il vertice, la linea ¢ la base, o direitrice; ed
essa pud essere piana, ovvero non; ogni retta che unisce V con
un punto della ! dicesi generatrice.

TEOREMA. — Se A¢ & la tangente alla linea base nel suo
punto A, ed essa non coincide colla generatrice VA del
cono, il piano VA{ é tangente alla superficie conica in
tutti i punti della generatrice VA.

Infatti, sia P un punto della generatrice VA, P’ un altro punto
della superficie e VA' la generatrice passante per esso. La retta
PP’ & contenuta nel piano VAA'. Facciasi tendere P’ a P; la
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retta AA’ ha per limite la Af{ tangente alla base in A, e il piano
VAA' ha per limite il piano VA{. Dunque la retta PP’ & contenuta
in un piano che ha per limite il piano fisso VA¢; quindi questo
piano & il piano tangente alla superficie in P, cioé in ogni punto
della generatrice VA.

CILINDRI. — Dicesi superficie cilindrica o cilindro, la superficie
luogo delle rette passanti per i punti d'una linea fissa /, e pa-
rallele ad una retta fissa ». La linea ! dicesi ancora base, o diret-
tréice del cilindro. Un cilindro si pud considerare come un cono in
cui il vertice sia all'infinito.

In modo analogo a quanto si & detto pel cono, si dimostra che:

Se At ¢ la tangente in A alla linea base d’una super-
ficie cilindrica ed essa non coincide colla generatrice
passante per A, il piano che contiene questa genera-
trice e la tangente Af & il piano tangente al cilindro
in tutti i punti della generatrice passante per A.

L’intersezione d’'un piano con un cono o con un cilindro & la pro-
iezione su questo piano della linea base /, fatto o dal centro V, o
parallelamente alla direzione 7; quindi dalle proposizioni precedenti
si deduce la stessa costruzione della tangente alla proiezione d'una
curva, che fu indicata al Cap. II, N. 21.

17. Sia / una linea rigida che si muove nello spazio, ossia si
muove in guisa che non si alterano le reciproche distanze dei suoi
punti. Durante questo movimento i punti della / descrivono nuove
linee, che diremo #2; e le varie posizioni di ¢/, come pure le linee
m stanno su d'una superficie, che si dice generata dalla linea .

Noi supporremo che per ogni punto della superficie passi una
sola linea /, ed una sola linea 7; e supporremo che se sulla super-
ficie il punto P’ ha per limite il punto P, tutti i punti della I che
passa per P’ abbiano per limiti i punti corrispondenti della ¢ che
passa per P.

Il piano tangente alla superficie in un suo punto P &
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il piano che contiene le tangenti alle due linee Z ed m
delle superficie passanti per P, supposto che esse ab-
biano tangenti, e che queste non coincidano.

Infatti, sia P’ un altro punto della superficie, e siano 7 e m' le
linee ¢ ed 72 che passano per P'. Sia Q il punto che sta sulle linee
(7, m), e R il punto che sta sulle (, 7'); si consideri il piano PQP’.
Col tendere di P’ a P, il punto Q ha per limite P, per l'ipotesi fatta,
e poiché PR & in valor assoluto eguale a QP (poiché questi seg-
menti sono posizioni distinte d’'un segmento invariabile in lunghezza)
anche R ha per limite P.

La retta PQ ha per limite la tangente alla curva 2 in P. Dico
poi che la retta QP’ ha per limite la tangente alla / in P. Invero,
dette ¢ e ¢’ le tangenti alle ¢ ed ¢ nei punti P e Q, sard 1'angolo

N /N N\ , A VAN o
QP',t < QP,I' 4 t',¢; ma l’angolo QP',{— PR, ¢ perché posizioni d’uno

A NIVAN ) )
stesso angolo; quindi QP'¢ < PR',¢ 4 ¢, ¢. Sifaccia tendere P’ a P;
le rette PR e ¢’ hanno per limiti la tangente ¢ alla linea ¢ in P;

quindi gli angoli PB,{, e ¢/, ¢ tendono a zero, e lo stesso avviene

dell’angolo QP’,¢ ossia la retta QP’ ha per limite la tangente alla
! in P.

Pertanto ogni retta PP’ che unisce il punto P ad un altro punto
P’ della superficie & contenuta in un piano PQP’, che ha per limite
il piano che contiene le tangenti alle linee / ed 7 in P; dunque
questo & il piano tangente alla superficie.

18. Si dice che una figura rigida ruota attorno ad un asse, se, oltre
al conservarsi inalterate le reciproche distanze dei suoi punti, ri-
mangono pure inalterate le loro distanze da due punti fissi dell’asse.
Durante questo movimento ogni punto della figura descrive un
cerchio contenuto in un piano normale all’asse ed il cui centro
sta su quest’asse.

La superficie generata da una linea /, che ruota attorno ad un
asse, dicesi superficie di rivoluzione. I cerchi descritti dai punti
della linea diconsi paralleli; ogni sezione fatta nella superficie
con un piano passante per l'asse dicesi meridéiano. '
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Dalle cose dette precedentemente risulta che il piano tangente
alla superficie di rivoluzione in un suo punto & il piano che con-
tiene le tangenti alla linea ! ed al parallelo, che passano per questo
punto. Siccome poi la tangente al parallelo in P & normale al piano
del meridiano passante per P, cosi il piano tangente in un punto
P della superficie & il piano normale al piano del meridiano, e
passante per la tangente alla /; in altre parole, la normale
alla superficie di rivoluzione incontra I'asse.

Fra le superficie di rivoluzione, oltre alla sfera, che si pud con-
siderare come di rivoluzione attorno ad ogni suo diametro, & a
menzionarsi la superficie generata dalla rivoluzione d'un cerchio
attorno ad un asse posto nel piano del cerchio ma non passante pel
centro, la quale vien detta foro; e la superficie generata dalla ro-
tazione d'una retta attorno ad un asse che non incontra, ne é pa-
rallelo ad essa, che & liperboloide di rivoluzione.

19. Un altro esempio di superficie cui & pure applicabile la proposi-
zione precedente, & I'elicoide retto, ossia la superficie generata dalla
retta BP del N.7,1a quale incontra I’asse dell'elica, si appoggia all’elica,
ed & parallela al piano normale all’asse dell’elica. Ogni punto della
retta BP alla distanza costante » da B, descrive un’elica sulla su-
perficie; e le linee chiamate 7 ed 7 sono rispettivamente le varie
posizioni della retta BP, che diconsi generatrici, e le varie eliche
descritte dei punti della BP. Il piano tangente alla superficie nel
punto P & percid il piano contenente la generatrice BP, e la tan-
gente all’elica passante per questo punto, la quale tangente sappiamo
costrurre. .

Detto 6 I'angolo che il piano tangente all’elicoide in P fa col
piano xy, e & il passo dell’elica, si ha

h

tangd == Sy

quindi, muovendosi P sulla generatrice BP, ossia variando », varia

pure 8, e quest’angolo diminuisce man mano che P si allontana
dall’asse.
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20. In modo analogo a quello con cui furono trattate le questioni
precedenti, se ne possono trattare altre simili. In generale, se su
d'una superficie sono segnati due sistemi di linee ¢ ed 7, in modo
che per ogni punto P della superficie passi una sola linea ! ed
una sola linea e, e si conoscono le tangenti alle linee ! ed 7 pas-
santi per P, se la superficie ha un piano tangente in P, questo
deve contenere quelle tangenti, e quindi & determinato, se esse
sono distinte. Ma dal supporre l'esistenza delle tangenti alle linee
! ed m non si pud conchiudere l'esistenza del piano tangente alla
superficie, se non si introducono alcune condizioni restrittive.

Detto P’ un altro punto della superficie, ed  ed ' le linee ¢
ed 72 che passano per esso, sia Q il punto d’intersezione delle linee
m ed 7, e si consideri il piano PQP'. Col tendere di P’ a P anche
Q tende a P, e la retta PQ ha per limite la tangente alla linea m
in P. Se ora noi possiamo accertarci che la retta QP’, col tendere
di P' e Q a P, abbia per limite la tangente alla / in P (il che non
& conseguenza necessaria dell’esistenza di questa tangente) si con-
chiuderd che la retta PP’ & contenuta in un piano PQP’ che ha
per limite il piano che contiene le tangenti in P alle linee / ed m,
e quindi che esso ¢ il piano tangente alla superficie.

21. OMOGRAFIA. — Suppongasi che ad ogni punto P dello spazio
(soggetto se occorre, a convenienti limitazioni) corrisponda un punto
P*, che diremo omologo del primo, in guisa che, se P descrive una
rettar, anche P* descriva unaretta »* che diremo omologa della prima;
inoltre si supponga che se P tende a P, il punto P* abbia per limite
P,*. Si deduce allora che: se P descrive un piano TT il suo omologo
descrive pure un piano TT* omologo del primo; se la retta » ha
per limite la »;, la refta »* ha per limite la »,* e se il piano T
ha per limite TT,, il piano TT* ha per limite TT,*.

Una corrispondenza fra i punti P e P,*, nella quale siano veri-
ficate le ipotesi enunciate, dicesi omografia,; e si potrebbe dimo-
strare I'identita di questa definizione dell’omografia con quelle che
soglionsi dare nei corsi di geometria proiettiva.
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Se il punto P descrive una curva C avente tangente ¢,
e piano osculatore T, il punto P* descrivera una curva
C* la cui tangente & la retta {* omologa di ¢, ed il cui
piano osculatore & T* omologo di T

Se il punto P descrive una superficie 8, avente piano
tangente T, il punto P* descrive una superficie S* il
cui piano tangente & T omologo di TN

Infatti, se P e P’ sono due posizioni del punto P che descrive
la curva C e P* e P™* i loro omologhi, la retta P*P'* ¢ I'omologa di
PP’; e col tendere di P’ a P la PP ha per limite la tangente ¢ alla
curva C nel punto P, e quindi la P*P'™* ha per limite la retta ¢*
omologa di ¢; dunque {* & la tangente alla C* in P*. Il piano che
passa per {, e per P’ ha per limite il piano osculatore TT alla curva
C; quindi il suo omologo, cioé il piano che passa per t* e per P*,
ha per limite il piano TT* omologo di T. Dunque TT* & il piano oscu-
latore alla C* in P*.

Se P e P’ sono due posizioni del punto P che descrive la super-
ficie S, e P* e P'* sono i loro punti omologhi sulla 8* si immagini
il piano a, che contiene la PP’, e che ha per limite il piano TT
tangente alla superficie in P. Il piano o*, omologo di o, contiene
la P*P'*, ed ha per limite il piano T*; dunque ogni retta P*P'*
che unisce il punto P* ad un altro punto P'* della S8* & contenuta
in un piano avente per limite TT*; e questo & il piano tangente alla
superficie.

Esercizii.

22. 1. La proiezione dell'elica (N. 7) sul piano @y fatta parallelamente
ad una retta obliqua rispetto a questo piano é una cicloide (Cap. 1I, eserc. 5).

La proiezione dell’elica sul piano xy fatta da un centro di proiezione che
giace sull’asse & una spirale iperbolica (Cap. II, eserc. 3).

2. Siano I, I, ...I, » linee descritte sopra uno stesso cono di vertice O; una
generatrice di questo cono incontri queste linee nei punti P, P, ..P,; si deter-
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mini sulla stessa generatrice un punto P tale che
OP = (OP,, OP,, ...OP,).

Variando la generatrice, il punto P descrive sul cono una nuova linea I. La
costruzione della tangente a questa linea si ottiene a questo modo. Si immagini
il piano tangente al cono lungo la generatrice considerata; esso conterra le
tangenti alle linee 7, %, ...Z, ed Z. Le normali alle linee I, %, ...2, contenute in
questo piano incontrino la perpendicolare in O alla retta OP,P,...P,P in N,N,...N, ;
si determini su questa perpendicolare il punto N tale che

/. ar af
ON = 565, ONs + 55, ONe + - + 505 ONw

La NP é normale alla curva descritta da P, e la perpendicolare in P alla
NP, contenuta nel piano tangente al cono é la tangente alla linea descritta da P.

3. Si porti sulla retta OP che unisce il punto fisso O al punto variabile P
d’'una curva un segmento PQ di lunghezza costante; conoscendo la tangente
alla linea descritta da P, trovare la tangente alla linea descritta da Q (concoide).

4. Si determini sulla retta OP che unisce il punto fisso O al punto P d’una
curva un punto Q tale che OP X OQ == %2, ove % & un numero costante (inver-
sione). 1 piani normali alle linee descritte da P e Q, ed il piano perpendicolare
nel punto medio di PQ passano per una stessa retta; le tangenti alle curve
descritte da P e Q si incontrano in un punto di questo piano. Queste proposi-
zioni si possono dedurre dall’esercizio 2°, ovvero trattare in modo analogo a
quello seguito al CGap. II, N. 22.

5. L’inversa della spirale logaritmica, il centro d’inversione essendo un
punto della perpendicolare al piano della spirale nel suo polo, ¢ una curva
sferica detta lossodromia. Essa taglia sotto angolo costante tutti i cerchi mas-
simi della sfera passanti pel centro d’inversione.

6. Da un punto fisso O si conduca una retta che incontri » superficie fisse
nei punti P, Py ..Pn. Si determini su questa retta il punto P la cui distanza
da O sia una funzione analitica delle distanze analoghe dei punti P, P, ...Pa:

OP = f(OP,, OP,, ..OP,).

Variando la retta, il punto P deserive una superficie. Il piano perpendicolare
in O alla retta incontri le normali alle superficie date nei punti N; N,... Nn. Si
determini il punto N, pure contenuto in questo piano, e tale che

on=-L o8 +-Y 5% I o5
ON =d0Pl ONi + dOP2 ONQ + + dOP" ONn ’

Prano, Geom. infin. 9
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sara NP la normale alla superficie descritta da P.

7. Si porti sulla retta OP, che unisce il punto O al punto variabile P di
una superficie data, il segmento PQ di lunghezza costante. Variando P, il punto
Q descrive una superficie, che si pud considerare come la concoide della prima
rispetto al polo O.

11 piano perpendicolare in O alla OPQ incontri la normale alla superficie
descritta da P in N. Sara NQ la normale alla superficie descritta da Q.

8. Si determini sulla retta OP, che unisce il punto O al punto variabile P
d'una superficie, il punto Q tale che OP X OQ =432, ove & & una costante data.
Variando P, il punto Q descrive una seconda superficie (inversa della prima)
Le normali alle superficie descritte da P e Q si incontrano in un punto del
piano perpendicolare nel punto medio di PQ.



