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Abstract

We extend the notion of diagram spectra of [MMSS] to general model cat-
egories to obtain a stabilization process with respect to any set of objects.
Following [Ho2], we discuss the existence and some properties of diagram
spectra, such as monoidal structures, invertibility, idempotency, homotopy
invariance and functoriality. We end with some comparisons between cate-
gories of spectra associated to different diagrams.

La construction des spectres symétriques pour la S1-stabilisation des ensembles
simpliciaux (et des espaces topologiques) de [HSS] a été étendue dans deux direc-
tions. D’une part, [Ho2] considère les spectres symétriques dans le contexte de
la stabilisation relativement à un objet des catégories modèles générales. D’autre
part, [MMSS] prolonge l’idée des spectres symétriques par celle des spectres en di-
agramme pour la S1-stabilisation des espaces, [MM] introduisant les spectres (en
diagramme) orthogonaux pour la stabilisation des espaces équivariants relativement
à un ensemble de “sphères de représentations”.

Le principal but de ce travail est d’étudier les spectres en diagramme dans le con-
texte de la stabilisation des catégories modèles relativement à un ensemble d’objets.

Soit un ensemble d’objets {Ku}u∈U dans une catégorie modèle monöıdale symé-
trique (V ,⊗,1). On se donne une petite V-catégorie monöıdale D avec un foncteur
U → D et un foncteur monöıdal fort K̄ : D → V tel que K̄(u) = Ku. La catégorie des
D-K̄-spectres SpD(V ; K) est alors la catégorie des K̄-modules dans la catégorie des
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Bull. Belg. Math. Soc. 13 (2006), 1–30



2 O. Renaudin

V-foncteurs de D dans V . Elle vient avec une adjonction F1 : V � SpD(V ; K) : E1.
Lorsque D et K̄ sont symétriques, la catégorie des D-K̄-spectres et l’adjonction
(F1, E1) sont monöıdales symétriques. Ces constructions sont détaillées dans la
première section.

L’exemple important des spectres symétriques est obtenu avec D = Σ(U), la
catégorie monöıdale symétrique libre engendrée par U . Si MA(U) désigne le monöıde
abélien libre engendré par U , un K-spectre symétrique de V est décrit par :

- un (Σm1 × · · · × Σml
)-objet X(v) de V pour chaque v = vm1

1 . . . vml
k ∈ MA(U)

- un morphisme : σu,v : Ku ⊗X(v) −→ X(uv) pour chaque u ∈ U , v ∈ MA(U)
le tout soumis à certaines conditions d’équivariances.

Dans la deuxième section, la catégorie SpD(V ; K) est munie d’une structure
de catégorie modèle “stable”, sous certaines conditions, pour laquelle F1 : V �
SpD(V ; K) : E1 est une adjonction de Quillen. Si V est une catégorie modèle com-
binatoire ou cellulaire, propre à gauche, certaines conditions sur D et K̄, toujours
vérifiées par les spectres symétriques, assurent l’existence du modèle stable, qui est
alors un modèle monöıdale symétrique dès que D et K̄ sont symétriques et que les
sources des cofibrations génératrices de V sont cofibrantes.

Par ailleurs, on considère dans ces deux premières sections la fonctorialité de
la construction SpD. Il s’avère qu’elle transforme les adjonctions monöıdales symé-
triques de Quillen en adjonctions monoidales symétriques de Quillen, et que les
adjonctions fermées de Quillen induisent des adjonctions de Quillen. De telles ad-
jonctions se rencontrent, par exemple, dans le cadre des “changements de groupes”
en théorie de l’homotopie équivariante [MM, V.2], et dans le cadre des “change-
ments de bases” en théorie A1-homotopique des schémas [Hu, section 2]. D’autre
part, la construction SpD est fonctorielle en le diagramme D. Cela peut s’appliquer
à la construction de “changements d’univers” en théorie de l’homotopie équivariante
[MM, V.1].

Dans la troisième section, suivant d’assez près [Ho2], on vérifie quelques pro-
priétés fondamentales de cette construction, sous certaines hypothèses. Tout d’abord,
on vérifie que lorsque D et K̄ sont symétriques, les objets F1(Ku) sont inversibles
dans la catégorie homotopique Ho(SpD(V ; K)). Ensuite, la construction est idem-
potente, en ce sens que si les objets Ku sont inversibles dans Ho(V), l’adjonction
(F1, E1) est une équivalence de Quillen. Enfin, un premier résultat d’invariance
homotopique montre que, dans des conditions favorables, le type de Quillen de
SpD(V ; K) ne dépend des objets Ku qu’à équivalences faibles près.

Dans la quatrième section, on considère les spectres associés à un produit de
diagrammes et on obtient quelques résultats de comparaison. En particulier, on a
un second résultat d’invariance homotopique généralisant le premier lorsque D et K̄
sont symétriques. Modulo certaines hypothèses d’existence, deux catégories modèles
de spectres associées à un même ensemble d’objets et chacune obtenue à partir
d’un diagramme symétrique et d’un foncteur symétrique sont Quillen-équivalentes.
Ceci implique que, dans la théorie homotopique équivariante, les catégories des
spectres symétriques et des spectres orthogonaux [MM] sont Quillen-équivalentes.
Cela permet également de retrouver et généraliser certaines des équivalences de
Quillen de [MMSS].
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La lecture de ce papier requiert une certaine familiarité avec le language des
catégories enrichies [K], et avec celui des catégories modèles de Quillen [Ho1, Hi].

Remerciements. Je remercie Ib Madsen, Yves Félix et John Greenlees pour leur
accueil chaleureux à Århus, Louvain-la-Neuve et Sheffield respectivement, dans le
cadre du réseau européen “Modern Homotopy Theory” où ce papier a été écrit. Je
remercie également Andrew Ranicki et Thomas Hüttermann pour l’aide qu’ils m’ont
apportée.
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1 Aspects cat égoriques

Soit (V ,⊗,1, F ) une catégorie monöıdale symétrique fermée bicomplète. SoitM une
V-catégorie bicomplète (en particulier tensorisée et cotensorisée sur V). De façon
générale, on note − ∗ − et {−,−} pour la tensorisation et la cotensorisation dans
une catégorie enrichie. Soit D une petite V-catégorie. On note DM la V-catégorie
des V-foncteurs de D dans M.

Si f : D → D′ est un V-foncteur entre petites V-catégories, f! et f∗ désignent
les adjoints à gauche et à droite du foncteur “restriction” f ∗ : D′M → DM. En
particulier, le foncteur id de la V-catégorie unité IV dans D prenant pour valeur
l’objet d, induit le foncteur “évaluation en d” i∗d : DM → M. On notera Ed pour
i∗d, et Fd pour id!.

1.1 Catégories de diagrammes et structures monoı̈dales

Soit (D, �, 1) une petite V-catégorie monöıdale. On rappelle d’abord la définition
de la structure monöıdale de “convolution” de DV . Le produit et le Hom externe :

−⊗̄− : DV ⊗DV −→ (D ⊗D)V , F̄ (−,−) : DVop ⊗ (D ⊗D)V −→ DV

sont définis par :

X⊗̄Y (d, e) = X(d)⊗ Y (e) et F̄ (Y, Z)(d) = DV(Y, Z〈d〉)

où Z〈d〉(e) = Z(d, e), avec X,Y ∈ DV , Z ∈ (D ⊗ D)V , et d, e ∈ D. On a une
V-adjonction :

(D ⊗D)V(X⊗̄Y, Z) ' DV(X, F̄ (Y, Z))

L’extension de Kan à gauche du produit −�− : D ⊗D → D, se compose avec
le produit externe −⊗̄− pour définir un bifoncteur − ∧ − : DV ⊗ DV −→ DV ,
caractérisé par la propriété suivante. Pour tout X, Y, Z ∈ DV :

DV(X ∧ Y, Z) ' (D ⊗D)V(X⊗̄Y, Z ◦�)

On peut également exprimer X ∧ Y comme une cofin :

(X ∧ Y )(d) =
∫ D⊗D3(a,b)

D(a � b, d)⊗X(a)⊗ Y (b)

On note I le foncteur représenté par l’unité de D : D(1,−), et on pose F(Y, Z) =
F̄ (Y, Z ◦�).

Proposition 1.1. [Da][MMSS] Le quadruplet (DV ,∧, I, F) constitue une structure
de V-catégorie monöıdale fermée, symétrique si D l’est.

Proposition 1.2. Si D est une petite V-catégorie monöıdale et M une V-catégorie
(resp. bitensorisée), la catégorie DM est une DV-catégorie (resp. bitensorisée).

Démonstration. Le DV-enrichissement de DM est défini par : DM(X, Y )(d) =
DM(X, Y (d � −)). La (co)tensorisation dans la DV-catégorie DM s’obtient à
partir de la (co)tensorisation dans la V-catégorie DM (définie degré à degré) :
(X ∗ Y )(d) =

∫ a,bD(a � b, d) ∗X(a) ∗ Y (b) et {X, Y }(d) = {X, Y (d �−)} �
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Lemme 1.3. Pour tout V ∈ V, M ∈M, d, e ∈ D, on a un isomorphisme naturel :

Fd(V ) ∗ Fe(M) ' Fd�e(V ∗M)

Démonstration. Cela découle du lemme de Yoneda et des isomorphismes, pour tout
a ∈ D et G ∈ DM :

DM(Fd(V ) ∗ Fe(M), G)(a) ' DV(Fd(V ),DM(Fe(M), G(a �−)))
' DV(V,DM(Fe(M), G(a � d �−)))
' DV(V,M(M, G(a � d � e)))
' DM(V ∗M, G(a � d � e)))
' DM(Fd�e(V ∗M), G)(a)

Les premier et deuxième isomorphismes découlent de la définition de DM(−,−)
et, respectivement, des adjonctions (− ∗ Fe(M),DM(Fe(M),−)) et (Fd, Ed). Le
troisième isomorphisme est l’adjonction (Fe, Ee) et le quatrième isomorphisme l’ad-
jonction (−∗M,M(M,−)). Enfin, le dernier isomorphisme provient de l’adjonction
(Fd�e, Ed�e) et de la définition de DM(−,−). �

Concernant la fonctorialité de ces constructions, on a :

Proposition 1.4. [IK] Soient D,D′ deux petites catégories monöıdales (resp. symé-
triques) et f : D → D′ un V-foncteur monöıdal (resp. symétrique) fort. Alors
l’adjonction f! : DV � D′V : f ∗ est monöıdale (resp. symétrique).

En particulier, f! est alors monöıdal (resp. symétrique) fort. Appliquée au
foncteur i1 : IV → D, cette proposition montre que l’adjonction F1 : V � DV : E1

est une adjonction monöıdale (resp. symétrique).

1.2 Spectres

On maintient les hypothèses de la section précédente. On vérifie facilement [MMSS,
p. 61] :

Lemme 1.5. La catégorie des monöıdes de DV est isomorphe à la catégorie des
foncteurs monöıdaux de D dans V. Si D est symétrique, la catégorie des monöıdes
commutatifs est isomorphe à celle des foncteurs monöıdaux symétriques de D dans
V.

Soit R un monöıde de DV . On note R − DM la catégorie des R-modules à
gauche, i.e. la DV-catégorie des DV-foncteurs de R dans DM. De la manière
habituelle, si R est commutatif, R peut être considéré comme catégorie monöıdale
symétrique. Si D est symétrique et R est commutatif, R − DV est munie d’une
strucure de catégorie monöıdale symétrique comme dans la section précédente.

On note DR la sous-catégorie monöıdale pleine image du foncteur

D h−→ DVop R∧−−→ (R−DV)op
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composé de l’opposé du plongement de Yoneda et du foncteur “R-module libre”.
Pour d, e ∈ D, on a :

DR(d, e) = R−DV(R ∧ he, R ∧ hd) ' (R ∧ hd)(e) '
∫ D3a

R(a)⊗D(d � a, e)

Si D est monöıdale symétrique et R commutatif, DR est une sous-catégorie de
(R−DV)op stable par produit et contenant l’unité, car h et R ∧− sont monöıdaux
forts, ce qui munit DR de la stucture monöıdale symétrique induite.

Théorème 1.6. Soit R un monöıde de DV. Les V-catégories DRM et R − DM
sont équivalentes. Si D est monöıdale symétrique et R est commutatif, les catégories
DRV et R−DV sont équivalentes comme V-catégories monöıdales symétriques.

Démonstration. (cf. [MMSS, p.63]). Pour obtenir une équivalence (resp. monöıdale
symétrique) dans le cas M = V , il faut et suffit de montrer que les objets de la sous-
catégorie DR constituent un ensemble de générateurs projectifs-petits dans R−DV
([K], resp. [IK]). Or, ceci résulte de l’isomorphisme naturel R − DV(R ∧ hd,−) '
DV(hd, o(−)), où d est un objet de D et o le foncteur oubli, du fait que les objets
hd forment un ensemble de générateurs projectifs-petits de DV et du fait que le
foncteur oubli préserve les colimites. Dans le cas général d’une V-catégorie M, on
considère l’adjonction : ι! : DM � DRM : ι∗ induit par le foncteur ι : D → DR.
On constate d’abord que la monade ι∗◦ ι! est isomorphe à la monade R∗−. Ensuite,
ι étant essentiellement surjectif, ι∗ reflète les isomorphismes. Enfin, ι∗ possèdant un
adjoint à droite ι∗, il préserve toutes colimites. Le foncteur ι∗ est donc monadique
et, par [BW], il s’en suit que DRM est équivalente à R−DM. �

Soient un ensemble U et un foncteur K : U → V, i.e. un ensemble, indexé par
U , d’objets Ku dans V .

Définition 1.7 Soient (D, �, 1) une petite V-catégorie monöıdale et une factorisa-

tion : U → D K̄−→ V du foncteur K telle que K̄ soit un foncteur monöıdal fort. La
factorisation, ou la pair (D, K̄), est dite symétrique lorsque la catégorie monöıdale D
et le foncteur monöıdal K̄ sont symétriques. On appelle catégorie des D-K̄-spectres,
et on note SpD(M; K), la catégorie DK̄M.

Suivant les observations précédentes, si la pair (D, K̄) est symétrique, SpD(V ; K)
est une catégorie monöıdale symétrique et SpD(M; K) une SpD(V ; K)-catégorie.
Pour tout d ∈ D, on a une V-adjonction : Fd : M � SpD(M; K) : Ed.

Dans toute la suite, on notera, abusivement, (Fu, Eu), l’adjonction associée à un
objet de D image de l’élément u de U , et de pour d � e dans D.

Remarque 1.8 Un D-K̄-spectre de V est donc un K̄-module de DV , soit un V-
foncteur X : D → V doté de deux transformations naturels en (d, e) ∈ D ⊗D :

σd,e : K̄(d)⊗X(e) → X(de) et η : 1 → K̄(1)
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vérifiant les axiomes d’associativité et d’unité :

K̄(d)⊗ K̄(e)⊗X(f)
K̄(d)⊗σ //

��

K̄(d)⊗X(ef)

σ

��
K̄(de)⊗X(f) σ

// X(def)

1⊗X(d)
η⊗X(d) //

∼
��

K̄(1)⊗X(d)

σ

��
X(d) X(1d)∼oo

(où on néglige les isomorphismes d’associativité de la structure monöıdale de DV).
Comme K̄ est un foncteur monöıdal fort, l’axiome d’associativité montre par

récurrence que le morphisme : σu1u2...un,d : K̄(u1u2 . . . un)⊗X(d) → X(u1u2 . . . und)
où ui ∈ U et d ∈ D, est isomorphe au morphisme composé :

σu1,u2...und ◦ (Ku1 ⊗ σu2,u3...und) ◦ · · · ◦
(
Ku1 ⊗ · · · ⊗Kun−1 ⊗ σun,d

)
Lorsque tout objet de D est isomorphe à un produit d’objets de U , un D-K̄-spectre
de V est donc décrit par la donnée :

- pour tout d ∈ D, d’un objet X(d) ∈ V ,
- pour tout u ∈ U , d ∈ D, d’un morphisme : σu,d : Ku ⊗X(d) −→ X(ud)

tels que les morphismes composés ci-dessus vérifient les conditions de naturalité
correspondant à celle des morphismes σu1u2...un,d.

Quand la V-catégorie D est un coproduit de V-catégories dont les catégories
sous-jacentes sont des groupöıdes connexes, ces conditions de naturalité sont des
conditions d’équivariance relativement aux monöıdes d’endomorphismes de D.

1.3 Fonctorialit és

On se fixe, pour cette section, un ensemble U , un foncteur K : U → V , et une
factorisation comme ci-dessus. On considère d’abord la fonctorialité relative à la
catégorie de base.

Si Φ : V → W est un foncteur monöıdal symétrique fort entre catégories
monöıdales symétriques, on note Φ(K) pour le foncteur composé Φ ◦ K : U →
V → W , et on considère la factorisation de Φ(K) : U → Φ(D)

Φ◦K̄−→ W . La W-
catégorie Φ(D) a même ensemble d’objets que D, et pour morphismes Φ(D)(d, d′) =
Φ(D(d, d′)). La composition est définie via celle de D et la structure monöıdale de
Φ. A l’occasion, pour alléger les notations, on notera D pour Φ(D). En particulier,
on notera SpD(W ; Φ(K)) pour SpΦ(D)(W ; Φ(K)).

Proposition 1.9. Soit V une catégorie monöıdale symétrique fermée. Dans les
assertions (2) et (3), on suppose que la pair (D, K̄) est symétrique.

(1) Soient M et M′ des V-catégories et Φ : M � M′ : Ψ une V-adjonction. Il
existe une V-adjonction :

SpD(Φ) : SpD(M; K) � SpD(M′; K) : SpD(Ψ)

telle que Ed ◦ SpD(Φ) ' Φ ◦ Ed et Ed ◦ SpD(Ψ) ' Ψ ◦ Ed.
(2) Soient W une catégorie monöıdale symétrique fermée et Φ : V � W : Ψ une

adjonction monöıdale symétrique. Il existe une adjonction monöıdale symétrique :

SpD(Φ) : SpD(V ; K) � SpD(W ; Φ(K)) : SpD(Ψ)
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telle que Ed ◦ SpD(Φ) ' Φ ◦ Ed et Ed ◦ SpD(Ψ) ' Ψ ◦ Ed.
(3) Soient U une catégorie monöıdale symétrique fermée et Γ : U � V : Φ une

adjonction telle que Φ soit un foncteur monöıdal symétrique fermé fort. Il existe
une adjonction :

SpD(Γ) : SpD(U ; Φ(K)) � SpD(V ; K) : SpD(Φ)

telle que Ed ◦ SpD(Γ) ' Γ ◦ Ed et Ed ◦ SpD(Φ) ' Φ ◦ Ed.

On se référera à l’appendice A.2 pour traiter des foncteurs fermés forts.

Démonstration. (1) Le V-foncteur SpD(Φ) : DK̄M → DK̄M′ s’obtient par post-
composition : X 7→ Φ◦X. Le V-foncteur SpD(Ψ) s’obtient de même, ainsi que l’unité
et la co-unité d’adjonction, si bien que les identités triangulaires sont immédiatement
vérifiées par évaluation.

(2) D’après [K2, 5.1-2], l’adjonction monöıdale Φ : V � W : Ψ donne une V-
adjonction Φ : V � Ψ(W) : Ψ. La première partie de cette proposition fournit une
V-adjonction SpD(Φ) : SpD(V ; K) � SpD(Φ(W); Φ(K)) : SpD(Ψ). Comme on a les
équivalences de catégories [DK, 8] :

SpD(Ψ(W); Φ(K)) = DK̄Ψ(W) ' Φ(DK̄)W ' Φ(D)Φ◦K̄W = SpD(W ; Φ(K))

il ne reste plus qu’a vérifier que c’est une adjonction monöıdale. Cela découle, par
[IK], de ce que la restriction de SpD(Φ) : DK̄

op → DK̄Ψ(W), d 7→ Φ(DK̄(d,−)), est
un foncteur monöıdal fort.

(3) On utilise les remarques et notations de l’appendice A.2. En particulier, on
note η et ε l’unité et la co-unité de l’adjonction (Γ, Φ).

Soit X un objet de DK̄V . On définit SpD(Φ) : DK̄V −→ Φ(DK̄)U sur les
objets par SpD(Φ)(X)(d) = Φ(X(d)), les morphismes structuraux SpD(Φ)(X)d,d′ :
Φ(DK̄)(d, d′)⊗ SpD(Φ)(X)(d) −→ SpD(Φ)(X)(d′) étant définis par :

Φ(DK̄(d, d′))⊗ Φ(X(d))
mDK̄ (d,d′),X(d)

−−−−−−−−→ Φ(DK̄(d, d′)⊗X(d))
Φ(Xd,d′ )−−−−−→ Φ(X(d′))

où Xd,d′ : DK̄(d, d′) ⊗ X(d) −→ X(d′) désigne le morphisme structurel de X. La
compatibilité des morphismes SpD(Φ)(X)d,d′ avec compositions et identités découle
facilement de celle des morphismes Xd,d′ et des propriétés associatives et unitaires
de la structure monöıdale de Φ. On a donc obtenu un objet SpD(Φ)(X) de Φ(DK̄)U .
Pour un morphisme f ∈ DK̄V(X, Y ), on a également SpD(Φ)(f)(d) = Φ(f(d)). La
naturalité de SpD(Φ)(f) se déduit de celles de f et de m.

Soit Y un objet de Φ(DK̄)U . On définit SpD(Γ) : Φ(DK̄)U −→ DK̄V sur les
objets par SpD(Γ)(Y )(d) = Γ(Y (d)), les morphismes structuraux SpD(Γ)(Y )d,d′ :
DK̄(d, d′)⊗ SpD(Γ)(Y )(d) −→ SpD(Γ)(Y )(d′) étant définis par :

DK̄(d, d′)⊗ Γ(Y (d))
π−1
DK̄ (d,d′),Y (d)

−−−−−−−−→ Γ(Φ(DK̄(d, d′))⊗ Y (d))
Γ(Yd,d′ )−−−−→ Γ(Y (d′))

où Yd,d′ : Φ(DK̄(d, d′)) ⊗ Y (d) −→ Y (d′) désigne le morphisme structurel de Y . La
compatibilité des morphismes SpD(Φ)(Y )d,d′ avec compositions et identités découle
aisément de celle des morphismes Yd,d′ et des propriétés associatives et unitaires de
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la transformation naturelle π−1. On a donc obtenu un objet SpD(Γ)(Y ) de DK̄V .
La définition de SpD(Γ) sur les morphismes est similaire à celle de SpD(Φ).

Soient X ∈ DK̄V et Y ∈ Φ(DK̄)U . On définit η̄Y : Y −→ (SpD(Γ) ◦ SpD(Φ))(Y )
et ε̄X : (SpD(Φ) ◦ SpD(Γ))(X) −→ X par :

η̄Y (d) = ηY (d) : Y (d) −→ ΦΓ(Y (d)) et ε̄X(d) = εX(d) : ΓΦ(X(d)) −→ X(d)

La naturalité de η, ε et m implique que η̄Y et ε̄X sont naturels en d, donc un
morphisme de Φ(DK̄)U et de DK̄V respectivement. La naturalité en X et Y est
claire. Les identités triangulaires pour η̄ et ε̄ se déduisent, par évaluation, de celles
de η et ε, faisant de η̄ et ε̄ l’unité et la co-unité d’une adjonction (SpD(Γ), SpD(Φ)).

�

On s’intéresse maintenant à la fonctorialité relative au diagramme. Soient D,D′

deux petites catégories monöıdales (resp. symétriques) et une factorisation du fonc-
teur K :

U → D ι−→ D′ K̄−→ V

telle que ι et K̄ soient des foncteurs monöıdaux (resp. symétriques) forts. On note
K̄ι pour K̄ ◦ ι.

Proposition 1.10. Le foncteur ι : D −→ D′ induit un foncteur ῑ : DK̄ι → D′
K̄, qui

est monöıdal symétrique fort si D,D′ et ι,K̄ sont symétriques.
On a donc une V-adjonction ῑ! : SpD(M; K) � SpD

′
(M; K) : ῑ∗. Lorsque M =

V, et D,D′ et ι,K̄ sont symétriques, il s’agit d’une adjonction monöıdale symétrique.

Démonstration. Le foncteur ῑ : DK̄ι → D′
K̄ coincide avec le foncteur ι sur les objets,

et, pour tout d1, d2 ∈ D, on définit DK̄ι(d1, d2) → D′
K̄(ῑ(d1), ῑ(d2)) par :

∫ D
K̄ι(a)⊗D(d1a, d2) →

∫ D
K̄ι(a)⊗D′(ι(d1)ι(a), ι(d2)) →

∫ D′

K̄(b)⊗D′(ι(d1)b, ι(d2))

où la première flèche est induite par le foncteur monöıdal (resp. symétrique) fort
ι : D → D′, et la seconde flèche obtenue par propriété universelle. Une vérification
de commutativité de diagramme routinière montre que ῑ est, le cas échéant, un
foncteur monöıdal symétrique. L’adjonction se déduit directement du foncteur ῑ
avec la proposition 1.4. �



10 O. Renaudin

1.4 Exemples

Soient un ensemble U et un foncteur K : U → V . On note M(U) et MA(U)
respectivement le monöıde libre et le monöıde abélien libre engendré par U :

M(U) =
∐
n∈N

Un et MA(U) =
∐
n∈N

Un/Σn

1.4.1 Spectres

La catégorie monöıdale libre engendrée par U , notée N(U), est la catégorie monöıdale
dotée d’un foncteur U → N(U) caractérisée par la propriété universelle suivante.
Pour toute catégorie monöıdale C et pour tout foncteur F : U → C, il existe un
unique foncteur monöıdal fort F N tel que :

U
F //

��

C

N(U)
F N

==zzzzzzzz

commute. C’est, à équivalence monöıdale près, la catégorie discrète ayant M(U)
pour ensemble d’objets.

Le foncteur monöıdal fort KN : N(U) → V est un monöıde de N(U)V . On appelle
spectre (ou K-spectre) de M un objet de la catégorie SpN(M; K) = (N(U)KN)M,
équivalente à la catégorie des KN-modules de N(U)M. Suivant la remarque 1.2, un
K-spectre de V est décrit par la donnée :

- pour tout v ∈ M(U), d’un objet X(v) ∈ V ,

- pour tout u ∈ U , v ∈ M(U), d’un morphisme : σu,v : Ku ⊗X(v) −→ X(uv).

1.4.2 Spectres sym étriques

La catégorie monöıdale symétrique libre engendrée par U , notée Σ(U), est la catégorie
monöıdale symétrique dotée d’un foncteur U → Σ(U) caractérisée par la propriété
universelle suivante. Pour toute catégorie monöıdale symétrique C et pour tout
foncteur F : U → C, il existe un unique foncteur monöıdal symétrique fort FΣ tel
que :

U
F //

��

C

Σ(U)
FΣ

==zzzzzzzz

commute. C’est, à équivalence monöıdale symétrique près, le groupöıde ayant M(U)
pour ensemble d’objets et pour morphismes :

Hom(u, v) =

{σ ∈ Σn/∀i = 1, ..., n vi = uσ(i)} si |u| = |v| = n,

∅ si |u| 6= |v|.
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où |u| désigne la longueur, p, du mot u = u1u2...up et Σn le groupe symétrique.
C’est encore, à équivalence monöıdale symétrique près, le groupöıde ayant MA(U)
pour ensemble d’objets et pour morphismes :

Hom(u, v) =

Σn1 × Σn2 × · · · × Σnk
si v = u = un1

1 un2
2 . . . unk

k ,

∅ si v 6= u.

c’est-à-dire le groupöıde ΣCard(U), où Σ =
∐

n∈N Σn.

Le foncteur monöıdal symétrique fort KΣ : Σ(U) → V est un monöıde commu-
tatif de Σ(U)V . On appelle spectre symétrique (ou K-spectre symétrique) de M un
objet de la catégorie monöıdale symétrique SpΣ(M; K) = (Σ(U)KΣ)M, équivalente
à la catégorie des KΣ-modules de Σ(U)M. Suivant la remarque 1.2, un K-spectre
symétrique de V est décrit par la donnée :

- pour tout v = vm1
1 . . . vml

k ∈ MA(U), d’un (Σm1 × · · · × Σml
)-objet X(v) de V ,

- pour tout u ∈ U , v ∈ MA(U), d’un morphisme : σu,v : Ku ⊗X(v) −→ X(uv)
tels que les morphismes composés :

K⊗n1
u1

⊗K⊗n2
u2

⊗ · · · ⊗K⊗nk
uk

⊗X(v) −→ X(un1
1 un2

2 . . . unk
k v)

soient (Σn1 × · · · × Σnk
× Σm1 × · · · × Σml

)-équivariants, avec v = vm1
1 . . . vml

k .

1.4.3 Spectres satur és

On note S(K) la sous-V-catégorie pleine monöıdale de V engendrée par les objets
Ku, u ∈ U . L’inclusion KS : S(K) ↪→ V est un V-foncteur monöıdal symétrique fort,
soit un monöıde commutatif de S(K)V . On appelle spectre saturé (ou K-spectre
saturé) un objet de la catégorie monöıdale symétrique SpS(V ; K) = (S(K)KS)V ,
équivalente à la catégorie des KS-modules de S(K)V . Comme le foncteur KS est
un plongement, ces catégories sont équivalentes à S(K)V [MMSS, Lem. 4.9].

2 Aspects homotopiques

Le but de cette section est de munir les catégories de spectres d’une structure de
catégorie modèle (stable), et d’en indiquer les propriétés les plus immédiates.

Soit (V ,⊗,1, F ) une catégorie modèle monöıdale symétrique engendrée par cofi-
brations [Ho1]. Soit M une V-catégorie modèle engendrée par cofibrations [Ho1].
On note I (resp. J) l’ensemble des cofibrations (resp. triviales) génératrices de M.

2.1 Modèle projectif

Dans cette section, on munit les catégories de spectres d’une structure de catégorie
modèle “projective”, dont on discute l’existence et la compatibilité avec les struc-
tures monöıdales et enrichies.

Soient D une petite V-catégorie et C un ensemble d’objets de D. Si Cδ désigne
la catégorie discrète associée à C, le foncteur Cδ → D induit une V-adjonction
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FC : CδM � DM : EC. La catégorie CδM =
∏
|C|M est munie d’une structure de

V-catégorie modèle produit évidente, engendrée par cofibrations. On munit DM
d’une structure C-projective en appellant équivalence faible (resp. fibration) un
morphisme dont l’image par EC est une équivalence faible (resp. fibration) de CδM,
et cofibration un morphisme ayant la propriété de relèvement à gauche relativement
aux fibrations triviales.

On dit que M vérifie l’axiome du monöıde [SS, 3.3, 3.5] si les (V ∗ J)-cellules
sont des équivalences faibles de M, où (V ∗ J) est la classe des morphismes V ∗ j où
V ∈ V et j ∈ J . On dit que D est à morphismes cofibrants si, pour tout d, e ∈ D,
D(d, e) est cofibrant dans V .

On note FC(I) (resp. FC(J)) l’ensemble des morphismes de la forme Fc(i), où
i ∈ I (resp. i ∈ J) et c ∈ C.

On rappelle ici quelques conditions d’existence du modèle projectif.

Théorème 2.1. La structure C-projective de DM est une structure de V-catégorie
modèle engendrée par cofibrations, avec FC(I) (resp. FC(J)) comme ensemble de
cofibrations (resp. triviales) génératrices, si et seulement si :

(1) les ensembles FC(I) et FC(J) permettent l’argument du petit objet;
(2) les FC(J)-cellules sont des C-équivalences faibles.

Il suffit pour cela que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :
- M vérifie l’axiome du monöıde et tout objet de M est petit;
- L’unité 1 de V est cofibrante et tout objet de M est fibrant et petit;
- C est à morphismes cofibrants.

Pour tout c ∈ C, les adjonctions (Fc, Ec) sont alors des adjonctions de Quillen. De
plus, lorsque C est à morphismes cofibrants, les foncteurs Ec préservent les cofibra-
tions.

Démonstration. La première équivalence résulte directement de [Hi, Th. 11.3.2].
Les éléments de EC(FC(I)) sont de la forme D(c, c′) ∗ i, avec i ∈ I et c, c′ ∈ C,

et sont donc des cofibrations lorsque C est à morphismes cofibrants, si bien qu’alors
les foncteurs Ec préservent les cofibrations. Par [Hi, Th. 10.5.27], cela implique la
condition (1), condition par ailleurs évidemment vérifiée lorsque tout objet de M
est petit.

Il reste à considérer la condition (2). Comme le foncteur EC commute aux
colimites, il suffit que les EC(FC(J))-cellules soient des équivalences faibles. Cela
revient à dire que les {D(c, c′) ∗ J/c, c′ ∈ C}-cellules sont des équivalences faibles.
Il suffit pour cela que M vérifie l’axiome du monöıde ou que C soit à morphismes
cofibrants.

On suppose enfin que tout les objets de M sont fibrants et que l’unité 1 de
V est cofibrante. La factorisation “cofibration / fibration triviale” dans V de la
codiagonale 1q 1 → 1 fournit un objet cylindre :

1q 1 → Cyl(1) → 1

En appliquant le foncteur {−, X}, où X ∈ DM, on obtient une factorisation de la
diagonale X → X ×X en une C-équivalence faible suivie d’une C-fibration :

X ' {1, X} −→ {Cyl(1), X} −→ {1q 1, X} ' {1, X} × {1, X} ' X ×X
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En effet, comme X est fibrant, pour tout c ∈ C, le foncteur {−, X}(c) = {−, X(c)} :
Vop → M est un foncteur de Quillen à droite. On a ainsi un objet chemin pour
chaque objet de DM. En utilisant que tout objet est fibrant, on en déduit que les
FC(J)-cellules sont des C-équivalences faibles exactement comme dans [SS, Lemma
2.3]. �

Soit U un ensemble et un foncteur K : U → V à valeurs cofibrantes. Soient
(D, �, 1) une petite V-catégorie monöıdale (resp. symétrique) et une factorisation :

U → D K̄−→ V

du foncteur K telle que K̄ soit un foncteur monöıdal (resp. symétrique) fort.
On note U⊗ l’ensemble des objets de la sous-catégorie monöıdale de DK̄ en-

gendrée par l’image de U . On munit la catégorie des D-K̄-spectres SpD(M; K) =
DK̄M de la structure U⊗-projective.

Pour tout d ∈ U⊗, on a une adjonction de Quillen Fd : M � SpD(M; K) : Ed,
pour le modèle U⊗-projectif.

Pour assurer l’existence du modèle U⊗-projectif sur la catégorie desD-K̄-spectres
SpD(M; K), il suffit que DK̄ soit à morphismes cofibrants, i.e. : pour tout d, e ∈ D,
DK̄(d, e) '

∫ aD(ad, e)⊗ K̄(a) est cofibrant. Cette propriété a également le mérite
de faire du modèle U⊗-projectif sur SpD(M; K) un modèle propre à gauche dès que
M l’est.

Lemme 2.2. Si (D, K̄) = (N(U), KN) ou (Σ(U), KΣ), la catégorie DK̄ est à mor-
phismes cofibrants.

Démonstration. D’une part, pour tout mots u, v ∈ M(U) :

N(U)KN(u, v) =
∫ N(U)3w

N(U)(wu, v)⊗KN(w) '

KN(w) si v = wu,

∅V sinon.

où ∅V est l’objet initial de V , est cofibrant. D’autre part, d’après le lemme 4.2, on a
l’équivalence de catégorie : Σ(U)KΣ ' ⊗

u∈U Σ({u})KΣ
u
. Or, on a Σ({u})KΣ

u
(m, n) '

Σm ×Σm−n K⊗(m−n)
u si m ≥ n (∅V sinon), qui est un coproduit de copies de K⊗(m−n)

u

indexées par Σm/Σm−n. �

Concernant la compatibilité du modèle U⊗-projectif avec les structures monöıdales
et enrichies, on a :

Proposition 2.3. On suppose que les structures U⊗-projectives sur SpD(V ; K) et
SpD(M; K) constituent des catégories modèles et que la pair (D, K̄) est symétrique.
Si l’unité 1 de V est cofibrante ou si la catégorie DK̄ est à morphismes cofibrants,
alors les catégories SpD(V ; K) et SpD(M; K) sont respectivement une catégorie modèle
monöıdale symétrique et une SpD(V ; K)-catégorie modèle.

L’adjonction F1 : V � SpD(V ; K) : E1 est alors une adjonction monöıdale
symétrique de Quillen.

Démonstration. L’axiome du produit amalgamé [Ho1, Def. 4.2.6-1] pour DK̄V et
DK̄M découle du même axiome pour V et M respectivement, via l’isomorphisme :
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Fd(f)�Fe(g) ' Fd�e(f�g), où � désigne le produit amalgamé [Ho1, Def. 4.2.1], et la
forme des cofibrations (triviales) génératrices projectives. Par ailleurs, soient 1c → 1
une résolution cofibrante et X un objet cofibrant de DK̄M. Comme F1(M)(d) =
K̄(d)∗M , le fait que le foncteur K̄ : U⊗ → V soit à valeurs cofibrantes et l’axiome de
l’unité [Ho1, Def. 4.2.6-2] pour V impliquent que le morphisme F1(1

c) → F1(1) ' 1
est une résolution cofibrante U⊗-projective. Comme (F1(V ) ∗ X)(d) = V ∗ X(d),
l’axiome de l’unité pour M montre que le morphisme F1(1

c) ∗X → F1(1) ∗X ' X
est aussi une équivalence projective, ce qui prouve l’axiome de l’unité pour DK̄M.

�

2.2 Modèle stable

On garde les notations de la section précédente et on munit maintenant les catégories
de spectres d’une structure de catégorie modèle “stable”, dont on considère les
conditions d’existence et de compatibilité avec les structures monöıdales et enrichies.

Pour d ∈ D, on note toujours (Fd, Ed) l’adjonction M � DK̄M, on notera
temporairement (F ′

d, E
′
d) l’adjonction M � DM. Ainsi, on a un isomorphisme

naturel :

Fd(M) ' K̄ ∗ F ′
d(M) =

∫ a,b

D(ab,−) ∗ (K̄(a) ∗ F ′
d(M)(b))

Soient u ∈ U , d ∈ D et C ∈ M. On note ζC
u,d : Fud(Ku ∗ C) → Fd(C), le

morphisme de DK̄M adjoint du morphisme composé :

Ku ∗ C −→ K̄(u) ∗ E ′
d(F

′
d(C)) −→ D(ud, ud) ∗ (K̄(u) ∗ F ′

d(C)(d))

−→
∫ a,b

D(ab, ud) ∗ (K̄(a) ∗ F ′
d(C)(b)) = Eud(Fd(C))

Définition 2.4 On appelle équivalence stable élémentaire de SpD(M; K) un mor-
phisme ζC

u,d où d ∈ U⊗ et C est une résolution cofibrante fixée de la source ou du but
d’une cofibration génératrice de M. La structure stable sur SpD(M; K) est la local-
isation à la Bousfield de la structure U⊗-projective relativement aux équivalences
stables élémentaires.

Dorénavant, sauf indication contraire, la catégorie SpD(M; K) est munie de la
structure stable.

Définition 2.5 Un spectre X est un Ω-spectre si X est fibrant projectif et, pour
tout u ∈ U , d ∈ U⊗, l’adjoint du morphisme structurel : σ̃u,d : X(d) → {Ku, X(ud)}
est une équivalence faible de M.

Proposition 2.6. Les spectres fibrants stables coincident avec les Ω-spectres si et
seulement si les morphismes ζC

u,d sont des équivalences stables pour tout d ∈ U⊗ et
tout C cofibrant de M. Si M est propre à gauche ou si les sources des cofibrations
génératrices sont cofibrantes, alors les spectres fibrants stables coincident avec les
Ω-spectres.
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Démonstration. Cela découle des définitions, via les adjonctions (Fd, Ed), où d ∈ U⊗,
et (Ku ∗ −, {Ku,−}), et la proposition [Ho2, Prop. 3.2] (cf. proposition A.2). �

Définition 2.7 Une V-catégorie modèle engendrée par cofibrationsM est dite D-K̄-
stabilisable si la structure U⊗-projective sur DK̄M est une structure de V-catégorie
modèle, si la localisation de Bousfield de cette structure, relativement à l’ensemble
des équivalences stables élémentaires, existe, et si les spectres fibrants stables sont
les Ω-spectres.

Une V-catégorie modèle M est dite Σ-stabilisable (resp. N-stabilisable) si elle
est Σ(U)-KΣ-stabilisable (resp. N(U)-KN-stabilisable) pour tout ensemble U et tout
foncteur K : U → V à valeurs cofibrantes.

Remarque 2.8 Les catégories modèles combinatoires propres à gauche sont D-K̄-
stabilisables dès que la petite V-catégorie DK̄ est à morphismes cofibrants, via [Du1,
p. 13]. Egalement, les catégories modèles cellulaires propres à gauche sont D-K̄-
stabilisables dès que la petite V-catégorie DK̄ est à morphismes cofibrants, par la
proposition A.3 et [Hi, Th. 4.1.1]. En particulier, ces catégories modèles sont Σ-
stabilisables (resp. N-stabilisables), par le lemme 2.2.

Théorème 2.9. On suppose que V et M sont D-K̄-stabilisables, que les sources de
leurs cofibrations génératrices sont cofibrantes, et que la pair (D, K̄) est symétrique.
Si l’unité 1 de V est cofibrante ou si la catégorie DK̄ est à morphismes cofibrants,
alors les catégories SpD(V ; K) et SpD(M; K), munies de la structure stable, sont re-
spectivement une catégorie modèle monöıdale symétrique et une SpD(V ; K)-catégorie
modèle.

L’adjonction F1 : V � SpD(V ; K) : E1 est alors encore une adjonction monöıdale
symétrique de Quillen.

Démonstration. On note d’abord que ces propriétés sont vérifiées par les modèles
U⊗-projectifs (Proposition 2.3). Commme les cofibrations stables sont les cofibra-
tions projectives, l’axiome d’unité stable se déduit de sa version projective. De plus,
dans la vérification de l’axiome du produit amalgamé, on peut supposer que les cofi-
brations qui ne sont pas triviales sont des cofibrations génératrices. Il suffit alors que
les foncteurs − ∗ Fu(C) : SpD(V ; K) −→ SpD(M; K), où u ∈ U et C est source ou
but de cofibration génératrice de M, soient des foncteurs de Quillen à gauche pour le
modèle stable. Or, d’une part, ils sont Quillen à gauche pour le modèle projectif car
C est cofibrant par hypothèse, et, d’autre part, ils envoient les équivalences stables
élémentaires dans les équivalences stables. En effet, pour toute équivalence stable
élémentaire ζC′

v,d : Fvd(Kv ⊗ C ′) → Fd(C
′), on a : ζC′

v,d ∗ Fu(C) ' ζC′∗C
v,du . �

2.3 Fonctorialit és

On considère ici la compatibilités des propriétés de fonctorialités de la section 1.3
avec les structures de catégorie modèle.

Théorème 2.10. Soit V une catégorie modèle monöıdale symétrique D-K̄-stabilisable
telle que SpD(V ; K) soit une catégorie modèle monöıdale symétrique. Dans les as-
sertions (2) et (3), on suppose que la pair (D, K̄) est symétrique.
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(1) Soient M et M′ deux V-catégories modèles D-K̄-stabilisables. Soit Φ : M �
M′ : Ψ une V-adjonction de Quillen. Il existe une adjonction de Quillen :

SpD(Φ) : SpD(M; K) � SpD(M′; K) : SpD(Ψ)

telle que Ed ◦ SpD(Φ) ' Φ ◦Ed et Ed ◦ SpD(Ψ) ' Ψ ◦Ed. Il s’agit d’une SpD(V ; K)-
adjonction de Quillen si SpD(M; K) et SpD(M′; K) sont des SpD(V ; K)-catégories
modèles.

(2) Soient W une catégorie modèle monöıdale symétrique et Φ : V � W : Ψ une
adjonction monöıdale de Quillen. On suppose que W est Φ(D)-Φ(K̄)-stabilisable
telle que SpD(W ; Φ(K)) soit une catégorie modèle monöıdale symétrique. Il existe
une adjonction monöıdale de Quillen :

SpD(Φ) : SpD(V ; K) � SpD(W ; Φ(K)) : SpD(Ψ)

telle que Ed ◦ SpD(Φ) ' Φ ◦ Ed et Ed ◦ SpD(Ψ) ' Ψ ◦ Ed.
(3) Soit U une catégorie modèle monöıdale symétrique et Γ : U � V : Φ une ad-

jonction de Quillen telle que Φ soit un foncteur monöıdal symétrique fermé fort. On
suppose que U est Φ(D)-Φ(K̄)-stabilisable telle que SpD(U ; Φ(K)) soit une catégorie
modèle monöıdale symétrique. Il existe une adjonction de Quillen :

SpD(Γ) : SpD(U ; Φ(K)) � SpD(V ; K) : SpD(Φ)

telle que Ed ◦ SpD(Γ) ' Γ ◦ Ed et Ed ◦ SpD(Φ) ' Φ ◦ Ed.

De plus, lorsque les foncteurs Ed, d ∈ U⊗, préservent les cofibrations, si l’ad-
jonction (Φ, Ψ) (resp. (Γ, Φ)) est une équivalence de Quillen, alors l’adjonction
(SpD(Φ), SpD(Ψ)) (resp. (SpD(Γ), SpD(Φ))) en est une également.

Démonstration. On remarque que, pour chacune des adjonctions considérées, les
foncteurs constituant ces adjonctions commutent avec les fonteurs évaluations. Il
en découle que si les adjonctions (Φ, Ψ) (resp. (Γ, Φ)) sont de Quillen, il en va
de même pour les adjonctions (SpD(Φ), SpD(Ψ)) (resp. (SpD(Γ), SpD(Φ))) pour le
modèle projectif.

Pour avoir une adjonction de Quillen pour le modèle stable, il suffit que l’adjoint
à gauche SpD(Φ) (resp. SpD(Γ)) envoie les équivalences stables élémentaires dans
les équivalences stables. Or, si ζC

u,d : Fud(Ku ∗ C) → Fd(C) désigne une équivalence
stable élémentaire de SpD(M; K), on a :

SpD(Φ)(ζC
u,d) ' ζ

Φ(C)
u,d : Fud(Ku ∗ Φ(C)) → Fd(Φ(C))

Si ζC
u,d : Fud(Ku ⊗ C) → Fd(C) désigne une équivalence stable élémentaire de

SpD(V ; K), on a :

SpD(Φ)(ζC
u,d) ' ζ

Φ(C)
u,d : Fud(Φ(Ku)⊗ Φ(C)) → Fd(Φ(C))

Et si ζC
u,d : Fud(Φ(Ku) ∗ C) → Fd(C) désigne une équivalence stable élémentaire de

SpD(U ; Φ(K)), on a :

SpD(Γ)(ζC
u,d) ' ζ

Γ(C)
u,d : Fud(Ku ∗ Γ(C)) → Fd(Γ(C))
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On suppose désormais que l’adjonction (Φ, Ψ) (resp. (Γ, Φ)) est une équivalence
de Quillen. Pour montrer que l’adjonction

SpD(Φ) : SpD(M; K) � SpD(M′; K) : SpD(Ψ)

est une équivalence de Quillen pour le modèle projectif, il faut et suffit de montrer
que l’unité d’adjonction : Id → R(SpD(Ψ))◦L(SpD(Φ)) est un isomorphisme, et que
R(SpD(Ψ)) reflète les isomorphismes. Les situations (2) et (3) se traitent de façon
similaire.

Le foncteur R(SpD(Ψ)) reflète les isomorphismes car : Ẽd ◦R(SpD(Ψ)) ' R(Ψ)◦
Ẽd, et les foncteurs Ẽd, d ∈ U⊗, reflètent collectivement les isomorphismes. Pour
que Id → R(SpD(Ψ)) ◦ L(SpD(Φ)) soit un isomorphisme, il suffit que, pour tout
cofibrant X ∈ SpD(M; K), l’unité d’adjonction : X → SpD(Ψ)(SpD(Φ)(X)f ) soit
une équivalence faible U⊗-projective, où SpD(Φ)(X)f dénote une résolution fibrante
projective de SpD(Φ)(X). En utilisant le fait que les foncteurs Ed, d ∈ U⊗, préservent
résolutions fibrantes et cofibrantes, ceci se déduit de ce que, pour tout d ∈ U⊗,
le morphisme X(d) → Ψ(Φ(X(d))f ) est une équivalence faible car (Φ, Ψ) est une
équivalence de Quillen.

Pour montrer que l’adjonction (SpD(Φ), SpD(Ψ)) est une équivalence de Quillen
pour le modèle stable, il suffit de montrer que SpD(Ψ) reflète les fibrants stables,
parmi les fibrants projectifs. Soit un fibrant projectif Y ∈ SpD(M′; K), tel que
SpD(Ψ)(Y ) soit un fibrant stable, i.e. : pour tout d ∈ U⊗, u ∈ U , le morphisme
σ̃u,d : SpD(Ψ)(Y )(d) → {Ku, Sp

D(Ψ)(Y )(ud)} est une équivalence faible. Ce dernier
morphisme est isomorphe à : Ψ(σ̃u,d) : Ψ(Y (d)) → Ψ({Ku, Y (ud)}), ce qui montre
que Y est fibrant stable car Ψ reflète les équivalences faibles entre fibrants. �

Remarque 2.11 Dans les contextes (1) et (2), si l’adjoint à gauche Φ préserve les
équivalences faibles, il en va de même du foncteur SpD(Φ).

On se replace maintenant dans le cadre de la proposition 1.10. Soient D,D′ deux
petites catégories monöıdales (resp. symétriques) et une factorisation du foncteur
K :

U → D ι−→ D′ K̄−→ V
telle que ι et K̄ soient des foncteurs monöıdaux (resp. symétriques) forts.

Proposition 2.12. Soient M une V-catégorie modèle D-K̄ι-stabilisable et D′-K̄-
stabilisable. La V-adjonction ῑ! : SpD(M; K) � SpD

′
(M; K) : ῑ∗ est une adjonction

de Quillen.

Démonstration. L’adjonction ῑ! : SpD(M; K) � SpD
′
(M; K) : ῑ∗ étant induite par

un foncteur ῑ : DK̄ι → D′
K̄ , l’adjoint à droite ῑ∗, précomposition par ῑ, préserve les

équivalences faibles et fibrations U⊗-projectives et (ῑ!, ῑ
∗) est donc une adjonction

de Quillen pour le modèle U⊗-projectif.
Si ζC

u,d : Fud(Ku ∗ C) → Fd(C) désigne une équivalence stable élémentaire de
SpD(M; K), on a ῑ!(ζ

C
u,d) ' ζC

u,ι(d) : Fuι(d)(Ku∗C) → Fι(d)(C), qui est une équivalence

stable élémentaire de SpD
′
(M; K), ce qui démontre la proposition. �

Remarque 2.13 Toute factorisation U → D K̄−→ V donne lieu à un diagramme :

U → U⊗ ι−→ D K̄−→ V . La V-adjonction ῑ! : SpU⊗(M; K) � SpD
′
(M; K) : ῑ∗ est

une équivalence de Quillen pour les modèles U⊗-projectifs, et donc pour les modèles
stables.
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3 Propri étés

Dans toute cette section, V désigne une catégorie modèle monöıdale symétrique, et
M une V-catégorie modèle.

3.1 Inversibilit é

Soient un ensemble U et une factorisation d’un foncteur à valeurs cofibrantes K :
U → V :

U → D K̄−→ V

telle que D soit une catégorie monöıdale symétrique et K̄ un foncteur monöıdal
symétrique fort. En particulier, SpD(M; K) est une SpD(V ; K)-catégorie.

Définition 3.1 Les SpD(V ; K)-endofoncteurs de SpD(M; K), décalage à droite s−u
et décalage à gauche s+

u , où u ∈ U , sont définis respectivement par : s−u (X) =
{Fu(1), X} et s+

u (X) = Fu(1) ∗X.

La pair de foncteurs (s+
u , s−u ) est une SpD(V ; K)-adjonction. C’est en particulier

une V-adjonction, et les foncteurs s+
u et s−u commutent avec les foncteurs Kv ∗ − et

{Kv,−} respectivement.
Par le lemme 1.3, on a l’isomorphisme : Fu(1) ∗ Fd(−) ' Fud(1 ∗ −) ' Fud(−).

On en déduit les isomorphismes : s+
u ◦ Fd ' Fud et, par adjonction, Eud ' Ed ◦ s−u .

Ceci montre que s−u est un foncteur de Quillen à droite pour le modèle projectif et
que s+

u (ζC
d,v) ' ζC

du,v, donc que (s+
u , s−u ) est une adjonction de Quillen pour le modèle

stable.

Théorème 3.2. On suppose que M est D-K̄-stabilisable. Pour tout u ∈ U , les
foncteurs Ku ∗ − et s+

u sont des équivalences de Quillen pour le modèle stable
de SpD(M; K). De plus, les foncteurs dérivés totaux R(s−u ) et L(Ku ∗ −) (resp.
R({Ku,−}) et L(s+

u )) sont naturellement isomorphes.

Démonstration. Soit le morphisme ζ1
u,1 : Fu(Ku) → F1(1) = K̄ adjoint de l’isomor-

phisme Ku
∼→ Eu(K̄). En lui appliquant le foncteur {−, X}, où X ∈ SpD(M; K),

on obtient :
X ' {F1(1), X} → {Fu(Ku), X} ' {Ku, s

−
u (X)}

L’évaluation en d ∈ D donne : X(d) → {Ku, Ed(s
−
u (X))} ' {Ku, X(ud)}, le mor-

phisme adjoint du morphisme structurel. Il s’en suit que, si X est fibrant stable, le
morphisme X → {Ku, s

−
u (X)} est une équivalence projective, a fortiori stable. On a

donc un isomorphisme : Id → R({Ku,−})◦R(s−u ), et comme R({Ku,−}) et R(s−u )
commutent, ils sont quasi-inverse l’un de l’autre, ce qui démontre le théorème. �
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3.2 Idempotence

Soient un ensemble U et une factorisation d’un foncteur à valeurs cofibrantes K :
U → V :

U → D K̄−→ V

telle que D soit une catégorie monöıdale (resp. symétrique) et K̄ un foncteur
monöıdal (resp. symétrique) fort.

On considère l’adjonction de Quillen F1 : M � SpD(M; K) : E1.

Théorème 3.3. On suppose que la catégorie M est D-K̄-stabilisable.

(1) Si, pour tout u ∈ U , l’unité d’adjonction de M : Id → R({Ku,−})◦L(Ku ∗
−) est un isomorphisme, alors l’unité d’adjonction η : Id → R(E1) ◦ L(F1) est
également un isomorphisme.

(2) Si, pour tout u ∈ U , l’endofoncteur de M : R({Ku,−}) reflète les isomor-
phismes, alors le foncteur R(E1) reflète également les isomorphismes.

En particulier, si, pour tout u ∈ U , l’adjonction de M (Ku ∗ −, {Ku,−}) est
une équivalence de Quillen, alors l’adjonction F1 : M � SpD(M; K) : E1 est une
équivalence de Quillen.

Démonstration. (1) Comme K̄ est monöıdal fort, on a, pour tout u ∈ U , d ∈ D,
un isomorphisme Ku ⊗ K̄(d)

∼→ K̄(ud). Comme F1(M) = K̄ ∗ M , ceci donne un
isomorphisme Ku ∗ F1(M)(d)

∼→ F1(M)(ud). On suppose désormais que M est
cofibrant, et on remarque que F1(M)(d) est cofibrant pour tout d ∈ U⊗. On note
F1(M)f une résolution fibrante projective de F1(M), et on rappelle que les fonc-
teurs Ed préservent les fibrants projectifs. En composant l’isomorphisme précédent
avec l’évaluation de la résolution fibrante, on obtient une équivalence faible Ku ∗
F1(M)(d) → F1(M)f (ud). Comme l’unité de l’adjonction (L(Ku ∗ −),R({Ku,−}))
est un isomorphisme, le morphisme adjoint F1(M)(d) → {Ku, F1(M)f (ud)} est
également une équivalence faible, ainsi, donc, que :

F1(M)f (d) → {Ku, F1(M)f (ud)} = {Ku, F1(M)f}(ud)

Autrement dit, F1(M)f est un Ω-spectre, c’est-à-dire un fibrant stable. Il en découle
que l’équivalence faible composée M

∼→ E1(F1(M)) → E1(F1(M)f ) modèlise le
morphisme ηM : M → (R(E1) ◦ L(F1))(M) qui est donc un isomorphisme.

(2) Soit f : X → Y un morphisme de SpD(M; K) tel que R(E1)(f) soit un
isomorphisme. On peut supposer que f est un morphisme entre fibrants stables,
et on est ainsi amené a montrer que E1 reflète les équivalences projectives entre
Ω-spectres. Si Ed(f) = f(d) : X(d) → Y (d) est une équivalence faible de M, alors,
pour tout u ∈ U , {Ku, f(ud)} : {Ku, X(ud)} → {Ku, Y (ud)} est une équivalence
faible, car X et Y sont des Ω-spectres. Le morphisme f(ud) : X(ud) → Y (ud) est
donc une équivalence faible, car {Ku,−} est l’adjoint à droite d’une équivalence de
Quillen. On en déduit par récurrence que si E1(f) est une équivalence faible, f est
une équivalence U⊗-projective. �
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3.3 Invariance homotopique

Soient K, K ′ : U → V deux foncteurs à valeurs cofibrantes et une transformation
naturelle ϕ : K → K ′. Soient une petite V-catégorie monöıdale (resp. symétrique)
D et un foncteur U

ι→ D.
On suppose qu’il existe des foncteurs monöıdaux (resp. symétriques) forts K̄, K̄ ′ :

D → V tels que K = K̄ ◦ ι et K ′ = K̄ ′ ◦ ι, ainsi qu’une transformation naturelle
monöıdale ϕ̄ : K̄ → K̄ ′ telle que ϕ = ϕ̄ ◦ ι.

Théorème 3.4. Soit M une V-catégorie modèle D-K̄-stabilisable et D-K̄ ′-stabilisable,
dont les sources des cofibrations génératrices sont cofibrantes. On suppose que DK̄

et DK̄′ sont à morphismes cofibrants. Si, pour tout d, d′ ∈ U⊗, le morphisme :

DK̄(d, d′) '
∫ a

D(ad, d′)⊗ K̄(a) −→
∫ a

D(ad, d′)⊗ K̄ ′(a) ' DK̄′(d, d′)

induit par ϕ̄ est une équivalence faible, alors ϕ̄ induit une équivalence de Quillen :
ϕ̄! : SpD(M; K) � SpD(M; K ′) : ϕ̄∗.

Démonstration. La transformation naturelle monöıdale ϕ̄ correspond à un mor-
phisme de monöıde dans DV et induit ainsi une adjonction “extension/restriction”
ϕ̄! : K̄ − DM � K̄ ′ − DM : ϕ̄∗, où ϕ̄!(X) = K̄ ′ ∗K̄ X et l’action sur ϕ̄∗(Y ) est
définie par K̄ ∗ Y → K̄ ′ ∗ Y → Y .

Il est clair que ϕ̄∗ préserve les équivalences faibles et les fibrations U⊗-projectives
et donc que (ϕ̄!, ϕ̄

∗) est une adjonction de Quillen pour le modèle U⊗-projectif.
On note (Fd, Ed) l’adjonction M � SpD(M; K) et (F ′

d, E
′
d) l’adjonction M �

SpD(M; K ′). On a E ′
d ' Ed ◦ ϕ̄∗ et donc F ′

d ' ϕ̄! ◦Fd. Si ζC
u,d : Fud(Ku ∗C) → Fd(C)

est une équivalence stable élémentaire de SpD(M; K), ϕ̄!(ζ
C
u,d) est la composée de

F ′
ud(ϕu ∗ C) : F ′

ud(Ku ∗ C) → F ′
ud(Ku ∗ C ′) et de l’équivalence stable élémentaire

ζC
u,d : F ′

ud(Ku ∗ C ′) → F ′
d(C). Comme ϕu : Ku → K ′

u est une équivalence faible
entre cofibrants, F ′

ud(C ∗ ϕu) est une équivalence projective, et donc ϕ̄!(ζ
C
u,d) une

équivalence stable. L’adjonction (ϕ̄!, ϕ̄
∗) est donc une adjonction de Quillen pour le

modèle stable.
Pour montrer que l’adjonction ϕ̄! : SpD(M; K) � SpD(M; K ′) : ϕ̄∗ est une

équivalence de Quillen pour le modèle projectif, il faut et suffit de montrer que
l’unité d’adjonction : Id → ˜̄ϕ∗ ◦ L(ϕ̄!) est un isomorphisme, et que ˜̄ϕ∗ reflète les
isomorphismes. Ce dernier point découle de ce que ϕ̄∗ reflète les équivalences faibles
U⊗-projectives. Il suffit donc de montrer que pour tout cofibrant X ∈ SpD(M; K),
l’unité d’adjonction : ηX : X → ϕ̄∗(ϕ̄!(X)) est une équivalence faible U⊗-projective.
On peut supposer que X est un FU⊗(I)-complexe, où I est l’ensemble des cofibrations
génératrices deM. Comme, pour d ∈ U⊗, les foncteurs E ′

d : DK̄′M→M préservent
les cofibrations, on peut utiliser le lemme du cube, [Ho1, 5.2.6] ou [Hi, 16.9.10],
ainsi que [Hi, 18.10.1], pour se ramener, par récurrence, au cas où X est source ou
but d’élément de FU⊗(I). Il suffit donc de considérer les cas où X = Fd(M) =
DK̄(d,−) ∗ M , avec M cofibrant de M et d ∈ U⊗. Mais l’unité : ηFd(M)(d

′) :
Fd(M)(d′) −→ ϕ̄∗(ϕ̄!(Fd(M)))(d′) ' ϕ̄∗(F ′

d(M))(d′) n’est autre que le morphisme
DK̄(d, d′) ∗M −→ DK̄′(d, d′) ∗M .

Enfin, pour montrer que l’adjonction (ϕ̄!, ϕ̄
∗) est une équivalence de Quillen

pour le modèle stable, on vérifie que ϕ̄∗ reflète les fibrants stables parmi les fibrants
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projectifs. Soit un fibrant projectif Y ∈ SpD(M; K ′) tel que ϕ̄∗(Y ) soit fibrant
stable. Pour tout d ∈ U⊗, u ∈ U , σ̃u,d : Y (d) → {Ku, Y (ud)} est composé de
σ̃′u,d : Y (d) → {K ′

u, Y (ud)}, équivalence faible par hypothèse, et de {ϕu, Y (ud)} :
{K ′

u, Y (ud)} → {Ku, Y (ud)}, équivalence faible car ϕu est une équivalence faible
entre cofibrants. �

La situation décrite au début de cette section apparâıt naturellement avec les fac-
torisations fonctorielles donnant lieu aux spectres et aux spectres symétriques : une
transformation naturelle ϕ : K → K ′ induit une transformation naturelle monöıdale
(resp. symétrique) ϕN : KN → K ′N (resp. ϕΣ : KΣ → K ′Σ) telle que ϕ = ϕN ◦ ι
(resp. ϕ = ϕΣ ◦ ι).

Corollaire 3.5. Soit M une V-catégorie modèle N-stabilisable (resp. Σ-stabilisable),
dont les sources des cofibrations génératrices sont cofibrantes. Si, pour tout u ∈ U ,
ϕu : Ku → K ′

u est une équivalence faible, alors ϕ̄ induit une équivalence de Quillen :
ϕ̄! : SpN(M; K) � SpN(M; K ′) : ϕ̄∗ (resp. ϕ̄! : SpΣ(M; K) � SpΣ(M; K ′) : ϕ̄∗).

Démonstration. Comme, pour tout u1, . . . , un ∈ U , le morphisme
⊗

ϕui
:

⊗
Kui

→⊗
K ′

ui
est une équivalence faible entre cofibrants, ce corollaire découle du théorème

3.4 et des calculs effectués dans la démonstration du lemme 2.2. �

Remarque 3.6 Le théorème 4.5 fournit un autre résultat d’invariance homotopique.

4 Stabilisations it érées et comparaisons

Comme dans la section précédente, V désigne une catégorie modèle monöıdale
symétrique, et M une V-catégorie modèle.

4.1 Factorisation produit

Soient U, V deux ensembles et des foncteurs K : U → V et L : V → V à valeurs
cofibrantes. Soient (D, �, 1), (D′, �′, 1′) deux petites V-catégories monöıdales (resp.
symétriques) et les factorisations de K et L respectivement :

U → D K̄−→ V et V → D′ L̄−→ V

telles que K̄ et L̄ soient des foncteurs monöıdaux (resp. symétriques) forts.

Le foncteur composé K̄ ⊗ L̄ : D ⊗ D′ (K,L)−→ V ⊗ V ⊗−→ V est monoidal (resp.
symétrique) fort, avec : 1 ' 1⊗ 1

∼−→ K̄(1)⊗ L̄(1′) = (K̄ ⊗ L̄)(1, 1′) et, pour tout
(d1, d

′
1), (d2, d

′
2) ∈ D ⊗D′ :

(K̄ ⊗ L̄)(d1, d
′
1)⊗ (K̄ ⊗ L̄)(d2, d

′
2) = K̄(d1)⊗ L̄(d′1)⊗ K̄(d2)⊗ L̄(d′2)

' K̄(d1)⊗ K̄(d2)⊗ L̄(d′1)⊗ L̄(d′2)∼−→ K̄(d1 � d2)⊗ L̄(d′1 �′ d′2)
= (K̄ ⊗ L̄)(d1 � d2, d

′
1 �′ d′2)

Les foncteurs U → D ' D⊗IV → D⊗D′ et V → D′ ' IV⊗D′ → D⊗D′ définissent
un unique foncteur U q V → D⊗D′. La précomposition de K̄ ⊗ L̄ par ce foncteur
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coincide avec K q L. On peut donc noter K q L pour K̄ ⊗ L̄, et on a ainsi obtenu
une factorisation produit de K q L :

U q V → D ⊗D′ KqL−→ V

telle que K q L soit un foncteur monöıdal (resp. symétrique) fort.

Lemme 4.1. Les catégories DK̄ ⊗ D′
L̄ et (D ⊗ D′)KqL sont isomorphes. Si, de

plus, les paires (D, K̄) et (D′, L̄) sont symétriques, elles sont isomorphes comme
catégories monöıdales symétriques.

Démonstration. Les deux catégories ont le même ensemble d’objets. Soient (d1, d
′
1),

(d2, d
′
2) ∈ D ⊗D′. On a les isomorphismes naturels :

(D ⊗D′)KqL((d1, d
′
1), (d2, d

′
2)) '

[
(K̄ ⊗ L̄) ∧ (D ⊗D′)((−,−), (d2, d

′
2))

]
(d1, d

′
1)

DK̄(d1, d2) '
[
K̄ ∧ D(−, d2)

]
(d1) et D′

L̄(d′1, d
′
2) '

[
L̄ ∧ D′(−, d′2)

]
(d′1)

La description du produit de convolution ∧ en terme de cofin donne l’isomorphisme :

(K̄ ⊗ L̄) ∧ [(D ⊗D′)((−,−), (d2, d
′
2))] ' K̄ ∧ D(−, d2)⊗ L̄ ∧ D′(−, d′2)

et on obtient ainsi un isomorphisme :

(D ⊗D′)KqL((d1, d
′
1), (d2, d

′
2)) ' DK̄(d1, d2)⊗D′

L̄(d′1, d
′
2)

compatible avec les structures monöıdales. �

Lemme 4.2. Soient les factorisations “canoniques” U → Σ(U)
KΣ

−→ V et V →
Σ(V )

LΣ

−→ V. La factorisation produit U q V → Σ(U)⊗Σ(V )
KqL−→ V est isomorphe,

de façon monöıdale symétrique, à la factorisation “canonique” U q V → Σ(U q
V )

(KqL)Σ−→ V.

Démonstration. Il s’agit de montrer que U q V → Σ(U)⊗Σ(V ) vérifie la propriété
universelle définissant U q V → Σ(U q V ) (cf. 1.4.2). Soient C une catégorie
monöıdale symétrique et un foncteur F q G : U q V → C. Le foncteur composé

Σ(U)⊗ Σ(V )
(FΣ,GΣ)−→ C ⊗ C ⊗−→ C est monöıdal symétrique fort. Sa précomposition

par UqV → Σ(U)⊗Σ(V ) coincide avec FqG. Enfin, l’unicité d’un tel prolongement
résulte de ce que tout objet (resp. morphisme) de Σ(U)⊗Σ(V ) est produit d’objets
(resp. morphismes) de la forme (u, 1) et (1, v), où u ∈ Σ(U), v ∈ Σ(V ). �

4.2 Stabilisations it érées

On conserve ici les notations de la section précédente.

Proposition 4.3. On suppose que la V-catégorie modèle M est D-K̄-stabilisable et
(D⊗D′)-(K q L)-stabilisable. La catégorie modèle SpD(M; K) est D′-L̄-stabilisable
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et il existe une équivalence entre les V-catégories modèles SpD
′
(SpD(M; K); L) et

SpD⊗D
′
(M; K q L) faisant correspondre l’adjonction composée :

F ′
1 ◦ F1 : M � SpD(M; K) � SpD

′
(SpD(M; K); L) : E1 ◦ E ′

1

avec l’adjonction F(1,1) : M � SpD⊗D
′
(M; K qL) : E(1,1). Lorsque les paires (D, K̄)

et (D′, L̄) sont symétriques, et M = V, il s’agit également d’une équivalence de
catégories monöıdales symétriques.

Démonstration. D’après le lemme 4.1, on a un isomorphisme de catégories (resp.
monöıdales symétriques) : DK̄ ⊗D′

L̄ ' (D ⊗D′)KqL.

D’après [K, p.61], le V-foncteur (DK̄ ⊗ D′
L̄)M −→ D′

L̄(DK̄M), X 7→ (d′ 7→
X(−, d′)) est une équivalence de catégories. Si M = V , et D,D′ et K̄, L̄ sont
symétriques, un simple calcul de cofin montre que le foncteur est monöıdal symétrique
fort, et donc que l’équivalence est monöıdale symétrique.

Il est clair que, par cette équivalence, la structure (U qV )⊗-projective de (DK̄ ⊗
D′

L̄)M correspond à la structure V ⊗-projective de D′
L̄(DK̄M), où DK̄M est elle-

même munie de la structure U⊗-projective.

On utilise les foncteurs Fd : M → DK̄M, F ′
d′ : DK̄M → D′

L̄(DK̄M) et F(d,d′) :
M→ (DK̄ ⊗D′

L̄)M, où d ∈ U⊗ et d′ ∈ V ⊗. La structure stable de D′
L̄(DK̄M) est

la localisation de Bousfield de la structure (U q V )⊗-projective par l’ensemble des
morphismes de la forme :

F ′
d′(ζ

C
u,d) : F ′

d′(Fud(Ku ∗ C)) → F ′
d′(Fd(C))

et ζ
Fd(C)
v,d′ : F ′

vd′(Kv ∗ Fd(C)) → F ′
d′(Fd(C))

où u ∈ U , v ∈ V , et ζC
u,d et ζ

Fd(C)
v,d′ sont les équivalences stables élémentaires de

DK̄M et D′
L̄(DK̄M) respectivement. Ce sont, via l’équivalence de catégorie, les

morphismes :

ζC
(u,1)(d,d′) : F(ud,d′)(Ku ∗ C) → F(d,d′)(C)

et ζC
(1,v)(d,d′) : F(d,vd′)(C ∗Kv) → F(d,d′)(C)

soit précisément les équivalences stables élémentaires de (DK̄ ⊗D′
L̄)M. �

Corollaire 4.4. On suppose que la V-catégorie modèle M est Σ-stabilisable. Il ex-
iste une équivalence entre les V-catégories modèles SpΣ(SpΣ(M; K); L) et SpΣ(M; Kq
L) faisant correspondre l’adjonction composée :

F ′
1 ◦ F1 : M � SpΣ(M; K) � SpΣ(SpΣ(M; K); L) : E1 ◦ E ′

1

avec l’adjonction F1 : M � SpΣ(M; K q L) : E1. Lorsque M = V, il s’agit
également d’une équivalence de catégories monöıdales symétriques.

Démonstration. Ceci résulte directement de la proposition 4.3 et du lemme 4.2. �
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4.3 Comparaisons

Soient deux ensembles U et V , et les factorisations des foncteurs à valeurs cofibrantes
K : U → V et L : V → V :

U → D K̄−→ V et V → D′ L̄−→ V

telles que D et D′ soient des catégories monöıdales (resp. symétriques) et K̄ et L̄
des foncteurs monöıdaux (resp. symétriques) forts. On a le résultat d’invariance
homotopique suivant :

Théorème 4.5. On se place dans la situation décrite ci-dessus et on suppose que la
V-catégorie modèle M est D-K̄-stabilisable, D′-L̄-stabilisable et (D ⊗D′)-(K q L)-
stabilisable. On suppose, de plus, que tout objet Ku, u ∈ U , est isomorphe dans la
catégorie homotopique Ho(M) à un objet Lv, v ∈ V , et réciproquement.

(1) On suppose que, pour tout u ∈ U et v ∈ V , les adjonctions (Ku ∗−, {Ku,−})
et (Lv ∗−, {Lv,−}) sont des équivalence de Quillen de SpD(M; K) et de SpD

′
(M; L)

respectivement. Alors, les V-catégories modèles SpD(M; K) et SpD
′
(M; L) sont

Quillen-équivalentes.
(2) On suppose que les pairs (D, K̄) et (D′, L̄) sont symétriques. Alors, les V-

catégories modèles SpD(M; K) et SpD
′
(M; L) sont Quillen-équivalentes. Si M = V,

et si ces catégories sont des catégories modèles monöıdales symétriques, alors elles
sont Quillen-équivalentes comme telles.

Démonstration. D’après la proposition 4.3, les V-catégories modèles :

SpD
′
(SpD(M; K); L) et SpD(SpD

′
(M; L); K)

sont équivalentes. L’assertion (1) se déduit alors du théorème 3.3, qui indique que
les adjonctions :

SpD(M; K) � SpD
′
(SpD(M; K); L) et SpD

′
(M; L) � SpD(SpD

′
(M; L); K)

sont des équivalences de Quillen.
L’assertion (2) découle de l’assertion (1), en notant que lorsque les pairs (D, K̄)

et (D′, L̄) sont symétriques, le théorème 3.2 assure que, pour tout u ∈ U et v ∈ V , les
adjonctions (Ku ∗ −, {Ku,−}) et (Lv ∗ −, {Lv,−}) sont des équivalences de Quillen
de SpD(M; K) et de SpD

′
(M; L) respectivement. �

Remarque 4.6 Le théorème 4.5 s’applique à la situation où V = U et L = K,
c’est-à-dire à la comparaison des catégories de spectres obtenues à partir de deux
factorisations d’un même foncteur K : U → V .

Il s’applique également à la situation où V = U et D′ = D, donc en particulier
à la situation du théorème d’invariance homotopique 3.4.

Soient D,D′ deux petites catégories monöıdales (resp. symétriques) et une fac-
torisation du foncteur K :

U → D ι−→ D′ K̄−→ V

telle que ι et K̄ soient des foncteurs monöıdaux (resp. symétriques) forts.
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Théorème 4.7. On se place dans la situation décrite ci-dessus et on suppose que la
V-catégorie modèle M est D-K̄ι-stabilisable, D′-K̄-stabilisable, (D⊗D′)-(KιqK)-
stabilisable et (D′ ⊗D′)-(K qK)-stabilisable.

(1) On suppose que, pour tout u ∈ U , l’adjonction (Ku ∗ −, {Ku,−}) est une
équivalence de Quillen de SpD(M; K) et de SpD

′
(M; K). Alors, la V-adjonction

ῑ! : SpD(M; K) � SpD
′
(M; K) : ῑ∗ est une équivalence de Quillen.

(2) On suppose que les catégories D et D′, et les foncteurs ι et K̄, sont symétriques.
Alors, la V-adjonction ῑ! : SpD(M; K) � SpD

′
(M; K) : ῑ∗ est une équivalence de

Quillen. Si, de plus, M = V et ces catégories sont des catégories modèles monöıdales
symétriques, il s’agit d’une équivalence de Quillen monöıdale symétrique.

Démonstration. Le foncteur 1′ ⊗ Id est le composé des foncteurs 1⊗ Id et ῑ⊗ Id :

D′
K̄ ' IV ⊗D′

K̄ −→ DK̄ι ⊗D′
K̄ −→ D′

K̄ ⊗D′
K̄

Par la proposition 4.3, les adjonctions induites par 1⊗ Id et 1′⊗ Id sont respective-
ment équivalentes aux adjonctions :

SpD
′
(M; K) � SpD(SpD

′
(M; K); K) et SpD

′
(M; K) � SpD

′
(SpD

′
(M; K); K)

Par le théorème 3.3, ce sont des équivalences de Quillen dès que, pour tout u ∈ U ,
l’adjonction (Ku ∗ −, {Ku,−}) est une équivalence de Quillen de SpD

′
(M; K). Il

s’en suit que l’adjonction induite par ῑ ⊗ Id est une équivalence de Quillen. Cette
adjonction est équivalente à l’adjonction :

SpD
′
(ῑ!) : SpD

′
(SpD(M; K); K) � SpD

′
(SpD

′
(M; K); K) : SpD

′
(ῑ∗)

obtenue à partir de l’adjonction ῑ! : SpD(M; K) � SpD
′
(M; K) : ῑ∗ comme dans

la proposition 1.9(1). Si, pour tout u ∈ U , l’adjonction (Ku ∗ −, {Ku,−}) est une
équivalence de Quillen de SpD(M; K) et de SpD

′
(M; K), les adjonctions :

SpD(M; K) � SpD
′
(SpD(M; K); K) et SpD

′
(M; K) � SpD

′
(SpD

′
(M; K); K)

le sont également. On en déduit alors que ῑ! : SpD(M; K) � SpD
′
(M; K) : ῑ∗ est

une équivalence de Quillen. �

Remarque 4.8 Lorsque la pair (D, K̄) est symétrique, le théorème 4.7 s’applique
en particulier à la V-adjonction SpΣ(M; K) � SpD(M; K) associée au foncteur
monoidal symétrique fort “canonique” : Σ(U) → D.

Remarque 4.9 Si M est une V-catégorie modèle, combinatoire ou cellulaire, propre

à gauche, alors M est D-K̄-stabilisable pour toute factorisation U → D K̄→ V telle
que DK̄ soit à morphismes cofibrants, et en particulier Σ-stabilisable. De plus, deux
catégories de spectres associées à de telles factorisations symétriques du foncteur
K : U → V sont Quillen-équivalentes, et en particulier Quillen-équivalentes aux K-
spectres symétrique. En effet, les hypothèses des théorèmes 4.5 et 4.7 sont vérifiées,
en notant que le produit de deux V-catégories à morphismes cofibrants est encore à
morphismes cofibrants.

Ceci s’applique, pour toute factorisation symétrique, dans le cas où tout objet de
V est cofibrant, donc à la catégorie des ensembles simpliciaux, et plus généralement
à toute localisation de Bousfield du modèle injectif d’une catégorie de préfaisceaux
(ou de faisceaux) sur un site, à valeur dans les ensembles simpliciaux (e.g. : certains
modèles de la théorie A1-homotopique des schémas [MV]).
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4.4 Spectres sym étriques et spectres orthogonaux équivariants

Soient G un groupe de Lie compact et T la catégorie modèle monöıdale symétrique
combinatoire des espaces topologiques ∆-engendrés pointés [S, Du2]. On notera
(T G,∧, S0, F ) la catégorie monöıdale symétrique fermée des G-espaces pointés.

C’est une catégorie modèle combinatoire monöıdale symétrique, où les équivalences
faibles (resp. fibrations) sont les morphismes f : X → Y tel que, pour tout sous-
groupe fermé H ⊂ G, le morphisme fH : XH → Y H est une équivalence faible
(resp. fibration) de T [MM]. Les cofibrations (triviales) génératrices sont de la
forme (G/H)+ ∧ i, où H est un sous-groupe fermé, et i est une cofibration (triviale)
génératrice de T , et sont donc de sources cofibrantes.

Soit U un ensemble de G-représentations orthogonales irréductibles contenant la
représentation triviale.

On rappelle ici quelques définitions de [MM]. On note Ũ l’univers “engendré par
U”, c’est-à-dire la somme d’un ensemble dénombrable de copies de chaque élément
de U . On note V = V(Ũ) l’ensemble de toutes les G-représentations orthogonales
isomorphes à une sous-représentation finie d’un élément de Ũ .

Soit la T G-catégorie I = IV
G dont V est l’ensemble des objets et telle que le

G-espace des morphismes de V dans V ′ est l’espace OG(V, V ′)+ des isomorphismes
isométriques linéaires, sur lequel G agit par conjugaison, augmenté d’un point de
base disjoint. C’est une T G-catégorie monöıdale symétrique avec la somme orthog-
onale des G-représentations.

On a un foncteur monöıdal symétrique fort : S = SV
G : I → T G, V 7→ SV , où

SV est la compactification d’Alexandroff de la G-représentation V . On note SU la

composée U → I
S→ T G.

Définition 4.10 Un U -G-spectre orthogonal est un IV
G -SV

G -spectre au sens de la
section 1.2. On note SpO(T G; SU) la T G-catégorie des U -G-spectres orthogonaux.

Plus généralement, soit une factorisation de SU : U → D S̄U→ T G où D est une
T G-catégorie monöıdale symétrique et S̄U un foncteur monöıdal symétrique fort.
Par la propriété universelle de U → Σ(U) (cf. 1.4.2), le foncteur U → D se factorise
en U → Σ(U) → D, tel que le foncteur composé Σ(U) → D → T G coincide avec
SΣ

U .

Théorème 4.11. On suppose que les G-espaces de morphismes de la T G-catégorie
DS̄U

ont un point de base non dégénéré. La catégorie T G est D-S̄U -stabilisable
et l’adjonction : SpΣ(T G; SU) � SpD(T G; SU) est une équivalence de Quillen
monöıdale symétrique.

En particulier, quand G = 1 et U = {R}, on retrouve les résultats de compara-
isons de [MMSS] dans les cas où D est symétrique.

Démonstration. L’existence du modèle projectif sur DT G est donné par la deuxième
condition du théorème 2.1. C’est un modèle monöıdale symétrique combinatoire,
propre à gauche grâce à la non-dégénérescence des points de base (cf. [MMSS, Th.
6.5]), ce qui assure que T G est D-S̄U -stabilisable. En notant que les G-espaces
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cofibrants ont un point de base non dégénéré et que cette dernière propriété est
stable par le produit smash, on voit donc que les spectres en diagramme à point de
base non dégénéré vérifient les diverses hypothèses de stabilisabilité requises par le
théorème 4.7. �

Remarque 4.12 La structure de catégorie modèle stable de SpD(T G; SU) définie en
section 2.2 coincide bien avec les structures de catégorie modèle stable définie dans
[MMSS] et [MM]. Cela résulte de la définition de la localisation de Bousfield et de
[MMSS, Def. 8.3, Def. 9.1] d’une part, [MM, Def. III.4.1, Th. III.6.1] d’aute part.

Corollaire 4.13. L’adjonction : SpΣ(T G; SU) � SpO(T G; SU) est une équivalence
de Quillen monöıdale symétrique.

Démonstration. Cela résulte du théorème 4.11 car les G-espaces de morphisme de
la T G-catégorie IS ont un point de base non dégénéré [MM, p. 41]. �

A Appendices

A.1 Trois rappels concernant les cat égories mod èles

On rappelle ici trois résultats. Le premier concerne les relations entre les adjonctions
et équivalences de Quillen, et les localisations de Bousfield.

Théorème A.1. [Hi, 3.3.20][Ho2, Th. 2.2, Prop. 2.3] Soit Φ : M � M′ : Ψ une
adjonction de Quillen. Soient S et S ′ des ensembles de morphismes de M et M′

respectivement, tels que la S-localisation de Bousfield de M et la S ′-localisation de
Bousfield de M′ existent.

(1) Le foncteur Φ est un foncteur de Quillen à gauche pour les modèles localisés
si et seulement si, pour toute résolution cofibrante sc de s ∈ S, Φ(sc) est une S ′-
équivalence.

(2) Si l’adjonction original (Φ, Ψ) est une équivalence de Quillen et Φ un foncteur
de Quillen à gauche pour les modèles localisés, alors l’adjonction (Φ, Ψ) est une
équivalence de Quillen pour les modèles localisés si et seulement si, pour tout S-local
X ∈ M, il existe un S ′-local Y ∈ M′ tel que X soit faiblement équivalent à Ψ(Y ).
Cette dernière condition est vérifiée dès que tout fibrant Y ∈ M′ tel que Ψ(Y ) est
S-local, est S ′-local.

Toute catégorie homotopique d’une catégorie modèle est enrichie sur la catégorie
homotopique des ensembles simpliciaux Ho(S). On note Map(−,−) le “Hom” en-
richi.

Proposition A.2. [Ho2, Prop. 3.2] Soit M une catégorie modèle engendrée par
cofibrations, I désignant l’ensemble des cofibrations génératrices. On suppose que
M est propre à gauche ou que les sources des éléments de I sont cofibrantes.
Un morphisme f : X → Y de M est une équivalence faible si et seulement si
Map(C, f) : Map(C, X) → Map(C, Y ) est un isomorphisme de Ho(S) pour tout C
source ou but d’un élément de I.
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Le résultat suivant, et sa démonstration, se trouvaient dans une version préliminaire
de [Hi], auquel on renvoie pour la notion de catégorie modèle cellulaire. La structure
de catégorie modèle C-projective est définie en section 2.1.

Proposition A.3. Soient V une catégorie modèle monöıdale, M une V-catégorie
modèle, D une petite V-catégorie et C un ensemble d’objets de D. Si M est une
catégorie modèle cellulaire et D est à morphismes cofibrants, alors la structure de
catégorie modèle C-projective sur DM est cellulaire.

Démonstration. L’existence de la structure de catégorie modèle C-projective est as-
surée par le théorème 2.1. Comme D est à morphismes cofibrants, les foncteurs
évaluations Ed, d ∈ D, préservent les cofibrations. Cela montre que les cofibra-
tions C-projectives sont des monomorphismes effectifs. En utilisant les adjonctions
(Fd, Ed), d ∈ D, et [Hi, Th. 10.5.27], cela montre également que les sources des cofi-
brations triviales génératrices C-projectives sont petites par rapport aux cofibrations
génératrices C-projectives. Enfin, les adjonctions (Fd, Ed), d ∈ D, impliquent que
les sources et buts des cofibrations génératrices C-projectives sont compactes si et
seulement si les sources et buts des cofibrations génératrices de M sont compactes
relativement à l’ensemble des évaluations des cofibrations génératrices de DM. Or,
ceci résulte de [Hi, Th. 11.4.9], en notant que, par [Hi, Th. 11.4.7], il s’agit d’un
ensemble de cofibrations entre cofibrants. �

A.2 Adjonctions ferm ées

Usant du théorème de cohérence [M], et pour plus de lisibilité, on se permet de
négliger les isomorphismes d’associativité.

Soit Γ : U � V : Φ une adjonction entre catégories monöıdales fermées. La
donné d’une structure monöıdale sur le foncteur Φ :

mX,Y : Φ(X)⊗ Φ(Y ) −→ Φ(X ⊗ Y ) et e : 1U → Φ(1V)

est équivalente à la donné d’une structure fermée

fX,Y : Φ(F (X, Y )) −→ F (Φ(X), Φ(Y )) et e : 1U → Φ(1V)

Si le foncteur Φ possède un adjoint à gauche Γ, la donnée de tels morphismes (resp.
isomorphismes) fX,Y est équivalente à la donnée des morphismes (resp. isomor-
phismes) de projection dans U :

πX,Y : Γ(Φ(X)⊗ Y ) −→ X ⊗ Γ(Y ) et e : 1U → Φ(1V)

Lorsque ces morphismes sont des isomorphismes, le foncteur Φ est dit fermé fort. Si
on note η et ε l’unité et la co-unité de l’adjonction (Γ, Φ), le composé :

Γ(Φ(X)⊗Y )
Φ(X)⊗ηY−−−−−→ Γ(Φ(X)⊗ΦΓ(Y ))

Γ(mX,Γ(Y ))−−−−−−→ ΓΦ(X⊗Γ(Y ))
εX⊗Γ(Y )−−−−−→ X⊗Γ(Y )

défini le morphisme de projection πX,Y associé à la structure monöıdale mX,Y de Φ.
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Les morphismes structuraux de Φ vérifient les axiomes d’associativité et d’unité
exprimés par la commutativité des diagrammes suivants [M] :

Φ(X)⊗ Φ(Y )⊗ Φ(Z)
mX,Y ⊗Φ(Z)

//

Φ(X)⊗mY,Z

��

Φ(X ⊗ Y )⊗ Φ(Z)

mX⊗Y,Z

��
Φ(X)⊗ Φ(Y ⊗ Z) mX,Y⊗Z

// Φ(X ⊗ Y ⊗ Z)

1U ⊗ Φ(X)
e⊗Φ(X)//

∼
��

Φ(1V)⊗ Φ(X)

m1V ,X

��
Φ(X) Φ(1V ⊗X)∼oo

Lorsque Φ est fermé fort, on vérifie (assez fastidieusement) que les axiomes d’associa-
tivité et d’unité de la structure monöıdale de Φ, et diverses naturalités, impliquent
la comutativité des diagrammes suivants :

X ⊗ Y ⊗ Γ(Z)
X⊗π−1

Y,Z //

π−1
X⊗Y,Z

��

X ⊗ Γ(Φ(Y )⊗ Z)

π−1
X,Φ(Y )⊗Z

��
Γ(Φ(X ⊗ Y )⊗ Z) Γ(Φ(X)⊗ Φ(Y )⊗ Z)

Γ(mX,Y ⊗Z)
oo

1V ⊗ Γ(X) ∼ //

π−1
1V ,X

��

Γ(X)

Γ(Φ(1V)⊗X)
Γ(e−1⊗Y )

// Γ(1U ⊗ Y )

∼
OO

qui sont utilisés dans la section 1.3.
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Études Sci. Publ. Math. No. 90, (1999), 45–143.

[SS] S. Schwede, B.E. Shipley. Algebras and modules in monoidal model cate-
gories. Proc. London Math. Soc. (3) 80 (2000), no. 2, 491–511.
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