
Sur la conjecture de Halperin relative au rang

torique

Mohamed Rachid Hilali

Abstract

If a torus T n acts almost freely on a finite CW-complex X, then Halperin’s
conjecture asserts : dimH?(X, IQ) ≥ dimH?(T n, IQ) = 2n. In this paper we
show that this inequality is true for hyperelliptic spaces and for Poincaré
duality spaces of codimension less or equal to 6.

1 introduction

Le présent travail est consacré à l’étude du rang torique des espaces topologiques.
Notre but est la majoration du supremum des entiers n, tels que le tore T n = (IS1)n

agit presque librement sur un espace topologique X. Malheureusement ce supremum
n’est pas un invariant homotopique, car un cercle admet une action libre du tore T 1,
mais un cercle auquel on a recollé un intervalle n’admet pas d’action presque libre
de T 1. Ainsi, convient-il de modifier notre définition. De ce fait, nous définissons le
rang torique d’un espace topologique X, que nous notons rk0(X), comme étant le
supremum des entiers n tels que le le tore T n agit presque librement sur un espace
topologique Y de même type d’homotopie rationnelle que X. On vérifie qu’il est un
invariant de type d’homotopie rationnelle.
De nombreux auteurs ont essayé de calculer rk0(X), Halperin, Allday et Puppe en
particulier. Leurs calculs les ont conduits à formuler la conjecture suivante appelée
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conjecture du rang torique (CRT) :

Conjecture(CRT) 1. Si X est un espace topologique raisonnable (voir [19]), alors :

dimH?(X, IQ) ≥ 2rk0(X).

Cette conjecture a été proposée en 1985 par S. Halperin [19], et résolue dans les
cas suivants :

– X = G/H ; où G est un groupe de Lie compact, H un sous groupe fermé([13]).
– rk0(X) ≤ 3 ([3]).
– X a la cohomologie rationnelle d’un espace de Kähler ([3]).
– X est 1-connexe, raisonnable, coformel, Limpair(X) = 0, et L(X)3 = 0 ([3]).
– X un T rk0(X)-espace strict et raisonnable ([16]).

Un espace topologique X est dit elliptique si : dimH?(X, IQ) <∞, et dim(π?(X) ⊗
IQ) <∞.
On dit que X est hyperelliptique si X est l’espace total d’une fibration telle que
la cohomologie rationnelle de la fibre, et de l’espace de lacets de la base sont des
algèbres extérieures de dimension finie.
On définit la dimension formelle fd(X), et la codimension codim(X), d’un CW-
complexe fini X par :

fd(X) = max{k ∈ IN/dimH?(X, IQ) 6= 0}
codim(X) = fd(X) − rk0(X).

Dans cette article nous résolvons la conjecture CRT dans les deux cas suivants :

Théorème 1. CRT est vérifiée si X est un espace topologique 1-connexe, de type
d’homotopie d’un CW-complexe fini, satisfaisant la dualité de Poincaré, et
codim(X) ≤ 6.

Corollaire 1. CRT est vérifiée si X est un espace topologique 1-connexe, de type
d’homotopie d’un CW-complexe fini, satisfaisant la dualité de Poincaré , et fd(X) ≤
10. En particulier la conjecture est vraie pour une variété 1-connexe, compacte, et
de dimension ≤ 10.

Théorème 2. CRT est vérifiée si X est un espace hyperelliptique et 1-connexe .

Cet article est organisé de la façon suivante : le premier paragraphe donnera
les rappels essentiels a notre étude, les autres paragraphes seront consacrés aux
démonstrations des théorèmes ci-dessus.

2 Rappels

Rappelons qu’une action d’un groupe de Lie G sur un espace X est dite presque
libre si le sous groupe d’isotropie de tout point x ∈ X est fini.
La fibration de Borel associée à une action d’un groupe de Lie compact G sur X :

(F) : X −→ XG −→ BG

est définie comme le fibré de groupe structural G et de fibre X, qui est associé à la
fibration universelle principale de G :

G −→ EG −→ BG.
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On sait d’après Hsiang [14] que si un groupe de Lie compact G agit presque librement
sur un CW-complexe fini X, alors :

dimH?(XG, IQ) <∞, et donc χc(X) =
∑
i≥0

(−1)idimH?(X, IQ) = 0.

D’après Sullivan, on peut associer à chaque espace topologique simplement connexe
X une algèbre différentielle graduée et commutative mX = (ΛV, d) vérifiant :

– ΛV est l’algèbre graduée commutative libre sur l’espace vectoriel gradué V .
– dV ⊂ Λ≥2(V ).
– il existe un quasi-isomorphisme d’algèbres différentielles graduées ψ : (ΛV, d) −→
APL(X), où APL(X) désigne l’algèbre différentielle des PL-formes sur X.

Si X est simplement connexe de type fini (ie : πn(X) ⊗ IQ est de dimension finie
∀n ∈ IN), alors :

V n ' HomZ(πn(X), IQ), ∀n ≥ 1.

Plus généralement, à toute fibration F −→ E −→ B on peut associer un diagramme
commutatif :

APL(B) −→ APL(E) −→ APL(F )
↑
|
|
f

↑
|
|
g

↑
|
|
h

mB −→ (mB ⊗ ΛW,D) −→ (ΛW, D̄)

où f , g et h sont des quasi-isomorphismes. La ligne du bas du diagramme ci-
dessus, qui est définie à isomorphisme près, s’appelle alors la KS-extension de la
fibration([10]). En particulier la KS-extension associée à la fibration de Borel (F)
dans le cas où G = T n s’écrit :

(1) : (Λ(a1, ..., an), 0) −→ (Λ(a1, ..., an)⊗ ΛV,D) −→ (ΛV, D̄)

où (Λ(a1, ..., an), 0) (degré de ai = |ai| = 2) et (ΛV, D̄) sont respectivement les
modèles minimaux de BTn et X. Si X est un CW-complexe fini, alors d’après
le théorème de Hsiang [14] les dimensions des espaces vectoriels, H?(ΛV, D̄) et
H?(Λ(t1, ..., tn) ⊗ ΛV,D) sont finies. Finalement en terme de modèle minimal de
Sullivan CRT est équivalente à la conjecture suivante :

Conjecture(CRT) 2. Si on a une KS-extension du type (1), avec dimH?(Λ(a1, ..., an)⊗
ΛV,D) <∞, alors dimH?(ΛV, D̄) ≥ 2n.

3 Preuve du th éor ème 1

Considérons la fibration de Borel (F) associée à l’action de T n (n = rk0(X)) sur
un espace topologique X, 1-connexe, ayant le type d’homotopie d’un CW-complexe
fini, et vérifiant la dualité de Poincaré :

(F) : X −→ XTn −→ BTn

(F) induit la fibration suivante :

(F ′) : ΩBTn −→ X −→ XTn.
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D’après Hsiang [14], on a :

dimH?(XTn, IQ) <∞.

Puisque X satisfait la dualité de Poincaré, et BTn est un espace de Gorenstein,
d’après [6,th 4,3] l’espace XTn satisfait aussi la dualité de Poincaré. D’autre part,
on déduit d’après la fibration (F ′) que :

fd(XTn) = codim(X) = fd(X) − n.

Posons A = H?(XTn, IQ). Il résulte du théorème de Neisendorfer-Miller [15] que
l’espace XTn est formel car il vérifie la dualité de Poincaré et fd(XTn) ≤ 6. La
KS-extension associée à la fibration (F ′) s’écrit :

(A, 0) −→ (A⊗ Λ(t1, ..., tn), d) −→ (Λ(t1, ..., tn), 0)

où (Λ(t1, ..., tn), 0) désigne le modèle minimal du tore T n, (|ti| = 1). On peut
supposer que les dti sont linéairement indépendants, car autrement on pourrait
trouver par combinaison linéaire un i avec dti = 0, et dans ce cas

(A⊗ Λ(t1, ..., tn), d) ' (A⊗ Λ(t1, ..., ti−1, ti+1, ..., tn), d)⊗ (Λti, 0),

et il suffirait de démontrer le théorème pour (A ⊗ Λ(t1, ..., ti−1, ti+1, ..., tn), d). De
même, on peut supposer que n = dimA2, car si n < m = dimA2, on peut introduire
de nouvelles variables tn+1, ..., tm avec dti linéairement indépendants. Si l’on montre
que la cohomologie de (A⊗ Λ(t1, ..., tn) ⊗ Λ(tn+1, ..., tm), d) a une dimension totale
supérieure ou égale à 2m, alors il résultera de la suite spectrale de Serre que dimH?(A⊗
Λ(t1, ..., tn), d) ≥ 2n.
Introduisons maintenant une bigraduation M j

i = Aj−i ⊗ Λi(t1, ..., tn) sur le modèle
M = (A⊗Λ(t1, ..., tn), d) de X. On a alors d(M j

i ) ⊂ M j+1
i−1 . L’algèbre de cohomologie

de M admet donc une bigraduation
⊕
i,j

Hj
i .

Maintenant de l’égalité entre les séries de Poincaré-Koszul (voir[9])∑
r≥0

(
∑
i+j=r

(−1)idimM j
i )tr =

∑
r≥0

(
∑
i+j=r

(−1)idimHj
i )t

r,

on déduit que∑
r≥0

(
∑
i+j=r

(−1)idimHj
i )t

r = (
∑
k

dimAktk)(1− t2)n. (?)

Notons c = fd(XTn). Si c ≤ 2, dimA2 ≤ 1, n ≤ 1, et le théorème est démontré.
Si c = 3, n = dimA2 = 0 par dualité de Poincaré, et le théorème est également
démontré. Si c = 4, en posant t égale au nombre complexe i, on obtient∑

r,j

(−1)rdimHj
r i
r+j = (2− n)2n

Comme on peut supposer que n ≥ 3, la dimension de H? est supérieure ou égale à
2n. Lorsque c = 5, La formule (?) se décompose en deux parties∑

r+j∈2IN

(−1)rdimHj
r i
r+j = (n − 1)2n∑

r+j−1∈2IN

(−1)rdimHj
r i
r+j = (n − 1)2n
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Comme n ≥ 3, on déduit de nouveau que la dimension de la cohomologie est
supérieure ou égale à 2n.
Lorsque c = 6 et A3 6= 0, alors on a

∑
r+j−1∈2IN

(−1)rdimHj
r i
r+j = 2ndimA3

et le résultat s’en déduit. Lorsque dimA3 = 0 la formule (?) montre que la dimension
de la cohomologie est supérieure ou égale au nombre E valeur maximale de la valeur
absolue de l’expression
(1− t)n(1 + nt + nt2 + t3) lorsque t parcourt le disque unité. En posant t = −e2iθ,
on obtient

E ≥ maxθ|(1 + e2iθ)n(1− ne2iθ + ne4iθ − 6e6iθ)|
= maxθ|2n+1cosnθsinθ(n− 3 + 4sin2θ)|
≥ 2n+1(n− 3)cosnθsinθ pour n > 3, o < θ < π

2

= f(x) = 2n+1(n− 3)xn
√

1− x2, x = cosθ

Le minimum de cette fonction est atteint au point x =
√

1
1+ 1

n

, d’où

E ≥ 2n+1(n− 3)(1 + 1
n
)−

n
2

1√
n+1

> 2n+1 n−3√
n+1

e−
1
2

> 2n, si n ≥ 6

Un simple calcul montre que le résultat est vrai pour n ≤ 6. Le résultat est donc
vrai en général.

4 Preuve du corollaire 1 :

Soit X un espace topologique simplement connexe, de type d’homotopie d’un
CW-complexe fini, vérifiant la dualité de Poincaré et fd(X) ≤ 10 (par exemple X
est une variété simplement connexe, compacte et de dimension ≤ 10). La conjecture
est vraie si rko(X) ≤ 3[3]. Lorsque rk0(X) ≥ 4, on déduit le résultat d’après le
théorème 1 car codim(X) = fd(X) − rk0(X) ≤ 6.

5 Preuve du th éor ème 2 :

Considérons la fibration associée à l’espace hyperelliptique X :

(1) : F −→ X −→ B

Soit la KS-extension minimale associée à (1) :

(ΛP, d1) −→ (ΛP ⊗ ΛQ, d) −→ (ΛQ, d2).

Puisque X est hyperelliptique on aura :

(a) d1 = d2 = 0, et donc dP = 0, dQ ⊂ Λ+P ⊗ ΛQ
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(b) H?(F, IQ) = ΛQ, Q désigne un espace vectoriel gradué de dimension q <∞, et
concentré en degrés impairs.

(c) H?(ΩB, IQ) = ΛP̄ , P̄ désigne l’espace vectoriel (suspension de l’espace vectoriel
P ) gradué, de dimension p <∞, et concentré en degrés impairs.

A partir de la fibration (1), on obtient la fibration :

(2) : ΩB −→ F −→ X.

CommeX est 1-connexe, la suite spectrale de Serre associée à (2) entrâıne l’inégalité :

dimH?(F, IQ) ≤ dimH?(X, IQ)dimH?(ΩB, IQ).

Considérons la KS-extension associée à la fibration (2) :

(ΛP ⊗ ΛQ, d) −→ (ΛQ, 0) −→ (ΛP̄ , 0).

On a alors d’après l’hyperellipticité de X :

dimH?(F, IQ) = dimH?(ΛQ, 0) = 2q

dimH?(ΩB, IQ) = dimH?(ΛP̄ , 0) = 2p

Par conséquent :
dimH?(X, IQ) ≥ dimH?(F,IQ)

dimH?(ΩB,IQ)

≥ 2q−p

Or on sait d’après Allday-Halperin [2] que

n = rk0(X) ≤ −χπ(X) = q − p.

D’où le résultat.
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