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1 Introduction etr ésultats

La théorie des opérateurs elliptiques sur des espaces de Sobolev avec poids
construits a partir des espaces LP a été introduite par L. Nirenberg et H. Walker
INW] et développée dans de nombreux travaux. Citons en particulier ceux de M.
Cantor [C4],[Cs], R. McOwen [Mcy], [Mco], R. Lockhart [L], Y. Choquet-Bruhat
et D. Christodoulou [CBC], M. Murata [Mu], R. Bartnik [B], J. Leed et T. Parker
[LP] ...

On s’intéresse ici a des estimations L? obtenues dans [NW] pour des opérateurs
différentiels elliptiques dans R™ vérifiant des hypotheses de régularité pondérée a
I'infini. Le but de ce travail est d’établir un théoreme de régularité globale avec
estimation a priori relativement a des espaces de Sobolev avec poids. En utilisant
une technique de ”scaling” on obtient en particulier une autre démonstration des
estimations LP type Nirenberg et Walker pour des opérateurs dont les coefficients
satisfont des hypotheses plus faibles. Cette technique est utilisée par Pierre Bolley
et Pham The Lai [BP] dans le cadre des espaces de Holder avec poids.

Soit 2 un ouvert de R”, [ un entier > 0 et p un nombre réel tel que 1 < p < cc.
L’espace de Sobolev classique WP!(Q) est 'ensemble des fonctions u € L? (Q2) telles
que :

||u||Wp,l(Q) = <| |Z<z H&OéuHip(Q)> <o si 1<p<o
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[[ullweer() :1{2@( HaauHLOO(Q) < 00.
Pour a un nombre réel et 1 < p < oo nous noterons W2 (R"™) I'ensemble des
fonctions WPL(R™) telles que :

loc

< 00

_ a+lal Ha
[l lyp ey = |£1H< r>el ool

o < x >= (1+ |x]?), pour [ = 0 nous noterons LZ(R™) I'espace WP°(R™).
Ces espaces de Sobolev avec poids sont des espaces de Banach relativement a cette
norme.

Rappelons d’abord le résultat de Nirenberg et Walker [NW] :
Théoréme [NW]. Soit a et p des nombres réels avec 1 < p < oo. Considérons
lopérateur différentiel elliptique dans R™ d’ordre m > 1 de la forme :
A=Ax+ X bo(x)0*

loe|<m

ou Ay est un opérateur différentiel homogene d’ordre m a coefficients constants, et
les coefficients b, satisfont les conditions suivantes :
(i) lorsque |a| = m il existe § > 0 tel que :

lim sup |b, (z)] < 6;

|z|—o0
(1) pour |a| < m
sup |z|™ 71 by (z)] < 0.
zeR”™

Si 0 est suffisament petit alors il existe une constante C' telle que pour tout u €
Wrm™(R") avec < . >™%% Au et < .>"u dans Uespace LF(R™) on ait l’estimation :

> H< z >lelte oy,

loo|<m

Lr @) <C {H< x >mta AuHLp(Rn) + < x> UHLP(R")}‘

Le résultat principal de ce travail est :

Théoreme 1. Soit a et p des nombres réels avec 1 < p < oo, | un entier > 0
et A un opérateur différentiel d’ordre m > 1 dans R™ de la forme :
A= 3 aq(z)0”

loo|<m

a coefficients a, dans erf_’l|a|(R”) pour |a| < m, et uniformément elliptique dans le

sens qu’il existe une constante © > 0 telle que pour tous x et & dans R"

> aq(7) &

|a|l=m

>0".

Alors :
i) Siue WEE™RY) N LE(R) et si Au e WP (R™) alors u € WPH™(R™)

ii) 1l existe une constante C > 0 telle que pour tout u € WPITm(R™) :

Jullyzesmny < € {I4ulns gny + el |-
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2 Reésultats pr éliminaires

Pour a un nombre réel et xy un point fixé de R™ on définit la transformation
affine T, sur R" par :
Ty (2) = 522
A toute fonction u sur R™ nous associons la fonction T, , (u) définie pour tout
z € R" par :

(Topa (1)) (2) =< 29 >* u (< 9 > 2+ T0) 4
de maniere que pour tout z € R" on ait :
(Tao.a (W) (T (x)) =< w0 >* u(z).

Pour p et p des nombres réels tels que 0 < p < 1 < p < o0 et [ un entier > 0,

nous introduisons I'espace W2!(R") des fonctions u € WEHR™) telles que

1
P
fullwgs ey = ([, 1Tr0a @Enags, dno)” < o0

ou B, est la boule {x € R"; |z| < p}.

Dans ce qui suit nous faisons constamment le changement de variables
z2—=y=<x9>Z2Z+ X0

ol xg est un point fixé de R™, et nous noterons :
0 )

— 1\ (2
s ()" (1))
e 1 2
ma = inf ((532) - (55) ).

L’image de B, par cette transformation étant la boule B (xq, p < z¢ >) de centre
xo et de rayon p < xg > telle que pour a et p des nombres réel avec 0 < p < 1 on
ait :

me <y ><<xg >*< M, <y>*

pour tout y € B (xg,p < xo>). Ces estimations découlent du fait que pour
y=<mzy>z2+x9avecz & B,ona:

<y><l+4ly[<p<zo>+l|rg| +1<(p+2) <o >
2<y>>lyl+1>|xol—p<ao>4+1>(1—p) <xo>.

e Concernant l'espace W24 (R") nous avons :

Lemme 2.1. Soit a,p,p € R tels que 0 < p < 1 < p < oo et |l un entier > 0.
Alors

i) Uespace WPL(R™) coincide avec WPHR™)

i) H-ng;g(w) et || lyyri gny sont des normes équivalentes de WPLHR™).

Démonstration. Grace a 1'équivalence des normes sur I'espace WP{(R") il suffit de
montrer que |[.||ys gy est une norme équivalente :
a,p
P
Le(Rn) |7

=

_ (z < vl g
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e Montrons d’abord qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u €
WPLHR") on ait
lallyps gny < C lltll gy -

Cela revient a montrer que pour |a| < [ il existe une constante C, > 0 telle que
pour tout u € WPHR") on ait :

/ Haa( Jfoa( ))HLP(B dry < C, H< >‘H'|O‘| 0%u

LP(R") ’

En effet, pour u € WP!(R") on a :

/ Haa( moa( ))HLP(B dxg :/ < Tg >(a+|oc|)p—n (/ |aau (y>|p dy) dzo.
R™ B(zo,p<z0>)

En posant b =a+ |a|, v =0% on a :

[ 0% (T @),

S(Mb)/ <y>b'v(y)p</ <:co>‘”dxo>dy
Rn B(zo,p<z0>)
< (Mb>p/ <y>to(y)| / <xp>" dm) dy
R™ SU2 <cg>< Y2
p+2 1—p
P -n
< (M) /Rn <y=owl (25) 7|/ dao | dy
oo | < 2L
(p12) at|a| Ao
< (M“+|O‘|) ( 1- ) H< > 0% Lr(R?)

e Inversement, montrons qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
u € WPHR™) on ait
lall i gy < € Ntlliypt gy

Pour cela il suffit de montrer que pour |a| < [ il existe une constante C, > 0 telle
que pour tout u € WPHR") on ait

p (6%
"y < Ca [ 10 (T (W)}, g

En effet, posant b = a + ||, v = 0%u il vient que pour tout u € WP!{(R") :
/\m«w<wm&
p
> (mb) /Rn <y >'vu(y) (/
> (mb)p/w <y>oy)| (/
RS

o () [y ool <o ([ )
(master)” (25) " ()" < - >+ o

<. >eiel g

p
LP(B))

dl‘o

Oé
900 a+|oz| u)

B(zo,p<z0>)

< xg>"" da:0> dy

< xg>"" da:0> dy

\aco—y\<—p—<y>

v

v

LP(R") ’
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Soit maintenant A un opérateur différentiel d’ordre m > 1 dans R™ de la forme
A= > a,(z)0*.
| <m

Si xg est un point fixé de R™ et u une fonction assez réguliere alors pour tout z € B,
on a:

(Too.am (Au)) (2)
= 3 < x> (a,0%) (< 29 > 2 + T0)

loe|<m

= ¥ [< zo > a, (< 1o > 2 —i—:co)} 0% (< g >*u (< xg > 2+ 20))
loe|<m

~ (2, [T 0] (T ) 2,

Considérons alors I'opérateur auxiliaire :

Al‘o = Z [Tifoam—|04| (aaﬂ o~

loo|<m

Az (Tg,a (1)) = Tgatm (Au)
dont la régularité des coefficients se déduit du résultat suivant :

Lemme 2.2. Soit a,p et p des nombres réels tels que 0 < p <1 <p < o0, un
entier > 0 et xo €R™. Alors il existe une constante C' indépendante de xq telle que :
i) pour tout f € WPI(R")

HTQ[JWI(f)HI/VW(BP) < C Hf”wgl([@n) s
i) pour tout f € Wo(R™)
HTmoﬂ(f)HWoo,l(Bp) S C HfHWaoo’l(R") .

Démonstration. Avec les notations précédentes nous avons d’une part :
i) pour tout f € WPHR™) :

1 Tooa( ) Tyvacs,) = |4|T<l . 0% [< wo > f(< 0> 2+ 20)]|" dz
al< P
— Y < g sPlatla) / 1(0°F) (< 2o > 2 + 20) [P dz
laf<i B,
p

- P at|a| o
S<wo>T" X (Ma-i—lozl) / ‘<y> Hel g f(y)‘ dy
| <l B(wg,p<z0>)

p
sup (Ma+|a|)>
p

|e|<t

P
Lp(R)

> <. > ooy

|| <l

<< xpg>T" (

< | sup (Myyia L. .
< (500 (0h)) 11 e
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ii) D’autre part, pour tout f € W*/(R") on a :

HTQEO@(waoo,l(BP) Z%@}z{ (zseuéjp 0% [< 20 > f(< 20> 2 + :L‘o)”)

e [ sup < g >oHel [(99) <y>|)

le|<i yeB(z0,p<z0>)

<o (M sup <5100 ()]

|| yeB(z0,p0<z0>)

< (sup (Ma+|a|)> max ||< . >+l (9«
|| <l

|e|<t

1l

< <|51|12 (Ma+|oc|)> HfHW,;’"’l(R")‘

3 Deémonstration duth éoreme 1

e Pour p un nombre réel tel que 0 < p < 1 et zyp € R™ l'opérateur A,, est
uniformément elliptique dans la boule B, avec une constante d’ellipticité indépendante
de zo ( et de p) car le symbole principal de A, :

0 (Aa) (2,6) = 2 [Tag0(aa)] (2) €

la|=m
est tel que pour tout z € B, et tout { € R"
|J(A$O> (27€>| = | |Z: Qo (< To >z +l‘0) fa

> 0™

ou O est la constante d’ellipticité de 'opérateur A.

e Comme l'opérateur A est a coefficients a,, dans erf_’l|a|(R”) pour || < m nous

déduisons du lemme 2.2 que 'opérateur auxiliaire A, est a coefficients Ty, 1n—|a| (¢a)
dans W*!(B,) pour |a| < m et définit donc un opérateur borné de WP+ (B,)
dans WP (B,) . De plus il existe une constante C indépendante de z telle que pour
tout v € WP (B)) :

HAmoUHWpJ(BP) <C H/UHWPJ"FWL(BP) .
En effet, pour [ =0 on a:

[ Agqv le,p(Bp)

< % |[Trometal (aa)] 070

la]<m
< ¥ / ‘< zo > a, (< 2o > 2+ 30) O (z)‘p dz
BP

< s (Z) s (<yEm e wl) [ jot ) d:

la]<m yEB(zo,p<z0>)

p
LP(Bp)

pm
< ()" 50 loulfyms o) I8
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D’ou le résultat dans le cas [ = 0. Le cas général ou [ est un entier > 1 s’en déduit
par récurrence sur [.

e Les estimations a priori intérieures (cf [A] par exemple) pour les opérateurs
uniformément elliptiques appliquées a A,, permettent alors d’écrire que pour tout
ouvert w relativement compact tel que w C B, il existe une constante C' > 0 ne

dépendant que de n,m,p,0,p et K avec K :|H|1§X | ] 7000 (rn)» indépendante
al<m m—|«|

notamment de o (et de a) telle que pour tout v € W»™ (B,) :

19l y < C {llAaovll o,y + 10105, } -

Appliquant cette inégalité a w = Bi’ p= % en tenant compte du lemme 2.2 il vient
que pour tout u € WP™(R") :

HTJ;O’Q (U)pr’m (31) S C {HAJJOTJJO,Q (U>HLP(B1) + HTJ»‘O,(I (U>HLP(B1) } .

En prenant la norme LP dans R™ par rapport a xy en tenant compte de la relation
ApoTooa = ToparmA il vient que pour tout u € WP™(R") :

lulhrzany < € {I4ulhuns o + b o
a, g at+m, 5 a3

Grace a l’équivalence des normes établie dans le lemme 2.1 nous déduisons qu’il
existe une constante C' > 0 telle qur pour tout v € W™ (R") :

Julhwzm @ < € {14l gy + 0l |-

D’ou le théoreme 1 dans le cas [ = 0. Le cas général ou [ est un entier > 1 s’en
déduit par récurrence sur [. [
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