Vecteurs Gevrey d'opérateurs différentiels
guasihomogenes

Chikh Bouzar Rachid Chaili

Abstract
We show that every Gevrey vector of certain systems of quasihomogenous
linear partial differential operators is a function of Gevrey class if and only if
these systems are quasielliptic.

1 Introduction

Dans ce travail nous montrons que la quasiellipticité est une condition nécessaire
et suffisante pour que la propriété des itérés ait lieu pour des systemes d’opérateurs
différentiels quasihomogenes. Les résultats obtenus sont des extensions des résultats
de Nelson [5], Kotake-Narasimhan [3], Métivier [4], Bolley-Camus [1] et Zanghirati
[7] et [8]. Une synthese du probleme des itérés est donnée par Bolley-Camus-Rodino
dans [2].

Soit € un ouvert de R", et soit o = (a1, g, .., ) € Z%, 00 pose || = a1 +ag+--
+ay, D* = Df* oDy 0--0D% D; = %a%j' Soit (mq,..,m,) € Z%,m; >1,1<j<n

n
, on pose m = max{m;}, ¢; = =, ¢ = (q1,-.,qn), €t on note < a,q >= Y «a;q; et
j=1

(a)? = (aq)" - - (@)™ . Sia € Z% et f € Z7, on note (g) = ﬁ (g’) :
j=1"
Soient (P; (x, D))j\f:1 des opérateurs différentiels g—quasihomogenes d’ordre m a
coefficients C'*° dans € , i.e.
Pi@,D)= ¥ alx)D"

<a,q><m
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On définit le symbole quasiprincipal de 'opérateur P; (z, D) par

Pim (2,6) = Y ajo(2)€"

<o,q>=m

Définition 1.1. Soit s un nombre réel positif, s > 1, 'espace des vecteurs
Gevrey du systeme (P (z, D))j , dans €, noté G® (Q, (Pj)jyzl), est 'espace des
fonction u € C™ () telles que

VH compact de Q, 3C >0, Vk € Z,  ||Py..Py. Pyul| oy < C* (km!)* (1.1)

ou P;, désigne l'opérateur identité, 1 <4 < N, [ < k.

Définition 1.2. Soient | = (I1,..,l,) € R} et s > 1, on appelle espace de
Gevrey anisotrope dans ©, qu'on note G* (Q), I'espace des fonctions u € C* ()
telles que

VH compact de 2, 3C >0, Ya € Z7, ||D%|| < Ol () (1.2)

L2(m)

Sil; =1,7=1,..,n, on obtient la définition classique des espaces de Gevrey iso-
trope G*® (2). L’espace des fonctions analytiques réelles dans €2, noté A (Q2), coincide
avec G (Q) .

Remarques :

1. Gréce & la formule de Stirling on peut remplacer dans (1.2) le terme (a!)’ par
(< a,l > +1), ou I est la fonction gamma d’Euler.

2. D’apres le théoreme d’injection de Sobolev on peut remplacer dans (1.2) la
norme ||| .oz par la norme |[[| oo (-

Définition 1.3. Le systeme (Pj)jyzl est dit g—quasielliptique dans €2 si pour

tout o € 2 on a
N

Z im (T0,€)] # 0, V& € R™\{0} (1.3)

Sig; =1,7=1,..,n, on obtient la définition classique d’un systéme elliptique.

2 Lemmes préliminaires

Les définitions et résultats de ce paragraphe sont dans [7] .
On pose K = {l{: =< a,q>,ac¢€ Zﬁ}, et on définit pour tout u € C* (Q) et k € K

|u‘k,§l: Z HDa“”H(Q)

<a,g>=k

. 1/2
Si p >0, on pose B, = {x € R", <Z (xj)2/4j> < p} .

J=1
Lemme 2.1. Sik=pm+r <pm+ jm,avecr € K ,p€ Z, et j € Z7, alors
Je(j) > 0, VB, C Q, Ve €]0,1[, Yu € C*> ()

|u|kB <e |u| wtiymB, T c(y)e”im=r |u|pmva (2.1)
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Lemme 2.2. Soit k£ € I, alors il existe h € Z, et r € K tels que
k=hm+r, avecr<nm-—n

Nous rappelons des propriétés de la fonction gamma d’Euler.
La formule de Stirling

T'(a+1)=V2ma" e %12 4>0,0<0<1 (2.2)
La propriété de récurrence
I'a+p)=T(a)a(a+1)--(a+p—1), a>0, peZ; (2.3)

Les propriétés suivantes sont dans [7] et [8].
Vpe Zy, VjeZi,VYme Z,Vre K, 0<r <jm—1,3C(j,m) >0,

L(pm + jm+1) r/gm=r) . L(pm+r+1)
( L(pm+r+1) ) < Cm) ( L(pm +1) ) (2:4)

VA>0,Vu>0,Va>1,¥b>1,Ve> 1Yo > 1,
AT(b+ ¢+ 1)7p <27 [XTT(b+1)7 + T(a+b+c+1)7u] (2.5)
3C>0,Vye 2, Ve Zn,

! < o<v-Bua> I(<y,q>+1)
Blly =/~ (< Bqg>+D0(<y = F,0>+1)
Le lemme suivant est une adaptatlon aux systemes du lemme analogue de [7].
Lemme 2.3. Soit (P;(z, D)) _, un systéme g— quasielliptique d’opérateurs
différentiels a coefficients dans G (Q), si w C 2 est un ouvert suffisamment petit
contenant ’origine, alors pour un C; > 0,Ve €]0, 1[,3Cs(¢) > 0 ,¥p > 0,V6 €]0, 1],
vérifiant B,ys C w, Vu € C* (w), Vp € Z* on a

(2.6)

N
|u| (p+1)m,B, < G (Z |Pj“‘pm,Bp+5 + (e0)™" |u|pm,Bp+5 +te |u‘(p+1)m,BP+5
[(p + 1)m]!® +1-R)m
+ 3 P 6, (@0 (27)

Et
|ul me = (Z I¥ “|oB + ()™ |u|0,BP+5 te |u|m,Bp+5) (2.8)
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3 Théoreme des itérés quasielliptiques
Soient A > 0 et R > 0, pour tout p € Z, on pose

op (u, A, R) = (pm)!*A7" sup (R — p)"" |ul

m,B,
R/2<p<R e

On note, pour simplifier, o, (u, \, R) par o, (u, \).

Lemme 3.1. Soit w comme dans le lemme 2.3 et soit 0 < R < 1 tel que
Br C w, alors

I > 0 (dépendant seulement de (Pj);.\[:1 et de R ), VA > Ao, Vp € Z;, Yu €
C* (w)

2

opi1 (U, A) < [(pm+1) - - (pm + m)] Z (Pju, A) + i on (u, \) (3.1)
j=1 h=0

Démonstration. Démontrons ce lemme tout d’abord pour p > 1. Pour tout p €

[R/2, R] on prend ¢ = _+1£’ on a alors p+ 0 € [R/2, R] et (%%)Pm <em,

En multipliant les deux membres de (2.7) par [(p 4+ 1)m]! =A== (R — p)@+m
et en passant au sup sur p € [R/2, R], on obtient

Op+1 (u, )\) S sup Cl (Il + €_m12 -+ E[g + I4) s (32)
R/2<p<R
ou
(R— p)(p+1)m ) N
RS o e A
SRR RSO R
em <pm>|s N
_ (Pju, \)
RSP
(R — /)>(p+1)m —p—15—
I = —————\7? m
SR eV
< %ap (u, \)
_ \e+hm
I; = M)\*pfl \u|
[(p+ 1)m]ls (p+1)m,By1s
< (20)" opi1 (u, A)
_ (R—p) (p+im NP1 p—i—l ] (p+1—h)m
Iy = W Z 5, G2 (9) "l Bpis

em m p ph
< 026 Z( )> on (u, \)

h=0
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Prenons ¢ = [2C} (2¢)™]”" dans (3.2), alors on trouve

C oY
Opi1 (u, A) < 73 ((pm+1) - (pm+m)) Z op (Pju, A)
j=1
C, Cy I /Cs\P "
o)+ Y (5) ont@ (3.3)

Si on prend Ao = C3 + Cy + C5, alors de (3.3) on obtient (3.1) avec p > 1.
Pour p = 0 on multiplie les deux membres de (2.8) par (If;f; , et on prend § =

(R — p) /2 et puis on passe au sup sur p € [R/2, R|, alors on obtient

01 (u, )\) < sup Cl (Jl + €7mJ2 + €J3) s

R/2<p<R
ol
(R=p)" 1< 11
Ji = T)\ 1; |Prulyg ., < PE jzzjlo—o (Pju, \)
(R=p)" 1 2m
JQ = 7)\ 15 |u|073p+6 S 70‘0 (U, )\)
(R — p)m — m
Jy = T,\ 1 |U|m,Bp+5 <20y (u,A)
si on choisit &€ = (2072™)”", on obtient
/ N "
71 (0,3) < Shmt=* 3 0y (P 3) + SLoy (0, )
=1
Il suffit de prendre Ay = C + CY pour avoir (3.1) avec p = 0. ]

Lemme 3.2. Soient w, R et A\g comme dans le lemme 3.1. Si v € C* (w) et
A > Ao, alors pour tout p € 72,

p+1
1
o1 (1, A) < 277 (u, A) + D0 27 (P —— oo (P, - Py - Pyu, A
: YT G 2, oo (PP B
1<i; <N

(3.4)

Démonstration. Pour p = 0, (3.4) a lieu d’apres (3.1). Supposons donc que 1’esti-
mation (3.4) a lieu a l'ordre p et vérifions qu’elle reste vraie a l'ordre p 4+ 1. D’apres
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(3.1) et de 'hypothese de récurrence on obtient

[(p + )m]> jan
Opya (U, A Opt1 (Pju, \) + on (u, A
) < ({22500 57, >0 (0.0
1)
<p+ m) 2p+10_0 PU)\)
[(p + 2)m)]!
[(p+1D)m ]>3p2 2-1 (p+1 1
+ 2P ) X oo (P, - P, - -Pyu, \)
(am) 22 ) % =iy 2, PP B
1<, <N
p h+1
1
+Z 2"t g, (u, N)+00 (u, A) +Z Z gh+1-1 (hl+1) — Z oo (P, - Py, - -Pyu, \)
h=0 =1 (ml)! 1<k<l
1<ix <N
; [(p+1)m]! 1 [(p+1)m]! 1
Puisque [ gyt < i 8 Gramii-nmt < Ty » 21018
p+2 X 1
Op+2 (U, )‘) < Z 2p+2_l (fjl) l Is Z 00 (Pu : Plk ’ 'Pizua )‘)
=1 (Im)! 1<k<l
1<ig <N
P+l
1
+ 2p+20.0 (ua )‘) + Z ASE (lerl) Is Z 0o (Pll ) ‘PZk ’ 'Pizu> )‘)
=1 (ml)! 1<k<I
1<y <N
p+2 2 p+2—1 (p+2 1
<200 (u,A) + D2 () — >0 oo (P - Py Pyu, \)
=1 (ml) 1<k<l
1<ig <N

Enfin nous donnons la démonstration du théoreme principal de ce paragraphe.
Théoreme 3.3. Soient (2 un ouvert de R" et s > 1, et soit (Pj)].\[:1 un systeme
d’opérateurs différentiels g-quasihomogenes a coefficients dans G*7 (€2) , alors

(Pj);.vzl q — quasielliptique dans Q = G° (Q, (P]);Vzl) C G (Q)

Démonstration. Soit u € G* (Q, (P]);Vzl) , il s’agit de vérifier 'estimation (1.2) pour

u au voisinage de chaque point de €. Soit x € €, par une translation de x a l'origine,
il existe un voisinage de l'origine w relativement compact pour lequel les lemmes
précédents ont lieu. D’ou il existe C' > 0 tel que

1Py - Pyull 2,y < CTHH(Im)Y (3.5)
Soit R €]0, 1] tel que Br C w, alors d’apres (3.5)
00 (P, - -Piu, o) < O (Im)!*
par conséquent de (3.4), on obtient

p+1
Opi (u’ )\0) < 2p+1C + Z 2p+1—l (pl'i‘l) Nlcl-‘rl
=1

< C@2+NCOPT |
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ce qui donne

Ul i, < N0+ DmIPC

< O (p + m)te (3.6)

D’apres le lemme 2.2. pour tout k € IC, il existe h € Z, et r € K, r < mn — n, tels
que k = hm +r, et de (2.1) ,on a pour tout € €]0, 1]

|u|k,BR/2 < € |u|(h+n)m,BR/2 + Cpe™mn=r |u|lm,BR/2
< &_thJrn)m [(h + n) m]'s + Cn&'_—m"tr C{Lm (hm)'s

Posons ¢ = % , alors d’apres (2.4) on obtient

[T (hm + nm + 1)]°
T (hm+r+1)]°

[l gy, < CVTE (Bmr+ 1]+ Gy ( )  (hm)tClm

< M (k+ 1)

D’apres un théoréeme d’immersion (voir [7]) des espaces de Sobolev anisotropes
n
303>0,E|m0€Z+,m02 ZLV(XEZTﬁ
j=1

. )
2m;

sup |D%u| < C3 (

|U‘ <a,q>,BR/2 + ‘u|<a,q>+m0n,BR/2)
Br/2

d’ou

sup |D%| < C3Cy > ([D(< a,q > +1)])° + O [[(< a, ¢ > +mon + 1)]°)
Br/2

d’apres (2.3), on obtient

sup [ Do) < CE2 L [T(< ayg > +1)]°
Bry2

ce qui montre que u € G* (BR/Z) . [

Remarque : L’inclusion G*? () C G*1 (Q, (Pj)jvzl) est toujours vraie indépen-
damment de la quasiellipticité du systeme (Pj)jyzl :

Le théoreme 3.3 donne un résultat de régularité des solutions de systemes d’équa-
tions différentielles quasielliptiques dans les classes de Gevrey anisotropes.

Corollaire 3.4. Soit {2 un ouvert de R" et soit (P](:zc,D))j\[:1 un systeme g-
quasielliptique d’opérateurs différentiels a coefficients dans G*?(£2), alors les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

i) u € G (Q)

it) u e C*(Q) et Pj(x,D)ue G*1(Q),Vj=1,..,N.

Remarque : En utilisant le résultat d’hypoellipticité des opérateurs aux dérivées
partielles linéaires g-quasielliptiques obtenu dans [6], on peut remplacer dans le
corollaire 3.4. 71) u € C* (Q) par u € D' (), en considérant 'opérateur différentiel

N
> P/P; g—quasielliptique dans (2.
j=1
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4 Reéciproque du théoréme des itérés quasielliptiques

Dans ce paragraphe nous démontrons la réciproque du Théoreme 3.3., i.e.
Théoréme 4.1. Soit 2 un ouvert de R", et soient P; (z,D), j = 1,.., N, des
opérateurs différentiels g—quasihomogenes a coefficients dans G799 () et s > o > 1,
alors
G* (Q, (Pj)jvzl) CG(Q) = (Pj)jvz1 q — quasielliptique dans

Démonstration. Supposons que le systeme n’est pas quasielliptique, i.e. il existe
To € et & € S tels que

ij (:L‘Oaé-O) = 07 \V/] = 17 "7N7 (41)

ou Pj,, désigne la partie quasiprincipale d’ordre m de P; . Nous exhibons une fonction
ue G (Q(P)YL,), et ug G(Q).

o . m(s—o) 1 .
On choisit € tel que 0 < e < 5 — < 5 et e < <61,Iql;gm<m_ <B,q>) et

posons 7 = ™—= . Soit § > 0 tel que By = B (x,20) soit relativement compact
dans Q, et soit p € G779 (R") a support compact dans B (0,26) et ¢ (z) = 1 dans
B (0,0). On considere la fonction

u (IL‘) _ too [Taq (l‘ —r )] —r7 i<m—xo,rq§0>d
=/ %) o)le e r

ourfly = (r‘®xy, .., r*"x,) . Cette fonction est donnée par [4] dans le cas homogene,
dans [8] il est montré que u ¢ G*4 () .

Montrons que u € G° (Q, (P]);Vzl) Comme les coefficients des P; sont dans
G77(2), alors

M >0,Va € Z, V3 e Z} Ve € By,Vr > 1,Vj=1,..,N

(DZPf) (. r90)| < MV [D(< B,q > +1))7 <o (4.2)

D’autre part d’apres (4.1)
Vo >0,3C, >0,Vr>1,Ve € Q |z —xo| <20r°,Vj=1,..,N

1P (x,796,)| < Cyp (4.3)

Comme ¢ € G§? (R™), alors 3Cy > 0, 3Ly > 0, V3 € Z}, Vo € R"
D% (2)| < LT (< Bug > +1)° (44

Par commodité on choisit Ly > 2MC™?, ou C est la constante de 'inégalité (2.6).
Nous avons besoin d'une forme commode de P;, ..P;,,u pour tout entier & > 0.
D’apres la formule de Leibniz généralisée on obtient

Pu@) = [ Ds (el e - ao)e ) P (e 0 ar

<a,g><m

ket

+oo n 3 q
= / Aj (zyr) e etz gy
1
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ou
1 N
Aj(wr)= 3 =P (2,17%) DS (9 [ (x — o))
<a,q><m a:
Pour tout entier £ > 0, [ < k et 1 <1i; < N, on obtient
+eo —r _i<x—x0,r9%0>
P, .Pyu(x) = A i (Tyr)e e R/

1
ou P;, désigne l'opérateur identité, et

Aig (z,7) = @ [r! (z — m9)]
A vr)= ¥ P (2,r9) DA, L, (2,7) (45)

Tt1,0k-++10 ( ol ikt

<a,g><m
Lemme 4.2. 3L >0,Vke Z,,Vye€ Z%, Vx € By, Vr > 1
D3 Aipiy (2,7 < Co (Lor®)M LF (r" ¥ [D(< 7y, g > +1))7
+ (< v, ¢ > +km+1)]7 rka@m_l)) (4.6)

Preuve du lemme 4.2. La démonstration se fait par récurrence sur k. En effet
pour k = 0, cela est vrai puisque p € GJ?(R"), i.e. on retrouve (4.4). Supposons
donc que lestimation (4.6) a lieu a l'ordre k et vérifions qu’elle reste vraie a l'ordre
k+ 1. Posons A = rt=s/m = ps@=1/m) ot

S(k,B) =M [D(< B,qg>+1)]" + [['(< B,q > +km + 1)]” pkm

Nous avons, d’apres l'inégalité (2.5),

rm S (k,B) < 2°M1S (k+1,8) (4.7)
et de meéme
APTsedz <ed> gk B 4a) <27 S (BE+1,8), <a,¢g><m (4.8)
De (4.5) on a

1 o o
Dl Ao @) < 3 30— (3) DR, (e 7760) DY Ay i (,7)

<a,q><m <y

< L+L+1 |
ou
L= | Py, (2,7%0)| 1DFAsig (2, 7)]
L = > (%) ‘DZ_/}PZHI ($>Tq§0)‘ ‘DfAik...io (90»7“)‘
B<y
L= Y ¥ 5 (3) | Dy PP (2, 7980) | | De P Ay, iy (7))

0<<a,g><m @<y

Comme les A;, ;, sont a supports compacts dans B (xg,26r™°), alors d’apres (4.3)
et (4.7) on a

Cyr™=Cy (Lor®)" S (k,~) L*
2711 Cy (Lor*) S (k4 1,~) LF (4.9)

I

IAIA
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En utilisant (4.2) ,I’hypothese de récurrence et (4.7), on obtient
L < Y (3) MO D(< v — B, > +1)]7 " Co (Lor*) 7' S (k, B) LF

B<y
< Y (3) IN(< 7= Bug > +1))7 M-
B<y
xCo (Lor®)? 27718 (k + 1, 3) LF (4.10)
D’autre part (2.3) et (2.6) donnent pour tout k& > 1
(3) [D(< v =B,q > +1)]7 S (k, B) < CT77 3 (k, ) (4.11)

De (4.10) et (4.11) on obtient

I < Y050 Ay (Lyre) P 271S (k4 1,4) LF
B<y

MCye (Mcgw
820

<
Lo’l"e LQT6

18|
) 227 MGy (Lor?) ™ S (k + 1,7) L

Posons C5 = 3 (%)M , comme Lo > 2MCY? et r > 1, alors
a>0

I, < n—=2-C52° "'\ MCy (Lor*)" S (k 4 1,~) L* (4.12)
0

Enfin d’apres (4.2)

I3 < Z Z (?3) T(<y—0,q> +1)]0M|’Y—5\+1rm—<a,q>

0<<a,q><m B<vy

Co (o)t S (&, B + ) L*

Pour tout @ € Z%, 0 < oo < 'm,, on a r™M~SHETHESOGE L \MTSaqE <ot e qui
donne avec (4.8) et (4.11)

I3 < Z Z (g) [P(< v - ﬁ) q> +1)]U M\’Y—ﬁ\+1rm—<o¢,q>+e|o¢| «

0<<a,g><m <y

xCo (Lor*)P' LIS (k, B+ ) LF

MO v=Al ol o N k
< ) Z( ) 27 MCo Ly (Lor) " S (k+1,7) L
0<<agozm sy \ LoT
Posons Cy = > L‘Ood, alors on obtient
0<<a,g><m
I3 < 27 MCyC5Cy (Lor*) S (k 41,~) LF (4.13)

Si on choisit
M 205“"

0

L Z 2U+1 (Cl + n Cg + M0304> 5
on aura d’apres (4.9), (4.12) et (4.13),
L+ L+ I5 < Co (Lor*)™ S (k +1,9) L

ce qui signifie que (4.6) a lieu a Uordre k + 1. [
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Lemme 4.3. JL >0, Vke Z,, Vx € By, Vr > 1

n
|Asy o (2,7)] < 2CoLF (km)1* exp (%) (4.14)

Preuve du lemme 4.3. En appliquant le lemme 4.2. pour v = 0, on trouve
| Aiy..oiy (2, 7)] < CoLF (T(m_e)k + (k‘m)!arke@m_l)) (4.15)

D’autre part on sait que

(A;;)k . <)\1/5>

Z
VA€ Rk € Z, Vs >0, o

D’ott on obtient avec (4.15)

n n
A (,7)] < G (25)°™ ()t [exp (2 + exp (—)] ,

2
ou
,:5(2m—1) <?7:m—5 |
m(s—o) ms
et par conséquent
n
|As, i (2, 7)] < 200 L% (km)!® exp (%) n

Suite de la preuve du théoréme 4.1. Ce dernier lemme nous donne

+o0
| Py Popu (2)] < 2C,LF (km)!s/ exp (—5) dr
1

< Ck+1 (km>|s ’

ce qui signifie que u € G* (Q, (Pj);vzl) : [
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