Existence globale et décroissance polynomiale
de I'énergie des solutions des équations de
Kirchhoff-Carrier moyennement dégénérees

avec des termes non-linéaires dissipatifs

Abbes Benaissa

Résumé
On étudie le probleme aux limites a valeurs initiales pour 1’équation de

Kirchhoft-Carrier moyennement dégénérée avec des termes non-linéaires dissipatifs.
Sous des conditions de taille des conditions initiales, On démontre que la
solution est globale et unique. On détermine aussi la vitesse de décroissance

de la solution.

Abstract
We study the initial-boundary value problem for mildly degenerate Kirch-
hoff-Carrier equation with nonlinear dissipative terms. We prove the existence
and uniqueness of global solution for small data and we determine the decay
rate of the solution.

1 Introduction

Soit €2 un ouvert borné avec une frontiere réguliere I'; on considere le probleme
aux limites a valeurs initiales
u’ — || Vaul|3" Agu + g(u') + f(u) = 0 dans Q x [0, +o0],
(P) u=0surI' x [0, +00],
u(z,0) = ug(x), u'(x,0)=wuy(z) sur Q,
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Lorsque n = 1, 'équation (P) modélise le mouvement transversal d’une corde
vibrante. L’équation origine est :

‘ 2

ou 0%u
%(:c,t) ds) pye +f

pt o =n
PloE T7 5 T

0%u ou ( Eh (L
0

ou 0 <z < Lett>0,u(xt)est le déplacement vertical du point x a I'instant
t, p la densité de masse, h la surface de la section de la corde, L la longueur de la
corde, Fy la tension initiale de la corde, 7 le module de la résistance, E' le module
de Young du matériel et f la force extérieure (par exemple I'action de la pesanteur).
Lorsque g = f = 0, cette équation a été proposée en 1876 par le physicien allemand
G. Kirchhoff [14].
Plusieurs auteurs ([18], [24],...) se sont attachés a I’étude systématique des problemes
relatifs a des équations du type

(%) up(t,z) = & (/P Vau(t, z)| dx> Azu

sous la condition ®(s) > m > 0 exprimant le caractére hyperbolique strict de
I’équation, et des résultats d’existence locale dans certains espaces de Sobolev ont
pu étre établis. Reprenant les travaux de S. I. Pohozaev [23] , dans un cadre abstrait,
J. L. Lions a présenté une collection de problemes liés a ces équations. Un de ces
probleme consiste a considérer ces équations sous une condition d’hyperbolicité
faible (®(s) > 0). Dans ce cadre A. Arosio-S. Spagnolo [7] et P. D’ Ancona-S.
Spagnolo [9] (voir aussi [11] et [12]) ont donné une réponse positive dans la classe
des fonctions deux fois dérivables par rapport au temps et analytiques par rapport
aux variables d’espaces x. D’autres auteurs ont étudié dans des espaces de Sobolev
le cas “moyennement dégénéré” ou le cas de “la bonne dégénérescence”, (voir H. R.
Crippa [8], Y. Ebihara-L. A. Medeiros-M. M. Miranda [10], L. A. Medeiros-M. M.
Miranda [19], Y. Yamada [25], T. Yamazaki [26], A. Arosio-S. Garavaldi [6], et
ils ont prouvé l'existence locale de la solution. Pour traiter I'existence globale des
équations de Kirchhoff moyennement dégénérées, il est naturel d’ajouter un terme
dissipatif (par exemple u', —A,u/, A2u).

Dans [1] M. Aassila a étudié le probleme (P) lorsque f = 0(y = 1). Dans [3]
M. Aassila et 'auteur ont réussi a généraliser le travail [1] au cas ou le coefficient
|V.ul|3 est remplacé par ®(||V,ul|2) avec ® une fonction localement Lipschitzienne
(® > 0) et ils ont prouvé que I'énergie ne tend pas en générale vers zéro et sous la
condition supplémentaire ®(0) = 0, ils ont prouvé la stabilité asymptotique forte de
la solution.

Dans ce travail, on se propose d’étudier dans [0, +00[x 2 le probléeme aux limites
a valeurs initiales (P), avec des conditions sur la taille des conditions initiales. On
prouvera l'existence et I'unicité d’une solution globale faible dans des espaces de
Sobolev en combinant la méthode de Faedo-Galerkin et la méthode de M. Nakao
[20], qui consiste a estimer la décroissance de 1’energie de la solution.
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2 Notions pr éliminaires

Lemme 2.1 (Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soit a un nombre avec 0 < a <
+00 4
N =12 <a<

( ,2) ou 0 < a < N
que

2(N > 3). Alors, il existe une constante C(c, Q) telle

|u)lare < Cla, Q)||Vaulla  pouru € HOI(Q).

Lemme 2.2 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Soient r, p et q des nombres
avec 1 <r <p< oo etq<p. Alors, il existe une constante C > 0 telle que

lully < Cllullymallull, ™ pour w e W™ (VL.

(1 1><m 1 1)‘1
f=(--—2) (42— =
T p n T q

pourvu, que 0 < 0 < 1 (nous supposons que 0 < 6 <1 si p=00).

avec

Lemme 2.3. Soit ¢(t) une fonction positive décroissante dans [0,T], T > 1, satisfaisant
¢(1)F* < Co(1+1)"(6(t) — d(t + 1)) dans [0, T

ou Cy est une constante positive, « et r deux constantes positives. Alors, on a :
(i) Sia>0e0<r<1, alors

o(t) < (6(0)™/O) 4 aCy (t — 1))~/ dans [0, T

3 Notations et r ésultats

Soit 2 un ouvert borné de IR™ avec une frontiere réguliere I'. L*(Q) représente
I'espace des fonctions de carré intégrable sur € muni du produit scalaire (., .) et la
norme || . ||z, sur 'espace de Sobolev H{(£2), nous considérons la norme suivante

lullfy = I1Vzully = z /

et le produit scalaire associé :

o0x;

ou 8'0

(u,v) Hy = Z/ 836183:1

Soit A = —A Dopérateur de Laplace sur L*(Q2), D(—A) = {u € H}(Q);Au €
L*(Q)} = H(Q) N H?(Q), A possede les propriétés suivantes :

(a) Imo > 0 telle que (—Au,u) > mel|ullz Vu € Hf N H*(Q),

(b) (—Asu, u) = [|Vaul3, Vu € Hy NH*(),

(c) Il existe une suite (A;), N de nombres réels et une suite (w;); N de L3(92) telle
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que :

mop <A <A< SN
—ij‘ = )\?wj, VJ c IN

lim A\ = +o00
j—too

{w;}; est un systéme orthonormal complet dans L?(2) et orthogonal dans HJ(£2) et
dans Hj ()N H?(Q)

On supposera que g : IR — IR est une fonction continue croissante et vérifie les
hypotheses suivantes :

9(0) =0, (1)
g (x)>71>0, (2)
|9(x)] < erf]f, (3)

ou ¢; et 7 sont deux constantes et ¢ > 1 telle que (n —2)g < n + 2.
f(u) satisfait ’hypothese suivante :

f(u) est une fonction de classe C! telle que
/Qf(u)ud:c > ko_l/ﬂF(u)d:cz 0, ou F(u) EQ/uf(n)dx
0
[f)] < Ealul*™, 1 f/(u)] < Koful®

(4)

Théoreme 3.1. Supposons que N = 3, et que « et v satisfait la relation
7>1 eta+2>4y. (5)

Supposons que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfaites. Pour toute donnée
initiale (uo,u1) € H*( HE x H} N L*? vérifiant

U 7é 07 (6)

{dlE(UO, u1>(’y_1)/2(7+1)>a_2 + (27’ — 1)a_2d2E(u0’ ul)(a+2_4'7)/2('7+1)}2
a—2 (7)
vaulH% 2 (27 —1)>—2
X § ————— + || Aguo|| < =
{ Vool i ’

IV 2
a:ul

F(0) = 227

1V ol 2

et avec certaines constantes dy et dy qui dépendent de «, vy, ko, ko, ci, alors, le
probléme (P) admet une solution globale unique faible

w € WA([0,o0ls L2) (YW (05 +ocl: HY) (VL¥(0: ool H2 [V Hy)

+ | Asuoll3,

etona :

|V.u(t)||3 > 0 dans [0, +ool. (8)
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Théoreme 3.2. En plus des hypothéses du théoreme 3.1, nous supposons que
lg(x)| < colz]  si|z| <1 (qui découle de (3)), (9)

alors, l’energie de u :
1
E(t) = E(u(t),u'(t) = [lu'(t)]* + ﬁHVmU(t)HM“) + /Q F(u)dx

vérifie 'estimation :
V¢>0,  E(t) <O+t

Théoreme 3.3. Supposons que N = 1,2, et que « et v satisfaisant la relation
a+1—(n—1e>2y. (10)

Supposons que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfaites. Pour toute donnée
initiale (ug,uy) € H*( H} x H N L* vérifiant

uo # 0, (11)
dy E(ug, uy) 0~ D/20H0) [ (0) (1= (= De) -
(12)
JQE(UO,ul)(o‘“_(”—l)f—?w)/(vﬂ)}m < %

et avec certaines constantes dy et dy qui dépendent de o, v, ko, k2, ci, alors, on a
la méme conclusion que les théoréemes 3.1 et 3.2

4 Démonstration des r ésultats

Preuve du th éoreme 3.1.

On va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin. Soient (w;) les fonctions propres
de —A,. On cherche u,,(t) solution approchée du probleme sous la forme

U (t) = gjmw;
j=1

les gim ¢tant a déterminer par les conditions :

{(U’r’n(t) — (M7 4 [ Vaum(D)]12) Agtim(8) + g(u, (1)) + f(um(t)), wy) = 0, (13)
1<j<m,

U, = Ugm = Y _(Uo, wj)w; — ug dans Hy (| H? lorsque m — +o0, (14)
j=1

ul, = tim = »_(u1, w;)w; — uy dans Hy () L* lorsque m — —+oc. (15)
j=1

D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles, on est
assuré de 'existence d’une solution locale de (13), (14) et (15) qui se prolonge en
un intervalle maximal [0, t,,,[ par le lemme de Zorn puisque les termes nonlinéaires
dans (13) sont continus localement Lipschitziens. Les estimations a priori qui suivent
montrerons que t,, = T'.
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i) Estimations a priori 1.

On multiplie I"équation (13) d’indice j par 2gj,, et 'on somme en j. Il vient

d 1
- (HU’ (O3 + — [ Varm(®)]5 + S IVaum(®) ] [Fat +2// dsda:)

2/ t)dx =0,

[, (DI + 5371 Vattm (1) |50+ —|—2/ / dsd:c—i—Q/ / 'l dsdx
1
< Hu1H2+PYTHVmu0H2(W+1 Vol +2 [ [ f(s) dsdz,
(16)
d’ici, on obtient
[t (D)2, Vot ()]|2 < c. (17)

ou ¢ est une constante indépendante de m. On en déduit que ¢, = T'. Utilisant (3)
et (16), on en déduit :

u!, g(u,) demeure dans un borné de L'(2 x [0, 7)), (18)
g(uy,) demeure dans un borné de L (Q x [0,T7). (19)
On définit ’énergie du probleme (13)-(15) par
1
En(t) = ()13 + - IFm @ + 190 2 [ [ 1(6) dsdo
(20)

En utilisant (1) et (2), on en déduit que E,, () est décroissante et on a
En(t) < En(0)
Ainsi, on obtient

Vot (2 < (7 + 1) B ()57 < (7 + 1) Ey (0)) 250 (21)

i) Estimations a priori 2.

Lemme 4.1. Soit u,,(t) solution du probléme (13)-(15) dans [0,T[. Alors on a

v+1
y i
— v
E(um(t)) < { En(0) Y1 4dy(t —1)F (22)
2v+1
2y q—1X2”y+2 V]
oidi'=c 14D T Lo+ EITE 2L dans [0,T].

v+ 1
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Preuve
On multiplie I'équation (13) d’indice j par 2g/,, et 'on somme en j. Il vient
EL () +2 /Q ol g(u!, ) da = 0, (23)
En intégrant (23) dans [t, ¢+ 1], on obtient
2/”1/ 'Vl da = B (t) — Em(t +1) = D2 (0). (24)

En appliquant le théoreme des valeurs moyennes au terme qui se trouve a gauche
de I'inégalité ci-dessus, alors il existe deux nombres t; € [¢, ¢+ 1], to € [t + 3, ¢ + 1]
telles que

[ o)) (1) do < AD2 (1) pour i = 1,2
Q

Multipliant ’équation (13) d’indice j par 2g¢;, et I'on somme en j, il vient apres
intégration sur [t1, to]

Im:/t ("VmumHﬂ’y—’—l +/ f(u umd:c> ds + — / |V gt | s
:/tt [up, |15 ds + (up, (t1), um(t1)) — (Um(t2),um(t2))—/:(g(u'm(s)),um(s))ds

< CD;,(t) +4Dp(t) sup Hum(S)H—/ttQ(g(U'm(S))aum(S))dS

t1<s<to

to to
/ / ) umdrds < / / ) U dx ds + / ) U dx ds
t1 f {Ium|<1} {lup, |>1}

< // C|um||um|dxds—|—// \g(td' )| || dez ds
t1 J{|u),|<1} t1 J{|u),[>1}

on a aussi

1 q

a+1 g+l a+1
umg(ul,))| de < (/ Uy |77 dx) (/ g(ul)| @ dx)
/{|u§n|21} [t (14 {luin |21} e {luin |21} | q( )
pre}
oo (i)l as)

q

to q+1
U || Lot un||g(ur, dx) ds
[ ot ([t

q

to q+1
< o Bl [ (oot lan) T as
te(ty,ta] 1 {lufn|>1}

< (ta — t1) q+1 (/ / mg dxds)
ty

< C sup HumHLq+lD
te(t,ta]

IN

donc

on obtient alors
L, < C D%(t)+ C" Dyp(t) sup |umll2

t1<s<to
2q

O sup () o D (1) (25)

t1<s<to

<C D(t)+C" Dy ()Ex™ +C" D& () ER (1)
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on obtient alors a partir de (24) et (25) :
/ttQE () ds —/ e, |2 ds + m~ / IV st 2 ds
1 1/ 1V 421y |20 ds+2/ // f(s) ds dz dt (26)
< 0 (Dfn( )+ Dn(t)EX™ 4 D& (¢ )EQ“*”) .

On multiplie I'équation (13) d’indice j par 2gj,, et 'on somme en j. Il vient apres
intégration sur [ty, to]

E.(t) m (t2) +/t2/ oun, da ds (27)

1
Comme ty — t; > 27 on obtient que

/tg Em(s)dszft2 Eon(ts)ds = (ts — 1) Em(ts) > %E ().

t1 ty
Ainsi on a .
2

En(t) <2 [ En(s)ds. (28)

ty
I1 s’ensuit de (26), (27) et (28) que
to t+1
Enit) < 2 E,(s)ds —i—/ (U (8))um(s) ds
t1 t

< C (Dfn(t) + D EXT 4+ DT (t)Ef,{”*”) .

Utilisant I'inégalité de Young, on obtient

242 2q_ e
Enlt) < C | D)+ DA (0)+ (DA™ (1) )

_2y+2 g—12v+2 2v+2
€ (1+ En =7 (0) + BT (0)) D (1)

donc
14 2y g=127+2 e
En () <C (1 +EZT(0) 4 B (0)> (En(t) — En(t+1)).  (29)

Alors, en appliquant le lemme 2.3 & (29), on a

gl y+1

E(t) < {En(0) 7+ 14t = 1)} 7

2v+1
27y qg—1 y 2y + 2 _ﬁ
ot dy! = 0—1% 1+ B hoy 4t 2+l dans [0,T].
/‘Y
Posons
IV ot ()13
Fo(t) = e | Agttn ()] = fin () + [|Azum (1) 3.

m=t + || Vaum(t) ng
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En dérivant F,,,(t) par rapport a t, nous obtenons

) = 00 =Bit) 2 (Pt Vo, Vet 3]V i 7
m~t + vaum 5 (m_1 + | Vatim[57)?
(T (). Vi (1) (30
m~ + vaumH
(t) + I(1).

On suppose que N = 3, alors

L) < Fa[um(6)]*Vatum (1) 2] Ve, (t)]l2
< allum (O allVatim ()l 2n) (v -2) | Vo, ()] (31)
< MR Vaum (OO A (0|4 Vg, (1)

avec 0 = [(N —2)a —2]7/(2a) (0 <0 < 1sia<2/[N—4]").
Puisque

IV, (013

m(t) = 32
A WO 2
alors par (31) on a :
Vi, (t)]]
L(t) < 268 k|| gt (£)[| 07 | At (£) 7 H Vs,
o(t) < 28 k|| Voum (1)) [ Azt (1) m_11+ [V ot (£) |27
<26 ko[ Vi (£) (|77 7HA U (8)[|*7*! fi3 (1)
< (k) [Vt ()P A gty (8) [P 4 (1)
aussi, on a par (21)
1(t) < 27| Vaun ()77 Fh (1) < 29{(y + DE(O)}0 /0D ).
Donc par (30) on obtient
Fy,(8) + [(27 = 1) = &y B(0) D/ COTD L2 (1)] £, (1) (33)
< (T R IV ot () PO Ay (£) |24
o d; = 2y(y + 1)=D/CO+),
On va montrer que
(27 — 1) = dy Ep(0)7~D/2040 2 (1) > 0 dans [0, £ (34)
Supposons que (34) n’est pas vérifiée sur [0, ¢,,[, donc il existe t* > 0 tel que
(27 — 1) — dy B, (0)0~ D204 12 (%) = 0. (35)

Alors, il s’ensuit de (33) que

d
dt

Ainsi, nous obtenons :

— Fo(t) < (5 ko) [Vt 0O () 004D,

1 t
Fou(t)} < {Fm(O)‘O‘G (T ) / |V st 200 ds}. (36)
0
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Ici, nous supposons que N > 3 et a(1 — ) > 2, alors on remarque par (21) et (22)
que

/ |V atm H2(oz(1 —0)— d8</{’y—|—1 (s )}(a(l —0)=7)/(v+1) g
/[('Y‘f‘l){E ( ) 7/(7+1)_|_d [8—1] } (v+1) /’y](a(l 6)-1)/(v+1) g

- &

< (v 4+ D)E0-0=)/G+) { B (0)(@=0-2/(r+1) -

IN

doE,n (0 (a(1-0)=2v)/(v+1)
a(l— 9) 0Em(0)
)=/ (v+1

< 2y + 1)(e=0=y )doE (0)(04(1—9)—27)/(%1).

Puisquey > leta > 2, onaf = ((N—-2)a—2)/(2a) > 0, et la relation a(1—60) > 2y
est équivalente a (4 — N)a + 2 > 47, et ainsi on peut prendre N = 3 et 0 =
(v —2)/(2cv). Donc, si N =3 et a +2 > 4v avec v > 1, on obtient de (36) et (37)
que

Fm(t>% < {Fm(O)_( 72 _ d2Em(0)(“+2—47)/(2(7+1))}—1/(04—2). (38)
(a=2)

Si dy B, (0)(@2=40/C0+)) < F (0)" "7 ottdy = (a—2)(c2 k)2 x (y+1)(@+2=20/C0+1) g,
Si (7) est vraie, alors on a

a—2

{(dlEm(O)(w—l)/(Z(wH)))a—? + (27 — 1)a—2d2Em(0)(044'2—47)/(2(74'1))}Fm((])T <
< (21 — 1)*72.
(39)
et
(«

2 _ d2Em(0)(a+2—4w)/(2(v+1))}—1/(o<—2) < (21 —1).

(40)
Dong, si la donnée initiale (ug, uq) vérifie la condition (7), donc par (38) et (40) on
tire que

dlEm(O)(w—l)/(2(w+1)){Fm(o)—

d1 By, (0)07V/COFDIf (4)2 < dy B, (0)07V/COFDIE, ()7 < (27 — 1)
pour 0 <t < t* ce qui contredit (35), et d’ici on a

IV, (0113
M+ (Vo (8|57

pour 0 <t < +o0.

Fn(t) = + | Actim()][3 < (i B (0)0-D/EOF) =2 (41)

i) Estimations a priori 3.

On déduit de (13) :

A

1 >
Ol < (o + 1 ¥att0m ) NAstionlz + llg(uim) 2

< (L4 [ Vation 13 | Astiomll2 + llg(wim)]l2-
i l[uom |5 l[uoml|
(1 + [[Varom|[2") | Astiomll2 + lg(uim)ll2 + kil Aztiom]|* [V atiom||

IN
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D’apres (3), g(uim) est borné dans L%(), et donc grace a (14) et (15) :
[ (0)]]2 < C.
Dérivons (13) en t, il vient :

(1 () = 29|Vt 277 (Vi (), Vot (1) At (1) — (54

m m 42
IV ) At () + (00 () + i), ). )
Multipliant par 2g7  (f) et sommant en j, on en déduit :
d 2 1 2 "2 /
= (N 1+ (- + 192 I7) IVt (1) +2 [ a9'(0, (1)) o

+2/Q o () = 2 YVt 577 (Vi (8), Vot (1 ))HVmum( )Hz
+47[|V, umHi? ll(Vmum( )s Vatin (1)) (Agtim (1), 0" (1))

< 2|V ur;(H : V2t (OB V (1) 2+

[V aumll2 ”2( HIV 2l (D)][2]| Vst (8)|2]| Agtim (8) |20 (8) |2

< 2|Vt [0Vt ()13 Vot (8)] 2

1
4 1)
+8 YVt |57Vt (O BVt () 13]] At ()3 + Sl m @13

(43)

Utilisant I'inégalité suivante :
2, 1
ry<uw —i—Zy Vz,y € IR

donc, on obtient

1 (o3
][5 4 Al 122 e, 15

2/ up . () <
< 2l 4 A |37 3
et alors
d " 2 1 / 2 2 ! 2
7 U@z + Va0l + [ Vaumlly Vo, (#)ll2 ) +
2 [ g/ (ul,) do < gut) + [ (D]
ou

gm(t) = 29[V umH2(1(1 ll\VmU’m(t)!BHVmum(t)Hz
8 Y[[Vatim5™ [V, () 311Vt ()3
4| At |3 [, 13-

Grace au lemme de Gronwall, on déduit alors :

(D13 + 7 [ Vatm (£)]13 + HVmumH?HVmUZ;(t)H% < .
T (11, O3 + 5 1V (O) 13 + [Vt )37Vt (0)13) + €7 f5 gm(s) dis

pour tout ¢t € IR, et on obtient

u”,,(t) demeure dans un borné de L2 (0, +o00; L*(£2)). (44)
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iv) Passage a la limite.

D’apres le théoreme de Dunford-Pettis et des informations (17), (19), (41) et
(44) on déduit que 'on peut extraire de u,, une suite que 1'on note aussi u,, telle
que

Uy — u dans L2 (0,00; Hy N H?) faible *

ul, —u' dans L2.(0,00; Hy) faible *

(

(
(0, 00; L?) faible * (47

(

(

" "

u'y, — uw dans L,

', —u' ace. dans Q x (0,77,
g(u,,) — x dans LQZ_I(Q x (0,T)) faible *
IV 2t |37 Aty — 0 dans L3S0, oo; L?) faible * (50
pour des fonctions convenables u € L>®(0,T; Hi N H?), ¢ € L>(0,T;L?) et x €
L (2x(0,T)) pour tout 7" > 0. On va montrer que u est une solution du probleme
(P). Par (45)-(47), on déduit que

(O de — [ wOuwidz et [ ol Opwyde — [ w/(O)w;d
/Qu()wj x — Qu()wjx e Qum()wj x — Qu()wjx

pour tout j > 1 fixé. Par (14)-(15) on déduit que u(0) = ug et w'(0) = uy. Prouvons
que ¥ = [|V,ull3Au ie.,

IV st |37 Agtis, — || Vou||5"Agu dans  LE,(0, 4-00; L?) faible * .

Pour v € L?(0,T; L?), on a :

T 2 T 2

| @ = 19l A, v)dt = [ = [Tt} Dgti, v)

0 T 0

IVl (At — Agu,v) dt (51)
0
T

[ U3 = IV al37) (B, v) d,

le premier et le deuxiéme terme dans (51) tendent vers zéro lorsque m — 400, et
pour le troisieme terme on a

T 2 2
| U0l = 1Vl37) (Dt v) dt <
0
T
¢ [ (10t = Vo)Vl + [ Vatll2) |t o]

comme (u,,) est bornée dans L>(0,T; H}(Q2)) et I'injection H} — L? est compacte,
on a
Uy —u dans  L?*(0,T; L?) fortement ,

de la

T T
/ /(u;% — ||V atim|37 Agtiy) v da dt — / /(u” — | Vau||3? A ) da dt
0 Jo 0o Jo
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lorsque m — +oo pour tout v € LIT(0,T; HY). Montrons que

/ /'Ug dxdt—>/ /'Ug )dxdt lorsque m — +o0. (52)

Il vient de (18) et le lemme de Fatou que v/g(u’) € L'(Q2 x (0,7T)), ceci donne
g(u') € LY(Q % (0,T)). D’autre part, g(u!,) — g(u') presque partout dans Q x [0, T].
Soit £ C Q x [0,T] et posons

1
E1: l',t EE, U;n l',t < — s EQIE El,
{( ) 9(um (@, 1)) |E|} \

ou |E| est la mesure de E. Si M(r) :=inf{|z|; z € IR et |g(z)| >},

/ lotu, Idxdt<ﬂ+( (\/»>)1/E ! g(l)| dadt.

Appliquant (18) on déduit que Sup / lg(u,,)| dedt — 0 lorsque |E| — 0. Par le

théoréme de convergence de Vitali on déduit que g(u,,) — g(u') dans L'(Q2 x (0,7)),
de 1a »
glu) = g(u!) dans  L(Qx [0,T])

ce qui implique (52).
Il reste a montrer que

Flum) — f(u) dans LZ(0,00; L?) faible *

Pourvu que

/Q(f(um(t)) — f(u(t)))? dz [t ()1 + [(B)]) [t () — (1) dx

o
(HA m(ON + A3V aum(t) = Vau(t)|3.

IA A

Ainsi, on a

[ ) = g 0yt < [ ) — FG) ol

(£ tom st ([T

On a utilisé le fait que l'injection de Hi (N H? (resp H}) dans H} (resp L?) est
compacte.

IN

V) [Vau(t)|l2 >0 pour 0 <t < 4o0:

Lemme 4.2. Siv: [-T,T] — H} N H? une solution faible

{’U”(t) — Vo)l Av(t) + g(/'(t)) + fu(t)) =0 —T <t<T,
v(0) =0, '(0) =0,

alors v(t) = 0 pourt € [-T,T).
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Preuve. multipliant avec 2v’(t) nous obtenons

d 1
g |1 @I+ =1V 2<”+1+2// £l dndx]JrZ/ Yo' dar = 0,

et une intégration de 'identité au dessus avec (2) donne alors :

o1 + = IVo@1E7 2 [ [ sy dnde <24 [ (o)l ds.

Grace au lemme de Gronwall, on déduit alors v'(¢) = 0 et v(t) = 0 pour t € [-1,T]|.m
Montrons que ||V u(t)|la > 0, V& > 0. Soit T un point tel que V,u(T) = 0,

Vo' (113
IVau(®)]5

0. Ainsi le lemme au dessus implique que u(t) = 0 (0 < ¢t < T), ce qui contredit
up # 0. Ainsi, on obtient ||V u(t)||2 > 0 pour tout ¢ > 0.

I'estimation (41) implique que est borné, donc on déduit que Vu'(T') =

vi) Unicit é

L’unicité est assurée par un procédé classique en utilisant le fait que ||V ul3”
est localement Lipschitzienne et g est monotone.
Preuve du th éoreme 3.2.

On déduit la décroissance de I’énergie par 'estimation (22), aussi puisque F'(t)
est bornée, alors on a

IVa' ()] < Cl[Vau(t )H

<
< C(1+t)!

Preuve du th éoreme 3.3.

La démonstration du théoreme se fait de la méme maniere que les théoremes
3.1 et 3.2. On va estimer seulement le terme I5(t). En appliquant le lemme 2.1, on
obtient

(VS ). D) < Fallam| Aot Pl
e i A

pour ¢ assez petit. Ainsi on obtient
Iy(t) < (ko) V(0157 A 1§ Vst ()2 + fin(8):
Dong, il s’ensuit que
1
F2 < {Hm(o)(l—(n—l)E)

b1 (n—T)e— =T
H1 = (1= D)) [ Vot () 3070 as .
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Sia+1—(n—1)e > 2y, on remarque par (21) et (22) que

(0)2(1_(”_1)5) + a?gEm(O)(O‘“_(”_l)E_ (72+W1>)}(2(1—<3z—1>s>> )

(1) <{

avec dy = 2(1 — (n — 1)e)(c%ky)2(y + 1)(et1=(r=De=n/(+1) gy - Ainsi, si on suppose
qu’on a (12), alors on obtient les mémes conclusions que les théorémes 3.1 et 3.3.

Remerciements : L’auteur remercie les professeurs M. Aassila de ['université
de Strasbourg (IRMA) et M. Mechab de l'université de Sidi Bel Abbés pour leur
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