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1. Enoncé du théorème et schéma de démonstration. Soit n un 
entier ^ 2 , et soit G(w)=SL(w, Z). Si q est un entier ^ 1 , nous 
noterons Gq(n) le noyau de l'homomorphisme canonique 

SL(n,Z)->SL(n,Z/qZ). 

Un sous-groupe de G{n) est appelé un sous-groupe de congruence s'il 
contient l'un des Gq{n). Un tel sous-groupe est évidemment d'indice 
fini dans G{n). Réciproquement: 

THÉORÈME 1. Si n?z3, tout sous-groupe d'indice fini de SL(n, Z) est 
un groupe de congruence.1 

(Pour n — 2, il est bien connu que l'énoncé analogue est faux.) 
Soit G{n) (resp. A(n)) le complété de G{n) pour la topologie des 

sous-groupes d'indice fini (resp. des sous-groupes de congruence). Les 
groupes G{n) etA(n) sont des groupes profinisf cf. [4], On notera que, 
d'après le théorème d'approximation dans le groupe SLn, le groupe 
A(n) s'identifie au produit des groupes SL(nj Zp), pour tous les 
nombres premiers p (on note Zp l'anneau des entiers ^-adiques). Il 
est clair que A(n) s'identifie au quotient de G(n) par un sous-groupe 
distingué fermé C(n). La suite exacte correspondante: 

1 -> C(n) -> G(n) -+ A(n) -> 1 

sera notée (Xn). Le Théorème 1 équivaut à dire que C(n) = 1 pour n^3. 
L'étude des groupes C(n) utilise la méthode de "suspension" de 

[ l ] . De façon précise, soit S: G(n)-^G(n + l) l'homomorphisme défini 
par la formule : 

(x 0\ 

Cet homomorphisme se prolonge par continuité en un homomor-
phisme (encore noté S) de la suite exacte (Xn) dans la suite exacte 
(Xn+1); en particulier, S: C(n)—>C(n + l) est bien défini. 

1 (Note ajoutée le 27 novembre 1963.) Nous apprenons que le théorème 1 a été 
également démontré par J . Mennicke; sa démonstration doit paraître dans les Ann. 
of Math . 
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Les trois propriétés suivantes seront démontrées dans les nos 2 et 3 : 
(1) Pour n^3, Vhomomorphisme S: C(n—l)—>C(n) est surjectif. 
(2) Pour n^3, C(n) est contenu dans le centre de G(n). 
(3) 0naH1(A(2)i Q/Z)=Z/12Z et H2(A(2), 0 / Z ) = O . (Il s'agit 

ici de cohomologie des groupes profinis, cf. [4, Chap. I ] ; de plus, le 
groupe A (2) opère trivialement sur le groupe de coefficients Q/Z.) 

Montrons comment ces propriétés entraînent le Théorème 1 : 
La suite spectrale des extensions de groupes, appliquée à (X2) et au 

groupe de coefficients I— Q/Z, donne la suite exacte: 

0 -+ H1(A(2), I) -> Hl(Ô(2), I) -» Hl{C(2), I)A™ -> H2(A(2), / ) . 

D'après (3), on a Hl(A(2), I)=Z/12Z. D'autre part, le groupe 
Hl(G(2), I) s'identifie à Hom(G(2), J) , qui est aussi cyclique d'ordre 
12 (cela se voit, par exemple, sur la présentation standard de G(2) 
au moyen de deux générateurs x, y liés par les relations x* — 1, x2 = yz). 
Il suit de là que H1(A(2)1 I)->Hl{ô(2), J) est bijectif. La suite exacte 
écrite plus haut, jointe à la propriété (3), montre alors que 
Hl(C(2), J)^2> = 0. Mais ce groupe est dual du quotient C(2)/£>(2), 
où D(2) désigne l'adhérence du groupe de commutateurs (G(2), C(2)). 
Ainsi, (<S(2), C{2)) est dense dans C(2). La propriété (1), appliquée 
au cas n = 3, montre alors que (5(G(2)), C(3)) est dense dans C(3); 
d'après la propriété (2), on a donc C(3) = 1, d'où C(n) = 1 pour tout 
n^3 d'après la propriété (1). 

2. Démonstration des propriétés (1) et (2). Soit R un anneau 
commutatif, et soit M un i£-module. Un élément #£ikf est dit uni-
modulaire s'il existe une forme linéaire ƒ sur M telle que f(x) = 1. 

LEMME 1. Soit x= (xi, • • • , xm) un élément unimodulaire de Rm. Si 
Vanneau R est semi4ocalt il existe une famille (y2l • • • , ym) d'éléments 
de R telle que Xi+y2x2+ • • • +ym%m soit inversible dans R. 

Quitte à diviser par le radical de R, on peut supposer que R est 
semi-simple; dans ce cas, c'est un composé direct de corps commu-
tatifs, et le lemme est immédiat. 

Rappelons d'autre part qu'une matrice carrée sÇz.Mn(Z) est dite 
élémentaire si elle est de la forme S = 1 + O E ; / , avec i^j, aÇzZ. Du 
fait que Z est un anneau euclidien, le groupe engendré par les matrices 
élémentaires est égal à SL(n, Z)=G(n). Pour tout entier g ^ l , nous 
noterons Eq(n) le sous-groupe distingué de G(n) engendré par les 
matrices élémentaires appartenant à Gq{n), autrement dit de la forme 
1+aEij, avec i^j, a^qZ. 

LEMME 2. Soient x—(xi, • • • , xn) et x' = (x{, • • • , Xn) deux élê-
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rnents de Zn. Soit I une partie de [l , n] telle que Xi — xl pour iÇ.1, et 
soit a Vidéal de Z engendre par les x4-, i £ 7 . Supposons que Von ait 

xj s= xj mod. qa pour tout j (£ 7. 

Il existe alors sÇ:Eq(n) qui transforme x en x'. 

Par hypothèse, on a xj =Xj+ ^2iei qtijXi, avec /ij(EZ. On prend 
alors pour 5 le produit des matrices 1+qtijEji, pour tous les couples 
(î, j) tels que i £ ƒ, j $ 7 . 

PROPOSITION 1. Supposons w = 3, et g = 1. Soient a = (ai, • • • , a») 0/ 
a' = (a/ , • • • , an' ) d0^x éléments unimodulaires de Zn tels que 
a^a' mod. g. 7/ existe a/örs sÇzEq(n) qui transforme a en a'. 

Il est clair que le groupe Ei(n)=G{n) opère transitivement sur 
l'ensemble des éléments unimodulaires de Zn. On peut donc supposer 
que a' est égal au vecteur coordonnée 01= (1, 0, • • • , 0) et que 
q>l. Posons a i = l — r , avec r £ # Z . L'image de {ai, raz, • • • , ran) 
dans le (Z/aiZ)-module (Z/aiZ)n~l est unimodulaire. Comme 
Z/aiZ est semi-local, le Lemme 1 montre qu'il existe des entiers 
h, • • • , tn tels que l'élément b = a 2 + 22*^3 ^ra* soit inversible mod. ax. 
En appliquant le Lemme 2 avec 7 = [3, w], on voit qu'il existe 
si(zzEq(n) tel que Si(a) soit égal à l'élément cA=(ai, &, a3, • • • , an). 
Comme a% et è sont premiers entre eux, le Lemme 2 (appliqué avec 
7 = [l, 2] cette fois) montre qu'il existe s^Eq{n) transformant c' en 
an = (ai, 6, r, 0, • • • , 0). Soit maintenant 6 l'élément de SL(n, Z) qui 
laisse fixes les vecteurs coordonnées 0* (i^S) et transforme £3 en 
e3+ei. On a Ô0i = 0i, et 0a" = ( 1 , b, r, 0, • • • , 0). Le Lemme 2, ap­
pliqué avec 7 = { l } , montre qu'il existe ss^Eq(n) transformant 0a" 
en 0i. L'élément 0~1SzO'S2Si transforme alors a en 01, ce qui achève de 
démontrer la proposition. 

COROLLAIRE 1. Pour w = 3, Gq(n)=Eq(n)-Gq(n — l). 

(On convient d'identifier G(n — 1) à un sous-groupe de G{n) au 
moyen de l'homomorphisme de suspension S.) 

Soit t(EGq(n). On peut appliquer la Proposition 1 aux éléments 
0n=(O, • • • , 0, 1) et t(en) de Zn\ il existe donc sÇzEq(n) tel que 
st(en) =en. La matrice de st est de la forme 

L O' 
avec i4£(?fl(tt— 1) et xGgZ* - 1 . Soit 3/=—x^"-1; en multipliant à 
gauche 
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C i)par C i)' 
on obtient 

o 
qui appartient à Gq(n — 1). Comme on a évidemment 

/ l 0\ 

{y l)eEM' 
cela montre bien que t appartient à Eq(n) *Gq(n — l). 

COROLLAIRE 2. Pour n^3, on a (G(n)9 Gq(n))CEq(n). 

Il suffit de prouver que, si sÇzGq{n), et si / est élémentaire, le 
commutateur (s, /)=5~1/""1^ appartient à Eq(n). Après conjugaison, 
on peut supposer t de la forme 

\x 1/ 

avec xCZ"*"1; le Corollaire 1 montre qu'on peut d'autre part sup­
poser s de la forme 

avec AÇ:Gq(n — l). On a alors: 

/ 1 0\ 

\x(l - A) 1/ 

et il est immédiat que cet élément appartient à Eq(n). 

COROLLAIRE 3. Pour n^3, les sous-groupes Eq{n) sont d'indice fini 
dans G{n). 

On utilise le lemme suivant, qui est bien connu: 

LEMME 3. Soit 1—>JÏ~>G—>7r-̂ l une suite exacte de groupes. Si w et 
G/(G, G) sont finis, G/(G, H) l'est aussi. 

(Rappelons la démonstration: il suffit de prouver que H/(G, H) est 
fini ; cela résulte de la suite exacte : 

F2(TT, Z) -> H/(G, H) -> G/(G, G), 

et du fait que H^iir, Z) est fini.) 
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En appliquant ce lemme au groupe G = G(n)} et au sous-groupe 
distingué H^Gq{n), on voit que (G(w), Gq(n)) est d'indice fini dans 
Gin), et il en est donc de même de Eq(n), d'après le Corollaire 2. 

Démonstration des propriétés (1) et (2) du n°l. Soit n^3. Soit H un 
sous-groupe d'indice fini de G(n) ; il existe un sous-groupe distingué 
Hf d'indice fini dans G(n) qui est contenu dans H (par exemple 
l'intersection des conjugués de H). Si q~(G: H')f on a Eq{n) C.H't 
puisque Eq(n) est engendré par des puissances q ièmes. Ce résultat, 
joint au Corollaire 3 ci-dessus, montre que les Eq(n) sont cofinaux 
parmi les sous-groupes d'indice fini de G(n). Cela nous permet 
d'écrire: 

G(n) = lim. proj. G(n)/Eq(n)} A(n) = lim. proj. G(n)/Gq(n)} 

d'où: 
C(n) = lim. proj. Gq(n)/Eq(n). 

Les propriétés (1) et (2) sont alors conséquences immédiates des 
Corollaires 1 et 2, respectivement. 

3. Cohomologie des groupes SL(2, Zp). Posons, pour simplifier les 
notations: 

Gp = SL(2, Zp), I = 0 / Z , IP « Qp/Zp . 

Le groupe A (2) est produit des groupes Gp. On en conclut facilement 
que la propriété (3) du n°l est conséquence de la proposition plus 
précise suivante: 

PROPOSITION 2. (a) On a Hl(G2l I)~Z/4Z, Hl(GZl I)**Z/3Z et 
Hl(Gp, J ) = 0 pour p^5. 

(b) On a H2(GP, I) = 0 pour tout p. 

Soit V le groupe des commutateurs de Gp. C'est un sous-groupe 
ouvert de Gp. L'assertion (a) équivaut à dire que Gp/V est isomorphe 
à Z/4Z pour £ = 2, Z/3Z pour £ = 3, et est trivial pour p^5, ce qui 
se vérifie sans difficultés. 

Pour prouver (b), il suffit de voir que H2(GP, li)=0 pour tout 
nombre premier Z. Or, si l^p, les /-groupes de Sylow de Gp sont iso­
morphes à ceux de SL(2, Fp), et sont cycliques finis (ou quaternionîens 
si Z = 2); leur deuxième groupe de cohomologie à valeurs dans Ii est 
donc nul, et l'on a a fortiori H2(GPi Ii) = 0. Reste donc à prouver que 
H*(GP, J p ) = 0 . 

LEMME 4. On aHl(Vy Ip) = 0. 

La suite spectrale des extensions de groupes donne la suite exacte: 

0 -> H\GP/V, Ip) -* Hl{Gp, IP) - • H°(GP/V, H\V, Ip)) -> H2(GP/V, ƒ,). 
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Par définition même de F, l'homomorphisme Hl{Gp/ V, Ip)—^H1{Gpt Ip) 
est bijectif ; d'autre part, puisque Gp/ V est cyclique, H2{GP/ V, Ip) = 0. 
On en conclut que HQ{GP/V, Hl{V, Jp)) = 0. Mais Gp/V est un 
^-groupe, et il en est de même de Hl{V, Ip)\ d'après un résultat 
élémentaire, il en résulte bien que Hl{V, Ip) = 0. 

Il résulte de ce lemme que H2{GP1 Ip) est isomorphe à un sous-
groupe de H2{V, Ip) et il suffit de prouver la nullité de ce dernier 
groupe, ou encore, celle de H2{U, Ip), où U désigne un p-groupe de 
Sylow de V. Or, on a le lemme suivant: 

LEMME 5. Soit P un pro-p-groupe. Supposons vérifiées les conditions 
suivantes : 

(a) P est un groupe de Poincaré {cf. [4, Chap. / , n° 4.5]) de dimen­
sion 3. 

(b) Le module dualisant de P est isomorphe à Ip {avec opérateurs 
triviaux). 

(c) L'adhérence du groupe des commutateurs (P, P) est un sous-
groupe ouvert de P. 

Onaalors H2{P, Ip)=0. 

Comme Ip = lim. ind. Z/pnZ, on a H2{P, Ip) = lim. ind. H2{P, Z/p»Z). 
D'après les hypothèses (a) et (b), H2{P, Z/pnZ) est dual de 
i J ^ P , Z/pnZ). Le dual du groupe H2{P, Ip) est donc isomorphe à 
lim. proj. Hom(P, Z/pnZ)y groupe des homomorphismes de P dans 
Zp. D'après (c), ce dernier groupe est réduit à 0. 

Tout revient à voir que le groupe U vérifie les hypothèses du 
lemme précédent. Séparons les cas: 

(i) p — 2. Le groupe U est alors un sous-groupe distingué d'indice 3 
dans V (donc d'indice 12 dans G2); un élément 5GG2 appartient à U 
si et seulement si s=l+2t, où ^GM2(Z2) est congrue mod. 2 à l'une 
des quatre matrices 

°- G !)• G i> G i> 
D'après [3, Chap. IV], U est un groupe p-valuable (au sens de [3, 
Chap. I l l , n° 3.1]). Il en résulte que c'est un groupe de Poincaré 
(loc. cit., Chap. V) et sa dimension est évidemment égale à 3. Le 
fait que U opère trivialement sur son module dualisant résulte par 
exemple de ce que U est contenu dans le groupe des commutateurs 
de G2 (ou bien, si l'on préfère, de ce que SL2 est "unimodulaire")-
Enfin, la propriété (c) est évidente. 

(ii) p = 3. Le groupe U est alors l'ensemble des s(E.Gz tels que 
s = l mod. 3. D'après [3, Chap. I l l , n° 3.2.6], c'est un groupe 
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p-saturàble, donc a fortiori ^-valuable, et les mêmes arguments que ci-
dessus s'appliquent. 

(iii) p^5. On a V=GP1 et U est donc simplement un ^-groupe de 
Sylow de Gp. D'après [3, Chap. I l l , n° 3.2.7], c'est un groupe 
p-saturable, et on conclut comme ci-dessus, cqfd. 

REMARQUE. Il devrait être possible de démontrer directement la 
Proposition 2, à partir d'une présentation de SL(2, Zp) par généra­
teurs et relations (dans le cas d'un corps de base, c'est la méthode de 
Steinberg [S]). 

4. Compléments. En combinant le Théorème 1 avec certains ré­
sultats de [ l ] et [2], on obtient: 

COROLLAIRE 1. Tout sous-groupe distingué de SL(n> Z), n^3, est 
Vimage réciproque d'un sous-groupe du centre de SL(n, Z/qZ), pour un 
entier q^O convenable. 

Soit maintenant S un ensemble fini de nombres premiers, et soit Zs 
l'anneau de fractions de Z relativement à la partie multiplicative 
engendrée par S. Si q est un entier à 1 et premier aux éléments de S, 
nous noterons SLq(n, Zs) le noyau de SL(n, Zs)—*SL(n, Z/qZ); un 
sous-groupe de SL(n, Zs) est appelé un sous-groupe de S-congruence 
s'il contient l'un des SLq(n, Zs). 

COROLLAIRE 2. Si n^3, tout sous-groupe d'indice fini de SL(n, Zs) 
est un groupe de S-congruence. 

Cela se démontre sans difficultés, à partir du Théorème 1, et du 
théorème d'approximation dans le groupe SLn. 

Soit R un sous-anneau de l'anneau des entiers d'un corps de nom­
bres algébriques. Si l'on pose GR(n) = SL(n, R), on définit comme au 
n° 1 une extension : 

1 -> CR(n) -> GR(n) -> AR(n) -> 1. 

On peut se demander si l'on a encore C#(w) = 1 pour n^3. Nous ne 
savons démontrer que le résultat plus faible suivant: 

THÉORÈME 2. Pour n assez grand, on a: 
(i) CR(?I) est un groupe fini. 
(ii) Les propriétés (1) et (2) du n° 1 sont vérifiées pour CR(n). 
(iii) Tout sous-groupe distingué de GR(n) est soit fini, soit d'indice 

fini. 

La démonstration est analogue à celle du Théorème 1. On fait 
intervenir les deux faits suivants : 

(a) H2(AR(n), I) est fini (résulte de [3] et [5]). 
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(b) Pour n assez grand GR(n)/(GR(n)r Gii(n)) est fini (cf. [2, 
n°4]) . 

Signalons enfin le cas du groupe symplectique: 

THÉORÈME 3. Tout sous-groupe d'indice fini du groupe Sp(2n, Z), 
n^2t est un groupe de congruence. 

Le schéma de démonstration est le même que pour le groupe SLn. 
Les propriétés (1) et (2) se démontrent par des procédés analogues, 
mais un peu plus compliqués. La propriété (3) résulte simplement de 
l'égalité Sp2 = SL2. 
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