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THEOREME ERGODIQUE PONCTUEL ET LOIS FORTES DES
GRANDS NOMBRES POUR DES POINTS ALEATOIRES D'UN
ESPACE METRIQUE A COURBURE NEGATIVE

BY PAUL RAYNAUD DE FITTE

Université de Rouen

Soit M un espace métrique séparable complet a courbure négative
suivant la définition de Herer. A l'aide de la définition de Herer de
I'espérance mathématique d'un point aléatoire de M, nous étendons a
des suites de points aléatoires de M un théoréme ergodique ponctuel et
plusieurs lois fortes des grands nombres (IFgn), connus dans le cas ou M
est un espace de Banach séparable (IFgn d’Etemadi, de Beck et Giesy, et
de Cuesta et Matran). Dans les résultats obtenus, la convergence a lieu au
sens de Hausdorff ou au sens de Wijsman dans I'espace des fermés de M.

Let M be a complete separable metric space with negative curvature
as defined by Herer. Using Herer’s definition of the mathematical expecta-
tion of a random point of M, we extend to sequences of random points of
M a pointwise ergodic theorem and strong laws of large numbers (SLLN),
known in the case where M is a separable Banach space (SLLN of Etemadi,
of Beck and Giesy and of Cuesta and Matran). The convergence results ob-
tained here are stated for the Hausdorff topology or the Wijsman topology
in the space of closed subsets of M.

Introduction. Plusieurs définitions ont été proposées pour l'espérance
d’'une variable aléatoire a valeurs dans un espace métrique M : Fréchet [21]
en 1948, Doss [15] en 1949 (voir aussi [16], [4], [24], [26] et [6]) et Herer
[25] en 1988 pour les espaces dits “a courbure négative” (voir aussi [23] et
[27]). Une espérance pour des variables aléatoires a valeurs dans une variété
différentielle V a été définie par Emery et Mokobodzki [18], puis une autre par
Picard [32]. Dans toutes ces définitions (sauf [32]), I'espérance d'un élément
aléatoire est un fermé de M ou de V, non nécessairement réduit a un point.

Chacune de ces définitions permet de donner un sens a la somme de Cesaro
Y 1<i<n(1/n)x; de points x4,...,x, de M ou de V, que l'on peut considérer
comme l'espérance d'une variable aléatoire prenant les valeurs x4, ..., x,,
chacune avec la probabilité 1/n. Il est donc naturel de se demander si,
avec lI'une de ces espérances, on peut établir des théoremes de limite (dans
I'ensemble des fermés de M ou de V) pour les sommes de Cesaro d'une
suite (X,,),, de points aléatoires de M ou V. Dans [27], Herer a prouvé une
loi forte des grands nombres (relativement a I'espérance au sens de Herer)
pour des points aléatoires indépendants identiquement distribués d'un espace
métrique a courbure négative et a boules fermées compactes. Nous présentons
ici un théoreme ergodique ponctuel et plusieurs lois fortes des grands nom-
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bres, relativement a l'espérance de Herer, pour des points aléatoires d'un
espace métrique a courbure négative M dont les boules fermées ne sont pas
nécessairement compactes.

Nous commencons par définir, dans la Section 1, les espaces métriques a
courbure négative, I'espérance au sens de Herer et le barycentre d'une pro-
babilité sur M. Ensuite, dans la Section 2, nous établissons des résultats qui
permettent de transporter les points aléatoires de M dans un espace [*. Ces
résultats sont utilisés dans la Section 3 pour démontrer, dans M, un théoréme
ergodique ponctuel et des lois fortes des grands nombres connues dans le cadre
des espaces de Banach séparables (lois des grands nombres d’Etemadi [19] et
de Beck et Giesy [2]). En Section 4, une autre loi forte des grands nombres
est obtenue en adaptant a M la méthode utilisée par Cuesta et Matran [12]
pour démontrer des lois fortes des grands nombres dans les espaces de Banach
séparables.

Dans tout ce qui suit, (Q, &7, P) est un espace probabilisé, M est un espace
métrique séparable complet, D = {e,, ..., e;, ...} est une partie dénombrable
dense de M et a désignera un point quelconque de M. La distance entre deux
éléments x et y de M sera notée [x, y]. Si F' est une partie fermée non vide de
M et x un élément de M, on notera d(x, F') = inf,,_p[x, y]. On notera 7 (M)
I'ensemble des parties fermées non vides de M, muni de I' écart de Hausdorff
[-, -] défini par

[F,G] = max{sup d(x, G), supd(y, F)]
xeF ye@G

= sup |d(a7 F) - d(a7 G)|
acM

([11], Section 2, Definition 1.1 et Proposition 1.2). La convergence au sens de
Hausdorff (i.e., pour la topologie associée a [-, -]) d’'une suite (F,,), d’éléments
de (M) vers F € (M) sera notée

Fn _)Haus F.

Nous utiliserons également une notion de convergence plus faible : on dira
que (F,), € F(M)" converge au sens de Wijsman vers F € 7 (M) si, pour
touta € M,

lim |d(a, F,) — d(a, F)| =0.
On écrira alors
F,—>"F

(voir [3] ou [11] pour les propriétés de cette convergence).

1. Espaces métriques a courbure négative, espérance au sens de
Herer.

Combinaisons convexes. Espaces a courbure négative. Pour tous x et y dans
M, et pour tous p, et p, dans [0, 1], tels que p; + p, = 1, on appelle com-
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binaison convexe ([25], Definition 1) de x et y de poids p; et p, I'ensemble
(éventuellement vide)

{z€ M/ [z, x] = p[x, y] et [z, y]= pilx, ¥},

que l'on notera p;x+ p,y. Cette définition s'étend par récurrence a un systéeme
de n éléments (distincts ou non) x;,...,x, de M (n € N, n > 2) et de n poids
D1, .., Dp POSitifs ou nuls tels que > ,_;., p; =1:0nécriraz e Y1 ;., p;X;
s'il existe deux parties disjointes non vides I; et I, de {1, ..., n} telles que

ze(Zpi> > fol—(Zpi) > ij.

iel, jel, Zie[l p; iel, jel, Zielz D

On dit que M est convexe (au sens de Herer [25, 27], voir également la
définition de Menger [30]) si px; +(1— p)x, est non vide pour tous x;, x, € M
et p € [0, 1]. On dit que I'espace métrique convexe M est a courbure négative
[25, 27], (voir aussi les définitions de Busemann [7, 8] et de Gromov [22]) si
pourtousx, y,x’,y' € M, p, p' €[0,1],z € px+(1—p)yetz € px'+(1—p)y,
ona

1) [2,2'] < plx, ']+ (1 - p)ly, ']

Dorénavant, M sera toujours convexe a courbure négative. Si I'on pose
x = x' et y = y' dans (1), on voit que px + (1 — p)y est toujours un single-
ton (que l'on identifiera a son unique élément). On démontre par récurrence
([25], Proposition 1 et [27], Proposition 1.1) que, si (x;);c; et (x});c; sont deux
familles finies de points de M et si (p;);c; est une famille d’éléments de [0, 1]
telle que Y ",.; p; =1, alors

2 [Zpixi’zpix;} <> pilxi, %]
iel iel iel

Si (p;) est fixé, I'application (x;) — Y;.; p;x; de M! dans & (M) est donc uni-
formément continue pour la structure uniforme produit sur M et la structure
uniforme sur & (M), et par conséquent mesurable pour les tribus boréliennes
de M! et de F(M). Si (X;);c; est une famille finie de variables aléatoires
a valeurs dans M, Y, ; p; X; est donc une variable aléatoire a valeurs dans
F(M).

Busemann [7] a prouvé en 1948 que les variétés riemanniennes simplement
connexes, munies de leur distance géodésique, sont des espaces métriques a
courbure négative (au sens de la définition ci-dessus) si et seulement si leur
courbure sectionnelle est négative. D’autre part, les espaces de Banach stricte-
ment convexes sont également des espaces métriques a courbure négative. Or,
d'aprés un résultat de Clarkson [10], tout espace de Banach séparable peut
étre muni d'une norme équivalente qui le rend strictement convexe. De plus,
dans un espace de Banach strictement convexe, la combinaison convexe (au
sens défini ci-dessus) Y, .; p,;x; a pour unique élément la combinaison linéaire
habituelle (au sens algébrique) des x; avec les coefficients p;, qui, elle, ne
dépend pas de la norme. Il s’ensuit que les résultats que nous obtiendrons dans
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cet article pour les espaces métriques séparables complets a courbure négative
généralisent les résultats analogues pour les espaces de Banach séparables,
obtenus en remplacant, pour tout x € M, la distance [a, x] par la norme | x|.

Espérance au sens de Herer d’'un point aléatoire. Nous appellerons point
aléatoire toute variable aléatoire définie sur (2, o7, P), a valeurs dans M muni
de sa tribu borélienne %;,. La loi d’'un point aléatoire X sera notée wyx.

Soit X un point aléatoire étagé, il est de la forme

(3) X = Z ].Aixi

1<i<n
ou {A,,...,A,} C ./ est une partition finie de Q et les x; = X(A;) sont des
points de M. Notons II(X) I'ensemble des partitions finies w = {B4, ..., B, } C
7 de , telles que X soit constant sur les B;. Pour chaque = € II(X), soit

E,.X = Y P(B)X(B).

Bew

Si 7 et @’ sont dans II(X) et si 7 est plus fine que 7/, alors E_ X Cc E_X.

L'espérance au sens de Herer d'un point aléatoire étagé X est I'ensemble
fermé

EX= (J E,X.
mell(X)

Pour tous points étagés X et Y, on montre a l'aide de (2) I'inégalité fonda-
mentale suivante ([25], Proposition 2 et [27], Proposition 2.1)

) [EX,EY] < E[X, Y].

C'est ce résultat qui permet la construction de I'espérance de Herer.

On dira qu'un point aléatoire X est intégrable si E[a, X]| < +oo (0U a est un
point quelconque de M choisi une fois pour toutes; cette définition ne dépend
pas du choix de a). Soit L}w I'espace des points aléatoires intégrables (modulo
I'égalité p.s.), muni de la distance A définie par

AX,Y)=E[X,Y]
qui en fait un espace métrique complet [29]. Le sous-espace & des points
aléatoires étagés intégrables est dense dans L}, car M est séparable.
Linégalité (4) prouve que I'application
& — F(M), X—EX
est uniformément continue, et se prolonge donc par continuité de maniere
unique sur L}W en une application X +— [EX, que l'on appellera encore

espérance mathématique, et qui veérifie encore (4) pour tous X et Y dans L}M.
On notera également

EX = /X(w)dIP’(w)

lorsque I'on aura besoin de préciser que l'espérance de X est relative a la
probabilité P.
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Barycentre d’'une probabilité. On voit que I'espérance de X ne dépend pas
seulement de la loi de X, mais aussi de I'espace (Q, o7, P): si les A; dans (3)
sont des atomes pour P, alors I'espérance de X est

EX = ) P(A))x;
1<i<n
qui n'est pas nécessairement le méme ensemble que dans le cas ou ({, &7, P)
est sans atome. En effet, supposons qu'’il existe trois points x,, x,, x5 de M
dont la combinaison convexe avec les poids a4, a,, a3 n'est pas un singleton
(c’'est le cas, par exemple, dans le plan hyperbolique si x, x5, x5 he sont pas
alignés et si a4, a,, a3 sont non nuls, car, sinon, le plan hyperbolique serait
isométrique a un espace de Banach, d'apres le Théoreme 3.1 de [1]). Alors
I'ensemble a;x; + ayx, + azx4 est constitué des éléments

A a3
u=a;x1 + (ap +az) X + x3 |,
ap +az ap + az

a3 oy
U= ayx; + (ag + aq) X3+ IR E
az +ag azt+a;

oy A
w=a3x3+(al+a2) xl+ Xy |,
ay +a; ay +a;

dont deux au moins sont distincts (supposons que ce soient les deux premiers).
Orsi (Q, o7, P) est I'intervalle [0, 1] muni de sa tribu borélienne %, ,; et de la
probabilité uniforme A, et si X est un point aléatoire prenant les valeurs x,
x5 et x4 sur les ensembles A,, A, et A; de probabilités a4, a, et ag, 'espérance
EX contient le segment constitué des points de la forme tu + (1 — t)v (0 <
t < 1), que I'on obtient en découpant chacun des A; en deux sous-ensembles
de probabilités ta; et (1 — t)qa;. Il sS'ensuit que EX a la puissance du continu,
alors que a;x; + a,x, + azx3 est fini.

Ceci nous conduit a définir le barycentre b(x) d’'une probabilité w sur
(M, %y): si [yla, x]du(x) < oo, le barycentre b(n) de w est I'espérance au
sens de Herer d'un point aléatoire défini sur ([0, 1], Zo 1), A), et de loi p.
On voit, en le vérifiant d'abord pour wu discréte, que cette définition reste
inchangée si I'on choisit un autre espace de départ sans atome. Il est facile
de prouver que b(u) est toujours convexe pour la distance induite par celle
de M. On notera P*(M) I'ensemble des probabilités sur M qui admettent un
barycentre.

Si I est une partie de N, (x;);c; une famille de points de M et (p;); € I
une famille de réels positifs telle que Y ;.; p; =1 et > ;. p;[a, x;] < 4+00, ON
notera

*
Y. Dpix;
iel
le barycentre de la probabilité 3°,.; p;5,. (ou §, est la mesure de Dirac au
point x;). Si I est fini, on a donc

) Y pix; C Z*pixi~

iel iel
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Si (x});c; est une famille de points de M telle que Y_,.; p;[a, x;] < 400,
alors, d’'aprées I'inégalité fondamentale (4),

(6) [Z*pixiaz*l)ix/’] <> pilx, xi]

iel iel iel

Comme précédemment pour les combinaisons convexes, si I est fini, alors,
pour (p;) fixé, l'application (x;) — >%; p,x; de M! dans (M) est uni-
formément continue, donc mesurable. Si (X;);.; est une famille finie de vari-
ables aléatoires a valeurs dans M, Y7 ; p; X; est donc une variable aléatoire
a valeurs dans .7 (M).

REMARQUE 1.1. On peut construire une deuxiéme notion de moyenne d’'une
probabilité u € P*(M), en choisissant (contrairement au cas du barycentre) un
espace probabilisé ayant des atomes aussi gros que possible. Cette moyenne,
que nous appellerons combinaison convexe de w et que nous noterons c(w),
est I'espérance de Herer de I'application identique de (M, %, ). Si X est
un point aléatoire de loi p défini sur un espace (Q, .»7, P), c(u) est alors égal
a l'espérance de Herer de X relative a (Q, o/, Px), ou &7 et Py désignent
respectivement la tribu engendrée par X et la restriction de P a «/x. Soient en
effet .o/ la tribu des classes d’équivalence de .»Zx pour la relation d’égalité P -
presque sdre, Py la probabilité associée a Py sur o7y et soit de méme (4, i)
I'espace probabilisé quotient associé a (#, n). L'application A — X(A) de &/
dans % définit alors un isomorphisme d’espaces probabilisés de (.7x, Px) sur
(%4, iv). Comme l'espérance de Herer ne dépend pas des parties négligeables,
on en déduit I'égalité annoncée. Pour un point aléatoire intégrable X, on
obtient ainsi, avec b(uy) et c(nwy), deux notions d’espérance mathématique
indépendantes de I'espace sur lequel X est défini. De plus, la tribu o7y étant
la plus pauvre pour laguelle X soit mesurable, on a toujours

c(px) CEX Cb(px).

On peut également définir, en cohérence avec les définitions précédentes, la
combinaison convexe d'une suite (x;);.; de points de M affectés de poids p;
telsque Y ;.;p;, =1let Y ;.; pila, x;] < +o0, en posant

Zpixi = C(Zpiaxi)-
iel iel
Linégalité (2) et I'inclusion (5) restent vérifiées pour I quelconque.

Nous aurons besoin (dans le cas ou I est fini) de I'inégalité suivante, qui
prolonge (6).

LEMME 1.1. Soient I une partie de N*, (X,);.; et (Y;);.; deux familles de
points aléatoires intégrables et ( p;);.; une famille de nombres positifs ou nuls
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tels que

Ypi=1 L[ e xldpx(x) <+oo et ¥ pi [ [a,x]duy,(x) < +oo.
iel iel M iel M

Alors
[b<zpiﬂxi)7 b(ZPi/U«Yi>:| <> pE[X;, Y]
iel iel iel
REMARQUE 1.2. Dans le cas ou p.s. X; = x; et Y; = «x}, on retrouve
I'inégalité (6).

PREUVE DU LEMME 1.1. Remarquons d'abord que l'on peut supposer
(Q, &7, P) sans atomes, car le résultat & démontrer ne dépend que des lois
des couples (X;,Y;). Notons u = >";c; p;px, €t v = 3 ;e pipy,. La loi u est
définie sur la tribu borélienne %), de M par u(A) = >",c; p;pux,(A) pour tout
A € %), et u est dans P}(M) car

[ la. ¥ du(x) = > ] la.x]dpx,(x) < +oo.

De méme » est dans P'(M). Découpons l'intervalle [0, 1] en intervalles A;
de longueur p;. Soient U et V les points aléatoires définis sur (Q x [0, 1],
o ® Bjo, 11, P® A) par

(0,0)e O x A, = [Ulw,o)=X;(w)etV(o,o)=Y;(0)]

Alors uy = p, EU = b(pn), py =v et EV = b(v) [on a supposé (Q, o7, P) sans
atome]. On a donc

[b(w), b(v)] = [EU, EV] <E[U, V]=}_ p;E[X;, Y;]. o

iel

2. Approximation dans M et transport de points aléatoires dans I;.

Approximation dans M: l'application ¢~. Rappelons que D = {e, ...,
ey, ...} est une partie dense de M. Pour tout N € N*, on définit une application

N. M — D,
v x> N,

en posant, pour tout x € M et tout k& € N,

N

.{ieN 1}
x¥ =e, < k=min

[x, e;] SN

Notons les propriétés suivantes de ¢V .
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LEMME 2.1. Soient N € N* et X un point aléatoire.

(i) L'application ¢V est mesurable.
(i) Le point aléatoire X est intégrable si et seulement si son approximation
N (X) lest. Si tel est le cas, on a

7 [EX,EXV] <

b

S

8 [b(MX)s b(MXN)] =

En particulier, pour tout p > 1,

(9) Efa, XN < 210—1(% + E[a, X]p>
et

10)  E|[a, XV] - E[a, XV]|" < 31'—1(% +E|[a, X] - E[a, X] |”>.

PREUVE. Lapplication " est mesurable car, pour tout n > 0 tel que n <
1/N et pour tout k2 € N, I'image réciproque de la boule ouverte B(e;, n[ de
centre e, et de rayon 7 est le borélien

Bepnl-( U B(en ] )

O<i<k

et, par conséquent, I'image réciproque de tout ouvert est un borélien.

Pour tout o € Q, on a [X(w), XN (w)] < 1/N, dou |[a, X(w)] —
[a, XN¥(w)]| < 1/N. Donc X est intégrable si et seulement si X% lest.
Dans ce cas, d'aprés I'inégalité fondamentale (4), on a

1
[EX,EXV] <E[X, XV] < N
ce qui prouve (7).

Soit U un point aléatoire de loi ux défini sur ([0, 1], %o 1}, A). Alors UV a
pour loi ¢V (ux) = uxwy donc, d'apres (4),

1
[(x), b(uxy)] <E[U,UN] < ~
ce qui prouve (8).

Les inégalités (9) et (10) concernent en fait les moments d'ordre p d'une
variable aléatoire réelle intégrable. Notons f = [a, X] et fN = [a, XV], et
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montrons par exemple (10). Il vient

]E‘fN_EfN|P:3pE<|(fN_f)+(f_]Ef)+(Ef_EfN)|>p

3
<3pElfN—f|p+E|f—Ef|p+IJEf—Elep
- 3
(par convexité de ¢ > t? sur R*)

< 31’1(% +E|f - ]Ef|">

[car, pour tout w, |fN(w) - f(w)| < %}
ce qui prouve bien (10). O

Transport de points aléatoires dans [1: I'application ¢. Ayant approché un
point aléatoire intégrable X par un point aléatoire XV a valeurs dans D, nous
allons représenter XV par un vecteur aléatoire intégrable ¢(X") de I' espace
I des suites (p;,);, de nombres réels vérifiant -,y | prlla, ex] < +o00, muni de
la semi-norme || - ||, définie par

1(Pr)rlla = Z |prlla, er].

keN

Plus précisément, ¢(X) prendra ses valeurs dans I'ensemble .~ des éléments
p = (p;) de L dont tous les termes p, sont positifs ou nuls et tels que
Y ren Pr. = 1. Cet ensemble ne dépend pas du choix du point @, contrairement
a I'ensemble I} et a la semi-norme | - ||,.

Pour simplifier I'exposé, nous supposerons désormais que a n‘appartient pas
a D. Dans ce cas, || - |, est une norme et I un espace de Banach séparable,
isométrique a ! via l'application (p;);, — (pgpla, e;]),- Ceci nous permettra
en Section 3 d'utiliser des théorémes connus dans le cadre des espaces de
Banach (théoréme ergodique, lois des grands nombres). On a de plus le résultat
suivant, intéressant pour lui-méme, mais que nous n'utiliserons pas par la
suite.

PROPOSITION 2.1. La topologie métrisable sur . induite par celle de I} ne
dépend pas du choix de a dans M — D.

PREUVE. Soient (p™), = ((pﬁj))k)n une suite d’éléments de ./ et p =
(pr)r un élément de 7 tels que

1im 3" | = py|[b, €] =0
keN

pour un point b nappartenant pas a D. Soient ¢ > 0 et k£, € N tels que

Zpk<8'

k>ky
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Comme toutes les normes de R**! sont équivalentes, il existe A > 0 et B > 0
tels que, pour toute suite (q,), de nombres réels,

Z lgrl[a, er] < A Z lqr| [0, er]
kfko kSkO

et

Yo lakl < B Y gl [b, el

k<kg k<kq
Soit C =min{1,1/A, 1/B} et soit ng € N tel que
nzny = Y |py — pa|[b.ey] < Ce.
keN
Pour tout n € N, on a
Yo - pp=0
keN keN

donc, pour tout n > ng,

X=X p l Y o~ X el <B Y PV - pullb.es] < BCs,

k>ko k>k, k<k, k<k, ke<ko
d'ou
(n)
Zip _pk|[aaek]
keN

< Y |0V = pillas el + X [0V — bl B, al+ X [V — pil (B, €4
k<kg k> kg k>kg

| n
SAC<9+(| > Pge)_ Y pr+2 ) Pk)[b,a]‘irs
| k> Eq k>kqy k>

< ACe + (BC +2)e[b, a] + & < (2 + 3[b, a])

ce qui prouve que, dans ., les convergences pour les distances associées a
|-l et |l -l sont équivalentes. O

REMARQUE 2.1. Si I'on supprime I'hypothése a ¢ D, la semi-distance sur .
associée a | - ||, reste encore une distance (a cause de la condition Y}, p, =1
dans la définition de .”), mais la topologie associée dépend alors de a. Par
exemple, comme M est connexe par arcs, il existe une suite strictement crois-
sante (l,), telle que ¢; tende vers e,. Posons p;> = 8,1, €t pp = 8; 0, OU
8., =1sii=ketOsinon. Alors Zk|p§e o pilla, ex] vaut [a,e0] +[a, e ] et
tend vers p pour || -, , mais pas pour || - ||, Si a # e.

La convergence pour | - |, d'une suite (p™), d'éléments de ./ vers p € ./
sera notée

p™ -7 p.
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Soit PY(D) I'ensemble des éléments de P*(M) de support D. L'application
PYD) — 12,
p > ((er))ren

est une bijection de P*(D) sur .. On définit donc une distance sur P*(D) en
posant, pour tout w et tout » dans P*(D),

[, v] = lle(k) — e(¥)]a-

Le lemme qui suit montre que I'application b: u > b(w) de P*(D) dans & (M)
est uniformément continue pour cette distance.
Ce lemme est essentiel pour la suite de cet article.

LEMME 2.2. Soient (p;);, et (p}), deux éléments de .. On a alors
* * ’
(11) [Z Prer D pkeki| < > |px — Pilla, el
k k k

PREUVE. Nous allons construire deux points aléatoires intégrables X et Y
a valeurs dans D tels que

EX =Y "prer, EY =Y phe, et E[X,Y]<Y|ps— pylla el
k k k

Le Lemme 2.2 se déduira alors de (4). Soient

I ={keN/p, = p}}, J ={keN/p, > p}}, K ={keN/p, < p}},

«=3 Pk=2 P B=2DPn ¥Y=2 P

kel kel ked keK
On vérifie facilement que Y ,.; pp — P, = Y hex Pr — Pr =1 —(a+ B+ 7).
Soient U l'intervalle [0, 1] et A la mesure de Lebesgue sur U. Construisons une
partition de [0, of en intervalles U, de longueur p, = p), (k € I), une partition
de [a, a + B[ en intervalles U, de longueur p) (k € J), et une partition de
[a+B, a+B+7[ en intervalles U, de longueur p; (k € K). Ainsi {U,/k € N} est
une partition de [0, a+ B+ v[. Soient {V,/k € J} une partition de [a+ B8+, 1]
en intervalles de longueur p,—p), et {W,/k € K} une partition de [a+ B+, 1]
en intervalles de longueur p), — p,,. Définissons sur (U, )) les points aléatoires
X etY par

X(w)=Y(w)=¢,, siweclU,(keN),
X(w)=¢e,, SiweV,(ked),
Y(w)=e, siweW,(keK).
Pour tout £ € N, on adonc M{X =e¢,} = p, et A{Y =¢,} = p), dou

EX = Z*pkek et EY = Z*p’kek.
keN keN
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Par ailleurs, pour tout w € [0, + B+ y[, on a X(w) = Y (w), ce qui entraine

[EX,EY] < E[X, Y] :/ [X,Y]dA
[a+B+y, 1]

< [X,a]dA+ [a, Y]dA
[a+B+y, 1] [a+B+y, 1]

=Y (pr— Ppla, e ]+ Y (P, — pr)la, el
ked keK

=Y |pr— Pilla, el O
keN

Identifions D & une partie de P*(D) au moyen de l'injection
D— 1, er> 5,.
Pour tout % € N, I'image par ¢ de e, est donc le vecteur

QD(ek) = (07 > 1,0,.. ) = (8i,k)ieN

ou §; , vaut 1 si i = k et 0 sinon. L'application ¢ nous permettra de “trans-
porter” dans /! des points aléatoires intégrables.

LEMME 2.3. La restriction ¢|p de ¢ a D est mesurable pour la tribu induite
par la tribu borélienne de M et pour la tribu borélienne de 1. Soit X un point
aléatoire a valeurs dans D et, pour tout % € N, soit p, = P(X = e;). Pour tout
p>0,0na

(12) Ela, X7 = }_ pila, e:]” = Elle(X)|7
keN

donc X est intégrable si et seulement ¢(X) I'est dans /1. Dans ce cas, on a
(13) Ee(X) = ¢(ux).

PREUVE. Comme {e} est compact pour tout e € M, chaque partie de D est
un K, donc une partie borélienne de M. Donc toute application de D dans
un espace mesuré quelconque est mesurable.

Soit X un point aléatoire a valeurs dans D. Notons, pour tout 2 € N, p, =
P(X = e;). L'égalité (12) se déduit du fait que |¢(X(w))|l, = [a, e;] lorsque
X(w) = e,. Donc X est intégrable si et seulement si ¢(X) I'est. On a alors,
dans ce cas,

Ee(X) =) prdy = (pi)r = ¢(px)
keN

ce qui prouve (13). O
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3. Théoreme ergodique et lois fortes des grands nombres a la
Etemadi et a la Beck et Giesy.

Un lemme de convergence d’ensembles. Donnons encore un lemme (un peu
long), qui servira dans le cas de points aléatoires de méme loi (Théorémes 3.1
et 3.2).

LEMME 3.1. Soit (x,),-; une suite d'éléments de D. On note, pour tout
n e N"ettout £ e N,

Y, r=20.(x,),
Zor= 1 iYi,k = 1card{i € Loy ek},
i=1 n
et, pour tout n € N*,
Y, =X, e et Z,=(Z, )€/
On suppose qu'il existe p = (p;,) € .7 tel que
(14) Z, - p.
Soit C = Y * p,e,. Alors
x1

(a) Z Zx; _>Haus C,
1<i<n
1 Wijs
(b) Y Zx; sWisC.
1<i<n

(c) Si M est a boules fermées compactes, alors

1
Z _xi _)Haus C

1<i<n

PREUVE. (a) C'est une conséquence immeédiate du Lemme 2.2;
x1 * *
[ > —xi,C] = [Z Z, ke ) pkek]
1zi<n T k k
= ”Zn - p”a — 0.

(b) Notons p, = d(a, Y 1.;<,(1/n)x;) (n € N*) et p = d(a, C). Comme a
est quelconque, il suffit de montrer que lim, ., p, = p. Or >°;_;,_,(1/n)x; C
Yrsicn(I/n)x;, dot p, > d(a, Y1-;,(1/n)x;), ce qui entraine, d'aprés (a)

1
liminf p, > lim d(a, Z*—xi> —p.
n—oo n—oo "
1<i<n
Il reste @ montrer que

(15) limsupp, <p.

n—oo
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Soit £ > 0 fixé. Comme p € 1%, il existe N € N* tel que

(16) Y pileo er] < &
k>N

Notons p!V et z\N respectivement les éléments de . définis par

Po+ Xk-NPr, Sik=0,
plkNZ Pr> si0O<k<N,
0, sik> N,
Zpo+YXhonNZnyw, Sik=0,
Zlnlj]k: Z ko si0< k<N,
0, sik> N.

On a, d'apres le Lemme 2.2 et d’aprées (16),

(17) [Z*PkNek> Z*pkek] < Y piless er] < &
3 3

k>N
. x [N
Il existe donc c € 3" p; e, tel que
(18) [a,c] <p+e.

De plus, d'aprés la définition du symbole Y_*, on peut choisir ¢ de la forme

ce Z Yifi
l<i<my
ou les vy; sont positifs ou nuls et m_,, mg, ..., my est une suite strictement
croissante d’entiers telle que m_; = 0 et, pour tout £ € {0, ..., N},
IN
Z Yi = P

my_j<i<my
et
Vie{mk_l-i-l,...,mk}, fi:ek.

Notons € = {(§;)1<i<m,/¥i €{1,....,my}, & >0, 34_icm, & = 1}. On munit
¢ de la topologie induite par celle de R™~. L'application

¢ — (M), (&)~ Z &ifi

1<i<my

est continue pour la topologie de ¢ et la topologie de Hausdorff sur 7 (M),
d’'aprés la Proposition 1.2 de [27]. Il existe donc dans € un voisinage V de (v;)
tel que

@ev = | ¥ &fi ¥ wfi|=e

l<i<my 1<i<my
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On peut supposer V de la forme

V={()ec/|& —vil<m, Vie{l,...,my}}

pour un certain n > 0. Pour chaque %k € {0, ..., N}, les (y;) déterminent une
subdivision de l'intervalle [0, plkN]:

IN

O=thm, S Sthi= 2. Y= Zthm="np-
my_1<j<i

Approchons (¥;)1<;<m, Par une suite d'élements (¢, ;)1<;<m, de € en posant,
pour tout n e N*, tout £ € {0,..., N} ettouti e {m,_,+1,...,m;},

N .
Z‘n,k, Si 1 =my,
Sn ki = 1 N .
<;(ntk’i)) A Z‘n,k’ Sl 1T < my,

ou (x) = max{m € Z/m < x}, puis

gn,i =Sn, ki — Sn,k,i-1

comme suggéré par la figure suivante:

’y,
r—j\— N
O=trm,, tk,‘il tk,‘i Pk‘ =t m,
w w w w w w -
1/n 2/n \ \ \
0:3 s,k,’*l S,k,. ‘N_
nak’mk—l n 1 n 1 Zk — Sn’k, m,
Eni
Pour tout £ € {0, ..., N}, les s, , ; (m;,_; < i < m;) forment une subdivision
de l'intervalle [0, Z‘nl?’k], et par conséquent on a
N
(19) Y &i=2

my_j<i<my

[P N -
d'oU > 1_iomy €n,i = 2o<k=N Zln,k =1, ce qui prouve que (£, ;)1<;<n, st dans
¢. De plus on a, pour tout 2 € {0,..., N}ettouti e {m,_,+1,...,m;},

1 IN N
0<tpi—Snri= oV ‘Zn,k_pk

et

1 IN N
lvi — &nil < 2(; VIZ, =i |)-
Comme (Z,), converge vers p dans I, il existe un entier ny > 3/7 tel que

n=n, = Vke{0,...,N}, |Z‘n]f’k—p'kN|<g.
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On a alors, pour tous n > ngetie {1,...,muy},
1 7
—& i <2(=v2) <
= tuil <2(53v 7)<

donc, des que n > ng, (&,,;)1<i<m, €St dans V et, par conséquent,

[ Yo Enifi X %fi:|<8.

1<i<my l<i<mpy

Pour tout n > ng, il existe donc v,, € M tel que

(20) [V,,cl<e et v, e > & .:fi
1<i<my
Par ailleurs, les ¢, ; sont de la forme g/n (q € {0, ..., nZ'rft’k}), d'ou, en utili-
sant (19),
1

(21) Yo o Enifi= Y. énienC ). e

l<ismy 0<k<N o<k<N T

my_y<i<my 1=j<nz,

Si I'on note, pour tout i € N*,

AN x;, six;e{ey,...,ex},
i - -
€p, Sl xiED—{eo,...,eN},
on a également
1 IN
Z —€p = Z —X;
0<k<N 1<i<n
1<j§nZ‘Nk

et donc, d’'apres (20) et (21),

1
(22) v, E Y. Ex‘lN

1<i<n

Evaluons maintenant [Z(l/n)xLN, > (1/n)x;]. Considérons, pour n fixé, une
partition de [0, 1] en intervalles I, ..., I, de longueur 1/n, et soit <7 la tribu
sur [0, 1] engendrée par ces intervalles. On munit ([0, 1], &) de la probabilité
A, restriction a &7 de la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Soient U et V les points
aléatoires «7-mesurables définis par

Vie{l,....,n}, YoelI,, U(w)=x; et V(o)=x".
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Onaalors EU =Y (1/n)x; et EV = Z(l/n)x‘iN (car o7 est engendrée par des
atomes pour A), d'oul

1 1 ¥ 1
[Z;wa;xi ] <E[U,V]= 1<lz<n ;[ew x;]
x;#{equ.en}
1
= Z —Yk,i[emek]: Z Zn,k[eOa ex]-
=N T k>N

1<i<n

Comme (Z,), converge vers p dans .7, il existe n,; > n, tel que

nx=ny = ) |Z,;— prlle,er] <&
keN

d’'ou, pour n > ngq,

[Z%xl’Z%xLN} = Z Zn,k[eo’ek]

k>N
(23) < Y |Z, 1 — prlleos er] + D prleo, exl
k>N k>N

< 2¢ dapres (16).

D’apres (22) et (23), pour tout n > nq, il existe donc un élément «,, de > (1/n)x;
tel que

[u,,v,] < 2e

d'ou, d'apres (18) et (20),

1
Pn = d(a7 Z le) = [as un] = [a’ C] + [07 vn] + [vn7 un] <p+ie

ce qui prouve bien I'inégalité (15).
(c) Supposons M a boules fermées compactes. Notons, pour tout n € N*,

F,= Y (i/n)x;, FN= % &N,

1<i<n 1<i<n

N * N
C‘ = Z pk ek7
keN

AW =1(q1)ren € #/VE > N, q;, = 0}
et

KWV = {Z *lek/(qk)k € /N}-
keN

L'ensemble KV est borné car, pour tout (gq,,) € .”V,

[Z*quek’eo}S Y aqileoserl = ) [eos el

keN 1<k<N 1<k<N
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Donc KN est compact. Notons encore, pour tout n € N*:
plnN = d(a, FLN) et p¥ =d(a,CM).

Comme (Z1), tend vers p/V dans 11, 1e résultat (b) prouve que FIN _wiis CIN
lorsque n — oo. Or les FIY et CIN sont contenus dans KN, Par conséquent
(F‘,LN)n tend vers C!V pour la convergence au sens de Wijsman dans le com-

pact KV, donc (F), tend vers CI¥ au sens de Hausdorff ([11], Section 3,
Proposition 4.1). Or, d'apres (23),

[FIY,F,] <2e
et, d'apres (16) et (17),
[ClN, C] < e.
Le choix de ¢ étant arbitraire, on a donc bien

Fn _)Haus C. O

Théoréme ergodique. On supposera ici, sans perdre en généralité, que
(Q, o7) est un espace standard, c’est-a-dire que &7 est o-isomorphe a la tribu
borélienne d'un espace polonais ([31], Chapitre 5, Définition 2.2). Notons en
effet M le produit dénombrable d'une suite de copies de M, et %> la tribu
borélienne de M. On peut, dans ce qui suit, se ramener au cas ou ({, .27)
est I'espace standard (M, ), car les résultats a démontrer ne dépendent
que de la loi d’'une suite (X,) de points aléatoires de M.

Sous cette hypothése il existe, pour toute sous-tribu % de .7, une ver-
sion réguliére de la probabilité conditionnelle sachant # ([31], Chapitre 5,
Théoreme 8.1), c'est-a-dire une application w — @, telle que (i), pour tout
w € Q, @, soit une probabilité sur (Q, &) et (ii), pour tout A € o7, I'application
o — Q,(A) soit #-mesurable et P(A) = [ Q,(A)dP(w). Si X est un point
aléatoire intégrable pour P, X est intégrable pour @, pour presque tout
w, d'apreés (ii). On définit alors, comme dans [23], I'espérance conditionnelle
E(X /%) de X sachant 2 comme étant, pour chaque o € (), I'espérance de X
pour la probabilité @,,:

E(X/#)(0) = [ X(0))dQ,(w).

Notons wy,, la loi conditionnelle de X sachant #: uy, 4(0) = X(@Q,). On a
donc b(py,4(w)) = E(X/#)(w) dés que o7 est sans atome pour @, ou que
Q@ est une masse de Dirac en un point. L'inégalité fondamentale (4) entraine
gue, pour tous points aléatoires intégrables X et Y, on a

p.s. [E(X/2),E(Y/#%)] <E([X,Y]/#)
et
(24) ps. [b(ux/z), b(ny )] < E([X, Y]/%).



756 P. RAYNAUD DE FITTE

Signalons encore que, d'apres la Proposition 1 de [23], I'application & —
E(X/%)(w), de Q vers 7 (M), est mesurable pour £ et la tribu borélienne de
(7 (M), [-,-]). De méme, I'application o +— b(ux,,(w)) est mesurable pour ces
tribus, car on peut se ramener au cas ou, pour tout o € (), .27 est sans atome
pour @, en remplacant ) par Q) x [0, 1], o7 par &/ ® Hjo 1}, # par ZQ Lo, 13,
PparP et @, par @, ® A.

THEOREME 3.1 (Théoréme ergodique). Soit (X,,) une suite stationnaire de
points aléatoires intégrables de M. Soit .# la tribu des événements invariants
par (X,). Alors

x1
(25) ps. Y ;Xi(w) =M by (),
1<i<n
1 Wijs
(26) p.s. Z ;Xi(w) - b(/"Xl/J(w))'
1<i<n
Si, de plus, M est a boules fermées compactes,
1
(27) ps. 2 —Xi(w) =M% b(ux, ), (@)).
1<i<n

PREUVE. Premiére étape: supposons les X, a valeurs dans D. Pour tout
w € (), tout n € N* et tout £ € N on note, comme dans le Lemme 3.1,

Yn,k(w) = 8ek(Xn(w))7
12 1 . {1,...,n}
Z ==-YY. S LSRR RS
n,k(w) n E l,k(w) ncard{l € Xi(w) ek}7
et, pour tout w € ) et tout n € N*,
Yn(w) = (Yn,k((‘)))k €/ et Zn(w) = (Zn,k((‘)))k €/

Soit w — @, une version réguliére de la probabilité conditionnelle sur Q
sachant .#. On a donc, pour tout % € N,

p.s. E(Yy /) w)= Q. {w € /X (o) =¢e,} = MXl//(w)(ek)
d'ou, en particulier,
ps. D E(Yy /) w)=1
keN
Remarquons également que

ps. Y E(Yy /) (0)a, e;] =E(a, X11/7)(0) < +00
keN
ce qui prouve que (E(Y; ,/-#)(w)), est p.s. dans .. De plus,

Y TB(Y 4 /) (@)es, = b, o ().
keN
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Le processus (Y ,,),, = (¢|p(X,,)), est stationnaire car, d'apres le Lemme 2.3,
l'application ¢|p: D — [L est mesurable. En outre les Y, sont intégrables,
d'apres le méme lemme. Le théoréme ergodique ponctuel pour des variables
aléatoires a valeurs dans un espace de Banach ([31], Chapitre 6, Théoreme 9.4
ou [28], Chapitre 4, cas (a) de la démonstration du Théoreme 2.1) entraine donc
qu'il existe un élément ' de «7, de probabilité 1, tel que

Vo € ), Z,(0) -7 E(Y,/7)(w) comme n — oo.

D’autre part, par linéarité de I'espérance conditionnelle et des projections
(Y)hen > Y, de Il dans R, on a

E(Y1/5) = (BE(Y 1,2/ F )i
Donc, pour tout w dans ', en appliquant le Lemme 2.2,

[ 272X (X)) )]

1<i<n

(28) [ > *Zn,kek’ > >kE(Yl,k/f)(w)ek]

keN keN
|Z,(0) —E(Yy/F ()| — O

a

IA

ce qui prouve (25). On déduit (26) et (27) du Lemme 3.1 et de (28) en posant,
pour tout w € ), tout n € N* et tout £ € N:

X, = X,(0) et pp=E(Yy,/S) (o)

Deuxiéme étape: cas général. Pour tout N € N* dapres le Lemme 2.1,
l'application ¢Y: M — D est mesurable, ce qui entraine que le processus
(XM = (WN(X,))en €St stationnaire. De plus, les X2 sont intégrables,
d’aprés le méme lemme. On a donc, pour tout w € (),

[ S 230 bx, @) <[ T Ex0) T ExN)]

n

1<i<n 1<i<n 1<i<n
29 x1
) [ ). b (0]
1<i<n

+ [b(xy, (), bix, ) p (0))]-

Notons respectivement A, B et C les trois termes du membre de droite. Alors,
d'apres (4),

= Y X)) XV(e)] < =
A_lglzgnn[Xl( ), XM (0)] < N’
ps. C=<E([XY,X,]/”) (o)< %

[d'apres (24)] et, d'aprés la premiere étape,

p.s. lim B=0,

n—oo
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d'ou, pour tout N € N*,

p.s. Iimsup[ Z*%Xi(w),b(uxl/,/(w))} = 2

ce qui prouve (25) dans le cas général.
Pour prouver (26), remarquons que, pour tout N € N*,

(a2 2X0) - da,blux, (@)

1<i<n

d<a, > %X,-(w))—d(a, > %X?(w))'

1<i<n 1<i<n

=

#lafe ¥ 2x¥@) - dla by ()

1<i<n

+[d(a, b(uxy, ,(0))) = d(a, b(px, ;. (@))]

< Erli(o ¥ 21XV - dabuxy )

1<i<n

et le dernier terme tend p.s. vers 0 d’apres la premiére étape.

Enfin, si M est a boules fermées compactes, on prouve (27) par le méme
calcul que dans (29), en remplacant Z}"<i<n(1/n)Xi par Y ;. ;-,(1/n)X;, car
d’aprés la premiére étape le terme B tend encore vers 0. O

Loi forte des grands nombres pour des points aléatoires intégrables deux a
deux indépendants et de méme loi. On obtient ici un résultat analogue au
théoréme précédent, par une méthode analogue.

THEOREME 3.2 (Loi forte des grands nombres a la Etemadi). Soit (X,,),-1
une suite de points aléatoires intégrables de M deux a deux indépendants et
de mé&me loi. Alors

(30) EX, =b(ux,),
(31) p.s. Z*lxi(w)eHaus EX,
X n
1<i<n
et
1 .
(32) ps. Y =X (0) >"SEX,.
1<i<n

Si, de plus, M est a boules fermées compactes,

1
(33) p.S. Z ;Xl(w) —)Haus ]EXJ_

1<i<n
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REMARQUE 3.1. La loi forte des grands nombres obtenue par Herer dans
[27] est le résultat (33) dans le cas ou M est a boules fermées compactes et
ou la suite (X,), est indépendante identiquement distribuée (i.i.d.). Herer a
prouvé également dans ce cas une réciproque dont la démonstration n'utilise
pas I'nypothese de compacité des boules fermées ([27], Théoréme 3.2): si (X,,)
est i.i.d. et s'il existe F € 7 (M) tel que p.s. ¥;;_,(1/n)X;(w) converge au
sens de Hausdorff vers F, alors X est intégrable et F = E(X,).

Ce dernier résultat s'étend au cas ou les X, sont seulement deux a deux
indépendants de méme loi, en utilisant, dans la réciproque de la loi forte
des grands nombres pour des variables aléatoires réelles, le lemme de Borel—
Cantelli pour des événements deux a deux indépendants ([9], Théoréme 4.2.5).

PREUVE DU THEOREME 3.2. L'égalité (30) provient du fait que si les X,
ne sont pas p.s. constants, alors (Q, o7, P) est sans atome. Ce résultat est
bien connu dans le cas ou (X,) est i.i.d., et sa démonstration utilise le
lemme de Borel-Cantelli. Le méme résultat pour des variables deux a deux
indépendantes de méme loi s'obtient en utilisant la loi du zéro-un pour la
limite supérieure d’événements deux a deux indépendants, qui est démontrée
dans [9] (corollaire du Théoreme 4.2.5).

La preuve de (31), (32) et (33) est semblable a celle du théoréme ergodique,
en remplacant la tribu .# par la tribu {Q, J} et le théoreme ergodique dans
les espaces de Banach par la loi des grands nombres d'Etemadi [19]. O

Lois fortes des grands nombres avec des conditions sur les moments.

THEOREME 3.3 (Lois fortes des grands nombres a la Beck et Giesy). Soit
(X, )n>1 Une suite indépendante de points aléatoires intégrables de M vérifiant
I'une des conditions suivantes:

Var[a, X, ]

(i) lim * 3 (Var[a, X;)"?=0 et > —

n—oo n

< 400

1<i<n n>1
[ou, pour une variable aléatoire réelle intégrable £, Varf = E(f —Ef)?],
1
(i) lim = )  esssup[a, X;]=0.

n—oo .
n 1<i<n

Alors

ps. | XX (X Tux )| o

l<i<n 1<i<n

REMARQUE 3.2. Beck et Giesy ont montré dans [2] que, dans le cadre des
espaces de Banach, les conditions (i) et (ii) ne peuvent pas étre affaiblies.

PREUVE DU THEOREME 3.3. Premiére étape: on suppose les X, a valeurs
dans D. Les notations Y, ,, Y,, Z, , et Z, sont les mémes que dans la



760 P. RAYNAUD DE FITTE

preuve du Théoreme 3.1. Notons encore, pour tout n € N* et tout % € N,

P, = ]P(Xn = ek) = EYn,k’

1 1 L {L..n)
Qn k= E(]_ELX;’L EYi’k> = ]E(;C&rd{L € T = ek}>,

et, pour tout n € N*,

1
P = (pn,k)k = @(/“'Xn) et q, = (qn,k)k = @( Z ;MXi) = EZn

1<i<n
Examinons la loi forte des grands nombres pour la suite (Y ,,),,.

(i) Les Y, sont indépendants, ont des moments d'ordre deux et vérifient

1
> =(Var|Y],)* -0
1<i<n n
et
VarlYla
n

2

neN*

+0o0

donc, d'apres le Théoréme 111.13 de Beck et Giesy [2],
(34) p.s. ||Zn - qn”a — 0.
(ii) Les Y, sont indépendants et
1
> —esssup|Y,ll, > O,
1<i<n n
d'ou encore (34) d’'aprées le méme théoréme de Beck et Giesy.

Dans tous les cas, (Y,,),, vérifie donc la loi des grands nombres. Or, d'apres la
définition du symbole Y%, on a, pour tout n € N* et tout w € Q,

> e =b( X Tux) ot T'Zuuoe= TFX ()

keN 1<i<n keN 1<i<n
d'ou p.s.
x 1 1 * *
Z = X;(w),b Z —Mx, )| = Z Z, p(w)eg, Z qn, ek
1<i<n n 1<i<n n keN keN

= ”Zn - Qn”a — 0.

Deuxiéme étape: cas général. D'aprés le Lemme 2.1, (X1), = (¢"(X,)), est
une suite indépendante de points aléatoires intégrables telle que, pour tout
n e N¥,

[b(:“X;;)a b(pux,)] <

S|k
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(i) D'aprés le Lemme 2.1, pour tout n € N*,

2
Var[a, X] < 2 + Var[a, X,]

d'ou
Var[a, X7] 1 Var[a, X,
X:l Tﬂ <2 X:l i X:l 3 < 400
n> n=> n=
et, de plus,
n1\1/2 212 172
(Var[a, X}3])"* < — + (Var(a, X, ])"%,
n
ce qui entraine
. 1 '
0 <limsup= Y (Var[a, Xi])'/?
n—oo N 1<i<n
. 212 11 1/2
<limsup[— > -+ = Y (var[a, X,])"/*) =0.
nooo \ M gp b Moo,

La suite (X7), a valeurs dans D vérifie donc les hypothéses (i) du théoreme
et, d'apres la premiére étape,

ps. | il X pux)| -0

1<i<n 1<i<n
d'ou
x1 1
p-S. [ > _Xi(‘”)ab< > _MXi>i|
1<i<n ™ 1<i<n T

= 2xio {5 2

1<i<n 1<i<n

[ zinen ]|

1<i<n

1 1
+ [b(lg;n Eﬂxg>, b(lgin ;Mxi>]

= Y [Xw), X;i<w>]+[1£j%X?<w>’b(1£n%“X?>}

[en appliquant (6) au premier terme et le Lemme 1.1 au troisiéme]

Iy %+|: Z*%Xﬁ(w),b< > %Mx;)}L% > %

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

n
— 0.
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(if) On a

1 . 1 1
Y. —esssupla, X;] <~ (esssup[a, X1+ —.) — 0.
n 1<i<n !

1<i<n

Le méme raisonnement que pour (i) s'applique donc. O

4. Loi forte des grands nombres a la Cuesta et Matran. Cuesta et
Matran ont prouvé de deux manieres différentes, dans [12] et [13], une loi forte
des grands nombres treés générale pour des éléments aléatoires d’'un espace de
Banach séparable. Chacune de leurs deux méthodes s’adapte au cas de points
aléatoires de M, moyennant quelques changements mineurs, dont le principal
est le remplacement de |x|| par [a, x].... La premiére méthode utilise une
généralisation par Blackwell et Dubins [5] du théoréme de Skorohod, tandis
gue la deuxiéme fait appel aux propriétés de la distance de Lévy—Wasserstein
sur l'espace P*(M), définie, pour u et v dans PY(M), par

d(u,v) =Inf{E[X, Y]/X de loi u, Y de loi v}.

Les propriétés de d utilisées dans [13] sont démontrées dans le cadre des
espaces métrigues par Rachev dans [33]. Remarquons que l'inégalité fonda-
mentale (4) qui permet de définir I'espérance au sens de Herer entraine que
I'application u — b(w) de PY(M) dans .7 (M) est uniformément continue.

Notons ici que la preuve de Blackwell et Dubins [5] comporte une faille,
signalée dans [14], mais qui n'a aucune incidence sur la démonstration de [12].
En effet, pour tout @ € A, avec les notations de [5], la variable p*(J,(m), -)
a pour loi J,(m) = ¢,(m). Donc p*(J,(m), v) est dans c,(X) pour tout (a, v)
en dehors d'un négligeable de (U, A) qui dépend de m, disons N,,. Examinons
le point (D) de la démonstration. Si une suite généralisée (m;);.; tend vers
m pour la convergence étroite dans M(X), les représentations p,, (a,v) ne
tendent pas nécessairement vers p,, (a, v) lorsque (a, v) appartienta (J;c; N, .
La convergence presque sre n'est donc obtenue que pour I dénombrable, ce
qui est tout de méme un peu plus que le théoreme classique de Skorohod, et
suffit pour démontrer la loi des grands nombres par la méthode de [12].

Une preuve compléte du théoréeme de Blackwell et Dubins a été donnée par
Fernique [20], par une méthode différente. Par ailleurs, Rachev, Rischendorf
et Schief [34, 35] et Dudley [17] ont obtenu un théoréme de représentation
de Skorohod pour des suites de lois de probabilités équivalentes pour une
distance qui métrise la convergence étroite ou la convergence en probabilité.

THEOREME 4.1 (Loi forte des grands nombres a la Cuesta et Matran). Soit
(X, )n>1 une suite de points aléatoires intégrables. On suppose que les trois
conditions suivantes sont réalisées.

(i) Lasuite (X1-,<,(1/n)px,), est tendue.
(if) La suite ([a, X, ]), Vérifie la loi forte des grands nombres:

ps. > %[a, X,(w)] — 0.

1<i<n
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(iii) Lapplication x +— [a, x] est uniformément intégrable par rapport a
(Ci<i<n(I/n)px, )n-
Alors

ps. | X X0 b( X Jux )| -0

1<i<n 1<i<n

PREUVE. Analogue a celle de [12], ou bien a celle de [13]. O

Soit (X,),, une suite de points aléatoires. Nous dirons que (X,,),, est tendue
si (nx, ), I'est. La suite (X ), sera dite uniformément intégrable si ([a, X,]),
I'est par rapport a P.

COROLLAIRE 4.2 (Adaptation du Corollaire 4 de [12]). Soit (X,),-; une
suite tendue et uniformément intégrable de points aléatoires deux a deux
indépendants vérifiant, pour un certain p > 1,

Ela, X,]?
T T

+00.

Alors

ps. | U@t X Tux )|

1<i<n 1<i<n

REMARQUE 4.1. Pour démontrer le Corollaire 4.2, on peut se ramener au
résultat analogue dans le cadre des espaces de Banach, par la méme méthode
que dans la Section 3, en choisissant un ensemble D particulier. En effet, la
suite (X)), étant tendue, il existe une suite (K ), de compacts de M telle
gue, pour tout n et pour tout s dans N*, on ait

P(X, ¢ K,) <.

Choisissons I'ensemble D = {e; ,/s € N*, k € N} de sorte que, pour tout s € N*,
{es.r/k € N} soit dense dans K. Pour chaque x € s K et pour chaque
N e N*, posons

s(x) =min{s e N*/x € K},

N

[donc (s(x), kY (x)) est le plus petit élément, pour I'ordre lexicographique sur
N*xN, de {(r, k)/x € K,.NB(e, ,1/N[}]. Pour tout s € N* et pour tout N € N*,
il existe, par compacité de K, un entier £V tel que

1
KSC U B(es}k,N[.

0<k<kN

kN(.’)C) = mln{k € N/[x, es(x)’k] < i}

Si x € K, on a donc

(35) s(x)<s et EN(x)< ki\(’x).
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Nous pouvons définir I'application ¢~: | J,. K, — D par
PN (x) =N = €(s(x), kN (x))

Pour tout x € U, K, on a donc [x, x¥] < 1/N. De plus, d'aprés (35), pour
tout s € N*, I'ensemble ¢V (K ) est contenu dans I'ensemble fini

DY =le, ,/r<s et k<kN}.

En réindexant les éléments de D par les entiers naturels, on peut conserver
la définition de I} et de I'application ¢: P*(D) — IL. Il est tout aussi simple de
poser

= {0 e/ T Ipalias el < oo
(s, k)

et, pour u € PX(D),
‘P(P«) = (M{es,k})(s, k)eN*xN*

Dans les deux cas, I'ensemble ¢(DY) est une partie finie, donc compacte, de
I, et on a, par définition de (K),,

VneN,  P(p(XY)¢e(DY) <P(XY ¢DYN)<P(X,¢K, =<

®» | =

donc la suite (YY), = (¢(XY)), est tendue.
Par ailleurs, (YY), est uniformément intégrable, car, pour R > 1/N,

0= ¥, ap
{IIY¥l,>R} @

B /{[a XN]>R}[a’ X;']dP (car [a. X,'] = [e(X2)],)

[0, X,]+ = dP

)
{la, X,]>R-1/N} N

N 1 1
2[a, X,|dP <des que R — N N)

— 0, lorsque R — +oo [car la suite (X ), est tendue].

=
{la, X,]>R—-1/N}

Enfin (YY), vérifie la méme condition sur les moments que (X,,),,, car

5 BN _ o Elo X2V
neN* np neN* nb
1 1 Ela, X,]”
p—1_— - p—1 > n
=2 NP Z np +2 Z np
neN* neN*

(d’aprées le Lemme 2.1)

< +o0.
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La suite (YY), vérifie donc, d’aprés [12] (Corollaire 4),

— 0
a

> (¥ Nw) - EYY)

1<i<n

p.s. , lorsque n — oo.

On conclut en utilisant

[ Z*%va(whb( > %MX{V)]

1<i<n 1<i<n

[ %/ 1 N %/ 1 N

= Z <N Z Yi,k(“’))eka Z (ﬁ Z EYi,k €p

- keN 1<i<n keN 1<i<n

(ici on a réindexé les éléments de D par les entiers naturels)

=| X %(va(w)—Eva>

1<i<n

(d’aprés le Lemme 2.2),

a

puis, d'apreés (6),

1 x1 1 1
| K, SN = ¢ I X =

1<i<n 1<i<n

et, d'apres le Lemme 1.1,

[b< > %fov>’b( > EMX,)}S > %E[vaXz]f%

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Remerciements. Je remercie un referee anonyme pour ses remarques
constructives, notamment pour avoir détecté une erreur dans la démonstration
de la Proposition 2.1 et fourni I'exemple de la Remarque 2.1.

[1
[2

[3]
[4]
[5]

(6]

[7]
(8]
[
[10]
[11]

REFERENCES

ANDALAFTE, E. Z., VALENTINE, J. E. and WAYMENT, S. G. (1979). Triangle median properties
which characterize Banach spaces. Houston J. Math. 5 307-312.

BECK, A. and GIESY, D. P. (1970). P-uniform convergence and a vector-valued strong law of
large numbers. Trans. Amer. Math. Soc. 147 541-559.

BEER, G. (1994). Wijsman convergence: a survey. Set Valued Analysis 2 77-94.

BENES, V. E. (1962). Martingales on metric spaces. Teor. Veroyatnost. i Primenen. 7 82—-83.

BLACKWELL, D. and DUBINS, L. E. (1983). An extension of Skorohod’s almost sure represen-
tation theorem. Proc. Amer. Math. Soc. 89 691-692.

Bru, B., HEINICH, H. and LOOTGIETER, J. C. (1993). Distances de Lévy et extensions des
théorémes de la limite centrale et de Glivenko—Cantelli. Publ. Inst. Statist. Univ. Paris
37 29-42.

BUSEMANN, H. (1948). Spaces with non-positive curvature. Acta Math. 80 259-310.

BUSEMANN, H. (1955). Theory of Geodesics. Academic Press, New York.

CHUNG, K. L. (1974). A Course in Probability Theory, 2nd ed. Academic Press, New York.

CLARKSON, dJ. A. (1936). Uniformly convex spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 40 396-414.

CORNET, B. (1973). Topologies sur les fermés d’'un espace métrique. Theése de 3éme cycle,
Cahiers de Mathématiques de la Décision 7309, Univ. Paris-Dauphine, Paris.



766

[12]

[13]

[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

[22]
[23]

[24]
[25]
[26]
[27]
[28]
[29]
[30]
[31]
[32]
[33]
[34]

[35]

P. RAYNAUD DE FITTE

CUESTA, J. A. and MATRAN, C. (1988). Strong convergence of weighted sums of random
elements through the equivalence of sequences of distributions. J. Multivariate Anal.
25 311-322.

CUESTA, J. A. and MATRAN, C. (1992). A review on strong convergence of weighted sums of
random elements based on Wasserstein metrics. J. Statist. Plann. Inference 30 359—
370.

DELLACHERIE, C. and MEYER, P. A. (1996). Probabilités et potentiel. Unpublished. Version
définitive to appear.

Doss, S. (1949). Sur la moyenne d’'un élément aléatoire dans un espace distancié. Bull. Sci.
Math. (2) 73 1-26.

Doss, S. (1962). Moyennes conditionnelles et martingales dans un espace métrique. C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 254 3630-3632.

DUDLEY, R. M. (1989). Real Analysis and Probability. Wadsworth and Brooks/Cole, Pacific
Grove, CA.

EMERY, M. and MOKOBODZKI, G. (1991). Sur le barycentre d’une probabilité dans une variété.
Séminaire de Probabilités XXV. Lecture Notes in Math. 1485 220-233. Springer, Berlin.

ETEMADI, N. (1981). An elementary proof of the strong law of large numbers. Z. Wahrsch.
Verw. Gebiete 55 119-122.

FERNIQUE, X. (1988). Un modéle presque sr pour la convergence en loi. C. R. Acad. Sci.
Paris Sér. | Math. 306 335-338.

FRECHET, M. (1948). Les éléments aléatoires de nature quelconque. Ann. Inst. H. Poincaré
14 215-310.

GRrRoMOV, M. (1975). Structures Métriques pour les Variétés Riemanniennes. Cedic, Paris.

HERER, W. (1988). Martingales a valeurs fermées bornées d’'un espace métrique a courbure
négative. C. R. Acad. Sci. Paris Ser. | Math. 307 997-1000.

HERER, W. (1983). Espérance mathématique au sens de Doss d’'une variable aléatoire a
valeurs dans un espace métrique. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 302 131-134.

HERER, W. (1988). Espérance mathématique d’'une variable aléatoire a valeurs dans un
espace métrique a courbure négative. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 306 681-684.

HERER, W. (1990). Mathematical expectation and martingales of random subsets of a metric
space. Probab. Math. Statist. 11 291-304.

HERER, W. (1992). Mathematical expectation and strong law of large numbers for random
variables with values in a metric space of negative curvature. Probab. Math. Statist.
13 59-70.

KRENGEL, U. (1985). Ergodic Theorems. de Gruyter, Berlin.

KURATOWSKI, K. (1966) (1968). Topology 1 and 2. Academic Press, New York.

MENGER, K. (1928). Untersuchungen Uber allgemeine Metrik. Math. Ann. 100 75-163.

PARTHASARATHY, K. R. (1967). Probability Measures on Metric Spaces. Academic Press, New
York.

PICARD, J. (1994). Barycentres et martingales sur une variété. Ann. Inst. H. Poincaré 30
647-702.

RAcHEV, S. T. (1982). Minimal metrics in the random variables space. Publ. Inst. Statist.
Univ. Paris 27 27-47.

RAcHEV, S. T., RUSCHENDORFF, L. and SCHIEF, A. (1988). On the construction of almost
surely convergent random variables. Angewandte Mathematik und Informatik 10.

RACHEV, S. T., RUSCHENDORFF, L. and SCHIEF, A. (1992). Uniformities for the convergence
in law and in probability. J. Theoret. Probab. 5 33—44.

UNIVERSITE DE ROUEN

UFR DES SCIENCES-MATHEMATIQUES
URA CNRS 1378 SITE COLBERT

76 821 MONT SAINT AIGNAN CEDEX
FRANCE

E-MAIL: raynaud@univ-rouen.fr



