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THÉORÈME ERGODIQUE PONCTUEL ET LOIS FORTES DES
GRANDS NOMBRES POUR DES POINTS ALÉATOIRES D’UN

ESPACE MÉTRIQUE À COURBURE NÉGATIVE

By Paul Raynaud de Fitte

Université de Rouen

Soit M un espace métrique séparable complet à courbure négative
suivant la définition de Herer. À l’aide de la définition de Herer de
l’espérance mathématique d’un point aléatoire de M, nous étendons à
des suites de points aléatoires de M un théorème ergodique ponctuel et
plusieurs lois fortes des grands nombres (lFgn), connus dans le cas où M
est un espace de Banach séparable (lFgn d’Etemadi, de Beck et Giesy, et
de Cuesta et Matrán). Dans les résultats obtenus, la convergence a lieu au
sens de Hausdorff ou au sens de Wijsman dans l’espace des fermés de M.

Let M be a complete separable metric space with negative curvature
as defined by Herer. Using Herer’s definition of the mathematical expecta-
tion of a random point of M, we extend to sequences of random points of
M a pointwise ergodic theorem and strong laws of large numbers (SLLN),
known in the case where M is a separable Banach space (SLLN of Etemadi,
of Beck and Giesy and of Cuesta and Matrán). The convergence results ob-
tained here are stated for the Hausdorff topology or the Wijsman topology
in the space of closed subsets of M.

Introduction. Plusieurs définitions ont été proposées pour l’espérance
d’une variable aléatoire à valeurs dans un espace métrique M : Fréchet [21]
en 1948, Doss [15] en 1949 (voir aussi [16], [4], [24], [26] et [6]) et Herer
[25] en 1988 pour les espaces dits “à courbure négative” (voir aussi [23] et
[27]). Une espérance pour des variables aléatoires à valeurs dans une variété
différentielle V a été définie par Émery et Mokobodzki [18], puis une autre par
Picard [32]. Dans toutes ces définitions (sauf [32]), l’espérance d’un élément
aléatoire est un fermé de M ou de V, non nécessairement réduit à un point.

Chacune de ces définitions permet de donner un sens à la somme de Cesàro∑
1≤i≤n�1/n�xi de points x1� � � � � xn de M ou de V, que l’on peut considérer

comme l’espérance d’une variable aléatoire prenant les valeurs x1� � � � � xn,
chacune avec la probabilité 1/n. Il est donc naturel de se demander si,
avec l’une de ces espérances, on peut établir des théorèmes de limite (dans
l’ensemble des fermés de M ou de V) pour les sommes de Cesàro d’une
suite �Xn�n de points aléatoires de M ou V. Dans [27], Herer a prouvé une
loi forte des grands nombres (relativement à l’espérance au sens de Herer)
pour des points aléatoires indépendants identiquement distribués d’un espace
métrique à courbure négative et à boules fermées compactes. Nous présentons
ici un théorème ergodique ponctuel et plusieurs lois fortes des grands nom-
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THÉORÈME ERGODIQUE EN COURBURE NÉGATIVE 739

bres, relativement à l’espérance de Herer, pour des points aléatoires d’un
espace métrique à courbure négative M dont les boules fermées ne sont pas
nécessairement compactes.

Nous commençons par définir, dans la Section 1, les espaces métriques à
courbure négative, l’espérance au sens de Herer et le barycentre d’une pro-
babilité sur M. Ensuite, dans la Section 2, nous établissons des résultats qui
permettent de transporter les points aléatoires de M dans un espace l1. Ces
résultats sont utilisés dans la Section 3 pour démontrer, dans M, un théorème
ergodique ponctuel et des lois fortes des grands nombres connues dans le cadre
des espaces de Banach séparables (lois des grands nombres d’Etemadi [19] et
de Beck et Giesy [2]). En Section 4, une autre loi forte des grands nombres
est obtenue en adaptant à M la méthode utilisée par Cuesta et Matrán [12]
pour démontrer des lois fortes des grands nombres dans les espaces de Banach
séparables.

Dans tout ce qui suit, ���� �P� est un espace probabilisé, M est un espace
métrique séparable complet, D = �e0� � � � � ek� � � �� est une partie dénombrable
dense de M et a désignera un point quelconque de M. La distance entre deux
éléments x et y de M sera notée �x�y�. Si F est une partie fermée non vide de
M et x un élément de M, on notera d�x�F� = infy∈F�x�y�. On notera � �M�
l’ensemble des parties fermées non vides de M, muni de l’ écart de Hausdorff
�·� ·� défini par

�F�G� = max
{
sup
x∈F

d�x�G�� sup
y∈G

d�y�F�
}

= sup
a∈M

�d�a�F� − d�a�G��

([11], Section 2, Definition 1.1 et Proposition 1.2). La convergence au sens de
Hausdorff (i.e., pour la topologie associée à �·� ·�) d’une suite �Fn�n d’éléments
de � �M� vers F ∈ � �M� sera notée

Fn →Haus F�

Nous utiliserons également une notion de convergence plus faible : on dira
que �Fn�n ∈ � �M�N converge au sens de Wijsman vers F ∈ � �M� si, pour
tout a ∈M,

lim
n→∞ �d�a�Fn� − d�a�F�� = 0�

On écrira alors

Fn →Wijs F

(voir [3] ou [11] pour les propriétés de cette convergence).

1. Espaces métriques à courbure négative, espérance au sens de
Herer.

Combinaisons convexes. Espaces à courbure négative. Pour tous x et y dans
M, et pour tous p1 et p2 dans �0�1�, tels que p1 + p2 = 1, on appelle com-
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binaison convexe ([25], Definition 1) de x et y de poids p1 et p2 l’ensemble
(éventuellement vide)

�z ∈M/ �z� x� = p2�x�y� et �z� y� = p1�x�y���
que l’on notera p1x+p2y. Cette définition s’étend par récurrence à un système
de n éléments (distincts ou non) x1� � � � � xn de M �n ∈ N� n ≥ 2� et de n poids
p1� � � � � pn positifs ou nuls tels que

∑
1≤i≤n pi = 1 : on écrira z ∈ ∑1≤i≤n pixi

s’il existe deux parties disjointes non vides I1 et I2 de �1� � � � � n� telles que

z ∈
( ∑
i∈I1

pi

) ∑
j∈I1

pj∑
i∈I1

pi
xj +

( ∑
i∈I2

pi

) ∑
j∈I2

pj∑
i∈I2

pi
xj�

On dit que M est convexe (au sens de Herer [25, 27], voir également la
définition de Menger [30]) si px1+�1−p�x2 est non vide pour tous x1� x2 ∈M
et p ∈ �0�1�. On dit que l’espace métrique convexe M est à courbure négative
[25, 27], (voir aussi les définitions de Busemann [7, 8] et de Gromov [22]) si
pour tous x�y� x′� y′ ∈M, p�p′ ∈ �0�1�, z ∈ px+�1−p�y et z′ ∈ px′+�1−p�y′,
on a

�z� z′� ≤ p�x� x′� + �1− p��y�y′��(1)

Dorénavant, M sera toujours convexe à courbure négative. Si l’on pose
x = x′ et y = y′ dans (1), on voit que px + �1 − p�y est toujours un single-
ton (que l’on identifiera à son unique élément). On démontre par récurrence
([25], Proposition 1 et [27], Proposition 1.1) que, si �xi�i∈I et �x′i�i∈I sont deux
familles finies de points de M et si �pi�i∈I est une famille d’éléments de �0�1�
telle que

∑
i∈I pi = 1, alors[∑

i∈I
pixi�

∑
i∈I
pix

′
i

]
≤∑

i∈I
pi�xi� x′i��(2)

Si �pi� est fixé, l’application �xi� �→
∑

i∈I pixi de MI dans � �M� est donc uni-
formément continue pour la structure uniforme produit sur MI et la structure
uniforme sur � �M�, et par conséquent mesurable pour les tribus boréliennes
de MI et de � �M�. Si �Xi�i∈I est une famille finie de variables aléatoires
à valeurs dans M,

∑
i∈I piXi est donc une variable aléatoire à valeurs dans

� �M�.
Busemann [7] a prouvé en 1948 que les variétés riemanniennes simplement

connexes, munies de leur distance géodésique, sont des espaces métriques à
courbure négative (au sens de la définition ci-dessus) si et seulement si leur
courbure sectionnelle est négative. D’autre part, les espaces de Banach stricte-
ment convexes sont également des espaces métriques à courbure négative. Or,
d’après un résultat de Clarkson [10], tout espace de Banach séparable peut
être muni d’une norme équivalente qui le rend strictement convexe. De plus,
dans un espace de Banach strictement convexe, la combinaison convexe (au
sens défini ci-dessus)

∑
i∈I pixi a pour unique élément la combinaison linéaire

habituelle (au sens algébrique) des xi avec les coefficients pi, qui, elle, ne
dépend pas de la norme. Il s’ensuit que les résultats que nous obtiendrons dans
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cet article pour les espaces métriques séparables complets à courbure négative
généralisent les résultats analogues pour les espaces de Banach séparables,
obtenus en remplaçant, pour tout x ∈M, la distance �a� x� par la norme �x�.

Espérance au sens de Herer d’un point aléatoire. Nous appellerons point
aléatoire toute variable aléatoire définie sur ���� �P�, à valeurs dans M muni
de sa tribu borélienne �M. La loi d’un point aléatoire X sera notée µX.

Soit X un point aléatoire étagé, il est de la forme

X = ∑
1≤i≤n

�Ai
xi(3)

où �A1� � � � �An�⊂� est une partition finie de � et les xi=X�Ai� sont des
points de M. Notons ��X� l’ensemble des partitions finies π = �B1� � � � �Bn� ⊂
� de �, telles que X soit constant sur les Bi. Pour chaque π ∈ ��X�, soit

EπX = ∑
B∈π

P�B�X�B��

Si π et π ′ sont dans ��X� et si π est plus fine que π ′, alors Eπ ′X ⊂ EπX.
L’espérance au sens de Herer d’un point aléatoire étagé X est l’ensemble

fermé

EX = ⋃
π∈��X�

EπX�

Pour tous points étagés X et Y, on montre à l’aide de (2) l’inégalité fonda-
mentale suivante ([25], Proposition 2 et [27], Proposition 2.1)

�EX�EY� ≤ E�X�Y��(4)

C’est ce résultat qui permet la construction de l’espérance de Herer.
On dira qu’un point aléatoire X est intégrable si E�a�X� < +∞ (où a est un

point quelconque de M choisi une fois pour toutes; cette définition ne dépend
pas du choix de a). Soit L1

M l’espace des points aléatoires intégrables (modulo
l’égalité p.s.), muni de la distance  définie par

 �X�Y� = E�X�Y�
qui en fait un espace métrique complet [29]. Le sous-espace � 1 des points
aléatoires étagés intégrables est dense dans L1

M car M est séparable.
L’inégalité (4) prouve que l’application

� 1 → � �M�� X �→ EX

est uniformément continue, et se prolonge donc par continuité de manière
unique sur L1

M en une application X �→ EX, que l’on appellera encore
espérance mathématique, et qui vérifie encore (4) pour tous X et Y dans L1

M.
On notera également

EX =
∫
X�ω�dP�ω�

lorsque l’on aura besoin de préciser que l’espérance de X est relative à la
probabilité P.
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Barycentre d’une probabilité. On voit que l’espérance de X ne dépend pas
seulement de la loi de X, mais aussi de l’espace ���� �P�: si les Ai dans (3)
sont des atomes pour P, alors l’espérance de X est

EX = ∑
1≤i≤n

P�Ai�xi

qui n’est pas nécessairement le même ensemble que dans le cas où ���� �P�
est sans atome. En effet, supposons qu’il existe trois points x1� x2� x3 de M
dont la combinaison convexe avec les poids α1� α2� α3 n’est pas un singleton
(c’est le cas, par exemple, dans le plan hyperbolique si x1� x2� x3 ne sont pas
alignés et si α1� α2� α3 sont non nuls, car, sinon, le plan hyperbolique serait
isométrique à un espace de Banach, d’après le Théorème 3.1 de [1]). Alors
l’ensemble α1x1 + α2x2 + α3x3 est constitué des éléments

u = α1x1 + �α2 + α3�
(

α2

α2 + α3
x2 +

α3

α2 + α3
x3

)
�

v = α2x2 + �α3 + α1�
(

α3

α3 + α1
x3 +

α1

α3 + α1
x1

)
�

w = α3x3 + �α1 + α2�
(

α1

α1 + α2
x1 +

α2

α1 + α2
x2

)
�

dont deux au moins sont distincts (supposons que ce soient les deux premiers).
Or si ���� �P� est l’intervalle �0�1� muni de sa tribu borélienne ��0�1� et de la
probabilité uniforme λ, et si X est un point aléatoire prenant les valeurs x1,
x2 et x3 sur les ensembles A1, A2 et A3 de probabilités α1, α2 et α3, l’espérance
EX contient le segment constitué des points de la forme tu + �1 − t�v �0 ≤
t ≤ 1�, que l’on obtient en découpant chacun des Ai en deux sous-ensembles
de probabilités tαi et �1− t�αi. Il s’ensuit que EX a la puissance du continu,
alors que α1x1 + α2x2 + α3x3 est fini.

Ceci nous conduit à définir le barycentre b�µ� d’une probabilité µ sur
�M��M�: si

∫
M�a� x�dµ�x� < ∞, le barycentre b�µ� de µ est l’espérance au

sens de Herer d’un point aléatoire défini sur ��0�1����0�1�� λ�, et de loi µ.
On voit, en le vérifiant d’abord pour µ discrète, que cette définition reste
inchangée si l’on choisit un autre espace de départ sans atome. Il est facile
de prouver que b�µ� est toujours convexe pour la distance induite par celle
de M. On notera P

1�M� l’ensemble des probabilités sur M qui admettent un
barycentre.

Si I est une partie de N, �xi�i∈I une famille de points de M et �pi�i ∈ I
une famille de réels positifs telle que

∑
i∈I pi = 1 et

∑
i∈I pi �a� xi� < +∞, on

notera ∑
i∈I

∗
pixi

le barycentre de la probabilité
∑

i∈I piδxi (où δxi est la mesure de Dirac au
point xi). Si I est fini, on a donc∑

i∈I
pixi ⊂

∑
i∈I

∗
pixi�(5)
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Si �x′i�i∈I est une famille de points de M telle que
∑

i∈I pi�a� x′i� < +∞,
alors, d’après l’inégalité fondamentale (4),[∑

i∈I

∗
pixi�

∑
i∈I

∗
pix

′
i

]
≤∑

i∈I
pi�xi� x′i��(6)

Comme précédemment pour les combinaisons convexes, si I est fini, alors,
pour �pi� fixé, l’application �xi� �→

∑∗
i∈I pixi de MI dans � �M� est uni-

formément continue, donc mesurable. Si �Xi�i∈I est une famille finie de vari-
ables aléatoires à valeurs dans M,

∑∗
i∈I piXi est donc une variable aléatoire

à valeurs dans � �M�.

Remarque 1.1. On peut construire une deuxième notion de moyenne d’une
probabilité µ ∈ P

1�M�, en choisissant (contrairement au cas du barycentre) un
espace probabilisé ayant des atomes aussi gros que possible. Cette moyenne,
que nous appellerons combinaison convexe de µ et que nous noterons c�µ�,
est l’espérance de Herer de l’application identique de �M��M�µ�. Si X est
un point aléatoire de loi µ défini sur un espace ���� �P�, c�µ� est alors égal
à l’espérance de Herer de X relative à ����X�PX�, où �X et PX désignent
respectivement la tribu engendrée par X et la restriction de P à �X. Soient en
effet ˜�X la tribu des classes d’équivalence de �X pour la relation d’égalité PX-
presque sûre, P̃X la probabilité associée à PX sur ˜�X et soit de même ��̃� µ̃�
l’espace probabilisé quotient associé à ��� µ�. L’application A �→X�A� de �X

dans � définit alors un isomorphisme d’espaces probabilisés de � ˜�X� P̃X� sur
��̃� µ̃�. Comme l’espérance de Herer ne dépend pas des parties négligeables,
on en déduit l’égalité annoncée. Pour un point aléatoire intégrable X, on
obtient ainsi, avec b�µX� et c�µX�, deux notions d’espérance mathématique
indépendantes de l’espace sur lequel X est défini. De plus, la tribu �X étant
la plus pauvre pour laquelle X soit mesurable, on a toujours

c�µX� ⊂ EX ⊂ b�µX��

On peut également définir, en cohérence avec les définitions précédentes, la
combinaison convexe d’une suite �xi�i∈I de points de M affectés de poids pi
tels que

∑
i∈I pi = 1 et

∑
i∈I pi�a� xi� < +∞, en posant

∑
i∈I
pixi = c

(∑
i∈I
piδxi

)
�

L’inégalité (2) et l’inclusion (5) restent vérifiées pour I quelconque.

Nous aurons besoin (dans le cas où I est fini) de l’inégalité suivante, qui
prolonge (6).

Lemme 1.1. Soient I une partie de N
∗, �Xi�i∈I et �Yi�i∈I deux familles de

points aléatoires intégrables et �pi�i∈I une famille de nombres positifs ou nuls
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tels que∑
i∈I
pi = 1�

∑
i∈I
pi

∫
M
�a� x�dµXi

�x� < +∞ et
∑
i∈I
pi

∫
M
�a� x�dµYi

�x� < +∞�

Alors [
b

(∑
i∈I
piµXi

)
� b

(∑
i∈I
piµYi

)]
≤∑

i∈I
piE�Xi� Yi��

Remarque 1.2. Dans le cas où p.s. Xi = xi et Yi = x′i, on retrouve
l’inégalité (6).

Preuve du Lemme 1.1. Remarquons d’abord que l’on peut supposer
���� �P� sans atomes, car le résultat à démontrer ne dépend que des lois
des couples �Xi�Yi�. Notons µ = ∑i∈I piµXi

et ν = ∑i∈I piµYi
. La loi µ est

définie sur la tribu borélienne �M de M par µ�A� =∑i∈I piµXi
�A� pour tout

A ∈ �M et µ est dans P
1�M� car∫

M
�a� x�dµ�x� =∑

i∈I
pi

∫
M
�a� x�dµXi

�x� < +∞�

De même ν est dans P
1�M�. Découpons l’intervalle �0�1� en intervalles Ai

de longueur pi. Soient U et V les points aléatoires définis sur �� × �0�1�,
� ⊗��0�1�, P⊗ λ� par

�ω�ω′� ∈ �×Ai ⇒ �U�ω�ω′� =Xi�ω� et V�ω�ω′� = Yi�ω���
Alors µU = µ� EU = b�µ�� µV = ν et EV = b�ν� [on a supposé ���� �P� sans
atome]. On a donc

�b�µ�� b�ν�� = �EU� EV� ≤ E�U� V� =∑
i∈I
piE�Xi� Yi�� ✷

2. Approximation dans M et transport de points aléatoires dans l1
a.

Approximation dans M: l’application ψN. Rappelons que D = �e0� � � � �
ek� � � �� est une partie dense de M. Pour tout N ∈ N

∗, on définit une application

ψN�
{
M→ D�

x �→ xN�

en posant, pour tout x ∈M et tout k ∈ N,

xN = ek ⇔ k = min
{
i ∈ N

�x� ei�
<

1
N

}
�

Notons les propriétés suivantes de ψN.
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Lemme 2.1. Soient N ∈ N
∗ et X un point aléatoire.

(i) L’application ψN est mesurable.
(ii) Le point aléatoire X est intégrable si et seulement si son approximation

ψN�X� l’est. Si tel est le cas, on a

[
EX�EXN

] ≤ 1
N
�(7)

[
b�µX�� b�µXN�] ≤ 1

N
�(8)

En particulier, pour tout p ≥ 1,

E
[
a�XN

]p ≤ 2p−1
(

1
Np

+ E�a�X�p
)

(9)

et

E
∣∣ [a�XN

]− E
[
a�XN

] ∣∣p ≤ 3p−1
(

2
Np

+ E
∣∣ �a�X� − E�a�X� ∣∣p)�(10)

Preuve. L’application ψN est mesurable car, pour tout η > 0 tel que η <
1/N et pour tout k ∈ N, l’image réciproque de la boule ouverte B�ek� η� de
centre ek et de rayon η est le borélien

B�ek� η�−
( ⋃

0≤i<k
B

(
ei�

1
N

[)

et, par conséquent, l’image réciproque de tout ouvert est un borélien.
Pour tout ω ∈ �, on a �X�ω��XN�ω�� ≤ 1/N, d’où ��a�X�ω�� −

�a�XN�ω��� ≤ 1/N. Donc X est intégrable si et seulement si XN l’est.
Dans ce cas, d’après l’inégalité fondamentale (4), on a

[
EX�EXN

] ≤ E
[
X�XN

] ≤ 1
N

ce qui prouve (7).
Soit U un point aléatoire de loi µX défini sur ��0�1����0�1�� λ�. Alors UN a

pour loi ψN�µX� = µXN donc, d’après (4),

[
b�µX�� b�µXN�] ≤ E

[
U�UN

] ≤ 1
N

ce qui prouve (8).
Les inégalités (9) et (10) concernent en fait les moments d’ordre p d’une

variable aléatoire réelle intégrable. Notons f = �a�X� et fN = �a�XN�, et
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montrons par exemple (10). Il vient

E
∣∣fN − EfN

∣∣p = 3pE

( ��fN − f� + �f− Ef� + �Ef− EfN��
3

)p

≤ 3p
E�fN − f�p + E�f− Ef�p + �Ef− EfN�p

3(
par convexité de t �→ tp sur R

+)
≤ 3p−1

(
2
Np

+ E�f− Ef�p
)

[
car, pour tout ω�

∣∣fN�ω� − f�ω�∣∣ ≤ 1
N

]
ce qui prouve bien (10). ✷

Transport de points aléatoires dans l1a: l’application ϕ. Ayant approché un
point aléatoire intégrable X par un point aléatoire XN à valeurs dans D, nous
allons représenter XN par un vecteur aléatoire intégrable ϕ�XN� de l’ espace
l1a des suites �pk�k de nombres réels vérifiant

∑
k∈N �pk��a� ek� < +∞, muni de

la semi-norme � · �a définie par

��pk�k�a =
∑
k∈N

�pk��a� ek��

Plus précisément, ϕ�XN� prendra ses valeurs dans l’ensemble � des éléments
p = �pk� de l1a dont tous les termes pk sont positifs ou nuls et tels que∑

k∈Npk = 1. Cet ensemble ne dépend pas du choix du point a, contrairement
à l’ensemble l1a et à la semi-norme � · �a.

Pour simplifier l’exposé, nous supposerons désormais que a n’appartient pas
à D. Dans ce cas, � · �a est une norme et l1a un espace de Banach séparable,
isométrique à l1 via l’application �pk�k �→ �pk�a� ek��k. Ceci nous permettra
en Section 3 d’utiliser des théorèmes connus dans le cadre des espaces de
Banach (théorème ergodique, lois des grands nombres). On a de plus le résultat
suivant, intéressant pour lui-même, mais que nous n’utiliserons pas par la
suite.

Proposition 2.1. La topologie métrisable sur � induite par celle de l1a ne
dépend pas du choix de a dans M−D.

Preuve. Soient �p�n��n = ��p�n�k �k�n une suite d’éléments de � et p =
�pk�k un élément de � tels que

lim
n→∞

∑
k∈N

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �b� ek� = 0

pour un point b n’appartenant pas à D. Soient ε > 0 et k0 ∈ N tels que∑
k>k0

pk < ε�
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Comme toutes les normes de R
k0+1 sont équivalentes, il existe A > 0 et B > 0

tels que, pour toute suite �qk�k de nombres réels,∑
k≤k0

�qk� �a� ek� ≤ A
∑
k≤k0

�qk� �b� ek�

et ∑
k≤k0

�qk� ≤ B
∑
k≤k0

�qk� �b� ek��

Soit C = min�1�1/A�1/B� et soit n0 ∈ N tel que

n ≥ n0 ⇒ ∑
k∈N

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �b� ek� < Cε�

Pour tout n ∈ N, on a ∑
k∈N

p
�n�
k − ∑

k∈N

pk = 0�

donc, pour tout n ≥ n0,∣∣∣∣ ∑
k>k0

p
�n�
k − ∑

k>k0

pk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∑
k≤k0

p
�n�
k − ∑

k≤k0

pk

∣∣∣∣ ≤ B
∑
k≤k0

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �b� ek� ≤ BCε�

d’où∑
k∈N

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �a� ek�

≤ ∑
k≤k0

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �a� ek� + ∑

k>k0

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �b� a� + ∑

k>k0

∣∣p�n�k − pk
∣∣ �b� ek�

≤ ACε+
(∣∣∣∣ ∑

k>k0

p
�n�
k − ∑

k>k0

pk

∣∣∣∣+ 2
∑
k>k0

pk

)
�b� a� + ε

≤ ACε+ �BC+ 2�ε�b� a� + ε ≤ ε�2+ 3�b� a��
ce qui prouve que, dans � , les convergences pour les distances associées à
� · �a et � · �b sont équivalentes. ✷

Remarque 2.1. Si l’on supprime l’hypothèse a �∈ D, la semi-distance sur �
associée à � · �a reste encore une distance (à cause de la condition

∑
k pk = 1

dans la définition de � ), mais la topologie associée dépend alors de a. Par
exemple, comme M est connexe par arcs, il existe une suite strictement crois-
sante �ln�n telle que eln tende vers e0. Posons p�n�k = δk� ln et pk = δk�0, où
δk� i = 1 si i = k et 0 sinon. Alors

∑
k�p�n�k − pk��a� ek� vaut �a� e0� + �a� eln� et

tend vers p pour � · �e0
, mais pas pour � · �a si a �= e0.

La convergence pour � · �a d’une suite �p�n��n d’éléments de � vers p ∈ �
sera notée

p�n� →� p�
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Soit P
1�D� l’ensemble des éléments de P

1�M� de support D. L’application

ϕ�
{

P
1�D� → l1a�

µ �→ �µ�ek��k∈N

est une bijection de P
1�D� sur � . On définit donc une distance sur P

1�D� en
posant, pour tout µ et tout ν dans P

1�D�,
�µ� ν� = �ϕ�µ� − ϕ�ν��a�

Le lemme qui suit montre que l’application b� µ �→ b�µ� de P
1�D� dans � �M�

est uniformément continue pour cette distance.
Ce lemme est essentiel pour la suite de cet article.

Lemme 2.2. Soient �pk�k et �p′k�k deux éléments de � . On a alors[∑
k

∗
pkek�

∑
k

∗
p′kek

]
≤∑

k

�pk − p′k� �a� ek��(11)

Preuve. Nous allons construire deux points aléatoires intégrables X et Y
à valeurs dans D tels que

EX =∑
k

∗
pkek� EY =∑

k

∗
p′kek et E�X�Y� ≤∑

k

∣∣pk − p′k∣∣ �a� ek��
Le Lemme 2.2 se déduira alors de (4). Soient

I = �k ∈ N/pk = p′k�� J = �k ∈ N/pk > p′k�� K = �k ∈ N/pk < p′k��

α = ∑
k∈I

pk =
∑
k∈I

p′k� β = ∑
k∈J

p′k� γ = ∑
k∈K

pk�

On vérifie facilement que
∑

k∈J pk − p′k =
∑

k∈K p
′
k − pk = 1 − �α + β + γ�.

Soient U l’intervalle �0�1� et λ la mesure de Lebesgue sur U. Construisons une
partition de �0� α� en intervalles Uk de longueur pk = p′k �k ∈ I�, une partition
de �α� α + β� en intervalles Uk de longueur p′k �k ∈ J�, et une partition de
�α+β�α+β+γ� en intervallesUk de longueur pk �k ∈K�. Ainsi �Uk/k ∈ N� est
une partition de �0� α+β+γ�. Soient �Vk/k ∈ J� une partition de �α+β+γ�1�
en intervalles de longueur pk−p′k et �Wk/k ∈K� une partition de �α+β+γ�1�
en intervalles de longueur p′k−pk. Définissons sur �U�λ� les points aléatoires
X et Y par

X�ω� = Y�ω� = ek� si ω ∈ Uk �k ∈ N��
X�ω� = ek� si ω ∈ Vk �k ∈ J��
Y�ω� = ek� si ω ∈Wk �k ∈K��

Pour tout k ∈ N, on a donc λ�X = ek� = pk et λ�Y = ek� = p′k, d’où

EX = ∑
k∈N

∗
pkek et EY = ∑

k∈N

∗
p′kek�
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Par ailleurs, pour tout ω ∈ �0� α+ β+ γ�, on a X�ω� = Y�ω�, ce qui entraı̂ne

�EX�EY� ≤ E�X�Y� =
∫
�α+β+γ�1�

�X�Y�dλ

≤
∫
�α+β+γ�1�

�X�a�dλ+
∫
�α+β+γ�1�

�a�Y�dλ

= ∑
k∈J

�pk − p′k��a� ek� +
∑
k∈K

�p′k − pk��a� ek�

= ∑
k∈N

�pk − p′k� �a� ek�� ✷

Identifions D à une partie de P
1�D� au moyen de l’injection

D→ l1a� e �→ δe�

Pour tout k ∈ N, l’image par ϕ de ek est donc le vecteur

ϕ�ek� = �0� � � � �1�0� � � �� = �δi� k�i∈N

où δi� k vaut 1 si i = k et 0 sinon. L’application ϕ nous permettra de “trans-
porter” dans l1a des points aléatoires intégrables.

Lemme 2.3. La restriction ϕ�D de ϕ à D est mesurable pour la tribu induite
par la tribu borélienne de M et pour la tribu borélienne de l1a. Soit X un point
aléatoire à valeurs dans D et, pour tout k ∈ N, soit pk = P�X = ek�. Pour tout
p ≥ 0, on a

E�a�X�p = ∑
k∈N

pk�a� ek�p = E�ϕ�X��pa(12)

donc X est intégrable si et seulement ϕ�X� l’est dans l1a. Dans ce cas, on a

Eϕ�X� = ϕ�µX��(13)

Preuve. Comme �e� est compact pour tout e ∈M, chaque partie de D est
un Kσ , donc une partie borélienne de M. Donc toute application de D dans
un espace mesuré quelconque est mesurable.

Soit X un point aléatoire à valeurs dans D. Notons, pour tout k ∈ N, pk =
P�X = ek�. L’égalité (12) se déduit du fait que �ϕ�X�ω���a = �a� ek� lorsque
X�ω� = ek. Donc X est intégrable si et seulement si ϕ�X� l’est. On a alors,
dans ce cas,

Eϕ�X� = ∑
k∈N

pkdk = �pk�k = ϕ�µX�

ce qui prouve (13). ✷
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3. Théorème ergodique et lois fortes des grands nombres à la
Etemadi et à la Beck et Giesy.

Un lemme de convergence d’ensembles. Donnons encore un lemme (un peu
long), qui servira dans le cas de points aléatoires de même loi (Théorèmes 3.1
et 3.2).

Lemme 3.1. Soit �xn�n≥1 une suite d’éléments de D. On note, pour tout
n ∈ N

∗ et tout k ∈ N,

Yn�k = δek�xn��

Zn�k =
1
n

n∑
i=1

Yi�k =
1
n

card
{
i ∈ �1� � � � � n�

xi
= ek

}
�

et, pour tout n ∈ N
∗,

Yn = �Yn�k�k ∈ � et Zn = �Zn�k�k ∈ � �

On suppose qu’il existe p = �pk� ∈ � tel que

Zn →� p�(14)

Soit C =∑∗pkek. Alors

(a)
∑

1≤i≤n

∗ 1
n
xi →Haus C�

(b)
∑

1≤i≤n

1
n
xi →Wijs C�

(c) Si M est à boules fermées compactes, alors∑
1≤i≤n

1
n
xi →Haus C�

Preuve. (a) C’est une conséquence immédiate du Lemme 2.2:[ ∑
1≤i≤n

∗ 1
n
xi�C

]
=
[∑

k

∗
Zn�kek�

∑
k

∗
pkek

]

≤ �Zn − p�a → 0�

(b) Notons ρn = d�a�∑1≤i≤n�1/n�xi� �n ∈ N
∗� et ρ = d�a�C�. Comme a

est quelconque, il suffit de montrer que limn→∞ ρn = ρ. Or
∑

1≤i≤n�1/n�xi ⊂∑∗
1≤i≤n�1/n�xi, d’où ρn ≥ d�a�∑∗1≤i≤n�1/n�xi�, ce qui entraı̂ne, d’après (a)

lim inf
n→∞ ρn ≥ lim

n→∞d
(
a�
∑

1≤i≤n

∗ 1
n
xi

)
= ρ�

Il reste à montrer que

lim sup
n→∞

ρn ≤ ρ�(15)
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Soit ε > 0 fixé. Comme p ∈ l1a, il existe N ∈ N
∗ tel que∑

k>N

pk�e0� ek� < ε�(16)

Notons p�N et Z�N
n respectivement les éléments de � définis par

p
�N
k =



p0 +

∑
k′>N pk′� si k = 0�

pk� si 0 < k ≤N�

0� si k > N�

Z
�N
n�k =



Zn�0 +

∑
k′>NZn�k′� si k = 0�

Zn�k� si 0 < k ≤N�

0� si k > N�

On a, d’après le Lemme 2.2 et d’après (16),[∑
k

∗
p
�N
k ek�

∑
k

∗
pkek

]
≤ ∑

k>N

pk�e0� ek� < ε�(17)

Il existe donc c ∈∑∗p�Nk ek tel que

�a� c� ≤ ρ+ ε�(18)

De plus, d’après la définition du symbole
∑∗, on peut choisir c de la forme

c ∈ ∑
1≤i≤mN

γifi

où les γi sont positifs ou nuls et m−1�m0� � � � �mN est une suite strictement
croissante d’entiers telle que m−1 = 0 et, pour tout k ∈ �0� � � � �N�,∑

mk−1<i≤mk

γi = p
�N
k

et

∀i ∈ �mk−1 + 1� � � � �mk�� fi = ek�

Notons � = ��ξi�1≤i≤mN
/∀i ∈ �1� � � � �mN�� ξi ≥ 0�

∑
1≤i≤mN

ξi = 1�. On munit
� de la topologie induite par celle de R

mN . L’application

� → � �M�� �ξi� �→
∑

1≤i≤mN

ξifi

est continue pour la topologie de � et la topologie de Hausdorff sur � �M�,
d’après la Proposition 1.2 de [27]. Il existe donc dans � un voisinage V de �γi�
tel que

�ξi� ∈ V ⇒
[ ∑

1≤i≤mN

ξifi�
∑

1≤i≤mN

γifi

]
≤ ε�
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On peut supposer V de la forme

V = {�ξi� ∈ � /�ξi − γi� < η� ∀i ∈ �1� � � � �mN�
}

pour un certain η > 0. Pour chaque k ∈ �0� � � � �N�, les �γi� déterminent une
subdivision de l’intervalle �0� p�Nk �:

0 = tk�mk−1
≤ · · · ≤ tk� i =

∑
mk−1<j≤i

γj ≤ · · · ≤ tk�mk
= p

�N
k �

Approchons �γi�1≤i≤mN
par une suite d’éléments �ξn� i�1≤i≤mN

de � en posant,
pour tout n ∈ N

∗, tout k ∈ �0� � � � �N� et tout i ∈ �mk−1 + 1� � � � �mk�,

sn�k� i =



Z
�N
n�k� si i =mk�(
1
n
�ntk� i�

)
∧Z�N

n�k� si i < mk�

où �x� = max�m ∈ Z/m ≤ x�, puis

ξn� i = sn�k� i − sn�k� i−1

comme suggéré par la figure suivante:

✲

0 = sn�k�mk−1

1/n 2/n
sn�k� i−1 sn�k� i︸ ︷︷ ︸

ξn� i

tk� i−1 tk� i

γi︷ ︸︸ ︷
0 = tk�mk−1

Z
�N
k = sn�k�mk

p
�N
k = tk�mk

Pour tout k ∈ �0� � � � �N�, les sn�k� i �mk−1 < i ≤ mk� forment une subdivision

de l’intervalle �0�Z�N
n�k], et par conséquent on a∑

mk−1<i≤mk

ξn� i = Z
�N
n�k�(19)

d’où
∑

1≤i≤mN
ξn� i =

∑
0≤k≤NZ

�N
n�k = 1, ce qui prouve que �ξn� i�1≤i≤mN

est dans
� . De plus on a, pour tout k ∈ �0� � � � �N� et tout i ∈ �mk−1 + 1� � � � �mk�,

0 ≤ tk� i − sn�k� i ≤
1
n
∨ ∣∣Z�N

n�k − p�Nk
∣∣

et

�γi − ξn� i� ≤ 2
(

1
n
∨ ∣∣Z�N

n�k − p�Nk
∣∣)�

Comme �Zn�n converge vers p dans l1a, il existe un entier n0 > 3/η tel que

n ≥ n0 ⇒ ∀k ∈ �0� � � � �N�� ∣∣Z�N
n�k − p�Nk

∣∣ < η

3
�
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On a alors, pour tous n ≥ n0 et i ∈ �1� � � � �mN�,

�γi − ξn� i� < 2
(

1
n
∨ η

3

)
< η

donc, dès que n ≥ n0, �ξn� i�1≤i≤mN
est dans V et, par conséquent,

[ ∑
1≤i≤mN

ξn� ifi�
∑

1≤i≤mN

γifi

]
< ε�

Pour tout n ≥ n0, il existe donc vn ∈M tel que

�vn� c� < ε et vn ∈
∑

1≤i≤mN

ξn� ifi�(20)

Par ailleurs, les ξn� i sont de la forme q/n �q ∈ �0� � � � � nZ�N
n�k��, d’où, en utili-

sant (19),

∑
1≤i≤mN

ξn� ifi =
∑

0≤k≤N
mk−1≤i≤mk

ξn� iek ⊂
∑

0≤k≤N
1≤j≤nZ�N

n�k

1
n
ek�(21)

Si l’on note, pour tout i ∈ N
∗,

x
�N
i =

{
xi� si xi ∈ �e0� � � � � eN��
e0� si xi ∈ D− �e0� � � � � eN��

on a également

∑
0≤k≤N

1≤j≤nZ�N
n�k

1
n
ek =

∑
1≤i≤n

1
n
x
�N
i

et donc, d’après (20) et (21),

vn ∈
∑

1≤i≤n

1
n
x
�N
i �(22)

Évaluons maintenant �∑�1/n�x�Ni �
∑�1/n�xi�. Considérons, pour n fixé, une

partition de �0�1� en intervalles I1� � � � � In de longueur 1/n, et soit � la tribu
sur �0�1� engendrée par ces intervalles. On munit ��0�1��� � de la probabilité
λ, restriction à � de la mesure de Lebesgue sur �0�1�. Soient U et V les points
aléatoires � -mesurables définis par

∀i ∈ �1� � � � � n�� ∀ω ∈ Ii� U�ω� = xi et V�ω� = x
�N
i �
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On a alors EU =∑�1/n�xi et EV =∑�1/n�x�Ni (car � est engendrée par des
atomes pour λ), d’où[∑ 1

n
xi�
∑ 1

n
x
�N
i

]
≤ E�U�V� = ∑

1≤i≤n
xi �∈�e0�����eN�

1
n
�e0� xi�

= ∑
k>N

1≤i≤n

1
n
Yk� i�e0� ek� =

∑
k>N

Zn�k�e0� ek��

Comme �Zn�n converge vers p dans � , il existe n1 ≥ n0 tel que

n ≥ n1 ⇒ ∑
k∈N

�Zn�k − pk��e0� ek� < ε

d’où, pour n ≥ n1,[∑ 1
n
xi�
∑ 1

n
x
�N
i

]
≤ ∑

k>N

Zn�k�e0� ek�

≤ ∑
k>N

�Zn�k − pk��e0� ek� +
∑
k>N

pk�e0� ek�

< 2ε d’après (16).

(23)

D’après (22) et (23), pour tout n ≥ n1, il existe donc un élément un de
∑�1/n�xi

tel que

�un� vn� < 2ε

d’où, d’après (18) et (20),

ρn = d

(
a�
∑ 1

n
xi

)
≤ �a�un� ≤ �a� c� + �c� vn� + �vn� un� < ρ+ 4ε

ce qui prouve bien l’inégalité (15).
(c) Supposons M à boules fermées compactes. Notons, pour tout n ∈ N

∗,

Fn =
∑

1≤i≤n
�1/n�xi� F�N

n = ∑
1≤i≤n

x
�N
i �

C�N = ∑
k∈N

∗
p
�N
k ek�

� �N = {�qk�k∈N ∈ � /∀k > N�qk = 0
}

et

K�N =
{∑
k∈N

∗
qkek/�qk�k ∈ � �N

}
�

L’ensemble K�N est borné car, pour tout �qk� ∈ � �N,[ ∑
k∈N

∗
q
�N
k ek� e0

]
≤ ∑

1≤k≤N
qk�e0� ek� ≤

∑
1≤k≤N

�e0� ek��
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Donc K�N est compact. Notons encore, pour tout n ∈ N
∗:

ρ�Nn = d�a�F�N
n � et ρ�N = d�a�C�N��

Comme �Z�N
n �n tend vers p�N dans l1a, le résultat (b) prouve que F�N

n →Wijs C�N,
lorsque n → ∞. Or les F�N

n et C�N sont contenus dans K�N. Par conséquent
�F�N

n �n tend vers C�N pour la convergence au sens de Wijsman dans le com-
pact K�N, donc �F�N

n �n tend vers C�N au sens de Hausdorff ([11], Section 3,
Proposition 4.1). Or, d’après (23),[

F�N
n �Fn

]
< 2ε

et, d’après (16) et (17), [
C�N�C

]
< ε�

Le choix de ε étant arbitraire, on a donc bien

Fn →Haus C� ✷

Théorème ergodique. On supposera ici, sans perdre en généralité, que
���� � est un espace standard, c’est-à-dire que � est σ-isomorphe à la tribu
borélienne d’un espace polonais ([31], Chapitre 5, Définition 2.2). Notons en
effet M∞ le produit dénombrable d’une suite de copies de M, et �∞ la tribu
borélienne de M∞. On peut, dans ce qui suit, se ramener au cas où ���� �
est l’espace standard �M∞��∞�, car les résultats à démontrer ne dépendent
que de la loi d’une suite �Xn� de points aléatoires de M.

Sous cette hypothèse il existe, pour toute sous-tribu � de � , une ver-
sion régulière de la probabilité conditionnelle sachant � ([31], Chapitre 5,
Théorème 8.1), c’est-à-dire une application ω �→ Qω telle que (i), pour tout
ω ∈ �,Qω soit une probabilité sur ���� � et (ii), pour toutA ∈ � , l’application
ω �→ Qω�A� soit �-mesurable et P�A� = ∫ Qω�A�dP�ω�. Si X est un point
aléatoire intégrable pour P, X est intégrable pour Qω pour presque tout
ω, d’après (ii). On définit alors, comme dans [23], l’espérance conditionnelle
E�X/�� de X sachant � comme étant, pour chaque ω ∈ �, l’espérance de X
pour la probabilité Qω:

E�X/���ω� =
∫
X�ω′�dQω�ω′��

Notons µX/� la loi conditionnelle de X sachant �: µX/��ω� = X�Qω�. On a
donc b�µX/��ω�� = E�X/���ω� dès que � est sans atome pour Qω, ou que
Qω est une masse de Dirac en un point. L’inégalité fondamentale (4) entraı̂ne
que, pour tous points aléatoires intégrables X et Y, on a

p.s. �E�X/���E�Y/��� ≤ E��X�Y�/��
et

p.s. �b�µX/��� b�µY/��� ≤ E��X�Y�/���(24)
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Signalons encore que, d’après la Proposition 1 de [23], l’application ω �→
E�X/���ω�, de � vers � �M�, est mesurable pour � et la tribu borélienne de
�� �M�� �·� ·��. De même, l’application ω �→ b�µX/��ω�� est mesurable pour ces
tribus, car on peut se ramener au cas où, pour tout ω ∈ �, � est sans atome
pour Qω, en remplaçant � par �×�0�1�, � par � ⊗��0�1�, � par �⊗��0�1�,
P par P⊗ λ et Qω par Qω ⊗ λ.

Théorème 3.1 (Théorème ergodique). Soit �Xn� une suite stationnaire de
points aléatoires intégrables de M. Soit � la tribu des événements invariants
par �Xn�. Alors

p.s.
∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω� →Haus b�µX1/�

�ω���(25)

p.s.
∑

1≤i≤n

1
n
Xi�ω� →Wijs b�µX1/�

�ω���(26)

Si, de plus, M est à boules fermées compactes,

p.s.
∑

1≤i≤n

1
n
Xi�ω� →Haus b�µX1/�

�ω���(27)

Preuve. Première étape: supposons les Xn à valeurs dans D. Pour tout
ω ∈ �, tout n ∈ N

∗ et tout k ∈ N on note, comme dans le Lemme 3.1,

Yn�k�ω� = δek�Xn�ω���

Zn�k�ω� =
1
n

n∑
i=1

Yi�k�ω� =
1
n

card
{
i ∈ �1� � � � � n�

Xi�ω�
= ek

}
�

et, pour tout ω ∈ � et tout n ∈ N
∗,

Yn�ω� = �Yn�k�ω��k ∈ � et Zn�ω� = �Zn�k�ω��k ∈ � �

Soit ω �→ Qω une version régulière de la probabilité conditionnelle sur �
sachant � . On a donc, pour tout k ∈ N,

p.s. E�Y1� k/� ��ω� = Qω�ω′ ∈ �/X1�ω′� = ek� = µX1/�
�ω��ek�

d’où, en particulier,

p.s.
∑
k∈N

E�Y1� k/� ��ω� = 1�

Remarquons également que

p.s.
∑
k∈N

E�Y1� k/� ��ω��a� ek� = E��a�X1�/� ��ω� < +∞

ce qui prouve que �E�Y1� k/� ��ω��k est p.s. dans � . De plus,∑
k∈N

∗
E�Y1� k/� ��ω�ek = b

(
µX1/�

�ω�)�
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Le processus �Yn�n = �ϕ�D�Xn��n est stationnaire car, d’après le Lemme 2.3,
l’application ϕ�D� D → l1a est mesurable. En outre les Yn sont intégrables,
d’après le même lemme. Le théorème ergodique ponctuel pour des variables
aléatoires à valeurs dans un espace de Banach ([31], Chapitre 6, Théorème 9.4
ou [28], Chapitre 4, cas (a) de la démonstration du Théorème 2.1) entraı̂ne donc
qu’il existe un élément �′ de � , de probabilité 1, tel que

∀ω ∈ �′� Zn�ω� →�
E�Y1/� ��ω� comme n→∞�

D’autre part, par linéarité de l’espérance conditionnelle et des projections
�Yk�k∈N �→ Yk de l1a dans R, on a

E�Y1/� � = �E�Y1� k/� ��k�
Donc, pour tout ω dans �′, en appliquant le Lemme 2.2,[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω��E

(
X1/�

)�ω�]

=
[ ∑
k∈N

∗
Zn�kek�

∑
k∈N

∗
E
(
Y1� k/�

)�ω�ek
]

≤ ∥∥Zn�ω� − E
(
Y1/� �ω�)∥∥

a
→ 0

(28)

ce qui prouve (25). On déduit (26) et (27) du Lemme 3.1 et de (28) en posant,
pour tout ω ∈ �′, tout n ∈ N

∗ et tout k ∈ N:

xn =Xn�ω� et pk = E�Y1� k/� ��ω��
Deuxième étape: cas général. Pour tout N ∈ N

∗, d’après le Lemme 2.1,
l’application ψN� M → D est mesurable, ce qui entraı̂ne que le processus
�XN

n �n∈N
∗ = �ψN�Xn��n∈N

∗ est stationnaire. De plus, les XN
n sont intégrables,

d’après le même lemme. On a donc, pour tout ω ∈ �,[ ∑
1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b�µX1/�

�ω��
]
≤
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω��

∑
1≤i≤n

∗ 1
n
XN

i �ω�
]

+
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
XN

i �ω�� b�µXN
1 /�

�ω��
]

+ [b�µXN
1 /�

�ω��� b�µX1/�
�ω��]�

(29)

Notons respectivement A, B et C les trois termes du membre de droite. Alors,
d’après (4),

A ≤ ∑
1≤i≤n

1
n

[
Xi�ω��XN

i �ω�
] ≤ 1

N
�

p.s. C ≤ E
([
XN

1 �X1
]
/�
)�ω� ≤ 1

N

[d’après (24)] et, d’après la première étape,

p.s. lim
n→∞B = 0�
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d’où, pour tout N ∈ N
∗,

p.s. lim sup
n→∞

[ ∑
1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b�µX1/�

�ω��
]
≤ 2
N

ce qui prouve (25) dans le cas général.
Pour prouver (26), remarquons que, pour tout N ∈ N

∗,∣∣∣∣d
(
a�
∑

1≤i≤n

1
n
Xi�ω�

)
− d�a� b�µX1/�

�ω���
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣d
(
a�
∑

1≤i≤n

1
n
Xi�ω�

)
− d
(
a�
∑

1≤i≤n

1
n
XN

i �ω�
)∣∣∣∣

+
∣∣∣∣d
(
a�
∑

1≤i≤n

1
n
XN

i �ω�
)
− d�a� b�µXN

1 /�
�ω���

∣∣∣∣
+ ∣∣d�a� b�µXN

1 /�
�ω��� − d�a� b�µX1/�

�ω��∣∣
≤ 2
N
+
∣∣∣∣d
(
a�
∑

1≤i≤n

1
n
XN

i �ω�
)
− d�a� b�µXN

1 /�
�ω���

∣∣∣∣
et le dernier terme tend p.s. vers 0 d’après la première étape.

Enfin, si M est à boules fermées compactes, on prouve (27) par le même
calcul que dans (29), en remplaçant

∑∗
1≤i≤n�1/n�Xi par

∑
1≤i≤n�1/n�Xi, car

d’après la première étape le terme B tend encore vers 0. ✷

Loi forte des grands nombres pour des points aléatoires intégrables deux à
deux indépendants et de même loi. On obtient ici un résultat analogue au
théorème précédent, par une méthode analogue.

Théorème 3.2 (Loi forte des grands nombres à la Etemadi). Soit �Xn�n≥1
une suite de points aléatoires intégrables de M deux à deux indépendants et
de même loi. Alors

EX1 = b�µX1
��(30)

p.s.
∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω� →Haus

EX1(31)

et

p.s.
∑

1≤i≤n

1
n
Xi�ω� →Wijs

EX1�(32)

Si, de plus, M est à boules fermées compactes,

p.s.
∑

1≤i≤n

1
n
Xi�ω� →Haus

EX1�(33)
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Remarque 3.1. La loi forte des grands nombres obtenue par Herer dans
[27] est le résultat (33) dans le cas où M est à boules fermées compactes et
où la suite �Xn�n est indépendante identiquement distribuée (i.i.d.). Herer a
prouvé également dans ce cas une réciproque dont la démonstration n’utilise
pas l’hypothèse de compacité des boules fermées ([27], Théorème 3.2): si �Xn�
est i.i.d. et s’il existe F ∈ � �M� tel que p.s.

∑∗
1≤i≤n�1/n�Xi�ω� converge au

sens de Hausdorff vers F, alors X1 est intégrable et F = E�X1�.

Ce dernier résultat s’étend au cas où les Xn sont seulement deux à deux
indépendants de même loi, en utilisant, dans la réciproque de la loi forte
des grands nombres pour des variables aléatoires réelles, le lemme de Borel–
Cantelli pour des événements deux à deux indépendants ([9], Théorème 4.2.5).

Preuve du Théorème 3.2. L’égalité (30) provient du fait que si les Xn

ne sont pas p.s. constants, alors ���� �P� est sans atome. Ce résultat est
bien connu dans le cas où �Xn� est i.i.d., et sa démonstration utilise le
lemme de Borel–Cantelli. Le même résultat pour des variables deux à deux
indépendantes de même loi s’obtient en utilisant la loi du zéro-un pour la
limite supérieure d’événements deux à deux indépendants, qui est démontrée
dans [9] (corollaire du Théorème 4.2.5).

La preuve de (31), (32) et (33) est semblable à celle du théorème ergodique,
en remplaçant la tribu � par la tribu ����� et le théorème ergodique dans
les espaces de Banach par la loi des grands nombres d’Etemadi [19]. ✷

Lois fortes des grands nombres avec des conditions sur les moments.

Théorème 3.3 (Lois fortes des grands nombres à la Beck et Giesy). Soit
�Xn�n≥1 une suite indépendante de points aléatoires intégrables de M vérifiant
l’une des conditions suivantes:

�i� lim
n→∞

1
n

∑
1≤i≤n

�Var�a�Xi��1/2 = 0 et
∑
n≥1

Var�a�Xn�
n2

< +∞

[où, pour une variable aléatoire réelle intégrable f� Varf = E�f− Ef�2�,

�ii� lim
n→∞

1
n

∑
1≤i≤n

ess sup�a�Xi� = 0�

Alors

p.s.
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]
→ 0�

Remarque 3.2. Beck et Giesy ont montré dans [2] que, dans le cadre des
espaces de Banach, les conditions (i) et (ii) ne peuvent pas être affaiblies.

Preuve du Théorème 3.3. Première étape: on suppose les Xn à valeurs
dans D. Les notations Yn�k, Yn, Zn�k et Zn sont les mêmes que dans la
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preuve du Théorème 3.1. Notons encore, pour tout n ∈ N
∗ et tout k ∈ N,

pn�k = P�Xn = ek� = EYn�k�

qn�k = E

( ∑
1≤i≤n

1
n
Yi�k

)
= E

(
1
n

card
{
i ∈ �1� � � � � n�

Xi

= ek

})
�

et, pour tout n ∈ N
∗,

pn = �pn�k�k = ϕ�µXn
� et qn = �qn�k�k = ϕ

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)
= EZn�

Examinons la loi forte des grands nombres pour la suite �Yn�n.

(i) Les Yn sont indépendants, ont des moments d’ordre deux et vérifient

∑
1≤i≤n

1
n
�Var�Yi�a�1/2 → 0

et ∑
n∈N

∗

Var�Yn�a
n2

< +∞

donc, d’après le Théorème III.13 de Beck et Giesy [2],

p.s. �Zn − qn�a → 0�(34)

(ii) Les Yn sont indépendants et

∑
1≤i≤n

1
n

ess sup �Yi�a → 0�

d’où encore (34) d’après le même théorème de Beck et Giesy.

Dans tous les cas, �Yn�n vérifie donc la loi des grands nombres. Or, d’après la
définition du symbole

∑∗, on a, pour tout n ∈ N
∗ et tout ω ∈ �,

∑
k∈N

∗
qn�kek = b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)
et

∑
k∈N

∗
Zn�k�ω�ek =

∑
1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�

d’où p.s.[ ∑
1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]
=
[ ∑
k∈N

∗
Zn�k�ω�ek�

∑
k∈N

∗
qn�kek

]

≤ �Zn − qn�a → 0�

Deuxième étape: cas général. D’après le Lemme 2.1, �Xn
n�n = �ψn�Xn��n est

une suite indépendante de points aléatoires intégrables telle que, pour tout
n ∈ N

∗,

�b�µXn
n
�� b�µXn

�� ≤ 1
n
�
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(i) D’après le Lemme 2.1, pour tout n ∈ N
∗,

Var�a�Xn
n� ≤

2
n2

+ Var�a�Xn�

d’où ∑
n≥1

Var�a�Xn
n�

n2
≤ 2

∑
n≥1

1
n4

+ ∑
n≥1

Var�a�Xn�
n2

< +∞

et, de plus,

�Var�a�Xn
n��1/2 ≤

21/2

n
+ �Var�a�Xn��1/2�

ce qui entraı̂ne

0 ≤ lim sup
n→∞

1
n

∑
1≤i≤n

�Var�a�Xi
i��1/2

≤ lim sup
n→∞

(
21/2

n

∑
1≤i≤n

1
i
+ 1
n

∑
1≤i≤n

�Var�a�Xn��1/2
)
= 0�

La suite �Xn
n�n à valeurs dans D vérifie donc les hypothèses (i) du théorème

et, d’après la première étape,

p.s.
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi

i�ω�� b
( ∑

1≤i≤n

1
n
µXi

i

)]
→ 0�

d’où

p.s.
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]

≤
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω��

∑
1≤i≤n

∗ 1
n
Xi

i�ω�
]
+
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi

i�ω�� b
( ∑

1≤i≤n

1
n
µXi

i

)]

+
[
b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

i

)
� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]

≤ ∑
1≤i≤n

1
n

[
Xi�ω��Xi

i�ω�
]+ [ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi

i�ω�� b
( ∑

1≤i≤n

1
n
µXi

i

)]

+ ∑
1≤i≤n

1
n

E
[
Xi

i�Xi

]
[en appliquant (6) au premier terme et le Lemme 1.1 au troisième]

≤ 1
n

∑
1≤i≤n

1
i
+
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi

i�ω�� b
( ∑

1≤i≤n

1
n
µXi

i

)]
+ 1
n

∑
1≤i≤n

1
i

→ 0�
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(ii) On a∑
1≤i≤n

1
n

ess sup�a�Xi
i� ≤

1
n

∑
1≤i≤n

(
ess sup�a�Xi� +

1
i

)
→ 0�

Le même raisonnement que pour (i) s’applique donc. ✷

4. Loi forte des grands nombres à la Cuesta et Matrán. Cuesta et
Matrán ont prouvé de deux manières différentes, dans [12] et [13], une loi forte
des grands nombres très générale pour des éléments aléatoires d’un espace de
Banach séparable. Chacune de leurs deux méthodes s’adapte au cas de points
aléatoires de M, moyennant quelques changements mineurs, dont le principal
est le remplacement de �x� par �a� x� � � � � La première méthode utilise une
généralisation par Blackwell et Dubins [5] du théorème de Skorohod, tandis
que la deuxième fait appel aux propriétés de la distance de Lévy–Wasserstein
sur l’espace P

1�M�, définie, pour µ et ν dans P
1�M�, par

d�µ� ν� = inf�E�X�Y�/X de loi µ�Y de loi ν��
Les propriétés de d utilisées dans [13] sont démontrées dans le cadre des
espaces métriques par Rachev dans [33]. Remarquons que l’inégalité fonda-
mentale (4) qui permet de définir l’espérance au sens de Herer entraı̂ne que
l’application µ �→ b�µ� de P

1�M� dans � �M� est uniformément continue.
Notons ici que la preuve de Blackwell et Dubins [5] comporte une faille,

signalée dans [14], mais qui n’a aucune incidence sur la démonstration de [12].
En effet, pour tout a ∈ A, avec les notations de [5], la variable ρ∗�Ja�m�� ·�
a pour loi Ja�m� = ca�m�. Donc ρ∗�Ja�m�� v� est dans ca�X� pour tout �a� v�
en dehors d’un négligeable de �U�λ� qui dépend de m, disons Nm. Examinons
le point �D� de la démonstration. Si une suite généralisée �mi�i∈I tend vers
m pour la convergence étroite dans M�X�, les représentations ρmi

�a� v� ne
tendent pas nécessairement vers ρm�a� v� lorsque �a� v� appartient à

⋃
i∈I Nmi

.
La convergence presque sûre n’est donc obtenue que pour I dénombrable, ce
qui est tout de même un peu plus que le théorème classique de Skorohod, et
suffit pour démontrer la loi des grands nombres par la méthode de [12].

Une preuve complète du théorème de Blackwell et Dubins a été donnée par
Fernique [20], par une méthode différente. Par ailleurs, Rachev, Rüschendorf
et Schief [34, 35] et Dudley [17] ont obtenu un théorème de représentation
de Skorohod pour des suites de lois de probabilités équivalentes pour une
distance qui métrise la convergence étroite ou la convergence en probabilité.

Théorème 4.1 (Loi forte des grands nombres à la Cuesta et Matrán). Soit
�Xn�n≥1 une suite de points aléatoires intégrables. On suppose que les trois
conditions suivantes sont réalisées.

(i) La suite �∑1≤i≤n�1/n�µXi
�n est tendue.

(ii) La suite ��a�Xn��n vérifie la loi forte des grands nombres:

p.s.
∑

1≤i≤n

1
n
�a�Xi�ω�� → 0�
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(iii) L’application x �→ �a� x� est uniformément intégrable par rapport à
�∑1≤i≤n�1/n�µXi

�n.

Alors

p.s.
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]
→ 0�

Preuve. Analogue à celle de [12], ou bien à celle de [13]. ✷

Soit �Xn�n une suite de points aléatoires. Nous dirons que �Xn�n est tendue
si �µXn

�n l’est. La suite �Xn�n sera dite uniformément intégrable si ��a�Xn��n
l’est par rapport à P.

Corollaire 4.2 (Adaptation du Corollaire 4 de [12]). Soit �Xn�n≥1 une
suite tendue et uniformément intégrable de points aléatoires deux à deux
indépendants vérifiant, pour un certain p > 1�∑

n≥1

E�a�Xn�p
np

< +∞�

Alors

p.s.
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω�� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]
→ 0�

Remarque 4.1. Pour démontrer le Corollaire 4.2, on peut se ramener au
résultat analogue dans le cadre des espaces de Banach, par la même méthode
que dans la Section 3, en choisissant un ensemble D particulier. En effet, la
suite �Xn�n étant tendue, il existe une suite �Ks�s∈N

∗ de compacts de M telle
que, pour tout n et pour tout s dans N

∗, on ait

P�Xn /∈Ks� <
1
s
�

Choisissons l’ensemble D = �es� k/s ∈ N
∗� k ∈ N� de sorte que, pour tout s ∈ N

∗,
�es� k/k ∈ N� soit dense dans Ks. Pour chaque x ∈ ⋃s∈N

∗ Ks et pour chaque
N ∈ N

∗, posons

s�x� = min
{
s ∈ N

∗/x ∈Ks

}
�

kN�x� = min
{
k ∈ N/�x� es�x�� k� <

1
N

}
[donc �s�x�� kN�x�� est le plus petit élément, pour l’ordre lexicographique sur
N
∗×N, de ��r� k�/x ∈Kr∩B�er� k�1/N��]. Pour tout s ∈ N

∗ et pour tout N ∈ N
∗,

il existe, par compacité de Ks, un entier kNs tel que

Ks ⊂
⋃

0≤k≤kNs
B

(
es� k�

1
N

[
�

Si x ∈Ks, on a donc

s�x� ≤ s et kN�x� ≤ kNs�x��(35)
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Nous pouvons définir l’application ψN� ⋃s∈N
∗ Ks → D par

ψN�x� = xN = e�s�x�� kN�x���

Pour tout x ∈ ⋃s∈N
∗ Ks, on a donc �x� xN� < 1/N. De plus, d’après (35), pour

tout s ∈ N
∗, l’ensemble ψN�Ks� est contenu dans l’ensemble fini

DN
s = {er� k/r ≤ s et k ≤ kNr

}
�

En réindexant les éléments de D par les entiers naturels, on peut conserver
la définition de l1a et de l’application ϕ� P

1�D� → l1a. Il est tout aussi simple de
poser

l1a =
{
�ps�k� ∈ R

N
∗×N

/ ∑
�s� k�

�ps�k��a� es� k� < +∞
}

et, pour µ ∈ P
1�D�,

ϕ�µ� = (µ�es� k�)�s� k�∈N
∗×N

�

Dans les deux cas, l’ensemble ϕ�DN
s � est une partie finie, donc compacte, de

l1a, et on a, par définition de �Ks�s,

∀n ∈ N
∗� P

(
ϕ
(
XN

n

)
/∈ ϕ(DN

s

)) ≤ P
(
XN

n /∈ DN
s

) ≤ P�Xn /∈Ks� ≤
1
s

donc la suite �YN
n �n = �ϕ�XN

n ��n est tendue.
Par ailleurs, �YN

n �n est uniformément intégrable, car, pour R ≥ 1/N,

0 ≤
∫
��YN

n �a>R�

∥∥YN
n

∥∥
a
dP

=
∫
��a�XN

n �>R�

[
a�XN

n

]
dP

(
car

[
a�XN

n

] = ∥∥ϕ(XN
n

)∥∥
a

)
≤
∫
��a�Xn�>R−1/N�

[
a�Xn

]+ 1
N
dP

≤
∫
��a�Xn�>R−1/N�

2
[
a�Xn

]
dP

(
dès que R− 1

N
>

1
N

)
→ 0� lorsque R→+∞ [car la suite �Xn�n est tendue].

Enfin �YN
n �n vérifie la même condition sur les moments que �Xn�n, car

∑
n∈N

∗

E�YN
n �ap
np

= ∑
n∈N

∗

E�a�XN
n �p

np

≤ 2p−1 1
Np

∑
n∈N

∗

1
np

+ 2p−1 ∑
n∈N

∗

E�a�Xn�p
np

(d’après le Lemme 2.1)

< +∞�
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La suite �YN
n �n vérifie donc, d’après [12] (Corollaire 4),

p.s.
∥∥∥∥ ∑

1≤i≤n

1
n

(
YN
i �ω� − EYN

i

)∥∥∥∥
a

→ 0� lorsque n→∞�

On conclut en utilisant[ ∑
1≤i≤n

∗ 1
n
XN

i �ω�� b
( ∑

1≤i≤n

1
n
µXN

i

)]

=
[ ∑
k∈N

∗( 1
N

∑
1≤i≤n

YN
i�k�ω�

)
ek�
∑
k∈N

∗( 1
N

∑
1≤i≤n

EYN
i�k

)
ek

]

(ici on a réindexé les éléments de D par les entiers naturels)

≤
∥∥∥∥ ∑

1≤i≤n

1
n

(
YN
i �ω� − EYN

i

)∥∥∥∥
a

(d’après le Lemme 2.2)�

puis, d’après (6),[ ∑
1≤i≤n

∗ 1
n
Xi�ω��

∑
1≤i≤n

∗ 1
n
XN

i �ω�
]
≤ ∑

1≤i≤n

1
n

[
Xi�X

N
i

] ≤ 1
N
�

et, d’après le Lemme 1.1,[
b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXN

i

)
� b

( ∑
1≤i≤n

1
n
µXi

)]
≤ ∑

1≤i≤n

1
n

E
[
XN

i �Xi

] ≤ 1
N
�
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[21] Fréchet, M. (1948). Les éléments aléatoires de nature quelconque. Ann. Inst. H. Poincaré
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