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Uber Banachverbandsalgebren vom Typ 1

Egon Scheffold

Fine endlichdimensionale Banachverbandsalgebra, bei welcher jedes positive
Element regular ist, .ist isomorph zu R. Ob dies auch im unendlichdimensionalen
Fall gilt, ist eine offene Frage. In dieser Note mochte ich zeigen, dafl die Aussage
auch fiir Banachverbandsalgebren vom Typ 1 richtig ist.

Eine reelle Banachverbandsalgebra A ist ein reeller Banachverband, welcher
gleichzeitig eine reelle (lineare assoziative) Algebra mit den beiden folgenden Eigen-
schaften ist: xy>0 und ||zy||<||z|| ||y|| fir alle positiven Elemente z und y von A.
Besitzt die Algebra A ein Einselement e, so wird stets gefordert, dal e>0 und
lle]l=1 ist. Den positiven Kegel von A bezeichnen wir mit A,.

Fiir z€ A bezeichne r(x) den Spektralradius, o(x) das Spektrum, o(z) die Re-
solventenmenge und R(\,z):=(Ae—=z)~! die Resolventenabbildung von z, wobei
bekanntlich x als Flement der komplexen Banachverbandsalgebra A¢, der Kom-
plexifizierung von A, betrachtet wird. Ferner sei R.={a€R:a>0} und R_=-R.,.

Nach [1] nennen wir eine unitale Banachverbandsalgebra vom Typ 1, falls gilt

a>0 impliziert a(«e—|—a)*1 >0.

Die Funktionen-Banachverbandsalgebren C(K) sind trivialerweise vom Typ 1, wenn
K ein kompakter Hausdorffraum ist. Nicht triviale Beispiele anzugeben, ist nicht
einfach, da man zunéchst die inversen Elemente (e+a)~! kennen mus8.

Die reellen 2x2-Matrizen der Form

a b

0 ¢/’
versehen mit der Zeilensummennorm und der kanonischen Ordnung, bilden eine
Banachverbandsalgebra vom Typ 1. Sei nidmlich

a b
a=(2 Yo
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Dann gilt
1 1 1+¢  =b
(I+4)7 = (1+a)(1+c) < 0 1+a)
und
1 1 a(l+c) b
A =507 < 0 c(1+a)> 2 0.

Durch Bildung von m-Produkten erhélt man dann auch unendlichdimensionale Ba-
nachverbandsalgebren vom Typ 1.

Zunéchst beweisen wir die Isomorphie einer Banachverbandsalgebra zu R unter
der Voraussetzung einer Normbedingung.

Satz 1. Fs sei A eine reelle Banachverbandsalgebra mit Einselement e. Ferner
ezistiere eine Konstante M >0 mit der Figenschaft: x€A., x invertierbar und
\zl|=1 impliziert |x='||<M. Dann ist A norm- und verbandsisomorph zu R.

Beweis. Sel x€ A, und (An)2%, eine Folge in R, mit A,>7(z) und r(z)=
lim,—yso Ap- Dann gilt fur alle neN:

2 R(Ap, )

= 203 1’;1 =R )\n,x )\ne—,]j R |R )\n7x )\nE_ZL' S-Z\/[
IR, )] 1R (An, 2)I( ), RO, 2)] | |

Aus lim,, o ||R(An, 2)]| =00 ergibt sich dann lim,_ . [[Ane—z]|=0. Es ist also
r(z)e—x=0 und somit x=r(z)e. Die Algebra A besteht also nur aus den Vielfachen
des Einselements e, woraus die Behauptung des Satzes folgt. [

Folgerung 2. FEs sei A eine endlichdimensionale, unitale reelle Banachver-
bandsalgebra, in welcher jedes positive Element invertierbar ist. Dann ist A iso-
morph zu R.

Beweis. Sei S:={xeA. :|z||=1}. Dann ist S kompakt, und die Abbildung
x> ||z~ ist stetig auf S, also beschriinkt. Die Aussage folgt dann sofort aus
Satz 1. O

Die Aussage des folgenden Satzes ist aus [5], Theorem 2.6, ableitbar. Der
anschliefende Beweis ist aber verschieden vom Beweis in [5] und wesentlich kiirzer.

Satz 3. IEs sei A eine reelle Banachverbandsalgebra mit Einselement e. Es set
z€A;, R_Co(z) und inf(a™, €)=0 fir alle neN. Dann ist z singuldr.

Beweis. In der komplexen Banachalgebra A sei B(z) die von e und z erzeugte
abgeschlossene Subalgebra. Es ist also B(z) die abgeschlossene, lineare Hiille der
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Menge {e,z™:n€N}. Angenommen, es existiere x ! in A. Dann liegt die Zahl 0 in
der unbeschrénkten Zusammenhangskomponente von o(z). Bekanntlich gilt dann
z-teB(z). Wir erhalten also

Mn

7= lim p, mitp, :Za(un)x” (ol e C).
v=0

n—ro0

Hieraus folgt e=lim,,_, o, ppx. Fiir jedes n€N liegt p,,x in dem abgeschlossenen,
orthogonalen Komplement (Ac)t des von e in Ac erzeugten Hauptideals (Ac).
(siehe [4], S. 525 oben). Es ist somit e€(Ag);. Dies ist ein Widerspruch. Es ist

€
also z singular. O

Satz 4. Es sei A eine reelle Banachverbandsalgebra vom Typ 1 mit Einsele-
ment e. Es sei uc A, und ule. Dann ist u singuldr.

Beweis. Sei a>0. Dann existiert (e+au) ™! und es ist

(e-l—au)_l:éR(—l,u).

(03

Dies bedeutet R_Cp(u). Ferner ergibt sich aus der Typ 1-Bedingung:
1
—uR(—a, u) =au(et+ou)™t >0
flir alle a>0.
Da limy—,—oo || R(A, u)]|=0 ist, gibt es ein 50 mit
s:=fule+Pfu) 1 >0 und |s| <1.
Hieraus folgt
e—s=e~pBule+Pu) "t = (edpu) L ((e+Bu)—fu) = (e+Fu) " .

Es ist daher e+pu=(e—s)~'=3""7 ;s und somit s <Ju, also s™ Le fiir alle n€N.
Nach dem spektralen Abbildungssatz gilt

Da R_Cp(u) ist, folgt iiber eine Routinerechnung auch R_Cg(s).
Nach Satz 3 ist also s singuldr. Da u=s(e+pu)/F ist, ist somit auch v sin-
gular. O

In reellen Banachverbandsalgebren mit Einselement e ist das von e erzeugte
Hauptideal A. bekanntlich norm-, verbands- und algebraisch isomorph zu einer
Banachverbandsalgebra C{K), wobei K ein kompakter Hausdorffraum ist.
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Lemma 5. FEs sei A eine reelle Banachverbandsalgebra mit Finselement e, in
welcher jedes positive Element invertierbar ist. Dann gilt:

(i} dim A.=1;

(i) o(x)CR, fir alle 0<z e A.

Beweis. (i) Dies folgt aus der erwiahnten Isomorphie von A, zu C(K), da
in einer Banachverbandsalgebra C(K) nur dann alle nichttrivialen nichtnegativen
Funktionen invertierbar sind, wenn K aus einem Punkt besteht.

(ii) Dies folgt aus Bonsall-Duncan [1], Chapter VII, Proposition 12 und Be-
merkung auf S. 259. [

Theorem 6. Die Algebra R ist die einzige reelle Banachverbandsalgebra vom
Typ 1, in welcher jedes positive Element invertierbar ist.

Beweis. Sei A eine reelle Banachverbandsalgebra vom Typ 1 mit Einselement e.
Nach [4], Theorem 3, ist dann A ordnungsdirekte Summe der beiden abgeschlossenen
Binder A, und (A.)'. Aus Satz 4 folgt (A.)-={0}. Es ist also A=A,, und nach
Lemma 5(i), besteht A aus den Vielfachen des Einselements ¢, was bedeutet, daf3
man A mit R identifizieren kann. O

Zum Abschlufl beweisen wir fiir invertierbare Endomorphismen einen Satz vom
Banach—Steinhaus-Typ, welcher im Hinblick auf Satz 1 interessant ist.

Satz 7. Es sei E ein endlichdimensionaler Banachroum und (T5,)7%, eine
Folge beschrankter invertierbarer Endomorphismen mit | T,||<C fiir alle n€N und
der folgenden punktweisen Beschrinktheitseigenschaft von unten: Zu jedem 0#zx€
E gibt es eine Konstante ¢, >0 mit ||T,x| >¢, fir alle neN.

Dann gibt es eine Konstante K mit [|T || <K fir alle neN.

Beweis. Nach dem Satz von Banach—Steinhaus geniigt es zu zeigen: Die Folge
(I 152 ist punktweise beschriinkt. Angenommen, (7}, 1)%, sei nicht punktweise
beschrankt. Dann gibt es ein 0#y€ E mit

sup{|| T, 'y]| :n € N} =oc.

Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit kann angenommen werden: |7, ly||>n fiir
alle neN.

Wir setzen nun 2,,:=7,, 'y und u,:=2,/||z,|| fiir alle n€N. Dann erhalten wir
unfl=1 und limy, o Tht,=lim, o y/|l2,[|=0. Die Folge (u,)S, enthilt eine
konvergente Teilfolge (un, )7 mit ug:=limy_, o tn,. Dann gilt {jup||=1.

Sei nun £>0. Dann gibt es ein ko €N mit [[uo—un, || <e fiir k>ke. Dann gilt

1Ty 0 =T tmi || = | Tonie (w0~ )| < Ce - fiir k2> ko
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und

kILH;O Ty tUn, =0.
Dies ist ein Widerspruch zu ||, ugl|>cy, fiir alle keN. Es ist also (7);1)%2,
punktweise beschriankt. O

Der Satz 7 gilt in unendlichdimensionalen Banachriumen im allgemeinen nicht,
wie Gegenbeispiele zeigen.
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