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Valeurs transcendantes des 
fonctions de Bessel-Carlitz 

Laurent Denis 

1. P o s i t i o n  d u  p r o b l ~ m e  

D6signons par Fq[T] = A  l 'anneau des polyn6mes en une variable h coefficients 
dans le corps fini Fq de caract6ristique p, par k=Fq(T) son corps des fractions, par 
koo =Fq((1/T)} le compl6t6 de k pour |a valuation (1/T)-adique v, que l'on prolonge 
/~ une cl6ture alg6brique k (resp. k~)  de k (resp. k s )  et au compl6t6 C de k s .  Pour 
c~ darts C posons encore Ic~l =qd(a)=q-V(c~) avec la convention d ( 0 ) = - o c .  

Notre but  est de tenter de prouver des 6nonc6s convenables de transcendance 
sur k pour les valeurs des fonctions de Bessel-Carlitz qui sont des s6ries enti6res ~t 
coefficients dans k. 

Pour rappcler la d6finition de ces fonctions, commengons par pr6senter les 
polyn6mes factoriels de Carlitz Dn. Ils sont d6finis par r6currence par D o = l  et 
D,~=(T & -T)(Dn_I) q. Ils fournissent un analogue convenable aux coefficients n! 
(ou q'~!) qui apparMssent dans la fonction exponentielle usuelle. Dans le m6me ordre 
d'id6e, Carlitz a d6fini des fonetions de Bessel. 

Pour tout  entier naturel m, la fonetion de Bessel d'ordre m telle qu'elle est 
d6finie par Carlitz [C2], associe ~ tout z dans C la somme de la s6rie 

J.~(z) = ~  (--1)kZq"+k 
k=0 D'n+kDqk"~ " 

L'analogie entre Jo(z) et la fonction de Bessel en caract&istique nulle donn6e 
par ~k~=0 z2k/k! 2 respecte ainsi l'analogie avec les factorielles. Les d6rivations et 
~quations diff6rentielles satisfaites par les fonctions de Bessel seront ici traduites 
grgce g un op6rateur diff6rence A d6fini pour toute fonction f(z) par A f ( z ) =  
f ( T z ) - T f ( z )  et par son premier it6r6 A 2. 
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Rappelons les 5galit~s suivantes 

A J m ( z )  = J m ( T z ) - T J m ( z )  = ~ (--1)kzqm+kq am , 
k=0 Din+k-  1 Ok 

A2Jm(Z)  = J m ( T 2 z )  - 2 T J m ( T z )  + T 2  gm(z)  

= E (-1)k(Tqm*k - T q m  +Tq"-T)zq '~+~ 
N q  FIq m 

k = 0  ~ r n q - k -  1 ~ k  

qui permettent d'aboutir s l'~quation aux differences 

A2 Jm (z) = (T  qm - T ) A J m ( z  ) - [ J m ( z ) ]  q, 

OU e n c o r e  

A J  m ( T z )  : T q'~ A J  m (z) - [Jm (z)] q. 

Continuant de respecter l'analogie entre k et le corps des nombres rationnels et 
entre Jm et les fonctions de Bessel usuelles, il est raisonnable d'attendre un 6nonc6 
d'ind6pendance alg6brique correspondant au th6or6me de C. L. Siegel (voir par 
exemple [B]). Les 6quations des fonctions dm montrent que les hypoth6ses d'ind6- 
pendance lin6aire dans la conjecture suivante sont n6cessaires. 

C o n j e c t u r e .  Etan t  donnds a l  , ... , an EC,  algdbriques sur k et l indairement  

inddpendants sur k,  alors pour  tout entier naturel m l e s  2n dldments 

g,~(c~,), A g m ( a l )  , ... , Jm(a,~), A J , ~ ( a n ) ,  

sont algdbriquement inddpendants sur k. 

Les r6sultats connus dans cette direction sont assez partiels. Un premier 6nonc6 
affirmant la transcendance d 'un nombre parmi plusieurs valeurs des fonctions Jm et 
AJm se trouve dans la th6se de Geijsel [G, corollaire 12.7], un autre est dans [D5] 
oh nous avons montr6 comment un avatar/~ la m~thode de Wade pouvait servir ~t 
prouver que J.~(p) (et aussi AJm(0)) est transcendant quand ~ est un 616ment non 
nul de k. 

La difficult6 d'une 5ventuelle adaptation de la m6thode de Siegel-Shidlovsky 
est la non k-lin6arit6 de l'6quation am,( diff6rences satisfaite par Jm(z )  (voir par 
exemple [L] ou [S] pour cette m6thode). Nous verrons comment l'6quation fonc- 
tionnelle que v6rifie Jm (Z) conduit/~ l 'introduction d 'un T-module auquel on appli- 
quera la proc6dure classique pour prouver de la transcendance ou de l'ind6pendanee 
alg6brique sur un groupe alg6brique. 
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Par  T-module  de dimension N e t  de rang d, on entend la donn6e d 'un cou- 
ple E =  (G N, eh) off G N ddsigne le groupe additif  de dimension N e t  (Pun homo- 

morphisme injectif d 'anneau de Fq[T] dans l 'anneau MN• des endomor- 
phismes de G~ N vdrifiant 

�9 (T) = ao F~ +... +ad Fd, 

oh les ai (O<_i<_d) sont des matrices N • N ~ coefficients dans C a v e c  ads~O, et F est 
l 'endomorphisme de Frobenius sur G N relatif s q. Notons que cette d6finition diff~re 
de celle des T-modules ab61iens de [A]. Pour d = 0  et (I)(T)---F ~ on parlera du module 
trivial not6 simplement G ~  et quand le contexte sera clair, E sera simplement 
d6sign5 par (I). Un sous-T-module H de E sera un sous-groupe algdbrique connexe 

de G ~  v6rifiant q)(T)HcH. 
Les 6quations fonctionnelles satisfaites par  nos fonetions prouvent que pour 

tout z dans C 

Jm(Tz) 1 ~ Jm(Z) Jm(z) ~q )+(o 
AJ,  n(z)]  " \AJ~(~) 

Pour ddmontrer nos rdsultats nous utiliserons le T-module ~,~ de dimension 2 
d6fini par  Om(T)(X1 ,X2)=(TXI+X2, -X~+TqmX2)  (notons que pour m = 0 ,  ce 
module est, ~ une normalisation de signe pros, la puissance tensorielle seconde du 
module de Carlitz, voir [AT]). 

Des estimations arithm~tiques prdcises lides A ~)m nous serons ndcessaires 
l 'obtention de notre thdor~me principal. 

T h ~ o r ~ m e  1. Etant donnd aEC, algdbrique sur k et non nul alors pour tout 
entier naturel m les dlgments Jm((~) et AJm(C~) sont alggbriquement ind@endants 
sur k. 

Le paragraphe 2 contient les lemmes pr61iminaires d ' ind6pendance alg6brique 
de Jm(z) et AJm(Z).  Dans ce m6me paragraphe sont d6montrds tes lemmes de 
eontr61e de la taille analytique et arithm6tique des fonctions utilis6es dans la preuve 
de transcendance. Le paragraphe 3 contient lui la preuve du th6or~me 1. 

2. Est imations  pr~liminaires 

Commenqons par  un rdsultat d ' ind~pendance alg6brique fonctionnel. 
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L e m m e  1. Les fonctions z, Jm(z), AJm(z) sont algdbriquement inddpendan- 
tes sur C. 

Preuve. Ces fonctions 6tant Fq-lin~aires, un argument classique portant  sur la 
minimalitfi du degrfi d 'un polyn6me annulateur, montre qu'il suffit de consid6rer une 
5ventuelle relation qui soit aussi Fq-lin~aire. Rappelons rapidement qu'on consid~re 
un 6ventuel polyn6me P e n  trois variables non identiquement nul, de degr5 total 
minimal s'annulant sur z, Jm(z), AYm(z). Un coup d'oeil jet~ ~ P ( X + Y ) - P ( X ) -  
P(Y) nous apprend que P e s t  additif, la lin6arit6 de P provient de celle des fonetions. 

On est done amend au cas d'une 5ventuelle relation 

(R, z) := e0(z)+ e~ (Jm(z)) + P2(~&~(~)) = 0, 

chaque Pi dtant Fq-lindaire en une variable. 
Si P2 est nul alors Jm(z) est algSbrique. Comme J,,~(z) est analytique sur C, 

d'apr~s l'analogue du lemme de faetorisation de WeierstraB (voir [G]), elle poss~de 
une infinitd de zdros distinets. Ceci est eontraire au fait que Po(z) n'a qu'un nombre 
fini de z4ros. 

L'ensemble I de polyn6mes PCC{F} v~rifiant P(AJm(z))=Q(Jm(z))+R(z) 
pour quelques polyn6mes Q, REC{F} est alors un ideal g gauche de l 'anneau non 
commutat if  C{F} des polyn6mes en F. L'anneau C{F} ~tant Euclidien est done 
principal g gauche. D'apr~s les discussions prdcddentes, eet iddal n'est pas r6duit 
g z6ro, il est done engendrd par un polyn6me PC0 .  De m&me l'id~al ~t gauche 
J de polyn6mes QEC{F} v4rifiant Q(Jm(z))=P(AJm(z))+R(z) pour quelques 
polyn6mes P, REC{F} est engendrd par un polyn6me non nul Q. 

On dispose done de deux relations 

P 3 ( z ) + P 4 ( J ~ ( z ) ) + l ~ ( A J m ( z ) )  = 0 ; 

P s ( z ) + Q ( J m ( z ) ) + P 6 ( Z X J m ( ~ ) )  = O. 

Mais P doit diviser P6 et Q doit diviser P4, il s'en suit l'existence de detLx polynbmes 
R et S tels que RoP=P6 et SoQ=P4. Appliquant R 5 la premi6re de ces relations et 
enlevant la seconde, la transcendance de la fonctions J,~ (z) implique alors R o P4 =Q.  
Comme Q est de degrd minimal R est une contante multipli6e par X, le polynbme 
P4 engendre J. 

Nous arrivons done g une relation 

(n,  ~) = P0(z) +P1 ( &  (z)) +P2 (zxg~(z)) = 0, 

off P1 et P2 sont ind6pendamment de degr6 minimal parmi toutes les relations de 
ce type possibles. On peut done supposer que [AJm(z)]q" est le terme de degr6 
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maximum en AJ.~(z) intervenant dans la relation (R, z) et pour la m~me raison 

que C[Jm(z)] q~ (pour un c dans C) est le terme de degr~ maximum en 3m(Z). 
Changeant z en Tz dans la relation ci-dessus et utilisant les ~quations fonc- 

tionnelles des fonctions J.~(z), AJm(z) ,  il vient 

(R, Tz) = Po(Tz)+ PI(AJm(z)+TJm(z))+P2(Tqm AJm(z)-[Jm(Z)] q) =0 .  

( R, Tz) = Po(Tz) + P~ (TJ,~(z)- P2[J,~(z)]q)+ PI ( AJ,~(z) )+ P2(Tqm AJ,~(z) ) =0 .  

Si r>s, (R, Tz)=O, est une relation non nulle entre z, Jm(z), AJ~(z) comme le 

montre l 'examen du terme cn Jm(z). Comme P'2 engendre J,  il existe une constante 

c~0,  telle qne cP2(X)=P1 (X)+P2(Tq'~x). La relation c(R, z ) -  (R, T z ) = 0  amine 

alors h une contradiction avec la transcendance de J,n(z). 

Donc r e s t  strictement inf~rieur h s. 
Mais alors (R, T z ) = 0  est une relation non nulle comme le montre l 'examen 

du terme en AJm(z) .  I1 existe cette lois une constante c r  telle que cPI(X)= 
PI(TX)-P2(Xq).  La relation c(R, z ) - ( R ,  T z ) = 0  et la transcendance de AJm(z) 
donne cP2(X)=P1 (X)+P2  (Tq'~x) ce qui est encore impossible. 

Pour les estimations analytiques, nous utiliserons le lemme suivant qui affirme 

le fait analogue ~ ce qui se passe dans le cas classique : les fonctions de Bessel sont 
d'ordre un demi. 

L e m m e  2. Pour tout z dans C, on ales estimations 

2qm/2qd(z)/2 2q(m+l)/~qd(~)/2 
d(Jm(z)) <_ ; d(AJ.~(z)) < 

e log q e log q 

Preuve. I1 suit de l'expression, 

(_ l )kz  qm+k 
qm 

k=0 Dm+kDk 

que le degr6 de J , ,  (z) est plus petit que le maximum de la fonction ~ variable r~elle 
f ( h )=q'~+h d( z ) -  2hq "~+h- mqm+h. 

Comme ff ne s'annule qu'en ho=[d(z)-m]/2-1/log q la premiere estimation 

est prouvSe. La seconde se d6montre de la m~me fa~on. 

L e m m e  3. Soit z, W deux gldments de C et B un sous-anneau de C con- 
tenant T. On suppose que WJ,~(z) et WAJm(z) sont dans B alors pour tout 
polyn6me a de degrd <_2n, wq" Jm(aZ) et Wq~ AJm(az) sont dans B. 

Preuve. Prouvons par r~currence sur n que wq~J,~(T~z) et wq~Jm(T2n+lz) 
sont dans B. Comme l'~quation aux differences du paragraphe 1 entraine AJm (z)= 
J,~(Tz)-TJm(z), l 'hypoth~se de r~currence est vOrifi~e au cran n=0 .  
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La relation de r6currence 

Jm(T2z) = (T qm + T ) [ J m ( T z ) ] - T J m ( z ) T  q'~ -[Jm(z)] q, 

appliqu~e en T2~z donne 

j.~ (T2<.~+ 1)z) = (T q'~ +T)[J,,~ (T z'~+l z)] - J.,~ (T 2~ z )T  q'~+l - [Jm (T2'~z)] q 

et entra~ne sous l'hypoth~se de r6currence que wq'+~Jm(T2(n+l)z) est dans B et 

aussi que W q"+~ [Jm (T2'~+lz)] q est dans B. Appliquant la relation fonctionnelle en 
T2~+lz, il vient 

Jm (T 2(~+1)+1 z) = (T qm +T)[dm (T 2'~+2 z)] - d,~ (T 2"+1 z )T  q~ +1 _ [dm (T 2~+i z)] q 

ce qui prouve l 'hypoth6se de r6currence au rang n +  1. 

Terminons les lemmes d'estimations, par un 6nonc6 permettant  de contr61er la 
hauteur de valeurs alg6briques des fonctions J,,~ (z). D6signons par h(x) la hauteur  
de Well absolue et logarithmique d 'un 616merit x de/c. 

L e m m e  4. Supposons donnd a c C  tel que Jm(c~) et A J . . ( a )  appartiennent 
d [~. Dans ces conditions, pour tout e positif, il existe un rdel c(~,.~) tel que si 
aEFq[T] est de degrd <_s alors 

max{h(J~(ac~)), h(AJm(aa))}  < c(~,.~)q~O+~)/2(h(Jm(a))+l). 

Preuve. Comme remarqu6 dans l 'introduction, les relations fonctionnelles con- 
duisent ~ (Jm(aC~), AJm(aa))=r  AJm(a)) .  

Les estimations du lemme 4 d6coulent alors de la proposition 2 de [D2] (avec 
n = 2  et d = l )  d~s que l'on a vu que le terme de degr~ maximal dans q~m(T 2) est 
axF avec al inversible. 

qm 
L e m m e  5. La suite d'dldments de A, (Dh+mD h )heN est une suite de dd- 

nominateurs des fonctions J.~(z), AJm(z) ,  c'est-d-dire si on dcrit une de ces deux 

fonctions sous Za fo ne I(z)=Eh =o q' +h ators 
q m  

(i) Du+.~D h a,~EA pour tout i<_m+h, 
(ii) si qh~ +... +qh~ <qn 

rr~ 77~ 

alors Dh~+mD~ ... Dh~+mDqh, divise Dn+mD q'~ dans A. 

Preuve. Le (i) est clair au vu du d~veloppement des fonctions en s6ries. Le (ii) 
provient du fait que les Dh constituent une suite de d~nominateurs pour la fonction 
exponentielle de Carlitz (voir par exemple IT2] pour ce r6sultat de Carlitz ~crit avec 
nos notations). 

Les lemmes pr6c~dents impliquent d6jg un premier corollaire. 
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C o r o l l a i r e  1. Soit c~ appartenant it C et diffdrent de zdro. Au moins un des 
trois nombres 

est transcendant sur k. 

Preuve. I1 suffit d'appliquer l'analogue du crit~re de Schneider d6montr6 par J. 
Yu (Th6or~me 4.1 de [Y1]) avec les choix de points S N = { a a :  d(a)<<N} ; l < j < m ;  
les trois fonctions z, J,~(z), A J ~ ( z )  ; d'utiliser les majorants de leur ordre de 
croissance respectif fourni par le lemme 4 : 01=0,01, ~2=0,51, 03-~0,51 et d'utiliser 
le r6sultat du lemme 1. 

3. La  p r e u v e  de  t r a n s c e n d a n c e  

Etablissons ou rappelons quelques lemmes qui sont plus classiques dans les 
preuves de transcendance et d'inddpendance algdbrique sur les T-modules. 

D6finissons le T-module ~ = G ~ •  comme 6tant le produit du T-module 
trivial de dimension 1 par ~,~. 

L e m m e  6. Les seuls sous-T-modules de kv sont O, 0• GaX02 et (Ga) 3 
chacun muni de la restriction naturelle de ~. 

Preuve. Un sous-T-module H est d6fini par une 6quation additive. En se ser- 
vant du fait que q J ( T ) H c H  et en 61iminant les 6quations on aboutit  au r6sultat. Le 
leeteur scrupuleux pourra consulter [D1] ou [D3] pour les ddtails d 'une preuve simi- 
laire ou encore proc6der comme dans la preuve du lemme 1 en remplaqant l 'dquation 
de d6pendance alg6brique par une 6quation de H.  

L e m m e  7. La fonetion analytique (I)(z)=(z, Jm(z), AJm(z ) )  est un homomor- 
phisme it un param~tre de q~ c'est-it-dire ~(Tz)=q~(T)[~2(z)]. 

Preuve. Immddiate grs aux 6quatior~s fonctionnelles. 

Rappelons, qu'on a pos6 pour tout a E C ,  ]a]=qd(~). Enonqons le lemme de 
Schwarz-Jensen (of. J. Yn [u 

L e m m e  8. Soit R > r > 0  deux rdels et f une fonction enti~re possddant ur 
zdros dans le disque d(z )<r ,  alors 

A'fr(f) <_ 3 J R ( f ) - v r ( R - r ) .  

Pour la commodit6 du lecteur, donnons h nouveau le lemme de Siegel d6montr6 
dans [D6, lemme 1] et qni distingue hauteur (degr6 en T dans notre situation) et 
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degr6 de la solution du syst~me lindaire. Soit B=A[01 ,... , 05] un anneau de degr~ 
de transcendence 5 sur A et 05+1 algdbrique s@arable de degr6 D sur B. 

Tout 61dment x du corps des fractions de B[05+1] s'dcrit alors d 'une mani~re 
essentiellement unique sous la forme 

X z 
Ego P (T, ol,..., 05)0;§ 

PD(T, Or,..., 05) 

oh les PicFq[T,  Oa,... ,05] sont des polyn6mes premiers entre emx dans leur en- 

semble. Darts le lemme qui suit dT(x) d6signe le maximum des degr~s en T des 
polyn6mes P~ et do(x) est le degr~ total  en 01 ,... , 05 de x. 

L e m m e  9. Soient n, rn, D trois entiers naturels, X ,  Y des rdels posit@. On 
suppose que n> D m  et on se donne des (aid) (l <<_i<_n, l <_j<m), des dldments de 
B[05+1] tels que dT(a i , j )<X,  do(ai , j )<Y. I1 existe des dldments xi (l_<i_<n) de B 
non tous nuls tels que 

(i) 

dT(xi) <_ (n) l / (5+1)_(Dm)l / (5+l)  +1  ; 

(ii) 

(iii) 

[ (Dm)I/ (6+I)Y ] 
do(xi) ~ [ ( n ) l / ( 5 + l  ) _ ( D m ) 1 / ( 5 + 1 )  j +1 ; 

• ai,jx i z O. 

i=1 

Et enfin l 'analogue du crit~re de Gelfond obtenu par A. Thiery [T1]. 

L e m m e  10. Soit r  et PnCA[X], on note ~,~=dx(Pn) ; h~=h(Pn)  ; s n =  
v(P,~(~)) et on suppose que pour tout n>no,  

Sn > max(hnSn+hn~n+l +hn+15n, hnSn +hnSn-1 ~-hn-15n) 

et 
lim (sn//5,~-hn) = +~c ; 

n ---~ o ( 3  

alors pour n>_no, P,~(r 

On se place sous les hypotheses du th~or~me 1. D'apr~s le corollaire 1, le corps 

L = k ( a ,  Jm(a) ,  A J m ( a ) )  est de degr5 de transcendance sup~rieur ou ~gal s 1 sur k. 
Nous supposerons que ce degr~ est 1 et about i rons / t  une contradiction. On d6signe 
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par 01 une base de transcendance de L sur k et par L ~ la sous extension s@arable 
maximale de k(01) contenue dans L. D'apr~s le th~or~me de Noether, il existe 

alors 02 entier alg~brique sfiparable de degr~ D sur A[01] tel que LS=k(01,02). 
I1 existe alors un entier naturel r tel que (a) p', (J,~(c~)) S ,  (AJm(a))F apparti-  

ennent g L ~. D'apr~s les ~quations fonctionnelles satisfaites par nos fonctions, il 
en est alors de mgme de (ac~) p~, (J,~(ac~)) pr, (AJm(aa)) p" pour tout aEA. Choi- 
sissons alors UEA[01] un dSnominateur commun ~t (J,~(a))/ ,  (AJ~,(c~)) S e t  V 

un d6nominateur de (a)  pr. D'apr~s le lemme 3, U qld("~/~l+~ est un d~nominateur 
oo m n a 

Soient c~ (1< i < 14 )  des r~els str ictement positifs qui ne dfipendront que de a,  
r n e t  D. Construisons d 'abord  la fonction auxiliaire. 

L e m m e  11. Il existe un polyndme P e n  trois variables it coefficients dans 
A[01] de multidegrd < (J, K, K) et non identiquement nul, tel que si 

DMq s < ( J + I ) ( K + I )  2, 

la fonction 
F(z) = P( (z / , J,.~ (z) / , AJ.~ (z))P") 

s'annuIe ~ un ordre >3M aux points a(~ avec d(a)<S. 
De plus il existe Cl >0  tel que 

(DMqS)l/2 
deg01 P _< el  (jK2)1/2_ (DMqS)I/2 (qS/2K), 

(DMqS)I/2 (M logq M+SJ+qS/2K) .  
h(P) <_ cl (jK2)1/2_ (DMqS)I/2 

Preuve. La premiere partie de ce lemme vient du lemme de Siegel avec n =  
( J + I ) ( K + I )  2, m = M q  s. I1 reste g estimer la taille des coefficients du syst~me 

tin6aire pour conelure grgce au lemme 9. Ce syst~me lin~aire est obtenu en annulant 
les coefficients Aj (a) pour tout a cA,  d(a)< S e t  0_<j <3M des expressions 

+ = ZXj ( a ) S .  

j>0 

Ces relations sont ~ coefficients dans A[01,02] d~s qu'on les a multipli~es par le 

d~nominateur dM:Dh+m(Dh)q'~vJ(g qla(~l/21+l)2K o~1 l 'entier h est le plus peti t  > 

logq 3 M + 1  (ef. lemme 5). Reste alors/~ estimer les degr~s en T et en 01 d'expressions 
de la forme 

dM(ac~)iJ, rn(aa)JlAJm(ac~) j2 off 0 < i < J, 0_<ji _< K et d(a) < S. 
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I1 est facile de voir que 

dT( dM ) <_ 2qm d( Dh+m) + JdT( V) + 2KqS/2+ l dT( U) <_ M logq M +c2( qS/2 K + J). 

Puis, de la m6me mani6re que nous le times au lemme 3, on prouve par r6currence 
sur d(a) que le degr6 en X de Jm(aa) et Ad,~(ac~) se majore par c3(q d(~)/2) fois le 

degr6 en X de dm(c~) ajout6 ~t celui de A J m ( a ) .  Appliquant ceci h X = T  et X=01 
nous obtenons 

dT(dM(act)~Jm(aa)Jl AJm(ac~) j2) <_ c4(Mlogq M + S J + q S / 2 K )  ; 

et que l 'hypoth~se c~ alg~brique implique 

do1 (dM(ao~)i Jm(act)Jl A,]m(aC~) j2 = do1 ( (uq[d(~)/2]+l)2K Jm(aa)Jl AJm(act) j2 ) 

<_ c5qS/2K. 

Une utilisation d 'une adaptat ion du th~or~me des zSros de J. Yu ([Y4, Theo- 

rem 2.3], [D4]) va montrer  qu'il existe c6>0 tel que, le plus peti t  entier S ' ,  tel que 
la fonction F(z), ne s'annule pas ~ un ordre > M  aux points de F(S ' )  le long de 
v~rifie S'<_S+c6. Indiquons dans notre situation l'~nonc~ principal de [D4]. 

L e m m e  12. Soit P u n  polyndme non identiquement nul sur (Ga) 3 de multi- 
degrd < (J ,K ,K ) .  On suppose que P s'annule ~t un ordre > 3 M + l  aux points de 
F(S),  le long du T-module d u n  param~tre q)(z). I1 existe alors un rdel c7 et un 
sous-T-module H de tp diffdrent de {P tel que 

M r(o'H) card(P(S-3)+H/H)7-l(H; J, K, K) <_ crJK 2 

ogz r(q~,H) est la codimension analytique de O - I ( H )  et ~ ddsigne la fonction de 
Hilbert de H. 

Soit donc S ' + I  le plus grand entier tel que F(z) s'annule s un ordre _>M aux 
points consid~r~s. Le lemme 6 precise les sous-T-modules possibles de ~.  Examinons 

donc ces diff6rentes possibilit~s. 
Si H = 0 ,  l'in~galit~ devient 

Mq s' < cJK 2 ; 

si la projection de H sur la premiere coordonn~e est 0, on a encore r(O, H ) = I  et 
eard(F(S-3)+H/H)>_q s'-a. L'est imation obtenue est plus forte que dans le cas 

H = 0 .  
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Enfin, si H=GaO 2, on a ~ ( z ) c H n r ( s )  implique Jm(aa)=O et A J m ( a a ) = 0 ,  

ce qui est absurde car un de ces deux nombres est t ranscendant donc non nuh 
Soient R>r>S',  le lemme 8 montre que pour tout zEC de degr6 < r  on a 

d(F(z)) << Cs(JR+Kqn/2+h(P)+do, (P) ) -Mq s' (R-r) .  

Pour rendre ce terme petit ,  imposons la condition 

MqS ( R - r )  > c9( JR + KqR/2 + h( P) +del ( P) ), 

off c9_> 2cs. 
D~finissons Pa(01):= la norme sur k(01) du M-ibme coefficient du d6velop- 

pement  limit~ de P l e  long de �9 en r  multipli~ par le d~nominateur donn~ 

pa r  ~kJ(/~q[d(a)]+l/2) 2K et estimons son degr~ e n  01. Par hypoth~se Pa(01) doit ~tre 

different de z~ro. 

Grs au lemme 11, nous obtenons 

do 1 [Pa(O1)] ~ cg(KqS'/2). 

Enfin la hauteur  de Pa est major~e par cloh(P). 
Par  le crit~re de Gelfond (lemme 10), et si la dernibre condition suivante est 

remplie on a bien une contradiction 

Mq s' (R-r)[KqS'/2)] -1 > c11h(P). 

Reste h choisir des param~tres J ,  K, S, r, R de mani~re satisfaisante pour  faire 
fonctionner le schema de preuve pr~cddent. Prenons pour M un entier quelconque, 
q 1000ql~176176 lois plus grand que tous les  r~els ci. 

Etant  donn~es les parties enti~res suivantes 

J = [M log log(M)], 

I4 = [log(M)(log log(M))-x/2],  

S = [logq(log(M)/log log(-~l) 1/s)2], 

avec ces choix notre polyn6me P a une hauteur  inf~rieure ~t 

M log(M)/( log log M) 1/16 

et un degr~ en 01 inf6rieur ~t 

(log M)2/( log log M) 1/2+1/s. 
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Le lemme de z6ro nous apprend que qS' <Cl2(log M)  2. On choisit alors R=2[logq M] 

et r = [logq M], avec ces choix le lemme de Schwarz entraine 

d( F(z)  ) <_ - c 1 3 M  (log(_hi)3 / (log log ~I) 1/4 

d'ofi il suit que d(Pa(O1))<-Cl4~l(log(M)3(loglogAI) 1/4. La condition du lemme 

de Gelfond se v6rifie alors grs au f a r  que M q S ( R - r ) [ K l o g  Mh(P)]  -1 tend vers 

plus l'infini avec M. 

Remerciements. L'auteur  remercie le juge pour lui avoir permis de simplifier 
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