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Valeurs transcendantes des
fonctions de Bessel-Carlitz

Laurent Denis

1. Position du probleme

Désignons par Fy[T|=A 'anneau des polynémes en une variable a coefficients
dans le corps fini F de caractéristique p, par k=F4(T") son corps des fractions, par
koo =F {{1/T)) le complété de k pour la valuation (1/T)-adique v, que I'on prolonge
a une cléture algébrique k (resp. ko) de k (resp. kx) et au complété C' de k.. Pour
a dans C posons encore || =¢H*) =¢~¥(*) avec la convention d(0)=—oc0.

Notre but est de tenter de prouver des énoncés convenables de transcendance
sur k pour les valeurs des fonctions de Bessel-Carlitz qui sont des séries entiéres a
coeflicients dans k.

Pour rappeler la définition de ces fonctions, commencgons par présenter les
polynoémes factoriels de Carlitz D,,. lls sont définis par récurrence par Dy=1 et
Dy =(T9" —T)(Dy_,)9. Ils fournissent un analogue convenable aux coefficients n!
(ou ¢™!) qui apparaissent dans la fonction exponentielle usuelle. Dans le méme ordre
d’idée, Carlitz a défini des fonctions de Bessel.

Pour tout entier naturel m, la fonction de Bessel d’ordre m telle qu’elle est
définie par Carlitz [C2], associe & tout z dans C la somme de la série

o (El)kzqm+k

In()=S 2
" ; D'm+kD]Z

L’analogie entre Jo(z) et la fonction de Bessel en caractéristique nulle donnée
par Y o 2%¥ /k!1? respecte ainsi I'analogie avec les factorielles. Les dérivations et
équations différentielles satisfaites par les fonctions de Bessel seront ici traduites
grace & un opérateur différence A défini pour toute fonction f(z) par Af(z)=
f(Tz)—Tf(2) et par son premier itéré AZ.
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Rappelons les égalités suivantes

S (DR
AJm(2) = I (T2) =TI (2) =Y o

k=0 U m+k—-1"k

A2 T (2) = T (T22) = 2T T (T2) +T% J 1 (2)
(=R T T —T) T

D}, k1 DY ’

m+k

k=0

qui permettent d’aboutir & I’équation aux différences
A%J,(2) = (T —=T)AJm(2) = [Jm (2)]%
ou encore

AT (T2) =T Adm(2) = [Jm(2)]%.

Continuant de respecter 'analogie entre k et le corps des nombres rationnels et
entre J,, et les fonctions de Bessel usuelles, il est raisonnable d’attendre un énoncé
d’indépendance algébrique correspondant au théoréme de C. L. Siegel (voir par
exemple [B]). Les équations des fonctions J,,, montrent que les hypotheéses d’indé-
pendance linéaire dans la conjecture suivante sont nécessaires.

Conjecture. Etant donnés ai,... ,an€C, algébriques sur k et linéairement
indépendants sur k, alors pour tout entier naturel m les 2n éléments

Iml(ar), Adm (1), .., Im(an), Adm(an),

sont algébriquement indépendants sur k.

Les résultats connus dans cette direction sont assez partiels. Un premier énoncé
affirmant la transcendance d’un nombre parmi plusieurs valeurs des fonctions J,, et
AJm, se trouve dans la these de Geijsel [G, corollaire 12.7], un autre est dans [D5]
ou nous avons montré comment un avatar & la méthode de Wade pouvait servir a
prouver que J,,,(p) (et aussi AJ,,{p)) est transcendant quand g est un élément non
nul de k.

La difficulté d’une éventuelle adaptation de la méthode de Siegel-Shidlovsky
est la non k-lindarité de 1'équation aux différences satisfaite par Jn,(z) (voir par
exemple [L] ou [S] pour cette méthode). Nous verrons comment I’équation fonc-
tionnelle que vérifie J,,,(2) conduit & 'introduction d’un T-module auquel on appli-
quera la procédure classique pour prouver de la transcendance ou de I'indépendance
algébrique sur un groupe algébrique.
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Par T-module de dimension N et de rang d, on entend la donnée d'un cou-
ple E=(GY,®) ou GY désigne le groupe additif de dimension N et & un homo-
morphisme injectif d’anneau de F,[T] dans I'anneau My« n(C){F} des endomor-
phismes de GY vérifiant

O(T)=aoF°+...4a4F?,

ou les a; (0<i<d) sont des matrices N x N a coefficients dans C avec aq#0, et F est
Pendomorphisme de Frobenius sur G2 relatif & . Notons que cette définition différe
de celle des T-modules abéliens de [A]. Pour d=0 et ®(T)=FY, on parlera du module
trivial noté simplement fo et quand le contexte sera clair, F sera simplement
désigné par ®. Un sous-T-module H de E sera un sous-groupe algébrique connexe
de GY vérifiant ®(T)HCH.

Les équations fonctionnelles satisfaites par nos fonctions prouvent que pour
tout z dans C

<Jm(Tz))_(T 1 )(Jm(z))+(0 0)(Jm(z) )q
AJn(Tz) )\ 0 T7" )\ AJn(2) -1 0/ \AJn(z)) °

Pour démontrer nos résultats nous utiliserons le T-module ®,,, de dimension 2
défini par @, (T)(X1, X2)=(T X1+ X, —Xf—}-T‘?sz) (notons que pour m=0, ce
module est, & une normalisation de signe prés, la puissance tensorielle seconde du
module de Carlitz, voir [AT]).

Des estimations arithmétiques précises liées 4 ®,, nous serons nécessaires a
I'obtention de notre théoreme principal.

Théoréme 1. Etant donné acC, algébrique sur k et non nul alors pour tout
entier naturel m les éléments J,,(c) et AJ,, (o) sont algébriguement indépendants
sur k.

Le paragraphe 2 contient les lemmes préliminaires d'indépendance algébrique
de Jn{z) et AJ,(z). Dans ce méme paragraphe sont démontrés les lemmes de
contrdle de la taille analytique et arithmétique des fonctions utilisées dans la preuve
de transcendance. Le paragraphe 3 contient lui la preuve du théoréme 1.

2. Estimations préliminaires

Commengons par un résultat d’indépendance algébrique fonctionnel.
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Lemme 1. Les fonctions z, Jy(2), AJm(2) sont algébriquement indépendan-
tes sur C.

Preuve. Ces fonctions étant F,-linéaires, un argument classique portant sur la
minimalité du degré d’un polyndme annulateur, montre qu’il suffit de considérer une
éventuelle relation qui soit aussi F,-linéaire. Rappelons rapidement qu’on considére
un éventuel polynéme P en trois variables non identiquement nul, de degré total
minimal s’annulant sur 2, Ji,(2), AdJy,(2). Un coup d’oeil jeté & P(X+Y)—P(X)—
P(Y) nous apprend que P est additif, la linéarité de P provient de celle des fonctions.

On est donc amené au cas d’une éventuelle relation

(R, z) = Po(2)+ Pr{Jn(2))+ Po(Adn(2)) =0

chaque P; étant Fg-linéaire en une variable.

Si P, est nul alors J,,(2) est algébrique. Comme J,,(z) est analytique sur C,
d’apres 'analogue du lemme de factorisation de Weierstrafl (voir [G]), elle possede
une infinité de zéros distincts. Ceci est contraire au fait que Py(z) n’a qu'un nombre
fini de zéros.

L’ensemble I de polynémes PeC{F} vérifiant P(AJ,,(2))=Q(Jm(2))+R(2)
pour quelques polyndmes @, ReC{F} est alors un idéal & gauche de l’anneau non
commutatif C{F'} des polynémes en F. L’anneau C{F'} étant Euclidien est donc
principal a gauche. D’apres les discussions précédentes, cet idéal n’est pas réduit
a zéro, il est donc engendré par un polynéme P#0. De méme l'idéal a gauche
J de polynomes QeC{F} vérifiant Q(J,,(2))=P(AJm(z))+R(z) pour quelques
polynémes P, ReC{F} est engendré par un polynéme non nul Q).

On dispose donc de deux relations

bl

Py(2)+Py(Jm (2))+ P(A () = 0
Py(2)+Q(Jm(2))+ Po( & () = 0.

Mais P doit diviser P et @ doit diviser Py, il s’en suit ’existence de deux polynémes
R et S tels que Re P=Ps et SoQ=P,. Appliquant R a la premiére de ces relations et
enlevant la seconde, la transcendance de la fonctions J,,(z) implique alors Re Py=@Q).
Comme ) est de degré minimal R est une contante multipliée par X, le polyndme
P, engendre J.

Nous arrivons donc a une relation

(R, z) = Po(2) + PL(Jn(2))+ Py (Adm(2)) =0,

ou P; et P, sont indépendamment de degré minimal parmi toutes les relations de
ce type possibles. On peut donc supposer que [AJm(z)]qr est le terme de degré
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maximum en AJ,,(z) intervenant dans la relation (R, z) et pour la méme raison
que ¢[Jm(2)]7 (pour un ¢ dans C) est le terme de degré maximum en J,,(z).

Changeant z en Tz dans la relation ci-dessus et utilisant les équations fonc-
tionnelles des fonctions J,,,(z), AJ,,(2), il vient

(R, T2) = Po(T2)+ Py (AJm(2)+T I (2)) + Po(T?" Adp(2) — [ (2)]9) = 0.
(R, T2) = Po(T2)+ Py (T (2) — Po [T (2)])) 4+ Pi(AT i (2)) + Po(TY Ad,(2)) =0.

Si r>s, (R,Tz)=0, est une relation non nulle entre z, J,,(z), AJ,(z) comme le
montre 'examen du terme en J,,(z). Comme P, engendre J, il existe une constante
c#0, telle que cPy(X)=P,(X)+Po(T?" X). La relation ¢(R, 2)—(R,Tz)=0 améne
alors & une contradiction avec la transcendance de J,,(z).

Donc r est strictement inférieur a s.

Mais alors (R,T2)=0 est une relation non nulle comme le montre 'examen
du terme en AJ,,(z). Il existe cette fois une constante ¢#0, telle que cP(X)=
Py (TX)—P,(X19). La relation ¢(R,z)—(R,T2z)=0 et la transcendance de AJ,,(z)
donne cPo(X)=P;(X)+P(T?" X) ce qui est encore impossible.

Pour les estimations analytiques, nous utiliserons le lemme suivant qui affirme
le fait analogue & ce qui se passe dans le cas classique : les fonctions de Bessel sont
d’ordre un demi.

Lemme 2. Pour tout z dans C, on a les estimations
qu/2qd(z)/2 zq(m+1)/2qd(z)/2

<
d(Jm(z)) < elogq elogq

;o d(ATR(2)) <

Preuve. 11 suit de ’expression,

(——l)kzqm+k
__._‘_TZTn_’

Im(2) = Z Domei Dl

k=0
que le degré de J,,,(2) est plus petit que le maximum de la fonction a variable réelle
f(h)zqm+hd(z)——2hqm+h—mqm+h.
Comme f’ ne s’annule qu’en hg=[d(z)—m]/2—1/log ¢ la premiére estimation
est prouvée. La seconde se démontre de la méme fagon.

Lemme 3. Soit z, W deuz éléments de C et B un sous-anneau de C con-
tenant T. On suppose que WJ,,(z) et WAJ,(2) sont dans B alors pour tout
polynéme a de degré <2n, W7 J,,(az) et W AJ,,(az) sont dans B.

Preuve. Prouvons par récurrence sur n que W9 J,,(T?"z) et W9~ J,,,(T?"+12)
sont dans B. Comme 1’équation aux différences du paragraphe 1 entraine AJ,,(2)=
Im(T2)—TJn(z), 'hypotheése de récurrence est vérifiée au cran n=0.
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La relation de récurrence
Tn(T?2) = (T7" +T)[Jn(T2)]| =TI ()T [T ()],
appliquée en T2z donne
T2 2) = (T9 ) (T 2] = I (T 2) T4 = (I T 2)]

et entraine sous 'hypothése de récurrence que W9 J, (T2("+1)2) est dans B et
aussi que W™ [Ji (T?"+12)]9 est dans B. Appliquant la relation fonctionnelle en
T?7+1z il vient

Jm(Tz(n+1)+1Z) - (Tqm +T)[Jm(T2"+2z)] _Jm(T2n+1z)Tqm+1 _ [Jm(Tz“”Hz)]‘?
ce qui prouve I’hypotheése de récurrence au rang n+1.

Terminons les lemmes d’estimations, par un énoncé permettant de controler la
hauteur de valeurs algébriques des fonctions J,,(z). Désignons par h(z) la hauteur
de Weil absolue et logarithmique d’un élément z de k.

Lemme 4. Supposons donné acC tel que Jn(a) et Ay (o) appartiennent
a k. Dans ces conditions, pour tout e positif, il existe un réel C(em) tel que si
a€F [T] est de degré <s alors

max{h(Jm(aa)), M(ATm(aa))} < eemyq® 2 (h(Tn(a)) +1).

Preyve. Comme remarqué dans l'introduction, les relations fonctionnelles con-
duisent a (Jp(a), Ady, (aa)) =P, (a)(Jm(a), Ady(a)).

Les estimations du lemme 4 découlent alors de la proposition 2 de [D2] (avec
n=2 et d=1) dés que l'on a vu que le terme de degré maximal dans ®,,(T?) est
a1 F avec a; inversible.

Lemme 5. La suite d’éléments de A. (Dh+mDZm)heN est une suite de dé-
nominateurs des fonctions J,(z), AJy(2), c’est-a-dire si on écrit une de ces deux
fonctions sous la forme f(z)=3 7o, anz?""" alors

(i) DaymDY a;€A pour tout i<m-+h,

(ii) si g™ +..+¢" <g"
alors Dpy oDy, ... Dy, smDY. divise DpymDg" dans A.

Preuve. Le (i) est clair au vu du développement des fonctions en séries. Le (ii)
provient du fait que les Dj, constituent une suite de dénominateurs pour la fonction

exponentielle de Carlitz (voir par exemple [T2] pour ce résultat de Carlitz écrit avec
nos notations).

Les lemmes précédents impliquent déja un premier corollaire.



Valeurs transcendantes des fonctions de Bessel-Carlitz 79

Corollaire 1. Soit o appartenant a C et différent de zéro. Au moins un des
trois nombres

a, Jala), Adn(a),
est transcendant sur k.

Preyve. 1l suffit d’appliquer I’analogue du critére de Schneider démontré par J.
Yu (Théoréme 4.1 de [Y1]) avec les choix de points Sy={aa: d(a)<N} ; 1<j<m;
les trois fonctions z, Jn(2), AJd,(z) ; d'utiliser les majorants de leur ordre de
croissance respectif fourni par le lemme 4 : g3 =0,01, p2=0,51, g3=0,51 et d’utiliser
le résultat du lemme 1.

3. La preuve de transcendance

Etablissons ou rappelons quelques lemmes qui sont plus classiques dans les
preuves de transcendance et d’indépendance algébrique sur les T-modules.

Définissons le T-module V=G, x®,, comme étant le produit du T-module
trivial de dimension 1 par ®,,.

Lemme 6. Les seuls sous-T-modules de W sont 0, 0x®,,, Gox0?% et (Go)3
chacun muni de la restriction naturelle de 0.

Preyve. Un sous-T-module H est défini par une équation additive. En se ser-
vant du fait que ¥(T)H C H et en éliminant les équations on aboutit au résultat. Le
lecteur scrupuleux pourra consulter [D1] ou [D3] pour les détails d’une preuve simi-
laire ou encore procéder comme dans la preuve du lemme 1 en remplacant ’équation
de dépendance algébrique par une équation de H.

Lemme 7. La fonction analytique ®(z)=(z, Jn(2), AJm(2)) est un homomor-
phisme @ un paramétre de ¥ c’est-a-dire ®(Tz)=¥(T)[®{z))].

Preuve. Immédiate grace aux équations fonctionnelles.

Rappelons, qu’on a posé pour tout aeC, ]a]zqd(a). Enongons le lemme de
Schwarz-Jensen (cf. J. Yu [Y1]).

Lemme 8. Soit R>r>0 deux réels et f une fonction entiére possédant v,
2éros dans le disque d(z)<r, alors

M. (f) < Mp(f)—vr(R—7).

Pour la commodité du lecteur, donnons & nouveau le lemme de Siegel démontré
dans [D6, lemme 1] et qui distingue hauteur (degré en T dans notre situation) et
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degré de la solution du systeme linéaire. Soit B=Af , ... , 0] un anneau de degré
de transcendence 6 sur A et 05,1 algébrique séparable de degré D sur B.

Tout élément = du corps des fractions de B[fs41] s'écrit alors d’une maniere
essentiellement unique sous la forme

_ T BT, 65)f,,
PD(T7017-” 10(5) ’

ol les P,cFy[T,6,,... ,05) sont des polyndomes premiers entre eux dans leur en-
semble. Dans le lemme qui suit dp(z) désigne le maximum des degrés en T des
polynémes P; et dg(z) est le degré total en 6, , ... .05 de z.

Lemme 9. Soient n, m, D trois entiers naturels, X, Y des réels positifs. On
suppose que n>Dm et on se donne des (a; ;) (1<i<n, 1<j<m), des éléments de
Bl0s41] tels que dr(a; ;) <X, dp(a; j)<V. Il existe des éléments z; (1<i<n) de B
non tous nuls tels que

(i)
(Dm)Y/(6+D) ¥ _
dp(x;) < [(n)l/((s.{..])_(Dm)l/(lS‘}»l)jl +1;
(ii)
(Dm)Y/6+D)y .
do(:) < [(n)l/(6+1>—(Dm)1/(‘5“>] i
(iii)

n
E Qi T; = 0.
=1

Et enfin Panalogue du critére de Gelfond obtenu par A. Thiery [T1].
Lemme 10. Soit Y€k, et P, A[X], on note 6, =dx(P,) ; hn=h(Py,) ; $n=
V(P (1)) et on suppose que pour tout n>ng,
8n >maxX(Pnbn+hpbni1+hns16n, habnthabn_1+hn_16,)
et
lim (8,,/6p—hy) =+ ;
alors pour n>ng, P,{(y)=0.

On se place sous les hypotheses du théoréme 1. D’apreés le corollaire 1, le corps
L=k(a, Jy(a), Adm(a)) est de degré de transcendance supérieur ou égal & 1 sur k.
Nous supposerons que ce degré est 1 et aboutirons & une contradiction. On désigne
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par 6, une base de transcendance de L sur k et par L® la sous extension séparable
maximale de k(#;) contenue dans L. D’apres le théoreme de Noether, il existe
alors #, entier algébrique séparable de degré D sur A[f;] tel que L°=k(61,0,).
Il existe alors un entier naturel r tel que (@)?", (Jnu(@))?", (AJn(@))?" apparti-
ennent a L°. D’apres les équations fonctionnelles satisfaites par nos fonctions, il
en est alors de méme de (a0)?’, (J.(a))?", (AJy(aa))?” pour tout a€ A. Choi-
sissons alors U € AJf;] un dénominateur commun & (Jm(2))?, (AJm(a))?” et V
un dénominateur de (a)?”. D’aprés le lemme 3, U4 ™"
commun & (J,(aq))?", (A, (ac))?".

Soient ¢; (1<i<14) des réels strictement positifs qui ne dépendront que de «,
m et D. Construisons d’abord la fonction auxiliaire.

est un dénominateur

Lemme 11. [l existe un polynome P en trois variables a coefficients dans
Al61] de multidegré <(J, K, K) et non identiquement nul, tel que si

DMq® < (J+1)(K+1)?,

la fonction
F(2)=P((z*", Jn(2)P", Adm(2))P")

s’annule & un ordre >3M aux points aa avec d(a)<S.
De plus il existe ¢y >0 tel que

(DMg%)!/? s/2
deg91P§CI (JKZ)I/Q-(DA[(]S)I/Q(Q K)
S53\1/2
h(P)<c; (DM¢”) (M log, M+5J+¢°2K).

(JK2)1/2—(DMQS)1/2

Preuve. La premiére partie de ce lemme vient du lemme de Siegel avec n=
(J+1)(K+1)2, m=Mg®. Il reste & estimer la taille des coefficients du systéme
lin€aire pour conclure grace au lemme 9. Ce systéme linéaire est obtenu en annulant
les coeflicients Aj(a) pour tout a€ A4, d(a)<S et 0<j<3M des expressions

P((®(a0)+®(2)" )= Aj(a)? .
j=20

Ces relations sont a coeflicients dans A[f, 62] dés qu'on les a multipliées par le
dénominateur dpr=Dj,ym(Dp)?" VJ(Uq[d(a)/zHl)”( ou Ventier h est le plus petit >
log, 3M +1 (cf. lemme 5). Reste alors & estimer les degrés en T et en 6, d’expressions
de la forme

dar(ac) Jpn(aa) Ad,(aa)? on 0<i<J, 0<j; <K et d(a)<S.
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Il est facile de voir que
dr(dar) < 2¢™d(Dpym) +Jdr (V) +2Kq5/ 2 dp(U) < M log, M +ca(q° P K +1J).

Puis, de la méme maniére que nous le fimes au lemme 3, on prouve par récurrence
sur d(a) que le degré en X de J,,(aa) et AJp,(aa) se majore par c3(q4@/?) fois le
degré en X de Jp,(a) ajouté i celui de AJ,, (). Appliquant ceci a X=T et X =60,
nous obtenons

dr(dp (aQ) T (@) Adp(ae)??) < cs(M log, M+SJT+¢°°K) ;

et que ’hypothése « algébrique implique

J+1

dp, (dar(aQ) T (a0)7: Adm(ac)i2 = do, (UL )2K I (a0 Adpm (ac)?)

<ecsq"?K.

Une utilisation d’une adaptation du théoréme des zéros de J. Yu ([Y4, Theo-
rem 2.3], [D4]) va montrer qu’il existe cg>0 tel que. le plus petit entier S’, tel que
la fonction F(z), ne s’annule pas & un ordre >M aux points de I'(S”) le long de @
vérifie §’<S+cg. Indiquons dans notre situation I’énoncé principal de [D4].

Lemme 12. Soit P un polynéme non identiquement nul sur (G,)* de multi-
degré <(J,K,K). On suppose que P s’annule & un ordre >3M+1 auz points de
I'(S), le long du T-module a& un paramétre ®(z). Il existe alors un réel c7 et un
sous-T-module H de ¥ différent de U tel que

M™®H) card(T(S—3)+ H/HYH(H: J. K, K) < ¢ JK?

oty 7(®, H) est la codimension analytique de ®~'(H) et H désigne la fonction de
Hilbert de H.

Soit donc S’+1 le plus grand entier tel que F(z) s’annule & un ordre >M aux
points considérés. Le lemme 6 précise les sous-T-modules possibles de ¥. Examinons
donc ces différentes possibilités.

Si H=0, I'inégalité devient

MqS/ <cJK?:

si la projection de H sur la premiére coordonnée est 0, on a encore 7(®, H)=1 et
card(I'(S—3)+H/H)>¢% 3. L’estimation obtenue est plus forte que dans le cas
H=0.
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Enfin, si H=G,0?, on a ®(z)e HNI(S) implique J,,(aa)=0 et AJn,(aa)=0,
ce qui est absurde car un de ces deux nombres est transcendant donc non nul.
Soient R>r>5', le lemme 8 montre que pour tout z€C de degré <r on a

d(F(2)) < cs(JR+K g™/ +h(P)+dg, (P))— Mq* (R-1).
Pour rendre ce terme petit, imposons la condition
Mg5(R—r) > co(JR+K g2+ h(P)+des, (P)),

ou ¢y >2cg.

Définissons P,(61):= la norme sur k(f;) du M-ieme coeflicient du dévelop-
pement limité de P le long de ® en ®(aa) multiplié par le dénominateur donné
par A7 (Aq[d(aml/g)”{ et estimons son degré en #,. Par hypothese P,(6,) doit étre
différent de zéro.

Grace au lemme 11, nous obtenons

do, [Pa(61)] <co(Kg'/?).

Enfin la hauteur de P, est majorée par cjoh(P).
Par le critere de Gelfond (lemme 10), et si la derniere condition suivante est
remplie on a bien une contradiction

Mg (R=7)[Kq® /)] > e, h(P).

Reste A choisir des parameétres J, K, S, r, R de manigre satisfaisante pour faire
fonctionner le schema de preuve précédent. Prenons pour M un entier quelconque,
q1000q1°°° fois plus grand que tous les réels c;.

Etant données les parties entiéres suivantes

J=[M loglog(M)],
K = [log(M)(log log(M))~*/?],
S = [log,(log(M)/ log log (M)*/®)?],

avec ces choix notre polynoéme P a une hauteur inférieure a
M log(M)/(loglog M)*/16
et un degré en 6, inférieur &

(log M)? /(log log M)1/2+1/8,
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Le lemme de zéro nous apprend que ¢°' <c;2(log M)?. On choisit alors R=2[log, M]
et 7‘=[logq M], avec ces choix le lemme de Schwarz entraine

d(F(2)) < —c13M (log(M)?/(log log M)*/*

d’otr il suit que d(P,(6;))<—c14M (log(M)3(loglog M)/, La condition du lemme
de Gelfond se vérifie alors grace au fait que Mq®(R—7r)[K log Mh(P)]™! tend vers
plus linfini avec M.
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