Groupes de tresses et moyennabilité intérieure

Thierry Giordano et Pierre de la Harpe

On considére un entier k=2 et le groupe d’Artin By des tresses & k brins. 11
admet une présentation avec générateurs 6y, ..., 65, (0l o; échange le i-¢me brin
et le suivant) et relations

0161410; = 0;410i0;4y i=1,2,..., k=2
oo0;=0;0, §j=12,...,k—1 avec [i—jl=2

Le groupe F, des tresses pures 3 k brins (on dit aussi «colorées » pour «pures ») est
le noyau de I’homomorphisme de B, sur le groupe symétrique S de {1, 2, ..., k}
qui applique o; sur la transposition (i, i+1). On désigne par I;: B,~Z I'homo-
morphisme qui applique chaque o¢; sur 1. Comme les générateurs 6, sont conjugués
deux 2 deux dans B,, chaque produit a,.a;‘ est un commutateur et le noyau de /,
coincide avec le groupe dérivé DB, de B,. Pour les références classiques sur les
groupes de tresses, voir [Mag] et [Lin].

Rappelons qu’un groupe G est intérieurement moyennable s’il existe une mesure
finiment additive u, définie sur toutes les parties de G—{1} et a valeurs dans [0, 1],
qui est invariante par conjugaisons intérieures et telle que u(G—{1})=1. (Il'y a
de nombreuses définitions équivalentes [BH].) Un groupe non intérieurement moyen-
nable est en particulier cci, ce qui veut dire que ses classes de conjugaison (autres
que {1}) sont infinies. 11 est essentiel pour la suite de noter qu’un groupe intérieu-
rement moyennable G peut avoir un sous-groupe G, d’indice fini qui n’est pas in-
térieurement moyennable: c’est par exemple le cas du produit direct G d’un groupe
fini non réduit & un élément et d’un groupe non intérieurement moyennable G,.
Nous montrons toutefois le résultat d’hérédité suivant.

Théoréme 1. Soient G un groupe et G, un sous-groupe de G d'indice fini.

(i) Si G, est intérieurement moyennable, alors G l'est aussi.

(i) Si G est cci, de type fini et intérieurement moyennable, alors G, posséde
aussi ces trois propriétés.
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Comme les groupes B, et B, ont des centres non banals (k=2), ils sont inté-
rieurement moyennables. I est facile de vérifier que le groupe dérivé de B, et le
quotient de B, par son centre ne sont pas intérieurement moyennables (corollaire 7).
De méme, DB, et DB, ne sont pas intérieurement moyennables, car on sait [GL]
que DB, est le groupe libre F, 4 deux générateurs et que DB, est un produit semi-
direct F,><F,. Mais DB, n’est pas une extension successive de groupes libres
lorsque k=5, car c’est un groupe parfait [GL]. Toutefois:

Théoréme 2. Pour tout k=3, le groupe dérivé DB, du groupe B, des tresses a
k brins et le quotient de B, par son centre sont des groupes non intérieurement moyen-
nables.

Nous achevons ce travail en notant que les groupes étudiés ici n’ont jamais la
propriété (T) de Kazhdan, en examinant les conséquences des résultats précédents
pour certaines algébres d’opérateurs, et en indiquant dans quelle mesure nos con-
sidérations valent aussi pour certains groupes de noeuds.

Nous remercions E. Bedos, F. Goodman, N. Habegger, G. Skandalis, C. Weber
et H. Wenzl pour leurs remarques a divers stades de ce travail. Nous remercions
aussi pour leur accueil nos hétes de I'Institut Mittag-Leffler, oi nous avons pu
achever cette rédaction.

Preuve du théoréme 1

L’assertion (i) du théoréme 1 résnlte d’un « théoréme de Fubini» trés élémentaire
(voir I'ajout de [BH]). On se place donc dans les hypothéses de I’assertion (ii). II est
banal de montrer que G, est cci et de type fini (voir le numéro 5 de [Ba)), et il reste
4 montrer que G, est intéricurement moyennable.

Soit /}(G) I’algébre de Banach des fonctions sommables sur G, pour le produit
de convolution. Soient &¢I(G) et g€G. On définit & et a(g)¢ dans /*(G) par

Em)=¢(m) et (x(g)E)(h) = E(g1hg)

pour tout h€G; on a évidemment |[,=|a(g)¢l,=]&l;. De plus, a(g) est un
automorphisme de /2(G) et

le(@)(E*m—Exnly = [lx(2)é * (x(@)n—n)|+ (&) &~ &) % n]l
pour tous &, n€l*(G). En particulier

(%) la(g)(E &)~ Ex&lly = 2l|a(g)E—Elly

pour tout £€/Y(G) tel que [|&],=1. Le groupe G étant discret, notons que [}(G)
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est un sous-espace dense de I'espace de Hilbert /2(G) des fonctions de carré som-
mable sur G.

Comme G est intérieurement moyennable, il existe une suite (£,),=, de Il(G);,’: 1
telle que lim, e lla(g)é,—&,0,=0 pour tout g€G (voir BH]); on désigne ici
par [*(G);, le convexe de /*(G) formé des fonctions ¢ & valeurs positives telles que

E(1)=0 et [&ll=2eq lE(&)=1.

Lemme 3. Avec les notations précédentes, on peut de plus supposer que
Tim 1€, = .

Preuve. Soit S={s,,...,5,} un systéme fini de générateurs de G; on note
I5(g)N la longueur d’un élément g€G relativement & S. (Si /s(g)=/, on peut
donc écrire g comme produit de j éléments de SU S ™1, mais pas comme produit
de j—1 tels éléments.) Quitte & passer & une suite extraite de (£,),=1, on peut
supposer que

max Ja(s)&— &l = n7

pour tout n=1. Pour tout g€G, on montre par récurrence sur /s(g) que

le(g)En—Eally = Is(g)n™?
pour tout n=1.
Pour tout n=1, posons v,=sup,cc&,(g) et choisissons g,6G tel que
¢,(g,)=v,. Comme G est cci, il existe une suite (h, ;),=1 dans G telle que /s5(h, )=k
et telle que les éléments kg, h,,, soient distincts deux & deux. On a donc:

1=266@) =2, Sa(hiigabn)

a 1
= 2:_._1 (én (gn) - IS (hn,k)n_z) = nv,— n_22k=1 k= nv, — 'i'

et v,=—. Comme |[&]l3=2v,|&,l;, on a bien lim,.e [I&,]:=0. 1

Pour tout n=1, on pose ’7n=5n*5n et {,=n,—n,(1)8, ou & designe la fonc-
tion caractéristique de {1} dans G. Notons que a(g){,—{,=a(g)n.—n,. On a
évidemment {,(1)=0 et {,(g)=0, ainsi que lim,. |la(g){,—{.ll;=0 pour tout
g€G vu Iinégalité (*) précédant le lemme 3. Notons {2 la restriction de {, & G,, et
f'le cardinal de I’espace quotient G/G,.

Lemme 4. Avec les notations précédentes ||{%l,=+ f~2 pour tout entier n assez
grand.

Preuve. Soit m un entier tel que |[(%1,=% f~%; nous allons montrer que m
ne peut pas étre grand.
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Soit (Cy, ...,C;) une énumération des classes de la forme gG, dans G. On
écrit G pour G,—{1}. On a d’une part

”C?n”l = erG:, Cm(x) = ZxEG;, Zye(; ém(y)gm(yx)

1
= 21§j§fzg,hgcj ém(g)gm(h) = 'E'f_z'

g+h

D’autre part [|£,]l,=1, de sorte qu’il existe je{l, ...,f} tel que

decl gm(g) é.f—l’

Par suite

7= 2 hec, Em@en(+ Z e Enle) = —;—f‘“rllfmll%

g=h

et |&,l3=5 /% Comme lim,.. [&,],=0, ceci achéve la preuve. [

Il résulte du lemme 4 qu’on peut définir dans le convexe [*(Gy)y, (voir la
définition qui précéde le lemme 3) une suite (x9),=, par x°=(Y2M;, et qu'on a

lim fla(g)xa—xall =0

pour tout g€G,. Par suite G, est intérieurement moyennable, ce qui achéve la
preuve du théoréme 1.

E. Bedos a montié que, si G est un groupe cci intérieurement moyennable, tout
sous-groupe d’indice fini de G est intéricurement moyennable. Sa preuve utilise nos
arguments et la théorie des algébres de von Neumann.

Cas des groupes de tresses pures

Pour k=2, notons «,: P,~F,_, 'homomorphisme qui oublic le dernier
brin. (On pose naturellement B,=P,={1}.) Artin [Art] a montré que le noyau
de o, est un groupe libre F,_, 3 k—1 générateurs. Comme a, posséde une section
évidente, le groupe P, est un produit semi-direct F,_; > F,_;.

On doit & Chow [Cho] le calcul des centres CB, des groupes B,. Posons C’B, =
CB, si k=3, et C’B,=CP,=P,=2Z (qui est le groupe pair de Z=B,=CB,).
Si 1=0,0,...0,_,€B;, alors C’B, est cyclique infini de générateur t*. Dans la
représentation géométrique des tresses attachées 4 k points disposés réguliérement
sur un cercle, 1 correspond & un k-iéme de tour, et par suite ¥ & un tour complet.
On voit ainsi d’une part que C’B, est dans P, — donc dans CF, — et d’autre part
que la projection oy : P,—~F,_; se restreint en un isomorphisme de C’B, sur C’B,_,
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pour tout k=3. Le lemme suivant, sans doute bien connu, achéve le calcul des
centres CF, des groupes F,.

Lemme 5. Si k=3, le centre CP, de P, coincide avec le centre CB, de By, et
Uhomomorphisme o,: F,—~P,_, se restreint en un isomorphisme CB,~CEP,_,.

3

Preuve. 11 reste & montrer que CF=C’B, pour tout k=2. Clest évident
pour k=2. On procéde par récurrence sur k.

Supposons k=3 et CP_,=C’B,_,. On choisit z¢CP,, et il faut montrer
que z€C’B;. Par hypothése de récurrence, on a a,(z)éC’B,_,. Vu les faits rap-
pelés avant le lemme, il existe y€C’B, tel que a,(y)=0(z), donc tel que zy~?
soit 4 la fois dans le centre de B, et dans le noyau de «,. Mais Ker () est un groupe
libre non abélien, donc z=yeC’B;. |

Pour k=3, on note désormais C, le centre commun de B, et de F,; on pose
C2=})2.

Proposition 6. On suppose k=3.
(i) La suite exacte
1+F =B F_,~1
induit une suite
. ‘ 1 >F_; > E/Cy > B_,/Cpy ~ 1
qui est aussi exacte,
(ii) La suite exacte
1-F -+B,—+S;,~1
induit une suite
1-P/C, - B,/C, ~S; ~1
qui est aussi exacte.

Preuve. Immédiate vu le lemme 5. JJ

Corollaire 7. Pour k=3, les groupes F,jC, et DF, ne sont pas intérieurement
moyennables.

Preuve. Etant donné une suite exacte de groupes
1-G-+G~G"~1

ot G’ et G” ne sont pas intérieurement moyennables, on sait que G ne I'est pas non
plus. Rappelons aussi que les groupes libres non abéliens ne sont pas intéricurement
moyennables [BH]. Grice a la proposition 6.1, il est donc immédiat de vérifier par
récurrence sur k que PB,/C, n’est pas intérieurement moyennable lorsque k=3.

Soit G=G’" > G” un produit semi-direct tel que I'action de G” sur 'abélianisé
de G’ soit banale. (La définition de cette action est rappelée ci-dessous avant le
lemme 8.) Un résultat élémentaire de théorie des groupes que nous avons appris
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de N. Habegger montre que la structure de produit semi-direct passe aux dérivés,
Cest-a-dire que DG =DG” >< DG”. Or Artin a analysé I'action de P, _, sur Ker ()=
F,_1, qui est en particulier banale modulo les commutateurs. Par suite DB =
DF,_, > DB _,, et l'assertion du corollaire concernant DP, résulte aussi d’une
récurrence sur k. |}

Preuve du théoréme 2

Pour montrer que B,/C, n’est pas intérieurement moyennable (k=3), nous
allons appliquer le théoréme 1.ii au sous-groupe B/C, de B,/C, (voir la proposi-
tion 6.ii).

Au lemme suivant, on considére une suite exacte de groupes

1-H-GES—~1

et on note H,, 'abélianisé H/DH de H. Rappelons comment S agit sur H,: étant
donné acH,, et s€S, on choisit un représentant h¢ H de a, un élément gen~1(s),
¢t on définit s(a) comme la classe de ghg~—! modulo DH. Pour tout s€S, désignons
par Hj, le sous-groupe {acH,: s(a)=a} des points fixes de s.

Lemme 8. Avec les notations précédentes, on suppose de plus que [H, H;]=e
pour tout scS—{1}. Si H est cci, alors G est cci.

Preuve. Pour tout gcG, notons Cy(g)={x€G: il existe h€ H tel que x=hgh~1}
la partie de la classe de conjugaison de g due & H. Par hypothése, Cy(h) est infini
pour tout h¢ H—{1}.

Soit gcG—H. L’action naturelle par conjugaison de H sur Cy(g) est par
définition transitive, et I'isotropie de g est le sous-groupe

Zy(g) = {h<H: hgh™ = g}

de H. Si Zy(g), désigne I'image canonique de Z,(g) dans H,, €t si on pose
s=n(g)eS—{l}, ona

(H: Zy(®)] = [Ha: Zy(8)a] = [Hap: Hip] = .
Par suite Cy(g)=H/Z,4(g) est un ensemble infini. [j
Considérons & nouveau un entier k=3 et la suite exacte
1~ PB/C, + BJC, ~ S, + 1
de 1a proposition 6.ii. Posons A, =(PB,/C,);. On sait que A, est un groupe abélien
libre de rang [126)—1 engendré par des générateurs commutatifs (a;, )1 ===, SOUMis

a la seule relation 3 s;= ;=4 4; ;=0, et que I'action canonique du groupe symétrique
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Sy sur A, est donnée par
Aiysey S1S(D) < s())
s(a;, ) = . " .
As(pyosiy S s(D) = s(j)

pour tout s¢S,; voir [DG].
Lemme 9. Avec les notations précédentes, on a [A,: A]=< pour tout s€S,—{1}.

Preuve. Notons X lensemble {I,...,k} et Y I’ensemble des parties a deux
¢éléments de X. Soient V Pespace vectoriel des fonctions de ¥ dans R et ¥, I'hyper-
plan des fonctions satisfaisant 3, ¢y f(¥)=0. Le groupe S, agit naturellement sur
X, donc aussi sur Y, sur V et sur V. Pour tout s€S;, on note ¥ le sous-espace de
¥, formé des vecteurs fixes par s.

Montrons que V'#¥; pour tout s€S,—{1}. Si scontient un cycle de longueur
au moins 3, il existe des points distincts x;, X,, X,€ X tels que s(x,)=x, et s(x;)=2x3;
si f€V, est la fonction qui prend la valeur 1 sur {x,, x,}, la valeur ~1 sur {x;, x,}
et la valeur O ailleurs, on vérifie que sf ({xs, x3})=/({x1, x2})#/({x2, X5}), donc
que f4¥;°. Sis contient un cycle (x;, x;) de longueur 2, on procéde de méme en
choisissant x3€ X' —{x;, X,}.

Or A4, s’identifie naturellement 3 un réseau de ¥, et 45 & A, NV Par suite
A} estun groupe abélien libre de rang strictement inférieur a celui de A4, , et [A: A;] =
si s#=1.

Pour tout k=3, le groupe B,/C, est cci en vertu des lemmes 8 et 9; il est
donc non intérieurement moyennable en vertu du théoréme 1.ii et du corollaire 7.

Comme DB, NC,={1}, linclusion DB, B, induit une injection f;: DB,—~
B,/C,. Nous avons déja rappelé que DB, est le noyau de I’homomorphisme /;: B, ~Z
et que C,~Z est engendré par un élément t* tel que [ (:*)=k(k—1). Par suite
I, se factorise en un homomorphisme surjectif B,/Cy—~Z/k(k—1)Z dont le noyau
coincide avec 'image de §,.

Ainsi DB, s’identifie & un sous-groupe normal d’indice k(k—1) dans B,/Cj,
et il résulte du théoréme 1.i que DB, n’est pas intérieurement moyennable.

Le preuve du théoréme 2 est ainsi achevée.

Propriété (T'), et algébres d’opérateurs

A propos de la propriété (T') de Kazhdan [Kaz], rappelons ceci. Soit G un
groupe localement compact séparable (par exemple un groupe discret dénombrable)
et soit G son dual unitaire, qui est ’ensemble des classes d’équivalence de représenta-
tions unitaires irréductibles de G. Soit 7, G la représentation unité (ﬂo(g) est
Iidentité de C pour tout g€G). On doit & Fell Pintroduction d’une topologie sur
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G, et on dit que G posséde la propriété (T) si m, est un point isolé de G pour cette
topologie.

Un groupe discret qui a la propriété (T') est de type fini, et n’a pour tout entier
n qu’un nombre fini de classes de représentations unitaires de degré n. La propriété
(T') passe aux quotients; en particulier, un groupe qui posséde la propriété (T) n’a
aucun quotient qui soit cyclique infini ou qui soit un produit libre non banal.
Les exemples standard de groupes infinis qui ont la propriété (T') sont SL,(Z)
pour n=3 et Sp,,(Z) pour n=2. Pour un exposé systématique sur la propriété
(T), voir [HV].

Proposition 10. Un sous-groupe G={1} de B, n’a pas la propriété (T). Un
sous-groupe G={1} de B,/C, n’a pas la propriété (T).

Preuve. Montrons d’abord par récurrence sur k qu'un sous-groupe G {1}
de P, n’a pas la propriété (T). C’est évident si k=2 car P, est cyclique infini. Sup-
posons donc que k=3 et que I'affirmation est vraie pour P,_;. Rappelons la suite
exacte:

1+Foy~ BBy~ 1.

Si «,(G)#1, alors «,(G) n’a pas la propriété (T) par hypothése de récurrence,
donc G non plus. Si «,(G)=1, alors G est un groupe libre et n’a pas non plus la
propriété (T').

La propriété (T) étant stable par passage a des sous-groupes d’indices finis
et a des sur-groupes d’indices finis, il en résulte que les groupes suivants n’ont
pas de sous-groupe (autre que {1}) ayant la propriété (T'): le groupe By, car [B,: R]=
k!<eo, donc a fortiori son sous-groupe DB,, et le groupe B,/C,, car [B,/C,:DB,]=
k(k—1)<e (voir la fin de la preuve du théoréme 2). J

Remarques 11. (i) A la suite des travaux de V. Jones [Jon], il est facile d’écrire
une famille continue «naturelle» (n,),.; de représentations unitaires de dimensions
finies de B, qui dépendent continiment de x (ot I est un intervalle de R de la forme
[0, a] avec a=0) et dont les restrictions 2 DP, sont non ¢quivalentes deux & deux
(k=3). Pour les groupes G tels que DB.CGCB,, on obtient ainsi une autre preuve
(moins performante mais peut-étre plus intéressante) de la proposition 10.

(ii) A tout graphe de Coxeter X correspond un groupe de tresses By, et on
retrouve B, lorsque X=A4,_,; voir par exemple [Bri]. Soit f: X—Y un morphisme
surjectif de graphes de Coxeter respectant le poids des arétes, et appliquant deux
sommets non voisins de X sur deux sommets de ¥ qui sont on bien confondus ou
bien non voisins. Alors f induit un homomorphisme surjectif By—By. En par-
ticulier, si ¥Y=4,_, avec n=3, alors DB, est un quotient de DBy ¢t DBy n’a pas
la propriété (T). C’est par exemple le cas si X est I'un des graphes D, (n=4) ou E,
(n=6, y compris n=9). Notons qu’on sait [Lin] que DBy est parfait si X=D,
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(n=4) ou X=E, (n=6, 7, 8). Cette remarque nous a été suggérée par F. Goodman.

La représentation réguliére gauche d’un groupe G sur ’espace de Hilbert /2(G)
définit un morphisme A de I'algébre C[G] du groupe G dans 1’algébre L(l2(G)) des
opérateurs bornés sur /2(G). L’adhérence faible W *(G) de 'image de 4 dans L(/*(G))
est l'algébre de von Neumann de G, elle contient 'adhérence normique C}(G) de
Im () qui est la C*-algébre réduite de G.

Proposition 12. (i) Soit G I'un des groupes PB,/Cy, DP,, B,/Cy, DB, ott k=3.
Alors W*(G) est un facteur de type II, qui est plein et qui n'a pas la propriété (T).

(ii) Soit G I'un des groupes P,/C,, DP,, ou k=3. Alors C¥(G) est une C*-
algébre simple a trace unique.

Preuve. (i) L’algébre de von Neumann de G est un facteur de type I, (car G
est cci) qui est plein (car G n’est pas intérieurement moyennable [BH]) et qui n’a
pas la propriété (T) de Kazhdan (car G ne I'a pas [C]]).

(ii) L’assertion résulte d’une récurrence sur k, grice aux suites exactes

1 ~F,_y ~ B/Cy ~ B-1/Cy-y ~ 1
1 ~DF,_y ~DF, - DF,_, - 1
et grace au travail de Boca et Nitica [BN]. §

Groupes de noeuds

Montrons pour terminer que les énoncés qui précédent valent aussi pour cer-
tains groupes de nocuds, et ne sont en fait alors que des reformulations de résultats
bien connus. Soit en effet G le groupe d’un noeud classique non banal K dans la
sphere S3.

Si K est torique, G est une extension centrale

1> Z —~G —~(Z/aZ)x(Z/bZ) — 1

ol a=2 et b=3 sont des entiers premiers entre eux. Le groupe G est intéricurement
moyennable (car il a un centre), mais DG ne lest pas, car c’est un groupe libre a
(a—1)(b—1)=2 générateurs (corollaire 4.11 de [BZ]). Il en résulte que W*(G/Z)
et W*(DG) sont des facteurs pleins qui n’ont pas la propriété (T), et que C}(G/Z)
et CY(DG) sont des C*-algébres simples, chacune avec trace unique.

Supposons désormais K non torique, c’est-3-dire G sans centre (théoréme 6.1
de [BZ}). Thurston a montré qu’il n’y a alors que deux cas possibles: ou bien le
noeud est hyperbolique, ou bien il a un compagnon (voir les explications de Shalen,
section 3 du chapitre IV de [MB]). Dans le premier cas, G est isomorphe & un sous-
groupe discret sans torsion de covolume fini dans PSL,(C) et par suite G est un
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groupe cci, non intérieurement moyennable, qui ne posséde pas la propriété (7).
Dans le second cas, G est un produit libre avec amalgamation sur Z@Z (proposi-
tion 3.11 de [BZ]), et nous conjecturons que G posséde encore les mémes propriétés
(c’est méme évident si K n’est pas premier, auquel cas G est un produit libre).
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