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Preliminaires

Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe dans C" 3 frontitre régu-
liere dD et soit 4=(D) la classe des fonctions holomorphes dans D et indéfiniment
dérivables dans D.

Un sous-ensemble compact E de 9D est un ensemble de zéros pour 4=(D) s’il
existe une fonction de 4~(D) s’annulant seulement sur E; c’est un ensemble d’inter-
polation & I'ordre infini pour 4= (D) si, pour toute fonction f de classe C* dans C"
telle que 9f s’annule 4 Pordre infini sur E, il existe une fonction F de A=(D) telle que
f—F s’annule a l'ordre infini sur E.

Ces ensembles ont été largement étudiés. Dans le cas du disque unité 4 du
plan complexe on connait une caractérisation des ensembles de zéros de A=(4)
[14], [17], [19). Ce sont les ensembles introduits par L. Carleson [3]. Ils satisfont & la
condition dite de Carleson

qui s’exprime encore sous la forme [} N,(E)de<e ol N,(E) désigne le nombre
minimum d’intervalles de rayon & dont la réunion recouvre E. Toujours dans le cas
particulier du disque 4, on a une description compléte des ensembles d’interpolation
d’ordre infini pour A=(d4) [1], [2].

Dans C*, n=2, on ne connait pas de caractérisation de ces ensembles. On
trouve dans [7] et [8] une condition suffisante pour qu’un sous-ensemble E du bord
d’un domaine D strictement pseudoconvexe soit un ensemble de zéros pour 4=°(D).
On améliore ici ce résultat en prouvant que la condition de Carleson

[, N(B)ds <,
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ol N,(E) est le nombre minimum de ,,boules” de rayon ¢ dont la réunion recouvre E,
est suffisante pour que E soit un zéro pour A=(D) (Théoréme 9). La preuve en est
particuliérement simple et utilise des recouvrements de E par des ,,boules” de rayon
27k, k=0. La condition de Carleson n’impose pas & 'ensemble de propriétés géo-
métriques particuliéres. Il peut étre ,,éparpillé” sur dD.

Dans des articles antérieurs [4], {5], [11], [15], différents auteurs s’intéressent aux
sous-variétés de D dont I'espace tangent en chaque point est situé dans I’espace
tangent complexe & dD et montrent que tout sous-ensemble compact d’une telle
variété est un ensemble de zéros et audsi un ensemble d’interpolation & I'ordre
infini pour A=(D).

On étudie plus particuliérement ici les sous-variétés I' de 9D dont ’espace
tangent en chaque point n’est pas situé dans ’espace tangent complexe & dD. Lorsque
I est une courbe, on montre (Théoréme 11) que la condition de Carleson est néces-
saire et suffisante pour qu’un sous-ensemble compact E de I' soit un ensemble de
zéros pour A~(D) et on caractérise (Théoréme 21) les sous-ensembles compacts de I’
qui sont des ensembles d’interpolation pour 4=(D). Les conditions obtenues étendent
de maniére naturelle celles que ’on connait dans le cas du disque unité de C. Lorsque
I' est une sous-variété totalement réelle de 0D de dimension supérieure a 1, trans-
verse 4 I’espace tangent complexe, on n’obtient alors que des conditions suffisantes.

Ce travail est divisé en trois parties. On prouve tout d’abord, lorsque I est une
courbe sur dD transverse a P’espace tangent complexe, la nécessité des conditions
caractéristiques des théorémes 11 et 21. On établit, dans ce cadre, un résultat qui
présente un intérét indépendant: si f est holomorphe dans D, continue dans D et si f
ne s’annule pas dans D, alors log | f(z)| est localement intégrable le long de I. On
peut remarquer qu’alors I’hypothése de stricte pseudoconvexité du domaine n’inter-
vient pas. Dans une deuxi¢éme partie, on montre que la condition de Carleson est
suffisante pour qu’un sous-ensemble compact de D soit un zéro pour A™(D) et
on applique ce résultat aux situations particuliéres des sous-variétés I' étudiées. La
dernidre partie est consacrée a l'interpolation; elle est suivie d*une remarque concer-
nant la dimension de Hausdorff des ensembles considérés ici et d’un appendice
qui contient tous les lemmes techniques, propres aux espaces de nature homogene,
utilisés dans les preuves.

Une partie de ces résultats a fait I'objet d’une note [6].

1.
Dans tout ce qui suit D désigne un domaine borné de C" a frontiére D de classe

C=. D est donc défini par la donnée d’une fonction r de classe C* dans un voisinage
de D, Tadhérence de D, telle que
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(@) D={zeC" r(z)<0},
(i) grad r0 sur 9D.
D sera dit strictement pseudoconvexe si, de plus, r est strictement plurisousharmo-

nique dans un voisinage de dD, C’est-a-dire, si I'on a
2

I
(iii) Z;’kﬂm(z)ij,PO, pour tout w0 de C" et tout z de dD.
J

On dit alors que r est une fonction définissant D. Si B est un réel, on note
Dy={z; r(z)<B} avec Dy=D. Il existe B,>0 tel que, pour tout B, |Bl<py, D;
soit un domaine borné, a frontiére de classe C=, défini par r—f, V=5, oD,
soit un ouvert contenant dD et, enfin, pour tout z de ¥, il existe un unique B(2),
|B(2)|<B, pour lequel z appartienne & D,

Soit z un point de C", on désigne par J la structure presque complexe de 7,(C")
T’espace tangent en z & C" considéré comme espace vectoriel sur R. Soit M une sous-
variété de C* et T,(M) son espace tangent en z; M est dite totalement réelle si, en
tout point z de M, on a T,(M)NJT,(M)={0}.

Pour tout z de ¥, on note T;(0Dy,,) 'espace tangent complexe en z & 9D ,);
C’est, par définition, le sous espace complexe maximal de T,(0D,,) I'espace tangent
en z & ODy,.

Pour tout z de ¥, on note v(z) le vecteur unitaire de la normale en z & D,
orienté vers ’extérieur; on a alors la décomposition orthogonale complexe

T.(C") = C[v(2)1® T5 (0D ()
et la décomposition orthogonale réelle

T,(0Dg(zy) = R[iv(2)]® T (0Dg(y)-

Pour tout z de V, on note II, la projection orthogonale complexe sur C[v(z)].

Pour tout couple (z, w) de C"XC” on note |z—w] la distance euclidienne de
zZ3aw.

Soit y une fonction de classe C™ sur |— <o, 0], positive, vérifiant x(t)=1 pour
—Bo/2=t=0 et x(t)=0 pour t=-—p,.

Pour tout couple (z, w) de DX D, on pose

(1.1 e(z, w) = 1(BE)L, 2~ w)| + 1 (BW)IL,, (z=W)| + |z—w]P—r (2) —r ().

¢ est une fonction & valeurs positives vérifiant les propriétés suivantes:
a) g(z, w)=0 si et seulement si z et w appartiennent 4 dD et z=w,
b) il existe une constante K>0 telle que ’on ait

(1.2) 0(z,w) = Klo(z, ) +o(t,w)], pour z, w et ¢ dans D.

On dit alors que ¢ définit une pseudodistance sur dD.
Il existe une constante C>0 telle que P'on ait

(1.3) |z—w]2 = g(z, w) = C|z—w), pour tout (z, w) de dDXD.
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Si E est un sous-ensemble de dD, on note, pour tout z de D,

d(z, E)= jvrelglz—WI et o(z E) = inf o(z, w).

Dans la suite, on ne considerera de boules que pour la pseudodistance g;
pour tout z de dD et tout r=0, on notera B,(z)=B(z,r)={w€aD; o(z, w)<r},
la boule de centre z et de rayon r.

On note H?(D), O<p-<<o, la classe des fonctions f holomorphes dans D véri-
fiant

Ifl3=_swp_ [, Lf@Fdop(@) <=

ot o est la mesure superficielle sur 0D, et H=(D) la classe des fonctions holomorphes
et bornées dans D.

Soit k un entier positif ou nul, éventuellement + ; 4%(D) est la classe des fonc-
tions holomorphes dans D dont toutes les dérivées jusqu’a I'ordre k sont continues
dans D.

Un sous ensemble fermé E de D est un ensemble de zéros pour A=(D) s'il
existe une fonction f de A=(D) telle que I'on ait E={z€D; f(z)=0}.

On dit qu'une fonction [resp. une forme différenticlle] de classe C*= s’annule
A Pordre infini sur un ensemble si toutes ses dérivées [resp. toutes les dérivées de
ses coefficients] s’annulent sur cet ensemble.

Un sous-ensemble fermé £ de dD est un ensemble d’interpolation d’ordre infini
pour 4=(D) si, pour toute fonction g de classe C*= dans C” telle que dg s’annule &
Yordre infini sur E, il existe une fonction f de 4(D) telle que f—g s’annule a I'ordre
infini sur E [5].

Notations. Pour simplifier la rédaction, on écrira ,,pour tout z dans E, a(z)~
b(2)” ou encore ,,pour tout z dans E, a(z) est équivalent & b(z)” pour exprimer qu’il
existe des constantes ¢ et C, strictement positives, telles que, pour tout z dans E,
ca(z)=b(z)=Ca(z). De méme, la proposition ,,pour tout z dans E, a(z)<b(z)”
signifiera qu'il existe une constante C=>0 telle que, pour tout z dans E, a(2)=
Cb(z). Plus généralement, on pourra écrire a(z)<<b(z)+0(1) lorsqu’il existera des
constantes C et C’, strictement positives, telles que, pour tout z dans E, on ait
a(z)=Cb(2)+C".

Condition necessaire d’integrabilite

2. Proposition. Soit D un domaine borné a frontiére de classe C* dans C"; soit
y: 1—1, 1[~0D une courbe de classe C™ dont la tangente n'est située en aucun point
dans I'espace tangent complexe a dD, soit f une fonction continue dans D, holomorphe
et ne s'annulant pas dans D. Alors t—log|f(y(t))| est localement intégrable sur
-1, 1.
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Preuve. 11 s’agit 14 d’un résnltat local; on peut donc, sans restreindre la généralité,
établir la proposition au voisinage de 0 et supposer D simplement connexe. Soit
0<a<1, il existe une fonction § de classe C= sur Q,={w¢eC; w=¢-+iu, —a=t=a,
—a=u=a}, a valeurs dans C” et vérifiant les deux propriétés suivantes:

2.1) #(¢, 0)=y(¢), pour tout ¢ de [—a, al,
o o

2.2) F s’annule A Tordre infini sur [—a, ajX0.

Quitte & réduire a, on peut supposer que § est injective et de différentielle injec-
tive sur Q,; $(Q,) est donc une sous-variété de C*, de dimension réelle 2. Si on note
7’(t) la tangente & la courbe y(1—1, 1) au point (r), on déduit de (2.2) que le plan
tangent & §(Q,) au point y(¢) est C[y’(¢)]. L hypothése faite sur la courbe y implique
alors que §(Q,) est transverse & 9D le long de y([—a, 4]). Quitte 4 réduire a, on peut
donc supposer que F([—a, a]X[—a,0[), par exemple, est inclus dans D.

Soit D un ouvert simplement connexe a frontiére de classe C= inclus dans

1—a, a[ X]—a, O[ et vérifiant 0D N {[—a,a] X 0} = [——;—-, _az_] X 0. Soit ¥ une trans-

formation conforme du disque unité du plan complexe A={{€C; [{|=1} sur D
telle que

0. T £=_ii]
W{C“e’ 7 =0 2} [2’2X°‘

HA

On note ®=Fo¥; on déduit des propriétés de ¥ et de § que P(4) est un ,,disque
. . a a s 1
presque analytique” transverse & 9D le long de y [———é-, —2—] c’est-a-dire que 'on a

(2.3) pour tout entier k>0 et tout entier j, 1=j=n,

o= 0] -

A

sup d(C, {e“’; ——g—

led

(2.4) pour tout { de 4,

d [c, {ei"; —; =0= %}) ~ d(® (L), OD).

On peut, quitte & muliiplier f par une constante non nulle, supposer que 'on a
sup,¢p | f(2)|<1. Alors, D étant supposé simplement connexe, la fonction g=log f
est holomorphe dans D et de partie réelle négative. Elle appartient donc &3 H?(D)
pour tout p, 0<p<1. (Inégalité de Kolmogorov [10]). On déduit de 13, en utilisant
la sous-harmonicité de |g]? et les estimations classiques du noyau de Poisson qu’il
existe une constante C(p, n), strictement positive, telle que, pour tout f, 0<pf<f,,
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on ait
2n—1

sup {|g(2)|; z€D-g} = C(p,m)B * |gl,.

On obtient alors qu’il existe une constante C(p, n) strictement positive telle que, pour
tout entier j, 1=j=n, et tout f, O<f<p,, on ait

@9 sup{[ 250 zep-} = oo, mp T i,

Soit 0<g~<1. On note 4,={(€C, |{|=e}. La formule de Green conduit &
(2.6)

1 2n o) ¥ ¢
2000 =5 [ ENE D do o [, B GE GO GO

On considere pour tout entier j, 1=j=n, la mesure p; définie sur D par

@7 fD hdy, = . ff ho ‘D(C) 3‘15} dC/\dZ

pour toute fonction k continue et & support compact dans D. On applique (2.7) 2 1a
fonction caractéristique de D\ D - ;; on remarque que, sur D\D_ g,y ON2 d(z, 0D) ~
f(z) et on obtient, d’aprés (2.3) et (2.4), pour tout entier k=0,

(2.8) sup ¥ [(D\D-p) <.

<<°

On déduit de (2.5) et de (2.8), en intégrant sur des couronnes D_,\D_pg.,
0<pf=<p’, que, pour tout p, O<p=1, il existe une constante C(p, n), strictement
positive, telle que, pour tout entier j, 1=j=n et tout borélien B de D, on ait

dCAdZ

= C(p, n)|gl,-

f,, 5z, @ (@
Cette inégalité appliquée 3 B=®&(4,) conduit a

00, dCAdZ
S fA [ O 5 ©

De (2.6), (2.9) et de la définition de g on déduit qu’il existe une constante C> — oo
telle que, pour tout ¢, O0<e<1, on ait

(2.9)

= C(p, mel,-

1 27 i
(2.10) C§Efo log |go @ (e€®)} dO < 0.

La preuve de la proposition 2 s’obtient en passant & la limite dans (2.10) quand e
tend vers. 1.
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3. Remarques. a) La condition “f ne s’annule pas dans D’ peut étre ramenée
a “‘f ne s’ annule pas dans D au voisinage de y[—1, 11’ mais elle ne peut étre supprimée
comme le prouve dans la boule de C2 I'exemple suivant f(z,, z)=z, le long du cercle
I'={(z1, zo); |z|=1, z,=0}.

b) La proposition 2 reste vraie sous hypothése ,,f dans H=(D)” a condition de
remplacer t-log |f(y())| par t~log|f *(y(0)| it f* désigne la limite non tangen-
tielle de f le long de la courbe. On sait que cette limite existe [16].

c) On peut rapprocher la proposition 2 d’un résultat obtenu indépendamment par
W. C. Ramey ([18], Théoréme 7.3).

4. Proposition. Soit D un domaine borné a frontiére de classe C*= dans C".
Soit y: [0, 1]=0D une courbe de classe C* dont la tangente n’est située en aucun
point dans I'espace tangent complexe a 0D. Soit K un sous-ensemble compact de 10, 1].
S’il existe une fonction f continue sur D, holomorphe dans D, telle que les conditions
Suivantes soient vérifiées

a) Y (K)cf~1(0)caD,

b) il existe deux constantes strictement positives C et k telles que, pour tout z
et tout 2° de v[0,1) on ait

[f(2)—f(2))] = Clz—2T",

alors K vérifie la condition

1 1
(4.1 fo logd—(tj-l—(—)dt<oo

Preuve. Soit ¢ dans [0, 1] et x dans K tel que |t—x|=d(t,K). On a
FOO) = f6@) @) = Clh@®-y@F = C’[t—x[*
ce qui établit la proposition 4 & partir de la proposition 2.

S. Proposition. Soit D un domaine borné & frontitre de classe C= dans C" et
soit y: [0, 110D wune courbe de classe C= dont la tangente n’est située en aucun
point dans I'espace tangent complexe & 0D. Soit K un sous-ensemble compact de 10, 1]
tel que E=y(K) soit un ensemble d’interpolation & I'ordre infini pour A~(D). Alors
K vérifie la condition suivante

(5.1) il existe deux constantes C et C’, strictement positives telles que, pour tout inter-
valle I de [0, 1], on ait

1 1 1 ,
Tll—f’ log————d(t’ B di = Clogm-i-C s

ou |1} désigne la longueur de 1.
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Preuve. On remarque que ce résultat, comme celui de la proposition 2, est local.
Soit donc ¢, un point de K. En suivant la preuve de la proposition 15 de {5], on vérifie
qu’il existe ¢>0 et une fonction @ de classe C= dans 4={{€C; [(|=1} a valeurs
dans D, holomorphe dans 4 (®(4) est donc un disque analytique) et vérifiant les
propriétés suivantes

0P -
(5.2) @ est injective et 7{—({) ne s’annule pas dans 4,

(5.3) cb[Z\{C = ¢ ——’25 =0= %}] c D,

.49 tI’[C=ei"; ——;éeé—;—] est une courbe de classe C* sur 9D contenant

y(Kn[fo,—¢, to+¢]) et dont la tangente en chaque point x de y(Kn[f,—e, t,+¢€])
est colinéaire a la tangente au point x 2 y([0, 1]).
On note K,=®[y(Kn[ty~e, t,+e])]. Quitte & réduire &, on peut supposer

que K, est contenu dans {C=e"", -—%<0<%},

K, est un ensemble d’interpolation d’ordre infini pour 4=(4). En effet, soit &
une fonction de classe C= dans C telle que dk s’annule sur K,  Pordre infini. Quitte 2
multiplier A par une fonction bien choisie, on peut supposer que k est & support
convenable dans un voisinage de K,. Soit maintenant g définie sur la courbe
i (L’ =¢", —gé ég) par g(®(())=h({). Une courbe étant toujours une sous-
variété totalement réelle de C", on peut prolonger g en une fonction de classe C*
dans C" & support compact vérifiant dg=0 2 P'ordre infini sur E [12]. Puisque E est
d’interpolation, il existe alors une fonction f dans A=(D) telle que f=g a I'ordre
infini sur E. De 13, on a fo®=h 3 Pordre infini sur K,. Puisque K| est un ensemble
d’interpolation d’ordre infini pour 4%(4), K, satisfait & la condition (5.1) [1]. Puisque

les courbes @ (C =e"; —%é ég) et y[0, 1] coincident en tout point de y(Kn[t,—¢,

fo+¢]) et ont les mémes tangentes en ces points, on en déduit que Kn[f,—e, ty+é]
vérifie la condition (5.1).

Condition suffisante dans le cas strictement psendoconvexe

6. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe dans C”, a frontiére
de classe C=. On sait qu’il existe une fonction H, une fonction r définissant D,
un voisinage ¥ de 9D et des constantes 4, a, M, m, B, , strictement positives, véri-
fiant les propriétés suivantes:
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a) H appartient & C=(V, H(D,)),
b) Re H(L, z) est strictement positive pour tout ({, z) de dDX D, {#z,
¢) pour tout (¢,z) de dDXD, on a

6.1) —r(2)+ml{{—zP=Re H({, z) = M|{-z|*—r(2),
d) pour tout { de 9D et tout entier j, 1=j=n, on a

J 0
azj H(Ca Z)|z=§ - = azj r(C);

e) sur {({,2)€VXDy; [{—z[<8}, on a
H(, 2) = P((, 2)Q(, 2),

avec

PUD = 35, €=2) ot O+ 7 D 2D ) 5 7O,

‘Q(C’ Z)l = 1’ Q(Cs C) = 1

et O((,.) holomorphe sur {z;[z—{|<é},
f) pour tout ({,z) de dDXD, on a

6.2) alH(, 2)| = e, 2) = A|HE, 2.

On pourra trouver un développement de ces résultats dans [8].
On déduit de 1a

9 2
‘QEP(C, 2)|g=z = 9z, r(2).

On a donc sur {({, 2)€ VX Dy}

d /] 0
6.3 TCJ—H(C, D=z = 32'(2) et a—Cj'H(C, D= = 0.

35

7. Pour tout sous-ensemble E fermé de 0D et pour tout &¢>0, on désigne par
N.(E) le nombre minimal de boules de rayon ¢ dont la réunion recouvre E. On sait
[Proposition 2 de Pappendice] que I’on peut recouvrir E par des boules de rayon ¢
dont les centres sont situés sur E, & des distances mutuelles supérieures ou égales 4 ¢,
et dont le nombre, noté N,(E), est équivalent 2 N,(E). On dira que ces boules for-
ment un é-recouvrement de E. On ne considérera dans la suite que de tels recouvre-

ments.

8. Proposition. Soit E un sous-ensemble fermé de 0D vérifiant la condition de

Carleson, a savoir,
1
@.1) S N(E)de <o;
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alors il existe une fonction ¢ holomorphe au voisinage de tout point de D\ E, de partie
réelle strictement positive dans D\E qui vérifie les estimations suivantes

a) 1l existe une constante c¢,>0 telle que, pour tout z de D\E,
Re ¢(2) = w[o(z, E)]log——————
¢(2) [e(z, E)]log e E)

ot w(x) est une fonction de x a valeurs positives qui tend vers + <= lorsque x tend vers 0.
b) Pour tout multi-indice a=(ey, ..., a,) de longueur |oa|=0y+... 40, il existe
une constante C(|a|) telle que, pour tout z de D\E, on ait

ot ta,
W 0@ = D7) = ClaDe(z, E)~H 7

Preuve. Puisque N,(E) est unc fonction décroissante de &, la condition (8.1)
est équivalente & la condition

(8.2) S Naw(E)2 <o,

11 existe alors une suite croissante 4, de réels positifs tendant vers + <= tels que ’on ait
(8.3) S Nyw(E)27* <o,

Soit ¢ la fonction définie pour tout z dans D par

Lo Ne® 27K
(8.4) 0@= 2 im A THEGHD

ou H est la fonction introduite dans le paragraphe 6 et ou, pour chaque entier k,
;.0 j=1, ..., N;_«(E), désigne la suite des centres des boules B; ., j=1, ..., Ny_«(E),
d’un 2~ *-recouvrement de E. Des propriétés de H on déduit que I'on a

244+ H (G 2| = 1Ho D = 4700(2, E)

et donc, d’aprés (8.3) que ¢ est holomorphe au voisinage de tout point z de D\E
et que I'on a, en un tel point pour tout multi-indice « de longueur |af,

[D*¢(2)] = C(lahe(z B)~ 141
Il reste donc & établir la minoration de la partie réelle de ¢. Soit z un point de D\NE
vérifiant ¢(z, E)<1/4; il existe un entier k,>1 tel que I'on ait

(8.5) 2-k~1 < o(z, E) = 2%,

On note w, le point de E réalisant le minimum de la pseudo-distance de z a4 E. Alors,
pour chaque k, w, appartient & au moins une boule du 2~*recouvrement de E. De
la positivité de Re H, on déduit que ’on peut minorer Re ¢ en ne gardant, pour



Ensembles de zéros et d’interpolation 2 la frontiére de domaines strictement pseudoconvexes 37

chaque k, dans la sommation portant sur j, qu'une seule boule du 2~ *-recouvrement,
¢’-est-a-dire une des boules qui contiennent w, et dont on désigne le centre par {, ;.
On a donc

Reo(@ = 2, hRe e —

et, pour tout %,
H( k> D] = @ips 2) = K[275427%),

donc, pour tout k, k=k,
lH(Cz,k’ Z)l = K2—k+1’

On déduit de 12 qu’il existe une constante ¢=>0, telle que, pour tout z de DN\NE
vérifiant ¢(z, E)<1/4 et tout k, k=k, on ait

2—k

Re————i—~
2_k+H(Cz,k’ Z)

I
o

Toujours d’aprés la positivité de Re H, on a, si on note [x] la partie entiére de x

c
Rep()=c ’;;[kzlz] A = =k Ay -
De (8.5), on déduit que

k. ~log et ip g = ole(z E)]

1
o(z, E)
ol w(x) tend vers + < lorsque x tend vers 0, d’aprés la définition de la suite (4;).
Ceci acheve la preuve de la proposition 8.

9. Théoréme. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de C" et E
un sous-ensemble fermé de 0D vérifiant la. condition de Carleson

f; N, (E)ds <ee.

Alors, il existe une fonction L de A*(D), nulle seulement sur E, telle que, en outre, E
soit I'ensemble des zéros communs a L et @ toutes ses dérivées.

De plus, pour tout n, 0<n=<1, il existe une fonction L, de A=(D), nulle seulement
sur E, vérifiant les propridtés suivantes

a) D*L,(z)=0, pour tout multi-indice « et tout z de E,

b) pour tout multi-indice a, il existe une constante C(la|) telle que, pour tout z
de D\E, on ait

ID*L,(2)] = C(|e]) e (2, E)~*,

©) pour tout z de D\E, lim,., L,(2)=1.
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Preuve. Soit ¢ la fonction introduite dans la proposition 8; alors, si on pose

L(2) = exp (— ¢(2)).
L est holomorphe dans D, de classe C= dans D\ E.

En appliquant une formule de dérivation des fonctions composées, on vérifie,
comme dans [8], que, pour tout multi-indice «, il existe une constante C(|«}) telle que,
pour tout z de D\ E, on ait
IL(2)|

|ID*L(2)| = C(I“DW

et, de 13, d’aprés le conclusion a) de la proposition 8,
ID°L(2)| = Cllale(z, EPIec- =21,

On en déduit alors que L se prolonge en une fonction de 4(D) nulle seulement sur
E et dont toutes les dérivées s’annulent sur E.
Soit 5, O<n<1, on pose

L,(2) = exp (—n¢(2)).

Puisque, pour tout z de D\ F, Re ¢(2) est strictement positive on déduit de ce
qui précede que les conclusions a), b), et ¢) du théoréme sont vérifiées.

10. Remarques. (a) Le théoréme 9 reste vrai dans un cadre plus général que celui
présenté ici. En effet, la preuve de la proposition 8 ne nécessite pas de facon essentielle
I'hypothése de stricte pseudoconvexité de D. Il suffit qu’il existe une fonction H apparte-
nant & C=(V, H(D,)) et une pseudodistance ¢ sur D telle que Re H({, z) soit positive
ou nulle pour tout ({, z) de dDX D et qu’il existe 6=1 telle que, pour tout ({, z) de
ODXD, l'on ait

o, 2 < |H({, 2| < e((, 2).

(b) Le théoréme 9 généralise @ C", n=>1, un théoréme connu dans le cas du disque
unité du plan complexe [3], [14], [17), [19] et améliore un résultat de A. M. Chollet
[71, [8). En effet, d’aprés la proposition 5 de I'appendice, la condition de Carleson
[iN.(E)de<oo est équivalente &

(10.1)
1

e, Ey?

¢ désigne ici la mesure superficielle sur OD et I’on considére I'espace de nature homogéne
@D, g, o).

(c) Soit I’ une sous-variété de 0D, de classe C! et de dimension réelle p dont
Pespace tangent n’est situé en aucun point dans I'espace tangent complexe & 0D. Soit

do(Q) <o si n=1 eta f(w do(Q) <o si n>1.

1
o257 5
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o la mesure superficielle sur I'. Alors (I, p, 61) est un espace de nature homogéne,
p+1
L’hypothése de transversalité de T(I') intervient ici pour assurer que l'on a 6 (B,)~r 2

et que la distance euclidienne et la pseudodistance sont équivalentes le long de T, si I’
est une courbe. Alors, soit E un sous-ensemble compact de I', d’aprés la proposition 5 de
Iappendice, la condition de Carleson est équivalente a

(102) fI‘ IOg_c_i—(Zl—E—)do'r(O <oo, SI p= 1,

et @ f CE)“’ —wdor() <=, si p>=1.

11. Théoréme. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de C" a
frontiére de classe C*= et soit I une courbe de classe C= sur 0D dont la tangente n’est
Située en aucun point dans I'espace tangent complexe & 0D. Soit E un sous-ensemble
compact de ', alors la condition de Carleson

f:Na(E)ds<oo

est nécessaire et suffisante pour que E soit I'ensemble des zéros d’une fonction L de
A=(D) telle que, de plus. E soit I’ensemble de zéros communs d L et a toutes ses dérivées.

Preuve. 11 s’agit 1a d’une conséquence de la proposition 4, de la remarque 10c)
et du théoréme 9.

Applications a Pinterpolation

12. Dans cette partie les hypothéses faites sur la fonction » définissant D sont
celles du paragraphe 6. Soit p un entier supérieur ouégal & 1 et soit y: [—1, 1}~aD
une sous-variété de classe C* de 0D dont I'espace tangent en chaque point n’est pas
situé dans ’espace tangent complexe & dD. Pour tout w de 9D, I'espace tangent
complexe T'$(0D) peut &tre identifié au sous espace complexe

n  OF
z€C; 3" T (w)z =0}.
{ Zj 1 32 7 i
La condition sur la sous-variété y se traduit donc par la propriété

(12.1) dr ne s’annule pas sur I’espace tangent a y, ou encore, compte-tenu du fait que
dr s’annule sur Yespace tangent a y,

(12.2) Im Or ne s’annule pas sur ’espace tangent 3 y.
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13. Dans toute cette étude, il faudra distinguer le cas des courbes de celui des
variétés de dimension supéricure et donc établir des lemmes et des propositions spéci-
fiques.

14. Lemme. Soity:[—1, 1]-0D une courbe de classe C de 0D dont la tangente
en chaque point n’est pas dans I'espace tangent complexe a 0D.

Soit E un sous-ensemble compact de y(1—1, 1[)=I. 1l existe un voisinage ouvert
O de E dans C", une constante C=>0 et une application © de O sur I'nO de classe
C= tels que

a) si z appartient @ I'nO, on ait n(2)=z,

b) pour tout z dans OnD et tout t dans [—1, 1], on ait

(14.1) @O —n(2)| ~ o(y(®, (2)),
(14.2) |H(» (@), 2)| = CLe(y®), x(2) +o(n(2), 2)]-

Preuve. On pose 3(t,z)=Im H(y(¥),z), t€[—1,1], z€D,. Si z appartient
a T, il existe une unique valeur de ¢ dans [—1, 1], notée ¢, telle que z=7(¢,); ona

alors
3, 2)=0.

De plus, on déduit alors de (6.3) que 'on a

gt- Im H(y(), z) = Im <d; H(y(®), 2), y’(t)> =Im 9, r(y(®), y’(t)}

et donc, de la propriété (12.2) de la courbe, qu’il existe une constante b,>0 telle
que, pour tout z de I', on ait

= b,.

(14.3) l% 3(t;, 2)

On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites a la fonction J(z, z).
11 existe un voisinage ouvert O de E dans C" et une application p de O dans [—1, 1]
de classe C™ telle que Pon ait

(14.9) 3(p(2),z) =0 pourtout z de O,
(14.5) p(@)=t, pourtout z de I'mO.

On note 7 I’application définie par n(z)=y(p(2)); quitte & réduire O, C’est une
application de classe C* de O sur I'nO.

Pour tout z de O, un développement de Taylor de 3(¢, z) au voisinage de t=p(z)
conduit, d’aprés (14.4), a

(146) 3(,2) = [i—p (@] 5 3(p(@), D +0lt-p@IP:
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On peut réduire O en sorte que, d’aprés (14.3), on ait pour tout z de O,

(14.7) —g—t 3(p(2), 2)

= 21
=

On déduit alors de (14.6) et (14.7) qu’il existe une constante n=0 telle que
t—p(2)l<n implique |3 (s, 2)|>|t—p(2)|. On a clairement, par ailleurs, |3(t, z)|<
[t—p(2)]. De la régularité de y, on conclut donc qu’il existe une constante #" =0
telle que, pour tout z dans O et tout ¢ dans [—1, 1] vérifiant |y(¢)—z|<#n’, on ait

[Im H(y(®), ()| ~ y () —=(2)|
et donc

(14.8) |H(y (@, 2(2)| ~ ly(—=(2)!.
Pour tout z dans O et tout 7 dans [—1, 1] vérifiant [p(t)—=n(2)|=n" Véquivalence
(14.8) est trivialement vérifiée car H({, z) ne s’annule que pour {=z, si ({, z) appar-
tient & DX D, d’aprés (6.2).

On a donc, en utilisant (6.2), pour tout z dans O et tout ¢ dans [—1, 1],
(14.9) O —n(2)| ~ |[HO®), 7(2))] = o(r (@), n(2)).

On déduit, par ailleurs, des propriétés de H et de = que I’on a, pour tout z dans
onD,
(14.10)

[n(2)~2[*~r(2) > Re H(r(2), z) = |H(x(2), )| > ¢(n(2), 2) > |n(2) — 2~ r (2).
On a aussi, pour tout z dans OND et tout # dans [—1, 1] vérifiant [y(¢)~z|<7/,
[H( (O, 2)| > [1m HG @, 2] +Re H(0), 2) > (O -]+l ()~ ~r(2)

> PO -n@|+|a(2)—zP -2y (D —n(D)||n(2)—z| -7 (2).

Quitte & réduire O, on obtient, pour tout z dans OnD et tout ¢ dans [—1, 1]
vérifiant [p(t)—z|<n’

(14.11) [H(y @), 2| > ()7 (2| +In(2) - 2 —r(2)
Cest-3-dire, d’aprés (14.9) et (14.10),
(14.12) [H(y (), z)[ = o(y(®, 2(2)) +e(n(2), z).

Ici encore, on remarque que si 'on a [y(¢)—z{=n", 'inégalité (14.12) est triviale-
ment vérifiée ce qui achéve la preuve du lemme 14.

Lemme 15. Soit un entier p=1. Soit y:[—1,1]?~0D une sous-variété de
classe C de 0D dont I'espace tangent en chaque point n'est pas dans I'espace tangent
complexe & OD. Soit E un sous-ensemble compact de y(]—1, 1[?)=I". Il existe un
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voisinage ouvert O de E dans C", une constante C=>0 et une application = de O dans
I'nO de classe C= tels que

a) si z appartient @ I'mO, on ait n(z)=z,

b) pour tout z dans OnD et tout t dans [—1, 1]°, on ait

[H( @), 2)| = CLe(y(®, n()+e(z(2), 2)]-

Preuve. Comme dans la preuve du lemme 14, on pose 3I(t, 2)=ImH(y(2), z),
t€[—1, 11°, z€D,. Siz appartient 4 I', il existe une unique valeur de ¢ dans [—1, 117,
notée ¢,, telle que z=y(s,). On a alors 3(¢,, z)=0. Des propriétés de H et de I’hy-
pothése (12.2) faite sur la sous-variété I', on déduit qu’il existe une constante b,>0
telle que, pour tout z de I', on ait

l4:3(, 2| = b,.

De 1a régularité de 3, on déduit qu’il existe #>0 et un ouvert O de C" contenant E
tel que, pour tout z dans O et tout ¢ dans [—1, 1] vérifiant [y(t)—z|<n, on ait

(15.1) 1d:3(t, 2| = ~b21.

Pour tout z dans O, on note W,={tc[—1, 1)?; [y(t)—z|<n}. Alors, quitte a
réduire n et O, {tcW,; 3(¢, 2)=0} est une sous variété de dimension p—1 de W,.
On la note N,. On pose R(t, Z)=Re H(y(t),z), t€[—1,1]?, zéD,. On déduit des
propriétés de Re H que lon a
(15.2) R(t,,2=0 dR(t,,2)=0, si z€T,
et qu’il existe une constante C, telle que, pour tout z€I' et tout ¢ de [—1, 1]7,
(15.3) R(t, 2) = Cy|t—t,)%

De 14, quitte & réduire O et , on déduit que la restriction de R(?, z) & N, admet un
minimum absolu unique en un point noté p(2).

On remarque que, si z appartient 3 I'nO, on a alors p(z)=t, et que la fonction
z—p(z) est une application de classe C= de O dans [—1, 1]7.

On note = Yapplication définie par n(z)=7(p(z)). Quitte & réduire O, C’est
une application de classe C de O dans I'nO qui vérifie n(z)=z, pour tout z de
I'nO.

On a, pour tout z dans O et tout ¢ dans [—1, 1]?,

3@, 2) = 3(p(2), 2)+d.3(p(2), 2)(t—p(2)) +O(It—p(2P).

Or 3(p(2), z)=0.

11 existe donc une constante C,>0 telle que, pour tout z dans O et tout ¢ dans
[—1, 177, on ait
(15.4) I3, 2)| = |d:3(p(2), 2)(t—p(2))| ~ Calt—p (2.
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On a, par ailleurs, une autre minoration 3 (¢, z). En effet,

(15.5)  3(t, 2) = 3(t, e () +[I( 2)—3(¢, n(2))], pour tout (¢, 2)€[—1, 1}7XO.
Si on note

(15.6) A(t, 2) = 3, 2)—3(t, n(z)

on vérifie que l'on a
A(p(2), 2)= 0).

De plus, compte tenu de la régularité de 3J, il existe une constante C,>0 telle que
Pon ait, pour tout (¢, z)e[—1, 1?XO0,

1. 4@, 2] = Glz—=(2)]-

La formule de Taylor appliquée & A(1, Z) au point (p(2),z) conduit, pour tout
(#, 2€[-1, 11X 0, a

as.m 14, 2)| = Glz—n ()|t -p ()| = Cllz—n (D +|t—p(2PF].

On déduit donc de (15.5), (15.6) et (15.7) que 'on a, pour tout (¢, 2)¢[--1, 1]?X 0,
(15.8) 132, 2)] = |3(t, 7(2)| - Gallz—m (2P +]—p(2)].

On se propose maintenant de minorer R(¢, z). On écrit, pour tout (¢, 2)¢[—1, 117X O,
(15.9) R(t, z) = R(t, = (2)) +[R(, 2)—R(t, n(2))].

De la propriété (6.1) de Re H, on déduit qu’il existe une constante C,>0 telle que
Pon ait

(15.10) R(t, n(2)) = C,[t—p (D]
Si on note
(15.11 B(t, z) = R(t, 2)—R(t, n(2))

on vérifie que 1’on a

B(p(2),z) = R(p(2), 2)
et d’apres (15.2),

(15.12) dB(p(2), z) = d,R(p(2), 2).

Or le point p(z) réalise le minimum de R(%, z) en restriction & N,.
On a donc une situation d’extrema liés qui se traduit par 'existence, pour tout
z dans O, d’une constante A, telle que I'on ait

dtR(p(Z)9 Z) = lzd,S(p(Z), Z).
On remarque que, pour tout (¢, z2)€[—1, 11X 0,
B(t,n(2)) = 0.
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On en déduit donc qu’il existe une constante C;==0 telle que Yon ait, pour tout
(t, 2€[~1, 11X 0,
1dB(t, 2)| = Cslz—n(2)],

ldB(t, 2)| = Cslz—n(2).

Ceci implique, en utilisant (15.1) et (15.12), qu’il existe une constante Cg=>0 telle
que Pon ait, pour tout z dans O,

le = Cslz—”(z)],
et aussi, en appliquant la formule de Taylor & B(t, z) au point (p(2), z),
B(t, 2) = R(p(2), 2) ~ Cslz~ (2|, 3(p(2), 2)(t — p ()| Cilz— n ()| It — p(2)?
et donc, d’aprés (15.9) et (15.10),
(15.13) R(t, 2) = Clt—p(2)*+ R(p(2), 2) — Cglz —n(2)| [d,S‘(p(z), z)(t——p(z))[
—Cslz—n(@)[t—p(2)I*
Pour minorer |H(y(t), z)| on écrit, pour tout z dans OND et tout ¢ dans [-1, 1)

(15.14) IH(y(t), z)l = (d+e) |3, 2)| +—1—R(t, 2)

V2
avec O<d, O<e et d+e§—1;.

On utilise (15.4), (15.8) et (15.13) en minorant dans (15.3) R(p(2),z) par
%—R(p (2), z)+-§ [n(2) ~z[?, ce qui est justifié d’aprés (6.1). On obtient alors, pour
tout (¢, 2)€[—1, 1P X(0OnD),

HO (), 2)| = 5_lﬁze( (), 2)+e|3(t n(2)
C, m_

+jt~p(2)2 [V—E—dcg—eCsl +|z—n(2)? [2—‘7_5 eC3]

+|d,3(p(2), 2)(t—p(2)| [d——% ]z—n(z)]] )

1 .
On peut choisir d et e vérifiant d=0, e=0 et d+e=-— et réduire O en sorte
2

que tous les crochets figurant dans cette somme soient strictement positifs. On obtient
alors qu’il existe une constante C,>0 telle que 'on ait, pour tout (¢, z)é[—1, 11*X
(OnD),

(15.15) [H(y(1), 2)| = C;[R(p(2), 2)+|3(t, n(2)|+It—p(2)I].
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Compte-tenu des propriétés de p(z) et de H, on a, pour tout ¢ dans [—1, 1]7 et tout
z dans ONnD,

R(p(2), z) = Re (n(2), z) = [H(n(2), 2)| = ¢(x(2), 2)

13(t, 2(2)| +Ht—p @ ~ |Hy @), 2(2)| ~ e(r(D), n(2)).
Ceci, d’aprés (15.15), établit le lemme 15.

et

16. Corollaire. Sous les hypothéses des lemmes 14 et 15, avec les mémes nota-
tions, on a
|H(r(2), z)| ~ ¢(zn(2)) ~ e(el), pourtout zE€OD.

Preuve. La premiére équivalence n’est autre que (6.2). La deuxiéme sa déduit des
inégalités (14b) et 15b). En effet on a

) tE[ 1 1]p [}I('))(t), Z)l = Q(TC(Z), Z) = Q(Z, F)

On conclut en utilisant & nouveau (6.2).

17. Dans la suite, E étant un sous-ensemble compact d’une sous-variété I" de
dD, pour établir existence d’une fonction ¥ qui permette Pinterpolation, on est
amené 2 distinguer deux cas selon la dimension de I'. C’est I'objet des propositions
18 et 19.

18. Proposition. Soit y: [—1, 1]~0D une courbe de OD dont la tangente en
chaque point n’est pas dans I'espace tangent complexe a 0D. Soit E un sous-ensemble
compact de y(]—1, 1[)=I" vérifiant la condition

(18.1) fﬂ N,(B,nE)de <r(log1/r+0(1))

pour tout ¥, 0<r=1 et toute boule B, de rayon r centrée sur 0D. Alors il existe une
fonction  holomorphe au voisinage de tout point de D\E, de partie réelle strictement
positive dans DN\ E qui vérifie les estimations suivantes

a) Re Y (2) > log +0(Q), pourtout z de D\E,

_r
e(z, E)

b) Rey/(2) <log———~+0(1), pour tout z de D\TI,

(F)

) DY ()| =C(|le)e(z, E)~ 1=, pour tout multi-indice o de longueur || et tout
z de D\E.

Preuve. La condition (18.1) implique la condition de Carleson (8.1), & savoir

[ NEB)ds<=,
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qui s’écrit encore

(18.2) 2;;1 2~ Ny-k(E) <eo,
Soit 1 la fonction définie sur D par

Np-k(E) 27k
(18.3) VO= 2 2m TG, D)

ol, pour chaque entier k, ({;,), j=1, ..., Ny=N,..(E) désigne la suite des centres
des boules B, ;, j=1, ..., Ny=N,«(E) dun 2~ *recouvrement de E. On sait que,
par définition, {; , appartient & E. On vérifie, comme dans la preuve de la proposition
8, que ¥ est holomorphe au voisinage de tout point de D\ E, de partie réelle stricte-
ment positive dans D\ E et satisfait les estimations a) et ¢) de la proposition. On se
propose d’obtenir I’estimation b). On a, pour tout z de D\J,

= = ok N 2 FReH(),2)
Rey(2) =3, 2 k21'=1 \2""+H(C1,k,kz|)z )

De 13, si on suppose z dans O et ¢(z, n(z))<1, on a, en utilisant les propriétés de H
et (14.2),

—k 2__

Re§(2) < 3= 27+ S =2 -r (@)

=7 2*+e(/:, o T @F ez (), 27

ol encore
o pek sl 275 (@ (2 — 2P —r(2)
Rey(z) < 21::12 Z;:l 2—2k+Q(Cj,k’ n(z))2+g(7t(z), 2)2

En utilisant (14.1) et inégalité |n(z)—z2—r(z)=eo(n(z),z) on a

2 %4+ 9({j 0 T(2)P+0{(n(2), 2)
i=1 2=% 4 9(L; 1, (2)P +o(n(2), 2}

Rey (2) = Z'k , 27k 2’
et donc, a Yaide de (18.2),

Rey () < O(+3, 27 3, == 2"+ o(n(2), 2)

1o n@F+ e (2), 2
2—2k
(18.4) Rey () < OM+ 3yt yaiir) S 1n 27 %+ o(n(2), {j0)°
2-%o(n(2), 2)
+2,- ~%< g(n(z), z) 2; =1 o{n(2), 2)*+ o(n(2), {;, W

Soit S, et S, les deux séries intervenant dans cette inégalité. On se propose de majorer
tout d’abord S;. Pour cela, on note, pour k et / entiers positifs,

Al,k = {], 209~k . Q(ﬂ:(z), Cj k) - 21+12._k}’
B ={J; o(r(2), {0) = 2274,
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et card 4, [resp. card B, ;] le cardinal de 4, ; [resp. B;;]. On a alors, en utilisant

(14.1) et en remarquant que les {;,, sont situés le long d’une courbe 4 une distance
mutuelle au moins égale & 27%,

card B, ; < 2' et card 4, , = card By, ,.
De 1a

. 1
S1 < 22"‘29(1:(2),:) (ZJ‘GBM 1+21=o 2}&4,,k 1+22l]

w card By,q w 2T
< 22"‘%0(1:(2), P) (Card Bo! k+21=0 1+22-; < 22-"50(1:(2),:) 1+ Zl:o -ﬁ:iﬁ.

1
18.5 x o(n@,2) "
( ) S =< Zz~ = p(n(2), 2} 1 =log Q(TC(Z), Z) +o)

Pour majorer S,, on note, pour k et / entiers positifs,

Cuow ={J; 2e(n(2), 2) < o(n(2), {;,) = 2 e(n(2), z)},

Dy ={J; e(n(2), ;) = 2'o(n(2), 2)}.
On a
(18.6) card Dl,k = Nz'k(BZIQ(u(z),z) [ E) et card Cl,k = card Dl+1,k
et donc
1 x - 27K
5% @, ) |2 <ewnn T Dokt 2o g,y 1o Tz WDl

On majore S, en remplagant
- 27K
Z'2"‘<«'4(r:(z),z)2'l=o 1+22i'°arth+1,k par

w 1 —k
2o 142% 22-k<2le(ﬂ(z),z)2 card Dyq,15

on utilise ensuite I’hypothése (18.1) et (18.6) pour remarquer que, pour tout /, on a

1
-k el —_————e
D ook <ttotatanzy 2 Card Dy, =2 o(r(2), z) [log e +0(1)] .

. 2 1
On a donc, puisque Z,mlog >
1
18.7 S, <« log ————+0(1).
( ) 2 g Q(Tt(z), Z) ( )

On déduit de (18.4), (18.5) et (18.7) que, pour tout z¢ D\UI", on a

Re ll/ (Z) < log —Q—(—-n(i)——z-)—-l—O(l),
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ce qui achéve la preuve de Pestimation b), d’aprées le corollaire 14. La proposition 18
est donc établie.

19. Proposition. Soit un entier p=1. Soit y: [—1, 11°~0D une sous-variété de
classe C* de OD dont I'espace tangent en chagque point n’est pas dans I'espace tangent
complexe a 0D. Soit E un sous-ensemble compact de y(}—1, 1[?)=I" vérifiant la
condition

(19.1) f;NE(B,r\E)ds «r,

pour tout r, O<r=1 et toute boule B, de rayon r centrée sur OD. Alors, il existe une
Jonction  holomorphe au voisinage de tout point de D\E, de partie réelle strictement
positive dans DNE qui vérifie les estimations suivantes:

a) Re Yy (z)>log +0(1), pour tout z de D\E,

e(z, E)

b) Re ¥ (z)<log Q(Zf 3

¢) [D*Y(2)|<o(z, E)" 1=, pour tout multi-indice o« de longueur || et tout z de
D\E.

+0(1), pour tout z de D\UI,

Preuve. On définit, comme dans la preuve de la proposition 18, la fonction ¥
par
Yy = > __ik____
- k=1l j=1 2—k+H(Cj,k9 Z) s

avec les mémes notations. Seule, différe la preuve de l'estimation b) que 'on
développe maintenant.
On a pour tout z&¢ D\JI

e e Ny 2—"+R6H(C-’ » 2)
Rey(2)= 2,2 k2i=1 }2'k+H(C‘,kJa kZ)'Z .

Dongc, en utilisant le lemme 15, si z est dans O et si on suppose g(n(z),z)<1, ona

I 2-*4Re H(¢, 4, 2)
Rey ()= 2,2,27" 2%, 27+ o(n(2), z)2+JQ(7r(z), N

On utilise maintenant les propriétés de Re H et de la pseudodistance
Re H({; %, 7) < ICj,k_ZP_r(Z) < le,k“”(Z)|2+ [n(2)—z|*—r(2)

< 0(n(2), {0 +e(n(2), 2).
On a

o ok oV, 2754+0(m(2), 2)+0(n(2), {)5)
Rev()= 2,27 255 27%+o(n(2), 2 + e(n(2), ;)
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et donc

. 1
(19.2) Rey(z) < 2k=12 k 2,’:1 2"‘+Q(Tc(z), z)+Q(7r(Z), Nk

Ici encore, on note
Coi ={J; 2'e(n(2), 2) < e(n(2), {;,) = 2"+ 0(n(2), 2)},
D= {j; o(7(2), {;4) = 2'o(n(2), Z)},

etona
(19.3) Carle,k é Ng—k(le
On déduit de (19.2)

Rey(z) =< 3, 27F (

yNE).

e(r(2), 2

card D, ;. S card C;;, ]
27*+9o(n(2), 2) 1=0 2~k 4 2 o(n(2), z)

Ici 2%=g(z, m(2)) est équivalent & 1 ce qui implique L. <log —+0(1)

(())

car D est borné.
On integre par parties la somme portant sur /; on obtient

!
Rey ()<, 27" ZIL;I 2_2"24—92(352; (Zz)), F card D, , +0O(1).

On échange les sommations et on coupe la somme sur k en deux parties

Rey ()< f__fl 2'o (7‘ (2, Z) (2 2-k<tlg(a(z), ) T 2 2-k=2lo(n(2), z)) +0()
C’est-a-dire
(19.49) Rey(2) < Z,+2,+0(1)

avec

ey 1 _k
El = 21=1 W 22""<2'Q(n(z),z) 2 Cal‘d Dl,k'
Mais d’aprés (19.3) et 'hypothése (19.1), on remarque que, pour tout /, on a

2k siqmmy,n 2 card Dy < 2'o(n(2), 2),

et donc

(19.5) 2= L, <«log e () )+0(1).

2= 312 20(1(2), 2) 3 pem gtgia 0 2 €210 Dyis

mais ici card D, ; est majoré par une constante absolue. En effet, on compte dans la
boule de centre 7(z) et de rayon 2'¢(z, n(z)) des points écartés d’une distance supéri-
eure & son rayon [9].
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De plus
Zg—kg 210(,;(2)’ z) 2k < (21 Q (7{ (Z)’ Z)) —1'
On a donc
1
(196) Tyl x logm-}-O(l)

De 1a, d’aprés (19.4) et (19.5), on déduit que pour tout z dans On(D\JI'), vérifiant
e(n(2),2z)<1, on a

1
Re log ————+0(1).
W(Z) < g Q(R(Z), Z) ( )
Ceci achéve la preuve de la proposition 19.

20. Proposition. Soit E un sous-ensemble compact d’une sous-variété M de 0D
totalement réelle. On suppose qu’il existe un ouvert O de C" contenant E tel que

a) pour tout entier p, il existe une fonction F, de AP(D) de classe C= dans D\E
vérifiant

(20.1) F,(2)=0 si et seulement si z appartient & E,

(20.2) pour tout multi-indice a, |a|=p, et pour tout z de E, D*F,(2)=0, et, plus pré-
cisément, pour tout multi-indice o, il existe une constante C(|a|) telle que I'on
ait, pour tout z de D\E,

[D* F,(2)] = C(la)o(z, EY*P+1-12D,

(20.3) il existe deux constantes C, et C,, strictement positives telles que I'on ait, pour
tout z de DnO,

1K, = C,e(z, M),
b) pour tout n, 0<n=<1, il existe une fonction L, de A=(D) vérifiant
(20.4) L,(2)=0 si et seulement si z appartient & E,
(20.5) pour tout multi-indice o et tout z de E
D*L,(2) =0,
(20.6) pour tout z de D\E, lim,_, L (2)=1,
(20.7) pour tout multi-indice a, il existe une constante C(|o|) et un entier q(|a]), ne
dépendant pas de 1 tels que I'on dit, pour tout z de D\E,
ID*L,(2)| = C(la) e (z, E)=2I=D,

alors E est un ensemble d’interpolation d’ordre infini pour A=(D).
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Preuve. On reprend ici des idées déja développées dans [5]. Soit g une fonction
de classe C= dans C" dont le d s’annule & Pordre infini sur E; on se propose de
montrer tout d’abord que, pour chaque entier p=0, il existe une fonction G, de
AP(D) telle que, pour tout multi-indice « vérifiant |«|=p, on ait

(20.8) D*G,=D*g sur E.

On sait [12] qu’il existe une fonction & & support compact de classe C* dans O
telle que

(20.9) 5§ =0, a lorder infini sur M,

(20.10) le jet d’ordre infini de g soit égal au jet d’ordre infini de g sur E.
Soit p un entier positif et u, la (0.1) forme d-fermée définie dans D par

Des propriétés de F, et de (20.9), on déduit que u, se prolonge en une forme de classe
C= dans D et donc [13] qu’il existe une fonction h, de classe C* dans D telle que

La fonction
G, =g+h,F,
appartient & A?(D) et vérifie d’apres (20.2), pour tout multi-indice o, |o|=p,
D*G,=Dg
ce qui établit (20.8), d’aprés (20.10).
On pose
H P = Gp+1—Gp.
H, appartient donc & A?(D). C’est, de plus, une fonction de classe C* dans D\E
qui s’annule & Pordre p sur E. On associe & H, la famille de fonctions H,, , définie par

Hy,, = L,H,.

H, , appartient & 4% (D) et s’annule & Pordre infini sur E. Des propriétés de H,
et de (20.7), on déduit qu’il existe p,>0 et une fonction k croissante sur {néN,
n=p,} & valeurs entiéres tendant vers -+ oo tels que, si on note p*=k(p), pour tout
P=po, la famille (H,,,), soit bornée dans C**(D) donc relativement compacte dans
C?*~1(D). De 13, en utilisant (20.6), on déduit qu’il existe une suite (4,),¢cy tendant
vers 0 telle que la suite (H,, , ), converge vers H, dans C”*~*(D). Pour tout p sufi-
samment grand, il existe donc n{(p) tel que

1

1 Hp Loy — Hyll pr-2 = ar
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On considére maintenant la série

Go+ 2;:0 (Hy—Hp yi))-

Pour tout meN, cette série converge dans C,(D). Puisque les fonctions Hj, .
appartiennent & A(D), cette série définit une fonction de 4”(D), notée G. Sur E,
pour tout p, le jet jusqu’a ordre p de G est égal au jet jusqu'a l'ordre p de G,
donc de g. Ceci établit que les jets d’ordre infini de G et de g sont égaux sur E donc la
proposition.

21. Théoréme, Soit D un domaine borné strictement pseudocomvexe de C" a
frontiére de classe C* et soit I" une courbe de classe C™ sur 0D dont la tangente n'est
située en aucun point dans I'espace tangent complexe a dD.

Un sous-ensemble compact E de I' est un ensemble d’interpolation d’ordre infini
pour A=(D) si et seulement si il existe deux constantes C et C’, strictement positives,
telles que, pour tout r, O<r=1, et toute boule B, de dD de rayon r centrée sur E,
on ait

r 1,
(21.1) f0 N.(B,nE)de = Crlog—+C'r.

Preuve. La condition (21.1) est clairement équivalente a la condition (5.1) de
la proposition 5, compte-tenu de la proposition 3 et de la remarque 4 de I'appen-
dice.

On considére comme espace homogéne la courbe I" munie de la mesure linéaire
et de la distance euclidienne d. On sait en effet d’aprés (14.1) que, le long de la courbe
I', 1a distance euclidienne d et la pseudo-distance ¢ sont équivalentes.

La nécessité de la condition (21.1) fait donc P'objet de la proposition 5. La suffi-
sance est une conséquence du théoréme 9 et des propositions 18 et 20. En effet I'
est totalement réelle; donc si on considére, pour tout entier p, la fonction F,(z)=
exp(—k(p)yY(2)), ou ¥ est la fonction introduite dans la proposition 18, on peut
choisir un entier k(p) sufisamment grand pour que la condition 20a) soit vérifiée.
Quant 3 la condition 20b), elle est satisfaite d’aprés le théoréme 9.

22. Remarque. Le théoréme 21 est I'extension naturelle aux courbes I' sur 0D
dont la tangente n’est située en aucun point dans I'espace tangent complexe a¢ 0D d'un
résultat connu dans le cas du disque unité du plan complexe [1], [2].

23. Théoréme. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de C" a
frontiére de classe C™ et soit I' une sous-variété de classe C*= de 0D, totalement réelle,
de dimension réelle p=1 dont I'espace tangent en chaque point w'est pas situé dans
Iespace tangent complexe & OD.
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Soit E un sous-ensemble compact de I'. On suppose qu’il existe une constante C
strictement positive telle que, pour tout r, O<r=1, et toute boule B, de dD de rayon
r centrée sur E, on ait

(23.1) f o N,(B,~E)de = Cr.
Alors E est un ensemble d’interpolation d’ordre infini pour A=(D).

Preuve. C’est une conséquence des propositions 19 et 20.

24. Remarque. La condition (23.1) est équivalente aux conditions (24.1) et (24.2)
(24.1) pour toute boule B, de 0D de rayon r centrée sur E

—do(z) <,

1
f B, ¢(z, E)*~

(24.2) pour toute boule B, de I de rayon r centrée sur E

1
fBr ——————~Q G E)o-I dor(z) <.
Preuve. 11 s’agit 14 d’une conséquence de la proposition 3 et de la remarque 4
de I'appendice selon que 'on considére comme espace de nature homogeéne (0D, g, )

ou (I', g, 6y). Ici o désigne la mesure superficielle sur dD et o, la mesure superficielle
p+1
sur I'. On a bien o (B)~r 2.

Remarque sur la dimension de Hausdorff

La méthode développée ici établit I’existence d’ensembles de zéros et d’interpola-
tion de dimension de Hausdorff 1.5 dans C2, 2 dans C*, n=2. Une adaptation de
cette méthode utilisant un ,.,empilement” de variétés dont I’espace tangent est situé
dans 'espace tangent complexe & dD établit ’existence d’ensembles de zéros et d’inter-
polation de dimension z dans C”. Ce résultat, en ce qui concerne les ensembles d’inter-
polation, est le meilleur possible dans la mesure ol ceux-ci doivent étre situés sur des
variétés totalement réelles de C™.

Appendice

Les définitions sont celles de [9, chap. III].

Soit (X, g, 1) un espace borné de nature homogéne. On suppose qu’il vérifie
la propriété: il existe une constante a=1 telle que 'on ait, pour toute boule B,
de rayon r pour la pseudo-distance g,

u(B)~r* pourtoutr, 0=sr<l1,.
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Soit E un sous-ensemble compact de X et ¢ un réel, O<e=1. On note N,(E) le
nombre minimal de boules de rayon ¢ dont la réunion recouvre E. On pose ¢(z, E)=
inf {o(z, x); x€E} et E,={xcX; o(x, E)=¢}.

1. Lemme. La fonction N,(E) est décroissante et vérifie, pour tout g, O<e<l,
& N,(E) ~ u(E,).

Preuve. Soit (xy, ..., Xy ) une famille maximale de points de E vérifiant
o(x;, x;)=¢ pour j=i. SiK désigne la constante intervenant dans la définition de la
pseudodistance, les boules B,k (x;), i=1, ..., N,(E), sont deux & deux disjointes et
leur réunion est contenue dans E,. On a donc

" 4

(1.1) N(E) (ﬁ) = N,(E) (Z%) = u(E).

Soit maintenant (x,), i=1, ..., N,(E), les centres des boules de rayon & consti-
tuant un recouvrement minimal de E. On a E,C Uf;(f) Byz.(x;) et donc

1.2) 1(E) = N.(E)(4K)
De (1.1) et (1.2), on déduit le lemme et aussi
1.3) N,(E) ~ N,(E).

2. Proposition. Pour tout ¢, O<e=1, il existe une famille de points de E,
(gy oens Xy @) vérifiant

a) exi,x)=¢e i),

b UM B.(x) > E,

) N(E)~ NAE) ~ e~*u(E),

d) N(E) est une fonction décroissante de ¢.

Preuve. Elle reprend les idées de la preuve du lemme 1.

3. Proposition. Soi «=1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(3.1) pour toute boule B, et pour tout r

1
fB, Iog—Q—(Z’—E)dp.(z) < r{log1/r+0(D),
(3.2) pour toute boule B, et pour tout r
S N.(B.n E)de <r(log 1/r+O(1)).

Soi a=1. Les conditions suivantes sont équivalentes:
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(3.3) pour toute boule B, et pour tout r

f ———1-——d;,¢ <r
5, ¢(z, Ey** ’

(3.4) pour toute boule B, et pour tout r
f; N, (B,nE)de <r.

Preyve. On se propose ici de détailler le cas a=1. Le cas a>1 se traite de
fagon analogue.
On peut supposer sans restreindre la généralité que I'on a

o(z, E)< 1.
On a alors

J,, 1085 () > 3y I IB, 0 (B NEae-)

> 3. (B, N Ep-1)—pu(B, N Ez-1-3)).

On obtient en sommant par parties

1
fB, IOg_Q_(Z—E_)_ dﬂ (Z) > Zlgl IL(B, n E2") > ZZ"érﬂK H(B,. N EZ"')'

Or, on a, pour tout r, si 2-'=r/2K

Ez-an, o) (En B,/gx)g-l
et donc

1
f s, log PIEN) Ap(2) > 3y ox LHEN Byjar)a-t

r/2K
> 3 imepg 27 Ne-1(EO Bypag) > fo N,(EN B, sg) de.

Ceci établit que (3.1) implique (3.2).
Dans l’autre sens, r étant fixé, r=1, on considére un entier /, vérifiant 2~ o=
r< 2—10—1.

On a alors

1
o BBy O = Lo, B By O e, ¥ By 4

< 21.,51 (+D)plB, N (Es-\Ee--1))+rlogl/r < 3, 1, u(B,nEp-)+rlogl/r.
Or on a, pour tout r, si 27!/ t=r,

Es-in B, c (EN Byg,)a-1s
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S, 1o e E) dp(2) < 3yragy BED Bigy)e-1+7log 1r

< Xoizaxy 27! Ny-i(EN Byg,) +rlogl/r < f:Kr N, (En Byg,) de+rlogl/r.

Ceci prouve que (3.2) implique (3.1).

4. Remarque. Dans I'énoncé de la praposition 3, on peut indifféremment changer
dans une des conditions U'expression “pour toute boule B, et pour tout r”’ par “pour
toute boule B, centrée sur E et pour tout r.

Preyve. Soit «=1. On note (3.1)" et (3.2) les conditions obtenues en remplagant
dans (3.1) et (3.2) B, par B.. On vérifie que (3.1)’ et (3.2) sont simultanément véri-
fiées. 1l est clair que (3.2) implique (3.2)". On suppose maintenant que (3.2)" est
réalisée. Soit B, une boule quelconque de centre x sur X, alors, ou bien B,nE est
vide et donc N,(B,nE)=0 ce qui prouve (3.2), ou bien B,nE est non vide. Dans
ce cas, soit z un point de B,nE, on a alors

B(x,rY)NnE < B’(z,AKr)nE
et donc
NJB(x,¥)nE} = N,[B'(z, 4Kr)n E];

ce qui établit (3.2) puisque (3.2)" est satisfaite.
Le cas a>1 se traite de fagon analogue.

5. Proposition. Les intégrales suivantes sont simultanément convergentes

si =1 flog e E) du(z) et fN(E)ds

R 1 1
si oao=>1 XW dﬂ(Z) et fO NE(E) ds.

Preuve. Elle utilise les idées de la preuve de la proposition 3.
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