Glatte Holomorphiegebiete mit plurisubharmonischer
innerer Randfunktion sind Banach—Stein

Peter Pfiug

0. In [4] wurde von Serre gefragt, ob der Totalraum einer lokal trivialen holo-
morphen Faserung mit Stein’scher Basis und Stein’scher Faser wieder Stein’sch ist.
Positiv wird dies in [la] von G. Fischer unter der Zusatzbedingung beantwortet,
dal} die Faser ein Banach—Stein-Raum ist. Ob nun jedes Holomorphiegebiet im
C" Banach—Stein ist, ist bisher ungeklirt. Nur im Fall n=1 konnte von Hirschowitz
[2], Sibony [5] und Siu [6] gezeigt werden, daB jedes Gebietim C* Banach—Stein ist.
In dieser Note soll gezeigt werden (vgl. Korollar zu Satz 3), daB auch jedes glatte
Holomorphiegebiet im C" mit plurisubharmonischer innerer Randfunktion Banach—
Stein ist.

1. In [3a, 3b] wurde vom Autor folgender Satz bewiesen:

Satz 1. Ist G ein beschrinktes Holomorphiegebiet im C”, so gibt es zu jeder
Randpunktfolge {z*Y=G eine auf G holomorphe Funktion f mit:

a) sup|f(z")] = <,

b) sup /@457 (2) < o
dabei sind Ag(z):=sup {reR.q; U(z, r)CG} der euklidische Randabstand in G und
U(z, r) die Kugel um z mit Radius r.

Benutzt man Satz | zusammen mit den Resultaten von G. Fischer [1b], so gilt:

Satz 2. Ein beschrinkies Holomorphiegebiet G im C" ist Banach—Stein, falls
zu jedem holomorphen Automorphismus @: G— G eine positive Konstante C so existiert,
daf} auf G folgende Ungleichung gilt:

46(2) = CA4(D(2)).
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2. Wir definieren:

Definition 1. Ein glattes Gebiet mit plurisubharmonischer innerer Randfunktion
ist ein beschrinktes Gebiet G im C", zu dem es auf einer geeigneten Umgebung
U=U(0G) eine C*Funktion ¢: U-R gibt, fiir dic gilt:

a) GnU = {z€U; ¢(z) <0},
b) grad ¢(z) = 0 fiir alle z€ U,

c) ¢ ist plurisubharmonisch auf GnU.

Es soll nun gezeigt werden, daB fiir diese Gebiete die Voraussetzung von Satz 2
erfiillt ist. Es gilt:

Satz 3. Sei GCC" ein glattes Gebiet mit plurisubharmonischer innerer Rand-
Junktion. Dann gilt fiir jeden holomorphen Automorphismus ®: G— G mit einer geeigne-
ten positiven Konstanten C auf G die Ungleichung:

46(2) = CA(D(2)).

Beweis. Der Beweis benutzt im wesentlichen eine Idee von Hopf zum Beweis
des Maximumprinzips fiir elliptische Differentialoperatoren. Sei also (U, ¢) das
Datum von G laut Definition 1; und sei ¢: G— G ein holomorpher Automorphismus.
Dann findet man eine Umgebung V= V' (0G) des Randes von G derart,daB & (V n G)c
cUnG gilt; also ist po @ eine auf G V plurisubharmonische negative Funktion,
die sich durch Null stetig auf 0G U (V' n G) fortsetzen 14Bt.

Da G einen glatten C*Rand besitzt, findet man eine positive Zahl g<1, fiir
die gilt:

() hat ein Punkt z€G einen Randabstand 4 (z)=¢, so trifft die abgeschlossene

Kugel U(z, 44(z)) den Rand 0G nur in einem Punkt, und

(B) es gilt: U(z; 44(2))c VN G.

Also folgt fiir einen festen Punkt z°¢G mit A4 (z%)=¢:

Uz’ &) n oG =: {£%.
Damit erhilt man:
(7) @oPlgrp ist stetig und in U(z°, &) subharmonisch (d. h. 4(po®) = 0),
(0) fiir alle Punkte weU(2% &) —{2° gilt: podP (W) < 0 = @od(29).
Mit m :=sup {po@(2); z€G mit 3¢/2 = 45(z) = ¢/2} <0, « 1= dnfe’ +1, 1, h(z) =
= e’ — ¢~ ynd M := sup h(z) betrachte man auf der Kugelschale U(z°, ¢)—

lz|<e

—U(z° ¢/2) folgende Funktion:
Y():= good?(z)—.— ud h(z——z")
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fiir die man verifiziert:
1. Yo, o = 0oPlouee,» = 0,
2. ¥loves, ey < 0,
3. 4% =0 auf U e)—U( ¢2).

Also sieht man, daB ¥ in dieser Kugelschale nicht positiv sein kann, woraus fiir jeden
Punkt w auf der Verbindungsstrecke [z9 2°] von z° nach 2° folgt:

m h(w—2") _ @o®(w)  ¢@o®(w)
M W=z T Tw—2] Adsw)

Betrachtet man die Normalenableitung der Funktion 4, so findet man eine positive
Zahl 6 =¢ derart, daB fiir die Punkte we[z9 2% mit A5 (w)=4 folgende Ungleichung
gilt:

lpo@w)| _ Im|

A g2 —as2:: X
Ao 00) :2Mocse Ci=0

Da der Punkt z° auf die Konstanten § und C; keinen EinfluB hatte, hat man auf
{weGnV; Ag(w)=6} folgende Ungleichung erhalten:

lpe@ (W) = C4s(w).
AuBerdem folgt mit dem Mittelwertsatz nahe dG auf G
lpo@ (W) = Co46(2(W)).

FaBt man diese Informationen zusammen und benutzt, daB G beschrinkt ist, so
findet man cine Konstante C mit der Eigenschaft Cds(®(2))=4¢(z) auf G, woraus
sofort die Behauptung des Satzes folgt.

Mit dem Satz von Oka—Norguet—Bremermann und Satz 2 folgt dann sofort
aus Satz 3:

Korollar. Jedes glatte Gebiet im C* mit plurisubharmonischer innerer Randfunk-
tion ist Banach— Stein.

Bemerkung 1. Statt des hier gegebenen Beweises kann man Satz 3 auch mit Hilfe
der Mittelwertsformel fiir harmonische Funktionen beweisen.

Bemerkung 2. Man kann durch sorgfiltigere Argumentation im Beweis zu
Satz 3 die Bedingung ,,C%-Randfunktion* ersetzen durch ,,C°-Randfunktion plus
eine geometrische Bedingung®. Es gilt:
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Satz 3'. Sei G ein beschrinktes Gebiet im C" mit folgenden FEigenschaften:

a) auf einer Umgebung U= U(0G) des Randes 0G von G gibt es eine Lipschitz-
stetige Funktion ¢: U—R mit

1. GaU={zcU; ¢(2)<0},

2. ¢ ist plurisubharmonisch auf G U;

b) fiir eine Zahl a==1 gilt: zu jeder Zahl ¢ >0 existiert eine positive Zahl B=F(e),
so daf jeder Punkt z€G mit Ag(z)<e auf der Symmetrieachse eines Kegels K G
mit Spitze in einem Randpunkt 2€0G und Basis in U(0G®, ¢/2) liegt, wobei K aus dem
Kegel Ky:={z=(x,+iy1,2)eC*; (V24|22 <x,<p} durch Verschiebung entstanden
und UQG®, ¢/2) als {z€G; 3e/2=A;(2)=¢/2} definiert sei.

Dann ist G Banach—Stein.

Beweis. Man kopiere den Beweis zu Satz 3 mit Hilfe folgender Funktion
h@) = h(x+ivy, 2) = x e —Gyl2l%

Bemerkung 3. Nach Satz 3 ist das Serre-Problem immer dann positiv zu beant-
worten, wenn die Faser ein glattes Gebiet im C* mit plurisubharmonischer innerer
Randfunktion ist, was allerdings mit anderen Methoden auch aus der Note von
Stehlé [7] folgt.
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