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0. In [4] wurde yon Serre gefragt, ob der Totalraum einer lokal trivialen holo- 
morphen Faserung mit Stein'scher Basis und Stein'scher Faser wieder Stein'sch ist. 
Positiv wird dies in [la] yon G. Fischer unter der Zusatzbedingung beantwortet, 
dab die Faser ein Banach--Stein-Raum ist, Ob nun jedes Holomorphiegebiet im 
C" Banach--Stein ist, ist bisher ungekl/irt. Nur im Fall n = 1 konnte yon Hirschowitz 
[2], Sibony [5] und Siu [6] gezeigt werden, dab jedes Gebiet im C 1 Banach--Stein ist. 
In dieser Note soil gezeigt werden (vgl. Korollar zu Satz 3), dab auch jedes glatte 
Holomorphiegebiet im C n mit plurisubharmonischer innerer Randfunktion Banach-- 
Stein ist. 

1. In [3a, 3b] wurde vom Autor folgender Satz bewiesen: 

Satz 1. 1st G ein beschrlinktes Holomorphiegebiet im C n, so gibt es zu jeder 
Randpunktfolge {zV}cG eine auf G holomorphe Funktion f ru i t :  

a) sup [f(zV)l = co, 

b) sup If(z)lA~+l(z) < co; 
zCG 

dabei sind AG(z):=su p {rCR>o; U(z, r ) c G }  der euklidische Randabstand in G und 
U(z, r) die Kugel um z mit Radius r. 

Benutzt man Satz I zusammen mit den Resultaten von G. Fischer [lb], so gilt: 

Satz 2. Ein beschrlinktes Holomorphiegebiet G im C" ist Banach Stein, falls 
zujedem holomorphen Automorphismus ~ : G-~ G eine positive Konstante C so existiert, 
daft auf G folgende Ungleichung gilt: 

<= 
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2. Wir definieren: 

Definition 1. Ein glattes Gebiet mit plurisubharmoniseher innerer Randfunktion 
ist ein beschr/inktes Gebiet G im C", zu dem es auf einer geeigneten Umgebung 
U=U(OG) eine C%Funktion qg: U ~ R  gibt, ffir die gilt: 

a) GnU = {zEU; ~o(z) < 0}, 

b) grad q~ (z) ~ 0 fiir alle z E U, 

c) ~o ist plurisubharmonisch auf G n U. 

Es soll nun gezeigt werden, dab ffir diese Gebiete die Voraussetzung von Satz 2 
erffillt ist. Es gilt: 

Satz 3. Sei GcC" ein glattes Gebiet mit plurisubharmonischer innerer Rand- 
funktion, Dann gilt fiir jeden holomorphen Automorphismus q~ : G~ G mit einer geeigne- 
ten positiven Konstanten C auf G die Ungleichung: 

A~(z) <= CAo(~(z)). 

Beweis. Der Beweis benutzt im wesentlichen eine Idee yon Hopf  zum Beweis 
des Maximumprinzips ffir elliptische Differentialoperatoren. Sei also (U, q~) das 
Datum von G laut Definition 1 ; und sei � 9  G ~  G ein holomorpher Automorphismus. 
Dann findet man eine Umgebung V= V(OG) des Randes yon G derart, dab q5 (V n G) c 
c U n  G gilt; also ist q~ o r eine auf G n V plurisubharmonische negative Funktion, 
die sich dutch Null stetig au f0G  u ( V n  G) fortsetzen 1/iBt. 

Da G einen glatten C2-Rand besitzt, findet man eine positive Zahl 5< 1, ffir 
die gilt: 

(~) hat ein Punkt zEG einen Randabstand AG(z)<=e, so trifft die abgeschlossene 
Kugel U(z, AG(z)) den Rand 0G nur in einem Punkt, und 

(fl) es gilt: U(z; A~(z))c Vn  G. 
Also folgt ffir einen festen Punkt z~ mit Aa(z~ 

V(z ~ 5) n --: { s~  
Damit erh~ilt man: 

(~) ~ o o ~ 1 ~  ist stetig und in U(z ~ 5) subharmonisch (d; h. A (q~o~) ~ 0), 

(8) fiir alle Punkte wE U(z ~ e)_{~0} gilt: q~o~(w) < 0 = ~oo~(~~ 
Mit m := sup {q~ o ~0 (z); z E G mit 35/2 ~ A G (z) => 5/2} < 0, e := 4n/~ 2 + 1, h (z) := 

:= e-~lzl~-e-=* und M := sup h(z) betrachte man auf der Kugelschale U(z ~ 5)- 
Izl<~ 

- U(z ~ 5/2) folgende Funktion: 

7~(z) := ~oo~(z)+-~Mh(z-z~ 
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fiir die man verifiziert: 

1. ~e}ov(,o,,~ - ~o~ <-_ O, 

2. ~}ov(=o, ~12~ < 0, 

3. A ~ > 0 auf U(z ~ ~) -- U(z ~ e/2). 

Also sieht man, dab 7 s in dieser Kugelschale nicht positiv sein kann, woraus f/ir jeden 
Punkt w auf  der Verbindungsstrecke [z ~ g0] yon z ~ nach ~0 folgt: 

m h ( w - z  ~ > ~oo~(w)  _ ~ooq)(w) 

2M [ w ' ~ ~  Iw,2~ A~(w) 

Betrachtet man die Normalenableitung der Funktion h, so findet man eine positive 
Zahl 6<=s derart, dab f/Jr die Punkte wC[z ~ ~0] mit AG(w)<=6 folgende Ungleichung 
gilt: 

l~oo~(w)l > Lm] ~2se_~ =: C1 > 0. 
Aa(w) - 2M 

Da der Punkt z ~ auf die Konstanten 6 und C 1 keinen Einflug hatte, hat man auf 
{w ~ G c~ V; A G (w) <= fi} folgende Ungleichung erhalten : 

I~po~(w)l--> CladW). 

Aul3erdem folgt mit dem Mittelwertsatz nahe OG auf G 

Fagt man diese Informationen zusammen und benutzt, dab G beschr~inkt ist, so 
findet man eine Konstante C mit der Eigenschaft CAG(~(z))>=Aa(z) auf G, woraus 
sofort die Behauptung des Satzes folgt. 

Mit dem Satz yon Oka--Norguet - -Bremermann und Satz 2 folgt dann sofort 
aus Satz 3: 

Korollar. Jedes glatte Gebiet irn C" mit plurisubharmonischer innerer Randfunk- 
tion ist Banach--Stein. 

Bemerkung 1. Statt des hier gegebenen Beweises kann man Satz 3 auch mit Hilfe 
der Mittelwertsformel ffir harmonische Funktionen beweisen. 

Bemerkung 2. Man kann durch sorgf/iltigere Argumentation im Beweis zu 
Satz 3 die Bedingung ,,C2-Raiadfunktion '' ersetzen durch ,,C~ plus 
eine geometrische Bedingung". Es gilt: 
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Satz 3' .  Sei G ein beschr~'nktes Gebiet im C" mit folgenden Eigenschaften: 
a) auf einer Umgebung U= U(OG) des Randes OG yon G gibt es eine Lipschitz- 

stetige Funktion qg : U ~  R mit 
1. G n U = { z E U ;  ~o(z)<O}, 
2. ~o ist plurisubharmonisch auf  G n U; 
b) fiir eine Zahl ~ > 1 gilt: zu jeder Zahl s > 0  existiert eine positive Zahl /~ =/~ (s), 

so daft jeder Punkt zEG mit AG(z)<s  auf der Symmetrieachse eines Kegels K e G  
mit Spitze in einem Randpunkt ~EOG und Basis in U(OG 8, ~/2) liegt, wobei K aus dem 
Kegel Ko :=  {z = ( x l  + iyx, z)  E cn;  (y~ + [~[2),/2 < XI<  ]~} durch Verschiebung entstanden 
und U(OG ~, s/2) als {zEG; 3e/2>=AG(z)>--s/2} definiert sei. 

Dann ist G Banach--Stein. 

Beweis. Ma n  kopiere den Beweis zu Satz 3 mit Hilfe folgender Funkt ion  

h(z) = h(xl + iyl, ~) = xleClxT-1-C2lzl ~. 

Bemerkung 3. Nach  Satz 3 ist das Serre-Problem immer dann  positiv zu beant- 
worten, wenn die Faser ein glattes Gebiet  im C n mit plurisubharmonischer  innerer 

Randfunkt ion  ist, was allerdings mit anderen Methoden  auch aus der Note  von 
Stehl6 [7] folgt. 
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