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Sur une propriété des unités d’un corps algébrique

Par TrycvE NAGELL

§ 1. Introduction

Dans certains problémes de la théorie des équations diophantiennes on est con-
duit & la question de résoudre 'équation

1+E+E, =0 (1)

en unités £ et E; d’un corps algébrique K. Ainsi, dans un travail sur la représen-
tation des nombres entiers par une forme binaire cubique, j’ai eu besoin de déter-
miner les solutions de ’équation (1) dans un corps cubique & discriminant négatif;
voir Nagell [1]', Hilfssatz IV. De plus, le probléme de déterminer les points ex-
ceptionnels d’une certaine classe de cubiques appartenant au corps algébrique K
exige qu’on détermine les solutions de I’équation (1) dans K; voir Nagell [2] p. 346-
355 et [3], p. 176-179.

Dans ces travaux j’ai déterminé toutes les solutions de (1) dans certains cas
simples ou le rang r du groupe des unités de K est <1. En effet, j’ai établi les
résultats suivants :

Théoréme 1. Soit K un corps quadratique. Alors une relation de la forme (1), ot E
et K, sont des unités de K, ne peut exister que dans les cas sutvants :

1°) 1+9+¢°=0,
ot K est engendré par o, c’est-a-dire par V—3;
2°) l+e—&®=0, l—ete?=0, 1—g'—e2%=0,
ou K est engendré par e, c’est-a-dire par V5.
Pour la démonstration voir le travail [2].

Théoréme 2. Sovit K un corps cubique & discriminant négatif. Alors une relation de
la forme (1), ot E et E, sont des unités de K, ne peut exister que dans les cas suivants :

1°) K est engendré par une racine 0 de Uéguation 23+ a2 —1=0, et les relations possi-
bles sont

! Les numéros figurant entre crochets renvoient & la bibliographie placée a la fin de ce travail.
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1-62—-6*=0, 1-0-6°=0, 1+07'~63%=0,
1+60—-6%=0, 1+6*—01=0, 1+6*—05=0.

2°) K est engendré par une racine 6 de Uéquation x3+x—1=0, et les relations possi-
bles sont

1-0-6°=0, 1+072-073=0, 1+6°—67'=0.

La démonstration se fera aisément & l'aide de certains résultats obtenus dans
[1] et [2].

Théoréme 3. Soit K un corps biguadratique joutssant des propriétés suivantes : Tous
les quatre corps conjugués sont imaginaires. K ne contient aucune racine de I'unité
différente de +1 et +i. K admet un sous-corps quadratique réel différent de R(V5).
Alors, la relation (1) n’admet aucune solution en unités E et E, du corps K.

Pour la démonstration voir le travail [3]; dans ce travail il faut corriger une
faute d’impression : dans la ligne 5, p. 176, on doit remplacer p par j.

Dans le théoréme 3 le groupe des unités du corps biquadratique a le rang 1.
Cependant, le résultat n’embrasse qu'une catégorie particuliére de ces corps. Nous
allons traiter le cas général dans les chapitres 4 et 5. Il faut d’abord recapituler
certains faits sur les corps biquadratiques, ce qui aura lieu dans le paragraphe 3.

Dans le dernier paragraphe nous allons considérer le cas d’un corps algébrique
quelconque.

§ 2. Lemmes sur certaines unités

Nous avons besoin des résultats suivants :

Lemme 1. Il #’y a qu'un nombre fini d’unités  ayant les propridtés suivantes : n
est du quatriéme degré; toutes les quatre unités conjuguées sont imaginaires; on a
1<|nf<e, ot c est un nombre réel donné. Toutes ces unités peuvent étre déterminées
par un nombre fini d’opérations.

Démonstration. Supposons que 7 est une racine de I’équation irréductible dans
R (1), corps des nombres rationnels,

2t — P34 Qa2 — Rx +1=0, (2)

ol P, @ et R sont des nombres entiers rationnels. Désignons par 7, ', { et ' les
racines de (2) de fagon que 7%’ et [’ soient réels et positifs. A P'aide des inégalités

1<|y|l<e, ¢'<|C]|<1
nous aurons les bornes suivantes pour les coefficients P, @ et R dans (2)
|P|=|n+n'+C+0|<2|n|+2]¢]<2¢+2,

|Ql=mm' + 9l +nt' +y'C+y' 0"+ 2t | <P +4c+1,
|R|=|n7"+ @)+ 1+ () <20 +2.

Cela démontre le lemme, qui est, bien entendu, un cas particulier d’un théoréme
plus général.
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Lemme 2. Soit & Punité fondamentale d’un corps quadratique réel, choisie> 1. Alors
ona s>} (V5+1). 8i Ne)=+1,onae>2+V3. 8i Ne)=+1etc>2+V3, ona
e=4+V15. 8i 2 est un carré dans le corps et e>2+V3, ona e>5+2Ve.

Démonstration. C'est un fait bien connu que %(VE%‘ 1) est la plus petite unité > 1.

Soit £ ’unité fondamentale du corps quadratique réel R(VK), ol le nombre naturel
A n’est divisible par aucun carré>1. Si £>1 et N(e) = + 1, il est évident qu'on a

e>ol/A pour a=%(u+vl/z)
et -
e>2 VA pour s=u+v}/&

% et v étant des nombres naturels. Alors, on vérifiera les assertions du lemme &
l’aide d’un tableau des unités.

Lemme 3. La seule solution de I’égquation
l+po+p,=0
en racines de U'unité g et o, est donnée par la relation
1+p+p*=0.

Démonstration. I est évident qu’aucun des nombres p et g, ne peut étre réel. Alors,
I’équation en question entraine évidemment

1+g_1+gf1=0.
En éliminant g, entre les deux équations on obtient

(1+e)'=1+e
d’ol 1+ ¢+ g*=0.

§ 3. Classification des corps biquadratiques du rang 1

Dans cette section K signifie toujours un corps biquadratique du premier rang,
c’est-a-dire : tous les quatre corps conjugués sont imaginaires. Il est évident que
I'unité fondamentale 7 du corps K peut étre choisie de fagon qu’on ait |7 |> 1. Ici
le signe d’égalité peut étre omis, vu que # n’est pas une racine de 'unité (Théoréme
de Kronecker). Il peut arriver que K admet un sous-corps U quadratique réel. Dans
ce cas nous désignons par ¢ 'unité fondamentale de U ; nous choisissons celle-ci > 1.

Dans la suite nous désignons par u le nombre des sous-corps quadratiques réels
et par » le nombre des sous-corps quadratiques imaginaires. Les corps en question
se répartissent en quatorze classes caractérisées de la fagon suivante :

1°) u=»=0. Racines de 1'unité : seulement + 1. Toutes les unités, sauf +1, sont
du quatriéme degré.

2°) #=0; y=1. Racines de I'unité : seulement + 1. Toutes les unités, sauf +1,
sont du quatriéme degré.
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3°) u=0; y=1. Racines de l'unité : +1 et +¢. Toutes les unités, sauf +1 et +4,
sont du quatriéme degré.

4°) p=0; »=1. Racines de 'unité : +1, +p et +¢% ot p=3}(—1+V} —3). Toutes
les unités, sauf +1, +p et + % sont du quatriéme degré.

5°) u=1; v=0. Racines de l'unité : seulement + 1. On aura 5 = &. Toutes les unités,
sauf 11, sont du second degré.

6°) u=1; v=0. Le corps est engendré par une racine cinquiéme primitive de I'unité.
Les racines de l'unité sont =+ p, ol g parcourt les racines de I'équation £-1=0.
Le sous-corps quadratique est engendré par V5. On peut prendre pour unité fon-
damentale n=¢= 1(V5+1). Corps cyclique.

7°) u=1; v=2. Racines de l'unité : seulement +1. L’unité fondamentale n=-e.
Toutes les unités, sauf + 1, sont du second degré. Corps abelién.

8%) u=1; v=2. Racines de 'unité : seulement +1. L’unité fondamentale = Vv —_s,
du quatriéme degré. Dans ce cas la norme de ¢ doit étre positive. D’aprés le Lemme 2

du§2onag=2+ V3. Corps abelién.

9°) p=1;»=2. Racines de I'unité : -1 et +1. L'unité fondamentale 5 = ¢. Le corps
est abélien; ne peut pas contenir V3.

10°) u=1; »=2. Racines de I'unité : £ 1 et +¢. L'unité fondamentale = Vei. La
condition nécessaire et suffisante pour ce cas est que le nombre 2¢ soit un carré
dans le sous-corps réel. Done, la norme de ¢ doit &tre positive. La plus petite valeur

possible de ¢ est 5+ 216 (d’aprés le Lemme 2 du § 2). Le corps est abélien, ne peut
pas contenir V3.

11°) #=1; v=2. Racines de l'unité : +1, +goet +¢° ot p=3(—1+V} —3). L'unité
fondamentale # =¢. Le corps est abélien; ne peut pas contenir V3.

12°) p=1; »v=2. Racines de l'unité : +1, tpet o’ otp=3(—1 +V—3). L’unité
fondamentale 77 =) — ¢. Dans ce cas la norme de ¢ doit étre positive. On a e>4+ V15
(d’apres le Lemme 2 du § 2). Le corps est abélien; ne peut pas contenir V3.

13°) u=1; »=2. Le corps est engendré par une racine huitiéme primitive de I'unité.
Les sous-corps quadratiques sont engendrés par les nombres Y2,V —2 et i. Les ra-
cines de l'unité sont les racines p de '’équation 28—1=0. L’'unité fondamentale
n=e= V24 1. Corps abélien.

14°) u=1; v=2. Le corps est engendré par une racine douziéme primitive de I'unité.

Les sous-corps quadratiques sont engendrés par les nombres V3,V —3 et 1. Les ra-
cines de l'unité sont les racines ¢ de I’équation #'2—1=0. L’unité fondamentale

7= g(Vg-l- 1) (1+¢). Corps abelién.

A propos de ces résultats voir Nagell [4], p. 351-361. Il faut observer que la
classification que nous venons de donner ici, est différente de celle que nous avons
proposée dans le travail [4].
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Nous profitons de 'occasion pour aviser les corrections suivantes au travail [4] :
Dans le Lemme 2, p. 357, il faut ajouter dans la deuxi®me ligne entre (18). et
Ainsi : Nous excluons ici les trois corps engendrés par les nombres

2nit 27i 2ni
e, e? et el2,

De plus, il faut supprimer les derniéres huit lignes, p. 358-359, de la démonstration
de ce Jemme. La ligne 12, p. 350, doit étre ;= fBy,.

4. Le probléme dans le cas biquadratique
P q qu

Nous dirons qu’un corps algébrique est du rang r lorsque le groupe des unités
du corps (les racines de I'unité & part) a le rang 7; on a r =0 seulement pour R (1)

et R(VA), A<0.

Le but principal de cette section est d’établir le résultat suivant :

Théordme 4. Si K est un corps biquadratique du rang 1, Uéguation (1) n’a qu'un
nombre fini de solutions en unités E et E, dans K. On peut reconnaitre s’il y a des
solutions ou mon, et les solutions eventuelles peuvent étre déterminées par un nombre
fint d’opérations.

Remarque. En vertu des Théorémes 1 et 2 ce résultat est done vrai pour tous les
corps algébriques d’un rang r<1.

Comme dans le paragraphe précédent K désigne un corps biquadratique du rang 1.

Soit 7 I'unité fondamentale du corps K, choisie de fagon qu’on ait |7 |>1. Alors
il s’agit de I’équation

1+opM+ 0,9 =0, 3)

ol g et o, sont des racines de 'unité appartenant & K, et ot M et N sont des nom-
bres entiers rationnels. Il est évident que M = N =0 peut arriver seulement pour
1+p+0"=0 et g, = o* (d’apres le Lemme 3).

Dans cette section, nous excluons les trois corps cyclotomiques engendrés par
les nombres

2 27 g’ﬂ
ed, e8 et el2, 4)

Alors les nombres g et o, dans (3) sont des racines de 'une ou de P'autre des équa-
tions #*—1=0 et 28—~ 1=0.
Si nous supposons M = N =0, nous aurons

nM=—e—on

Or, on vérifie aisément que cette relation est impossible pour toutes les combinai-
sons des nombres ¢ et g;, vu que l'unité 5 n’est pas une racine de 'unité. D’une
fagon analogue on voit que N =0 est impossible. En effet, cette hypothése entraine
la relation

M= —0"~07",

qui est impossible pour toutes les valeurs en question des nombres o et ,.
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Ainsi nous pouvons supposer que MN ( —N)=0 et en outre que M > N. Soit
N négatif. Alors, en multipliant (3) par % ¥ei' nous aurons

-1, M-N_

L+oi'n™V+goi'n

ou les exposants — N et M — N sont positifs. Nous en concluons qu’il suffit, dans (3),
de considérer les cas oit M et N sont tous les deux positifs. Ainsiona M >N=1.
Considérons d’abord 1’équation

1+ +9¥=0, (5)

ol les signes sont indépendants entre eux, et ol M >2. 8i M =2, N=1, il est évi-
dent quil n’y a que la seule possibilité 1+7 —#®=0. Abstraction faite de ce cas, %
est évidemment du quatriéme degré (d’aprés le Théoréme 1). Donc M >4. Nous
obtenons de (5)

1= tn¥|= g™ =0l =g~ 9" =gl |9 (6)

Or, la fonction x%—a3 est positive et croissante pour tous les x> 1. Donc, si nous
supposons que |7|>V2, nous aurons

lnlt=lnp>4-V8>1.

Cela est en contradiction avec (6), et nous en concluons que la relation (6) est im-
possible pour M > N >1 lorsque |7|> }/2, exception faite du cas 1 +# —#%*=0. Pour

que ’équation (5) soit possible il faut donc que 1<|y|< V2. D’aprés le Lemme 1
il n’y a qu’un nombre fini d’unités 7 satisfaisant & ces inégalités, et celles-ci peuvent
étre déterminées par un nombre fini d’opérations. Ensuite, 4 I'aide de (6), on aura
la borne supérieure de ’exposant M rendue par l'inégalité

In[“t<

1 :
T ()

Considérons ensuite I’équation
1+en™+0,1"=0, (8)

oll un au moins des nombres g et g, est imaginaire. Il en résulte aisément que 7 ne
peut pas étre réel. (Il faut observer que ¢ et g, sont des racines ou de 'équation
x#2—1=0 ou de '’équation z¢ —1=0.) Donc, % est du quatriéme degré. Nous aurons
de (8), vu que M >2et M>N>1:

1=|on"+o, 0" |= |9 =|n "= [~ 9" =|n[ - 9] 9)

Or, la fonction a®— =z est positive et croissante pour tous les > 1. Done, si nous
supposons que |5 |>3(/5+ 1), nous aurons

|n*~ln|>1.

Cela est en contradiction avec (9) et nous concluons que la relation (8) est im-
possible pour M >N >1 lovsque |5|>3(V/5+1).
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Pour que I’équation (8) soit possible il faut donc que 1< |y|< %(V5+ 1). Ici le signe
d’égalité peut étre supprimé, vu que 7 est du quatriéme degré. D’aprés le Lemme 1
il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour ces valeurs de 7, et celles-ci peuvent
étre trouvées par un nombre fini d’opérations. Enfin, pour limiter Pexposant M on
aura l'inégalité (7).

Ainsi le Théoréme 4 se trouve établi pour tous les corps en question, sauf pour
les trois corps engendrés par les nombres (4).

En outre, les résultats obtenus nous permettent d’énoncer les propositions plus
précises que voici :

Théoréme 5. Dans les corps appartenant & une quelconque des classes 5, 7, 8, 9, 10,
11 et 12 il n'y a aucune solution de I’équation (1) exception faite des quatre possibili-
tés indiquées dans le Théoréme 1 dont la premiére existe toujours dans les classes 11 et
12 et seulement dans ces classes.

Théoréme 6. Dans les corps appartenant & l'une ou Vautre des deux classes 1 et 2,
il '’y a aucune solution de l’equatwn (1) i |p|= Ve.
Dans les corps appartenant & Uune ou Dautre des deux classes 3 et 4, il n’y a au-

cune solution de Véquation (1) si | n| > 3(V/5+ 1). Exception : La possibilité 1 + g + 0> =0
existe toujours dans la classe 4 et seulement dans ce cas.

Pour la démonstration il suffit d’observer : Dans la classe 8 on a 5= V ¢, done
(d’aprés le § 3) '

ln)=1Vel=V2+V3>3(1+V5).
Dans la classe 10 on a # = Vei, done (d’aprés le §3)

lg]=|Ve|>V5+2V6>11+V5).
Dans la classe 12 on a 5= V' —e, done (d’aprés le § 3)

In=|Ve|>Va+V15> 11 +V5).

Ainsi 'équation (8) est impossible pour toutes les valeurs de # dans ces classes.
Le Théoréme 3 est contenu dans le Théoréme 5. Dans le paragraphe suivant nous
allons traiter les corps des classes 6, 13 et 14 que nous avons exclues dans cette

section-ci.
§ 5. Le probléme dans les corps des classes 6, 13 et 14

Il s’agit des trois corps cyclotomiques engendrés par les racines des équations
suivantes : 22+ a3+ 22+x+1=0 (classe 6), z2-+1=0 (classe 13) et 28 —22+1=0
(classe 14). Dans chacun de ces corps nous allons déterminer toutes les solutions de
I’'équation

1+on"+e,7" =0, (10)

ol 7 est l'unité fondamentale du corps en question, ot ¢ et g, sont des racines de
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P'unité appartenant au corps, et ol M et N sont des nombres entiers rationnels.
D’aprés le Lemme 3 nous savons que le cas M =N =0 entraine 1+9+p°=0 et
0, = @* (classe 14).

Les cas dans lesquels MN(M — N)==0 peuvent étre traités en commun pour les
trois corps. En effet, on montre précisément comme dans le paragraphe précédent
qu’il suffit de supposer que M >N > 1. Soit dans (10) g et g, réels (= +1). Si 7 est
du second degré (classes 6 et 13), il est évident, d’aprés le Théoréme 1, que la seule
possibilité est donnée par 1+7—2>=0 (classe 6). Si 5 est du quatritme degré
(classe 14) on a M >4. Donc on aura

L=|g" 0" ="~ [q[" =9t = |5 .

Or, vu que |5|=|Vei|=)2+V3, on a
Inlt=1nlF>1.

Dong, il n’y a aucune solution dans la classe 14.
Considérons ensuite le cas ou un au moins des nombres g et g, est imaginaire.

Supposons d’abord que 7= %(Vg +1), M=2 et N=1. Dans ce cas I'équation (10)
peut s’écrire
1+ &1 +9)+ &7 =0, (11)

ni
ol £=e5 et ol les exposants a et b sont des entiers tels que |a|<4et|b]<4. Vu
que 7 est réel on aura de (11)

14+ &7%1+n)+E&=0.
En éliminant 7 entre cette équation et 1’équation (11) on obtient
(E+E)A+EY=(E+HED) 1 +EY,
d’or

i n—a-l—sin@:sinl(g_—b)
"5 5 5

et par conséquent

. x(a-l—b)_s‘nn(a—b)
e T R T

ce qui est évidemment impossible.
En supposant 7 = 7(1/5 +1) et M >3 on aura

1=gl=|nl"=|n -9
Or, cette inégalité est absurde vu que

lnf=lnlr=n—52=n>1
Donge, il n’y a aucune solution dans la classe 6.
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Considérons enfin les classes 13 et 14. Alors

1> =[nl"=[nF~|nl.
Or, cette inégalité n’est pas exacte. En effet, dans la classe 13 on a
[nl~lnl=n*-n=2+V2>1;
et dans la classe 14 on a |

Inlt—|n]=2+V3-Y2+V3>1.

Nous en concluons : Si MN(M — N)=0 il n’y a aucune solution, sauf 1+7—%>=0.
Dans la suite nous traiterons les trois classes séparément.
Il reste encore & examiner les cas M = N0 et N =0 (les cas M =0 inclus).

La classe 6. Nous posons £=e5. Supposons que M=N=+0. Alors, vu que
n="34(/5+1) est réel, il résulte de (10)

M= —g—gl=§“+§"=2cosn—5a,

ol a et b sont des nombres entiers rationnels. On en conclut : Les seules possibili-
tés sont M= —1 pour a=1 et M = + 1 pour a=2. L’hypothése N =0 entraine

nM= o —e o=+ £,
¢ et d étant des nombres ehtiers rationnels. Or, nous venons de montrer que cette

équation est possible seulement pour M = +1 et M= —1. Cela correspond aux
relations

p=E&+&1 et 17"1=§'2+§*2.
11 en résulte : Dans la classe 6 il y a les neuf solutions suivantes
1+8—£&n=0, 1-fn'—§p'=0, 1+&72-E19=0,
1-§E1 -8y l=0, 1-8-E=0, 1-E—¢& =0,

1+97—72=0, 1—y+5'=0, 1-y ‘-9 %=0.

-l

La classe 13. Nous posons £ =e*. Supposons que M =N +0. Alors il résulte de (10),
vu que = V2+1 est réel,

M= —g—gl=§“+§b=2cosztf=l/§,

ce qui est impossible. L’hypothése N =0 conduit 3
7= - —e Tl =& +&
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Or, nous venons de voir que cette relation est impossible. Done, il n’y a aucune
solution de (10) dans la classe 13.
i

La classe 14. Nous posons £=e5. Les racines douziémes primitives de I'unité sont
E &L =& £%= — £ Nous allons déterminer toutes les solutions de 'équa-
tion

pM=8+8&, (12)

ot M, a et b sont des nombres entiers rationnels. Supposons, dans cette équation,
que M >2. Alors, il vient

1=y &>y~ 1L
Or, cela est impossible vu que
|n|2=2+l/?:>2.

Done, si, dans (12), M est positif on a M =1, et I’équation (12) aura la forme

n=3V3+1)(1+i)=+&.
On en conclut

B+ (A =§"+&7
et par addition

b

1’/§+1=20087L:+2cos 6

Il en résulte que a=1 et b=2 (ou a=2 et b=1). Done, la seule solution de (12)
pour M positif est donnée par

n=E&+&.
Supposons ensuite que, dans (12), M est négatif. Vu que
7t =303 -1) (1-i),
on obtient de (12)
33— (A ™M= +¢
En y passant, simultanément, de -+ V34 —V3etde +¢ & —i, nous aurons
(=) M=EC+E”

Ici I'exposant — M est positif. D’aprés ce que nous venons de montrer il faut que
— M =1. 1l en résulte

7)= _ §7a_£7b=§7a+6+§7b+6’

ol 7a+6=1 (mod 12) et 76+ 6=2 (mod 12). Done, nous pouvons prendre ¢ =1 et
b= —4. La seule solution de (12) pour M négatif est donnée par

pl=¢+E =2
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En posant dans (10) M =N =0 on aura
M=o =E+E,
et en posant N =0 on obtient

7= e —e e =EHE

Or, nous venons de montrer que cela est possible seulement pour M = +1 et pour
M=-1

Par conséquent, nous concluons : Dans la classe 14 toutes les solutions de I’équa-
tion (10) sont données par le tableau suivant :

1+E =0, 1+&—§9=0, 1-&p ' —E1=0, 1-&+&9=0,
1-&—EM =0, 1-F"+£% =0, 14+p+0°=0.
Nous résumons les résultats de cette section comme il suit.

Théoréme 7. Dans le corps de la classe 6 il y a neuf solutions de Iéguation (1). Dans
le corps de la classe 13 il n’y @ aucune solution de (1). Dans le corps de la classe 14 il
y a sept solutions de (1). Les solutions existantes sont indiquées plus haut.

Avec ce résultat la démonstration du Théoréme 4 est compléte. Nous avons aussi
déterminé toutes les solutions du probléme, sauf pour les corps des deux classes 1
et 2 lorsque 1<|7|<V2 et pour les corps des deux classes 3 et 4 lorsque 1 <|y|<
%(VE-I— 1). Cependant, il résulte de la démonstration dans le §4 comment on peut
déterminer toutes les solutions méme dans les derniers cas. Pour cela il faillait un
grand nombre de calculs numériques. Nous nous contenterons d’illustrer cela par
I'exemple suivant.

Soit 7 une racine de 1'équation #*— 2+ 1=0 telle que |5|>1. On montrera aisé-
ment que 5 est I'unité fondamentale du corps K(5). Ce corps appartient a la classe 1,
et dans celui-ci I'équation (1) est résoluble par £ =% et E; = —17. Donc, d’aprés le
Théoréme 6 il résulte que || <V 2. De la maniére usuelle on trouvera 1,16 <|7| <1,2.
De P'inégalité (7) on aura alors M < 6. On vérifiera enfin que les valeurs M =6 et
M =5 sont impossibles, et ainsi les solutions du probléme sont données par :

1-p+7*=0, 1-9*—57'=0, et 1—y°+94*=0.

§ 6. Le cas d’un corps algébrique quelconque

Nous avons besoin d’un cas particulier d’un résultat de Siegel sur les équations
diophantiennes dans les corps algébriques; voir Siegel [5]. En posant dans son Satz 5
(p. 199-201) : =1, d =3 nous obtenons le

Lemme 4. Soient donnés le corps algébrique K et les nombres entiers «, f, y (+0)
dans K. Alors 'équation diophantienne

aX3+pY3=1y (13)
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n’admet qu'un nombre fini de solutions en nombres entiers X et Y appartenant a K.
L’exposant 3 dans (13) peut étre remplacé par le nombre naturel N > 3.

Supposons que le groupe des unités du corps algébrique K a le rang r, et soit
N> Ngs +++» Y UN Systéme fondamental d’unités. Considérons ’équation

1+E+E,=0, (14)

ou K et B, sont des unités dans K. Alors nous pouvons poser

E=oni'n3* ... et Ey=p ni*nd... 07, (15)
oll ¢ et g, sont des racines de I'unité appartenant & K, et ol &, @y, ..., &1, ¥y, Yg, + 0> Yr
sont des nombres entiers rationnels. Posons pour ¢=1,2,...,7,

=+ 3 et y=v+34,

ou a, Ay, ‘et »; sont des entiers rationnels tels que 0< u; <2 et 0 <y, < 2. Sinous
posons ensuite

<

a=gni'ng...n" et f=eining ...,
X=piyg .o et Y=qlnk..qF
I'équation (14) sera remplacée par 3% équations de la forme
aXs+pY3= -1 16)

Désignons par s le nombre des racines de 'unité dans K. En variant les nombres o
et o, dans (15) on aura donc un nombre total d’équations de la forme (16) égal &
3%s%.

D’aprés le Lemme 4 chacune des équations (16) n’admet qu’un nombre limité de
solutions en nombres entiers X et ¥ appartenant & K. Par conséquent, nous avons
démontré le

Théoréme 8. Si K est un corps algébrique quelcongue, Uéquation (14) n’admet qu’un
nombre fini de solutions en unités E et E, dans K. .

Cependant, cette démonstration ne donne aucun moyen pour résoudre compléte-
ment le probléme. Pour cela il fallait 1° un critére pour reconnaitre si I’équation
(16) est résoluble ou non, et 2° un algorithme pour déterminer toutes les solutions,
g'il y en a.

Dans les cinq premiers paragraphes nous avons vu comment on peut, par une
méthode différente, résoudre le probléme complétement lorsque le rang r< 1. Il n’est
pas vraisemblable que la méme méthode s’appliquera aux cas d’un rang > 1.

En modifiant un peu la démonstration du Théoréme 8 on pent évidemment ob-
tenir le résultat suivant plus général :

Théoréme 9. Soient donnés le corps algébrique K et les nombres entiers o, 8, y (+0)
dans K. Alors Uéquation diophantienne

«BE+p-H=y amn
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n'a qu'un nombre fini de solutions en nombres entiers T et H dans K tels que les va-
leurs absolues des normes | N(E)| et | N(H)| soient inférieures & une borne donnée.

En effet, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux principaux dans K dont la norme
ne surpasse pas la borne donnée. Dans chacun de ces idéaux nous prenons un nom-
bre & tel que |N(&;)| soit la norme de Iidéal. Alors, en remplacant les équations
(15) par

E=&onit...rm et H=E&oin!*...q¥
nous aurons, au lieu de (16), un nombre fini d’équations de la forme
ofy X3+ &, Y3=1.

En employant le Lemme 4 on aura donc le Théoréme 9.
De plus, on obtiendra aisément le

Théoréme 10. Soient donnés le corps algébrique K et le nombre naturel n>2. Alors
il n’y a qu'un nombre fini d’unités E dans K telles qu’on ait

1+ E=X" (18)
ou X est un nombre entier (variable) dans K.

Démonstration. Lorsque n>3 on aura seulement & appliquer le Lemme 4 en rem-
plagant 'exposant 3 par I’exposant n. Soit ensuite #» =2. Alors il est évident que les
nombres X + 1 et X —1 doivent étre des unités dans K tous les deux. Donc

X+1=E, X-1=E,
et

B,—EB,=2.

D’aprés le Théoréme 9 cette relation n’a qu’'un nombre limité de solutions en unités
E, et B, dans K.

Le Théoréme 10 restera encore vrai si on remplace F par un nombre entier (va-
riable) ¥ de K tel que la valeur absolue | N(Y)| soit bornée.

Si dans K, le rang r ne surpasse pas 1, on peut établir les Théorémes 9 et 10 sans
recourir au Lemme 4, et on peut effectivement déterminer toutes les solutions even-
tuelles des équations (17) et (18).
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