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Sur une propri~t~ des unit~s d'un corps  alg~brique 

Par TRYGVE NAGELL 

w 1. Introduction 

Dans  certains probl~mes de la th6orie des 6quat ions d iophant iennes  on est  con- 
dui t  ~ la quest ion de rdsoudre l '4quat ion 

1 + E + E  1 = 0  (1) 

en unitds E e t  E 1 d ' un  corps algdbrique K. Ainsi, dans  un t rava i l  sur la re13rdsen- 
ra t ion  des hombres  entiers pa r  une forme binaire cubique,  j ' a i  eu besoin de ddter- 
miner  les solutions de l 'dquat ion (l) dans  un  corps cubique ~ discr iminant  ndgatif; 
voir  Nagel l  [1] 1, Hil fssatz  IV.  De plus, le probl~me de ddterminer  les points  ex- 
ce13tionnels d 'une  certaine classe de cubiques a13partenant au corps algdbrique K 
exige qu ' on  ddtermine les solutions de l 'dquat ion (1) dons K; voir  Nagell  [2] 13. 346-  
355 e t  [3], 13. 176-179. 

Dons ces t r a v a u x  j 'a i  d6termin6 routes  les solutions de (1) dans  eertains cas 
s imples off le rang  r du grou13e des unitds de K est  ~< 1. E n  effet, j ' a i  dtabli les 
r~sultats  su ivants  : 

Th$or~me 1. Soit K un  corps quadratique. Alors une relation de la /orme (1), o~ E 
et E 1 sont des unitgs de K,  ne peut  exister que dans les cas suivants : 

1 ~ 1 + ~ + ~2 = 0, 

o~t K est engendrd par  ~, c'est-dt.dire par  ~ - 3 ;  

2 ~ ) 1 + 8 - - 8 2 = 0 ,  1 - - ~ - b ~ - l : 0 ,  1 - - ~ - 1 - - ~ - 2 : 0 ,  

O~ K est engendrg par  e, c'est-h-dire par  ~5. 

Pour  la d~monst ra t ion  voir  le t rava i l  [2]. 

Th~or~me 2. Soit K un  corps cubique ~ discriminant  ndgati/. Alors une relation de 
la /orme (1), oit E et E 1 sont des unitds de K,  ne peut  exister que dons les cas suivants : 

1 ~ K est engendrd par  une racine 0 de l'dguation x a § x 2 - 1 = O, et les relations possi- 
bles sont 

1 Les num~ros figurant entre crochets renvoient k la bibliographic plae~e h la fin de ce travail. 
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1 - 02 - 0 a = 0 ,  1 - 0 - 0 ~ = 0 ,  1 § 0 - 1  - -  0 - 3  = 0 ,  

1 + 0 - 0 - 3 = 0 ,  l + 0 ~ - 0 - 1 = 0 ,  1 + 0 - ~ - 0 - ~ = 0 .  

2 ~ K est engendrg par  une racine 0 de l'dquation x a + x - 1 = O, et les relations possi- 
bles sont 

1 - 0 - 0 3 = 0 ,  1 + 0 - 2 -  0 -3=0 ,  1 § =0. 

La ddmonstration se fera aisdment ~ l'aide de certains rdsultats obtenus dans 
[1] et [2]. 

Thfiorbme 3. Soit K un corps biquadratique ]ouissant des proprigtgs suivantes : Tous 
les quatre corps conjuguds sont imaginaires. K ne contient aucune racine de l'unitg 

di//grente de + 1 et -4- i. K admet un sous-corps quadratique de l  di//drent de R(V-5). 
Alors, la relation (1) n'admet aucune solution en unitds E et E 1 du corps K. 

Pour la ddmonstration voir le travail [3]; dans ce travail il faut  con-iger une 
faute d'impression : dans la ligne 5, p. 176, on doit remplacer p par i. 

Dans le thdorbme 3 le groupe des unitds du corps biquadratique a le rang 1. 
Cependant, le rdsultat n'embrasse qu'une catdgorie particuli~re de ces corps. Nous 
allons traiter le cas gdndral dans les chapitres 4 et 5. I1 faut d 'abord recapituler 
certains faits sur les corps biquadratiques, ce qui aura lieu dans le paragraphe 3. 

Dans le dernier paragraphe nous allons considdrer le cas d 'un corps algdbrique 
queleonque. 

w 2 .  L e m m e s  s u r  c e r t a i n e s  u n i t ~ s  

Nous avons besoin des rdsultats suivants : 

Lemme 1. II  n 'y  a qu'un hombre / in i  d'unitgs ~ ayant les propridtds suivantes : 
est du quatri~me degrg; routes les quatre unitds conjuguges sont imaginaires; on a 
1 < [ ~1 [ < c, olt c e s t  un. nombre rdel donng. Toutes ees unitds peuvent dtre dgterminges 
par  un hombre / in i  d'opdrations. 

Ddmonstration. Supposons que ~ est une racine de l'dquation irrdductible dans 
R (1), corps des nombres rationnels, 

x 4 -  P x  a + Qx ~ - R x  + 1 =0 ,  (2) 

off P,  Q et R sont des nombres entiers rationnels. I)dsignons par ~, ~', ~ et $' les 
racines de (2) de fagon que ~ '  et ~ '  soient rdels et positifs. A l'aide des indgalit~s 

1 < ] ~ [ < c ,  c - 1 < [ ~ ] <  1 

nous aurons les bornes suivantes pour les coefficients P, Q et R dans (2) 

IQI = + e +4c+ 1, 

1 R ] = [ ~ - 1 §  ~ -1+(~ ' ) -11<2c+ 2. 

Cela ddmontre le lemme, qui est, bien entendu, un cas particulier d 'un thdor~me 
plus gdndral. 
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Lemme 2. Soit e l' unitd /ondamentale d' un corps quadratique r&l, choisie > 1. Alors 

on a e >~ �89 (Ws+ l). s i  N(e) = + l,  on a e >12 + V3. S i  N(e) = +1  et e > 2 + V3, on a 

e >~ 4 + V ~ .  Si  2e est un  carr~ dans le corps et ~ > 2 + V3, on a e >15 + 2 V6. 

D4monstration. C'est un fair bien connu que �89 1) est la plus petite unit6 > 1. 
Soit e l 'unit~ fondamentale du corps quadratique rdel R(V~), off le nombre naturel  
A n 'es t  divisible par aucun carr6 > 1. Si e > 1 et N($) = + 1, il est ~vident qu 'on a 

e > v ] / ~  pour e = � 8 9  
et  

e > 2 v J / A  pour ~ = u §  

u et v &ant  des nombres naturels. Alors, on v~rifiera les assertions du lemme 
l 'aide d 'un tableau des unit&. 

Lemme 3. La seule solution de l'dquation 

1 §247 

en racines de l'unitd Q et ~1 est donn& par  la relation 

1 + ~ + ~ 2 = 0 .  

Dgmonstration. ] l e s t  ~vident qu 'aucun des nombres ~) et ~1 ne peut  6tre r~el. Alors, 
l 'dquation en question entraine dvidemment 

l + ~-1+ Qi-1 =0. 

En gliminant ~i entre les deux gquations on obtient 

(1 § ~ - 1 ) - 1  = 1 + ~, 

d 'oh 1 + ~ + Q 2 = O .  

w 3. Classification des corps biquadratiques du rang 1 

Dans cette section K signifie toujours un corps biquadratique du premier rang, 
e 'est&-dire : t o u s l e s  quatre corps eonjugu~s sont imaginaires. I1 est ~vident que 
l 'unit6 fondamentale ~7 du corps K peut  &re choisie de fagon qu'on ait [ ~ [ > 1. Ici 
le signe d'~galit~ peut  &re omis, vu que ~ n 'est  pas une racine de l 'unit6 (Th~or~me 
de Kronecker). I1 peut  arriver que K admet  un sous-corps U quadratique r~el. Dans 
ce cas nous d~signons par  e l'unit~ fondamentale de U ; nous choisissons celle-ci > 1. 

Dans la suite nous d~signons par  # le nombre des sous-corps quadratiques r~els 
et par v le hombre des sous-corps quadratiques imaginaires. Les corps en question 
se rdpartissent en quatorze classes caract~ris~es de la fagon suivante : 

1 ~ / z = v - 0 .  Racines de l'unit~ : seulement + 1. Toutes les unitds, sauf _ 1, sont 
du quatri6me degrd. 

2 ~ / z=0 ;  ~ =  1. Raeines de l 'unitd : seulement ! 1. Toutes les unit~s, sauf _+ 1, 
sont du quatribme degr& 
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3 ~ p = 0; u = 1. Racines de l 'unitd : ___ 1 et • i. Toutes les unit~s, sauf • 1 et • i, 
sont  du quatri~me degrd. 

4 ~ # = 0; v = 1. Racines de l 'uni td : • 1, • Q et • ~2, off ~ = �89 - 1 + V-L-3). Toutes 
les unit~s, sauf • 1, _+ ~ et • ~2, sont  du quatri~me degrd. 

5 ~ ~ = 1; v = 0. Racines de l 'uni td : seulement • 1. On aura ~ = e. Toutes  les unit~s. 
sauf • 1, sont  du second degrd. 

z 

6 ~ /~ = 1; v = 0. Le corps est engendr~ par  une racine cinqui~me primit ive de l 'unit~. 
Les racines de l 'uni td sont  • Q, oh Q parcour t  les racines de l '~quation x y -  1 = 0. 
Le sous-corps quadra t ique  est  engendr~ par ~ .  On peut  prendre pour  unitd fon- 

damentale  ~ = e = 1(~/~+ 1). Corps cyclique. 

7 ~ # =  1; v = 2 .  Racines de l 'unit~ : seulement • 1. L 'un i t6  fondamentale  ~ = ~ .  
Toutes les unit~s, sauf • 1, sont  du second degr~. Corps abeli~n. 

8 ~ /~ = 1; v = 2 .  Racines de l 'unitd : seulement • 1. L 'uni t~ fondamenta le  ~ = | / - e ,  
du quatri~me degrd. Dans  ce cas la norme de ~ doit  ~tre positive. D'apr~s le Lemme 2 

du w 2 on a e ~> 2 + V3. Corps abel• 

9 ~ # =  1; u = 2 .  Racines de l 'unit~ : + 1 et  •  L 'uni t~ fondamenta le  ~ = e .  Le corps 

est abdlien; ne peut  pas contenir  ]/3. 

10 ~ /u= 1; v = 2 .  Racines de l 'unit~ : • 1 et  •  L 'uni td  fondamenta le  ~ = V ~ .  La  
condit ion n4cessaire et  suffisante pour  ce cas est que le nombre  2e soit un  carr~ 
dans le sous-corps rdel. Donc,  la norme de e doit  ~tre positive. La  plus peti te  valeur  

possible de ~ est 5 + 2 ~/6 (d'apr&s le Lemme 2 du w 2). Le corps est abdlien, ne peut  

pas contenir  ~/3. 

11 ~ /z = 1; ~ = 2. Racines de l 'unit~ : ___ 1, • et  • off ~ = �89 - 1 + V~- 3). L 'uni t6  

fondamenta le  ~ = ~. Le corps est ab~lien; ne peut  pas contenir  V3. 

12 ~ # = 1; v = 2. Racines de l 'unit~ : • 1, • ~ et • ~2, off ~ = �89 - 1 + ~/-- 3). L 'uni t~ 

fondamenta le  ~ = V - e. Dans  ce cas la norme de e doit  6tre positive. On a e >~ 4 + ~/~ 
(d'apr~s le Lemme 2 du w 2). Le corps est ab~lien; ne peut  pas contenir  ~/3. 

13 ~ /u = 1; ~ = 2. Le corps est engendr~ par  une racine huiti~me primit ive de l 'unitd. 

Les sous-corps quadrat iques  sont  engendr~s par  les nombres  ]/2, ~ / - ~  et i. Les ra- 
cines de l 'unit~ sont  les racines ~ de l '~quation x s - 1  = 0. L 'uni t~ fondamentale  

= e = ~/2-+ 1. Corps ab~lien. 

14 ~ /~ = 1; v = 2. Le corps est engendr~ par  une racine douzi&me primitive de l 'unit6. 

Les sous-corps quadrat iques  sont  engendrds par  les nombres  V3, ~ / -  3 et i. Les ra- 
cines de l 'unit~ sont  les racines ~ de l 'dquat ion x ~2 - 1  = 0. L 'uni t~ fondamentale  

= �89 1) (1 + i). Corps abeli6n. 

A p r o p o s  de ces r6sul ta ts  voir  Nagell  [4], p. 351-361. I1 faut  observer que la 
classification que nous venons de donner  ici, est diffdrente de celle que nous avons 
proposde dans le t ravail  [4]. 
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Nous profi tons de l 'occasion pour  aviser les corrections suivantes au  t ravai l  [4] : 
Dans  le Lemme 2, p. 357, il f au t  a jouter  dans la deuxibme ligne entre (18). et  
Ainsi : Nous  excluons ici les trois corps engendrds par  les nombres  

2~t 2::i 2~i 
e ~-, e T et el~. 

De plus, il fau t  supprimer les derni6res hu i t  lignes, p. 358-359, de la d6monst ra t ion 
de ce lemme. La  ligne 12, p. 350, dolt  6tre fll = fiT,. 

w 4. Le probl~me dans le cas biquadratique 

Nous dirons qu 'un  corps alg6brique est du rang r lorsque le groupe des unit~s 
du corps (les racines de l 'unitd s part)  a l e  rang r; on a r = 0 seulement pour  R (1) 
et R(V~), ~ < 0. 

Le bu t  principal de cet te  section est d 'dtablir  le r~sultat  su ivant  : 

Th~or~me 4. Si K est un corps biquadratique du rang 1, l'6quation (1) n'a qu'un 
hombre ]ini de solutions en unitCz E et E 1 dans K. On peut reconna~tre s'il y a des 
solutions ou non, et les solutions eventuelles peuvent gtre ddterminges Tar un nombre 
/ini d' opdrations. 

Remarque. En  ver tu  des Th6or~mes 1 et 2 ce r6sultat  est donc vrai  pour  t o u s l e s  
corps algdbriques d ' un  rang r ~< 1. 

Comme dans le paragraphe  prdcddent K d~signe un  corps b iquadrat ique  du rang 1. 
Soit ~ l 'unitd fondamentale  du corps K, choisie de f~9on qu 'on  air ] 7 ] >  1. Alors 

il s 'agi t  de l 'dquat ion 

1 + ~y~M ~_ 01 ~N= 0, (3) 

off Q et Q1 sont  des racines de l 'unitd appa r t enan t  s K, et  off M e t  N sont  des nom- 
bres entiers rationnels. I1 est ~vident que M = N = 0 peut  arr iver  seulement pour  
I + 0 + 02 = 0 et  01 = 0 ~ (d'apr~s le Lemme 3). 

Dans  cette section, nous excluons les trois corps cyclotomiques engendr~s par  
les nombres  

e Y ,  e Y et e Y~. (4) 

Alors les nombres  0 et  01 dans (3) sont  des racines de l 'une ou de l ' au t re  des dqua- 
t ions x 4 - 1 = 0 et  x e - 1 = 0. 

Si nous supposons M = N # 0, nous aurons 

T - ' M :  - -  0 - -  01" 

Or, on v6rifie aisdment que cette relation est impossible pour  routes les combinai-  
sons des nombres  0 et  01, vu  que l 'unit~ ~ n 'es t  pas une racine de l 'unit~. D 'une  
faqon analogue on voi t  que N = 0 est impossible. E n  effet, cette hypoth~se entralne 
la relat ion 

~]M : - -  0 - 1  - -  0 - 1 0 1 ,  

qni  est impossible pour  routes  les valeurs en question des nombres  o e t  01- 
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Ainsi nous pouvons  supposer que M N ( M - N ) ~ =  0 et en outre que M > N. Soit 
N n~gatif. Alors, en mult ipl iant  (3) par  ~/-N0il nous aurons 

1 + 0; 1 ~-N+ 0011 ~M-N ~ O, 

oh les exposants  - N e t  M - N sont  positifs, l~ous en concluons qu'i l  suffit, dans (3), 
de consid~rer les cas oh M et N sont  t ous l e s  deux positifs. Ainsi on a M > zY >~ 1. 

Consi@rons d ' abord  l 'dquat ion 

1 ___~M_+~= 0, (5) 

Off les signes sont  inddpendants  entre eux, et  oh M >~ 2. Si M = 2 , /Y = 1, il est ~vi- 
dent  qu'il  n ' y  a que la seule possibilitd I + ~ - ~ = 0. Abst rac t ion faite de ce cas, 
est gv idemment  du quatri~me degr~ (d'apr~s le Thdor~me 1). Done M~>4. Nous  
obtenons de (5) 

1 = I,~_+,jNI >~ I,JlM- 1,11->~ 1,7 I~ -  I,; I'~-1~> I,~ I ' -  I,~ I~. (0) 

Or, la fonct ion x 4 -  x a est posit ive et croissante pour  t ous l e s  x > 1. Donc,  si nous 

supvosons qno I,l>~ v~, nous aurons 

1 ~ 1 4 - 1 ~ l . ~ > 4 - ~ > a .  

Cela est en contradict ion avee (6), et nous en concluons que la relation (6) est im- 

possible pour  M > N/>  1 lorsque ] ~/[/> W2, exception faite du eas 1 + ~1 - ~ = 0. Pour  

que l 'dquat ion (5) soit possible i] faut  done que 1 < ]~/] < V2. D'aprbs  le Lemme 1 
il n ' y  a qu 'un  nombre  fini d 'unit~s ~/satisfaisant s ces in~galitds, et  celles-ci peuvent  
~tre ddtermin~es par  un nombre  fini d'op~rations. Ensuite,  k l 'aide de (6), on aura  
la borne Sul~rieure de l ' exposant  M rendue par  l 'indgalitd 

1 [(7) 
[,71'~-~< f,71 _ 1. 

Consid~rons ensuite l '~quation 

1 + Q~M+ 01 ~N = 0, (8) 

oh un au moins des nombres  0 et  01 est imaginaire. I1 en rdsulte ais4ment que ~/ne 
peut  pas ~tre r~el. (I1 fau t  observer que 0 et  01 sont  des racines ou de l 'dquat ion 
x 4 -  1 = 0 ou de l 'dquat ion x 6 - 1 = 0.) Donc,  U est du quatribme degr~. Nous  aurons 
de (8), vu  que M~>2 et M > N > ~  1 : 

1 = 1 o ~ +  el~NI ~> Iv I~"- I~ I~/> I,l I ~ -  I,/I"-1/> I,~ I~- I,~ I . (9) 

Or, la fonetion x ~ - x est positive et  croissante pour  t o u s l e s  x > 1. Done,  si nous 

supposons que [7[ > �89247 1), nous aurons 

I~1~-I~1>1. 
Cela est en contradict ion avec (9) et  nous conchmns que la relation (8) est im- 

possible pour  M > N ~> 1 lorsque I ~ I > �89 (Vb+ 1). 
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Pour que l 'dquation (S) soit possible il faut  done que 1 <1 ~/1< �89 1). Ici le signe 
d'dgalitd peut  ~tre supprimd, vu que ~ est du quatribme degrd. D'aprbs le Lemme 1 
i] n 'y  a qu 'un nombre fini de possibilitds pour ces valeurs de 7, et celles-ci peuvent  
~tre trouvdes par  un hombre fini d'opdrations. Enfin, pour limiter l 'exposant M on 
aura l'indgalitd (7). 

Ainsi le Thdor~me 4 se trouve dtabli pour tous le s  corps en question, sauf pour 
les trois corps engendrds par  les nombres (4). 

En outre, les r6sultats obtenus nous permet tent  d'dnoncer les propositions plus 
prdcises que voici : 

Th~ori~me 5. Dans les corps appartenant dt une quelconque des classes 5, 7, 8, 9, 10, 
11 et 12 il n 'y  a aucune solution de l'dquation (1), exception/aite des quatre possibili- 
tds indiqudes dans le Thdor~me 1 dont la premiere existe tou]ours dans les classes l l  et 
12 et seulement dans ces classes. 

Thfiori!me 6. Dans les corps appartenant ~ l'une ou l'autre des deux classes 1 et 2, 
il n 'y  a aucune solution de I'dquation (1) si [~/[~> 1/2 -. 

Dans les corps appartenant dt l'une ou l'autre des deux classes 3 et 4, il n 'y  a au- 

cune solution de l'dquation (1) si ]r/[/> �89 1). Exception : La possibilitd 1 + e + ~ = 0 
existe toujours dans la classe 4 et seulement dans ce cas. 

Pour la ddmonstration il suffit d 'observer : Dans la classe 8 on a ~/= I / ~  e, done 
(d'aprbs le w 3) 

Dans la classe 10 on a ~ -  ]/~, done (d'apr6s le w 3) 

I = IV I/>1/5+2 >�89 + Vg). 

Dans la classe 12 on a ~/= V--e,  done (d'aprbs le w 3) 

I = I Vgl > �89 +V5). 

Ainsi l 'dquation (8) est impossible pour toutes les valeurs de ~/dans ces classes. 
Le Thdor~me 3 est contenu dans le Thdor~me 5. Dans le paragraphe suivant nous 

allons t rai ter  les corps des classes 6, 13 et 14 que nous avons exclues dans cette 
section-el. 

w 5. Le probl~me darts les corps des classes 6, 13 et 14 

I1 s 'agit  des trois corps cyclotomiques engendrds par  les racines des dquations 
suivantes : x 4 + x a + x z + x + 1 = 0 (classe 6), x 4 + 1 = 0 (classe 13) et  x 4 -  x z + 1 = 0 
(classe 14). Dans chaeun de ces corps nous allons d6terminer toutes les solutions de 
l 'dquation 

1 + ~z/u+ ~1 ~/N= 0, (10) 

oh ~/ est l 'unit6 fondamentale du corps en question, off ~ et Q1 sont des racines de 
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l 'unit6 appar t enan t  au  corps, et  oil M e t  N sont  des nombres  entiers rationnels.  
D'apr~s le Lemme 3 nous savons que le cos M = N = 0 entraine 1 + ~ + ~2 = 0 et  
01 = ~ (elasse 14). 

Les cos dans lesquels M N ( M -  N)4= 0 peuvent  ~tre traitds en commun  pour  les 
trois corps. En  effet, on mont re  prdcisdment comme dons le paragraphe  prdeddent 
qu'i l  suffit de supposer que M>N>~ 1. Soit dons (10) ~ et 0~ rdels ( =  •  Si ~/est 
du  second degr~ (classes 6 et 13), il est ~vident, d 'apr~s le Thdor6me 1, que la seule 
possibilitd est donnde par  1 +~/-~/~ = 0  (classe 6). Si ~/ est du quatr ibme degrd 
(classe 14) on a M >/4. Done on aura  

1 p. 

Or, vu  que on a 

1 1'-1 13>1 

Done, il n ' y  a aucune solution dans la elasse 14. 
Considdrons ensuite le eas off un  au moins des nombres  Q et ~ est imaginaire. 

Supposons d ' abord  que ~ = �89 1), M = 2  et N =  1. Dons  ce cas l 'dquat ion (10) 
peu t  s'~erire 

1 + ~(1  + ~) + ~b~/= 0, ( l l )  

oil ~ = e y e t  oil les exposants  a et  b sont  des entiers tels que ] a ] ~< 4 et ] b ] ~< 4. Vu 
que ~/est rdel on aura de (1 l) 

1 + ~-a(1 + ~1) + ~-b~/= O. 

E n  dliminant z / en t re  cette 6quation et l 'dquat ion (11) on obt ient  

d'ofi 

(~a+ ~b) (1 + ~-a) = (~-a+ ~-b) (1 + ~a), 

~ta ~tb = sin re( 5 - b), sin -~- + sin 

et  par  consdquent  

. zt(a + b) ~ ( a -  b) 
S l 1 2 - -  : s i n - -  

10 10 ' 

ce qui est dvidemment  impossible. 

E n  supposant  ~/= �89 + 1) et  M~> 3 on aura  

1 

Or, cette indgalitd est  absurde vu  que 

r 1 6 2  > 1. 

Done, il n ' y  a aueune solution dans la elasse 6. 

350 



ARKIV F6R MATEMATIK. Bd 5 nr 25 

Considdrons  en f i n  les classes 13 e t  14. Alors  

Or,  ee t te  indgal i td  n ' e s t  pas  exac te .  E n  effet,  d a n s  la  elasse 13 o n  a 

e t  d a n s  la elasse 14 o n  a 

N o u s  e n  eone luons  : Si M N ( M  - N)  # 0 il n ' y  a a u c u n e  so lu t ion ,  sauf  1 + y - ~2 = 0. 
D a n s  la  su i t e  n o n s  t r a i t e r o n s  les t ro i s  classes sdpa rdmen t .  

I1 res te  encore  s e x a m i n e r  los cas M = N # 0 e t  N = 0 (les cas M = 0 i n d u s ) .  

La classe 6. N o u s  posons  ~ = e  g. S u p p o s o n s  que  M = N # O .  Alors ,  v u  que  

= ~(V5 + 1) es t  rdel, i l  r~sul te  de (10) 

~ a  
~-M = _ 5 -- 51 = Ca + cb = 2 eos ~ - ,  

oh  a e t  b s o n t  des n o m b r e s  en t i e r s  r a t i o n n e l s .  O n  e n  c o n c l u t  : Les  seules possibi l i -  
t~s s o n t  M = - 1 p o u r  a = 1 e t  M = + 1 p o u r  a = 2. L ' h y p o t h b s e  N = 0 e n t r a i n e  

v M =  _ 5 - 1 _  5-151 = ~ +  Ca, 

c e t  d & a n t  des  h o m b r e s  eh t ie rs  r a t i onne l s .  Or, n o u s  v e n o n s  de m o n t r e r  que  ee t te  
d q u a t i o n  es t  poss ib le  s e u l e m e n t  p o u r  M = + 1 e t  M = - 1 .  Cela co r r e spond  a u x  
r e l a t i ons  

I1 en  rdsul te  : D a n s  la classe 6 i l  y a l e s  n e u f  so lu t i ons  s u i v a n t e s  

1 + ~ 2 - ~ = 0 ,  1 - ~ - 1 - ~ - 1 - 1 = 0 ,  1 + ~ - ~ - ~ - 1  = 0 ,  

1 -  r  ~2v]-1 = 0, 1 -  r  r = O, 1 --  r  ~-2T]-I  = 0,  

1+~?-~12=0, 1 - ~ ? + ~ - x = 0 ,  1 - ~ - 1 - ~ 1 - ~ = 0 .  

�9 Yd 

La classe 13. N o u s  posons  ~ = e u S u p p o s o n s  que  M - N # 0 .  Alors  il  rCsulte de  (10), 

v u  que  ~ = [/2-+ 1 es t  r~el,  

71:a 
-M = _ 5 -- 51 = $:  + Cb = 2 COS - - -  = V2, 

4 

ee qu i  es t  imposs ib le .  L ' h y p o t h ~ s e  N = 0 c o n d u i t  

~M = _ 5 - 1  _ ~ - 1 e l  = ~ + Cb. 
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Or, nous venons  de voi r  que eet te  re la t ion  es t  impossible.  Done,  il  n ' y  a aueune  
so lu t ion  de (10) clans la  elasse 13. 

La classe 14. Nous  posons  ~ = e ~. Les  racines  douzi6mes p r imi t ives  de l 'unitA sont  
~, ~-1, ~5 = _ ~-1, ~-5 = _ ~. Nous  al lons dd te rmine r  tou te s  les solut ions  de l '6qua-  
t ion  

~]M = ~ + ~ ,  (12) 

Oh M,  a et  b son t  des nombres  ent iers  ra t ionnels .  Supposons ,  dans  ee t te  dquat ion,  
que M >12. Alors,  il  v i en t  

Or, cela es t  imposs ib le  vu  que 

l 1 =2+V5>2. 

Done,  si, dans  (12), M est  pos i t i f  on a M =  1, et  l ' dqua t ion  (12) au ra  la forme 

~]= �89  1 ) ( l + i ) = ~ + ~ b .  

On en conelut  

e t  p a r  add i t i on  

�89 + 1) (1 - i) = + 

zta xtb 
|/3 + 1 = 2 cos ~ -  + 2 cos ~ .  

I1 en rdsulte que a = 1 e t  b = 2 (ou a = 2 e t  b = 1). Done,  la  seule so lu t ion  de (12) 
pour  M posi t i f  es t  donnde p a r  

~ = ~ + ~ 2 .  

Supposons  ensui te  que, dans  (12), M est  ndgatif .  Vu que 

7 - 1  = � 8 9  - -  1) (1  - -  i ) ,  

on ob t i en t  de (12) 

[�89 - 1) (1 - i ) ] -M= ~ + ~b 

E n  y passan t ,  s imul tandment ,  de + 1/3 s - V3 et  de + i s - i, nous  aurons  

( _ ~ ) - ~  = ~7~ + ~7~. 

Ie i  l ' e x p o s a n t  - M  est  posit if .  D 'apr~s  ee que nous venons  de m o n t r e r  il  f au t  que 
- M = 1. I1 en rdsulte 

= _ ~Ta_ ~Tb= ~7a+6 + ~*b+~, 

Off 7a + 6 = 1 (mod 12) et  7b + 6 = 2 (mod 12). Done,  nous pouvons  p rendre  a = 1 e t  
b = - 4. La  seule solut ion de (12) pour  M ndgat i f  es t  donnde p a r  

~ - 1 = ~ + $ - 4 = ~ _ ~ .  
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En  posant  dans (10) M = N = ~ 0  on aura 

-M = _ Q _ el = ~a + ~b, 

et  en posant  ~r = 0 on obt ient  

~M= _ Q-1 _ ~-1Q1 = ~ +  ~ .  

Or, nous venons de mont re r  que cela est possible seulement pour  M = + 1 et pour  
M = - I .  

Par  consdquent,  nous concluons : Dans  la classe 14 routes les solutions de l '~qua- 
t ion (10) sont  donndes par  le tableau suivant  : 

1 + ~-1--  ~-27 = 0  , 1 + ~--  ~-1~'/= O, 1 -- ~7-1 -- ~2~-1 : O, 1--  ~7 § ~27 = 0 ,  

1 -- ~--  ~-1~-~ = 0, 1 -- ~ - 1 §  ~ - ~ - 1 = 0 ,  1 § +~o~ = O. 

Nous  r~sumons les r~sultats de cette section comme il suit. 

Th~or~me 7. Dans le corps de la classe 6 il y a neu/ solutions de l'dquation (1). Dans 
le corps de la classe 13 il n 'y  a aucune solution de (1). Dans le corps de la classe 14 il 
y a sept solutions de (1). Les solutions existantes sont indiqudes plus haut. 

Avec ce r~sultat la ddmonst ra t ion  du Th6orgme 4 est complgte. Nous  avons aussi 
d~termin~ toutes  les solutions du problgme, sauf pour  les corps des deux classes 1 

et  2 lorsque 1 < 17[ < ]/~ et  pour  les corps des deux classes 3 et  4 lorsque 1 < I t / [<  
�89 1). Cependant,  il r~sulte de la ddmonstra t ion dans le w 4 comment  on peut  
d6terminer toutes  les solutions mgme dans les derniers cas. Pour  cela il faillait un  
g rand  nombre  de calculs numdriques.  Nous  nous contenterons d ' i l lustrer  cela par  
l 'exemple suivant.  

Soit ~ une racine de l '~quation x 4 - x + 1 = 0 telle que [ ~ [ > 1. On mont re ra  ais~- 
men t  que ~ est ] 'unit~ fondamenta le  du corps K(~). Ce corps appar t ien t  ~ la classe 1, 
et dans celui-ci l '~quat ion (1) est rdsoluble par  E = 74 et E 1 = - 7 -  Donc,  d 'apr~s le 

Thdor~me 6 il r~sulte que 17] < V2. De la mani~re usuelle on t rouvera  1,16 < 17[<  1,2. 
De l'in~galit~ (7) on aura  alors M~< 6. On v~rifiera enfin que les valeurs M = 6 et 
M = 5 sont  impossibles, et  ainsi les solutions du probl~me sont  donn~es par  : 

1--  t/ + 74 = 0, 1--  73 -- ?~-1= 0, et 1 - 7 - a + 7 - 4 = 0 .  

w 6. Le  cas  d ' u n  corps  a l g ~ b r i q u e  q u e l e o n q u e  

Nous avons  besoin d 'un  eas part iculier  d ' u n  r~sultat  de Siegel sur les ~quations 
diophant iennes  dans les corps alg~briques; voir  Siegel [5]. En  posant  clans son Satz 5 
(p. 199-201) : h = 1, d = 3 nous obtenons le 

L e m m e  4. Soient donnds le corps algdbrique K et les nombres entiers o~, fl, ~ (=~ O) 
dans K. Alors l'dquation diophantienne 

~X a +/~ Ira = T (13) 
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n'admet qu'un nombre /ini de solutions en nombres entiers X et Y appartenant h K .  
L'exposant 3 darts (13) peut dtre remplacd par le hombre naturel N >1 3. 

Supposons  que le g roupe  des  uni tds  du  corps a lgdbr ique K a l e  r ang  r, e t  soi t  
71, 7~ . . . . .  7, un  sys t~me f o n d a m e n t a l  d 'uni tds .  Considdrons l ' dqua t ion  

I + E + E I = O  , (14) 

oh E e t  E 1 sont  des unit~s dans  K. Alors  nous pouvons  poser  

- -  Yx Y~ E = e t a '  7 ~-' "" 7 r~" e t  E1 - -  el 71 72 " ' "  7 ryr'  (15) 

off ~ e t  ~l sont  des racines  de l 'un i t4  a p p a r t e n a n t  ~ K, e t  oh xl,  x 2 . . . . .  x~, Yl, Y2 . . . . .  Yr 
sont  des nombres  ent iers  ra t ionnels .  Posons  pou r  i = 1, 2 . . . . .  r, 

x~ = / ~  + 3u~ e t  yt = v~ + 3~,  

oh u~, ~,/x~ e t  v~ sont  des  ent iers  ra t ionnels  tels  que 0 ~</~ ~< 2 e t  0 ~< vi ~< 2. Si nous  
posons ensui te  

~1 v2 Yr 

X = 7 ~ ' 7 ~ ' . . . 7 ~  ~ et  Y = 7 ~ ' 7 ~ ' . . . 7 ~ ' ,  

l ' dqua t ion  (14) sera remplacde  p a r  3 ~ dquat ions  de la fo rme 

~X a + fl ya  = _ 1. (16) 

Ddsignons pa r  s le nombre  des rae ines  de l 'unitfi  dans  K. E n  v a r i a n t  les nombres  Q 
e t  ~)i dans  (15) on au ra  donc un  nombre  t o t a l  d ' dqua t ions  de la forme (16) dgal 
3 2 r 8 2 .  

D'apr~s  le L e m m e  4 chacune des ~quat ions  (16) n ' a d m e t  qu 'un  nombre  l imitd de  
solut ions  en nombres  ent iers  X et  Y a p p a r t e n a n t  ~ K. P a r  consdquent ,  nous avons  
ddmont rd  le 

Thfiori~me 8. Si K est un corps algdbrique quelconque, l'dquation (14) n'admet qu'un 
nombre /ini de solutions en unitds E et E 1 dans K. 

Cependant ,  ce t te  ddmons t r a t i on  ne donne  aucun  m o y e n  pour  rdsoudre  compl~$e- 
m e n t  le problbme.  Pou r  eela il fa l la i t  1 ~ un  cri tbre pour  reeonna i t re  si l ' dqua t ion  
(16) es t  rdsoluble ou non, e t  2 ~ un a lgor i thme  pour  dd te rmine r  tou tes  les solutions,  
s ' i l  y en a. 

Dans  les cinq premiers  p a r a g r a p h e s  nous avons  vu  comment  on  peu t ,  p a r  une 
mdthode  diffdrente,  rdsoudre  le probl~me eomplb temen t  lorsque le r ang  r ~< 1. I1 n ' e s t  
pas  vra i semblab le  que la  m~me mdthode  s ' app l ique ra  aux  cas d ' u n  r ang  > 1. 

E n  mod i f i an t  un  peu  la ddmons t r a t i on  du  Thdorbme 8 on peu t  d v i d e m m e n t  ob- 
t en i r  le rdsu l ta t  su ivan t  plus  gdndral  : 

Thlior~me 9. Soient donnds le corps algdbrique K et les nombres entiers ~, 8, 7' ( # O) 
dans K. Alors l'dquation diophantienne 

~ . ~ . + ~ . H = ?  (17) 

354 
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n'a qu'un hombre f ini  de solutions en nombres entiers "~ et H clans K tels que les va- 
leurs absolues des normes I/V(~) Iet IN(H)] soient in/drieures ~ une borne donnde. 

En effet, il n 'y  a qu'un nombre fini d'id~aux principaux dans K dont la norme 
ne surpasse pas la borne donn6e. Dans chacun de ces id6aux nous prenons un hom- 
bre ~k tel que I N(~k) I soit la norme de l'id6al. Alors, en rempla~ant les ~quations 
(15) par 

= ~ h ~ ' . . . ~ r  et H = ~ k ~ l ~ ' . . . ~ r  ~" 

nous aurons, au lieu de (16), un nombre fini d'dquations de la forme 

a~h X 3 + fl~k 1"3 = ~. 

En employant le Lemme 4 on aura donc le Thdor~me 9. 
I)e plus, on obtiendra ais~ment le 

Th~or~me 10. Soient donnds le corps algdbrique K et le nombre naturel n >1 2. Alors 
il n 'y  a qu'un hombre / in i  d'unitgs E dans K telles qu'on air 

1 + E = X n, (18) 

ole X est un  nombre entier (variable) dans K. 

Ddmonstration. Lorsque n ~> 3 on aura seulement s appliquer le Lemme 4 en rem- 
pla~ant l 'exposant 3 par l 'exposant n. Soit ensuite n = 2. Alors il est dvident que les 
nombres X § 1 et X -  1 doivent ~tre des unitds dans K tous les deux. Donc 

X +  1 = E l ,  X - I = E  2 
et 

E 1 - E 2 = 2 .  

D'apr~s ]e Th~or~me 9 cette relation n 'a  qu 'un nombre limit~ de solutions en unit~s 
E 1 et E 2 dans K. 

Le Th6or~me 10 restera encore vrai si on remplace E par un nombre entier (va- 
riable) Y de K tel que la valeur absolue I N(Y) I soit born6e. 

Si dans K, le rang r ne surpasse pas 1, on peut 6tablir les Th6or~mes 9 et 10 sans 
recourir au Lemme 4, et on peut effectivement d~terminer routes les solutions even- 
tuelles des 6quations (17) et (18). 
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