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Communiqué le 10 Septembre 1958 par T. NAGELL

Sur Papproximation diophantienne des formes linéaires

Par NikorLA OBRECHKOFF

On doit & Dirichlet le théoréme classique suivant :

Désignons par 1 un nombre réel et par wi,ws, ..., w, » nombres réels ar-
bitraires. Alors il existe » nombres entiers zy,xs, ..., z,, non tous nuls, tels que
Pon ait

1
|w1x1+w2x2+---+w,,x,,——y|<-,
Ly (1)
|wa|<t, p=1,2,...,x
ou y est un nombre entier convenable.

Dans [1] on a toujours le signe d’inégalité. Dans ce travail nous démontrons
une inégalité précise et générale.

1. Considérons la forme lindasre

2 D 2 2z ®
- (2) 5
f= Z“luzu + Zazuxu + et Zap.uxu s
p=1 pu=1 pr=1

O% A1y, lay, .. .,0p, sont des nombres réels arbitraires et ny,ns, . . ., N, sont des nom-
bres entiers et positifs. Soit encore my,ms, ..., m, des nombres entiers et positifs.
Alors il existe des mombres entiers 2{’,29,...,a7), v=1,2,...,p, non tous nuls,

les nombres de chague groupe z, 1 <u<mn,, éant du méme signe (Cest-a-dire non
négatifs ou non positifs) et tels que U'on ait

|f—y|<i, M=mnm+1)(name+1)...(npmy+1), @)

@ <m, 1<u<n, 1<v<op.
"

L’égalité dans (2) est atteinte.

Dans la démonstration nous appliquons le principe de Dirichlet sous la forme
suivante : Supposons que les nombres réels

O: %1, 002, « « .« 0n, 17
sont rangés par ordre de la valeur non décroissante. Alors ils existent au moins

deux nombres voisins, dont la différence est plus petite que 1/(n + 1), ou tous ces
nombres sont les nombres suivants
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1 2 n 1
a+1n+1" " a+1" 7

En effet la somme des nombres oy, 0t — oy, &g — &, - . + 5 0 — Xn—1, 1 — &tn €8t égale
4 1. Donc un au moins de ces nombres sera plus petit que 1/(n+ 1), ou tous ces
nombres seront égaux & 1/(n+1).

Donnons maintenant aux variables z’, 1<u<mn,, (»=1,2,...,p) les systemes
des valeurs correspondantes, (v=1,2,...,p),

@ 0 ) ) »

i xz") xf:;—2 37:,,—1 Tn, 1

m, m, - m, m, m,

m, m, - m, m, m, 1

m, m, - m, m, 0

m, m, - m, m,_y 0 (3)
m, m, - m, m,_g O

m, m, ‘- m, 0 0

m, m, -+ M_1 0 0

o 0 -0 o0 o0 |

Le nombre de ces systémes sera égal & (mymy+1)(nome+1)--- (nym,+1)=M.
Désignons ces systémes simplement par i, 45,...,y% o N=n1+na+ -+ +ny,
1<s< M. Les valeurs correspondantes de la forme f seront

[O=ayP +ayP + - Fany.

Désignons comme d’habitude par [z] le plus grand nombre entier qui ne surpasse
pas le nombre réel z et par {z} la différence x—[x]. Considérons les nombres
L{{®},s=1,2,...,u. I y aura au moins une différence

{4} =Py =1~ 1",

(y un nombre entier) dont la valeur absolue ne surpasse pas 1/M, ou le nombre
1—{f}, {f*} =max ({f}, {{®}, ..., {f*}), sera au plus égal & 1/M. Désignons
par 2,®, 1<u<n, (1<v<p), les valeurs des variables dans f et par z,,

1<u<n, (1<v<p) les valeurs correspondantes dans [?, c’est-a-dire

» n, p 7y
(a) () @) ()
= 7 2 = Ay X .
[9=2 Zaun?  [P=2 2t
p n,
On aura alors f@—fP= 21 ﬂzla,, w (@D — 2,/ )
==

et les nombres 2, —z,®, 1<u<n, de chaque groupe sont du méme signe. Le
cas ot 1—{f}<1/M se traite de la méme manidre.
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Nous démonfrerons maintenant que dans (2) le signe d’égalité est atteint. Pour
cela considérons la forme suivante

et hatT g R “
ou y,;ﬂ%le;?, 1<v<p et L, =n,m,+1, 1 <v<p. Montrons que la forme
S=Mf=2% ... 0n+4. ... 2yt -+ Ayp1+ Y
prend les valeurs 0,1,2,..., M —1, lorsque les variables 2 prennent les valeurs

(3). En effet la plus grande valeur de ¢ est égale &
2,22.3...lp(ll—l)"i'ﬁg/h...lp(lz—l)-l—"'+lp(2.p_1—'l)+z,p=M—1

by

et la plus petite est égale & zéro. D’autre part les valeurs de la forme sont
différentes. Supposons au contraire que

1213 [ },pyi‘f"l?,}..; PN lpyé-i- +1py;_1+y;
=Mols.. Apyt FAsAs. . Apys + o+ Apyp1tyy.  (5)
On aura Yo=Yy (mod 1,)
d’ou il découle que y,=vy;, puisque |y, —yy | <A, L’égalité (5) prend la forme
1213 e }.p-lyi‘i'lgl‘; e }.p_lyé'f‘ - +y;_1
=Zzﬂ.3 . lp_1y1’+l314 e lp—lyél + e +y1,>,—1’
d’ou il suit que Yp-1=yy 1 (mod A,_y).

De cette congruence on obtient y, ;=y,_; etc. Donc la forme (4) prend les
valeurs
O12 ]VI~212M—111
MMM T M M M
Il est evident alors que pour cette forme dans (2) on aura le signe d’égalité.
Dans des cas particuliers du théordme 1 on obtient :

2. Soient my, ng, . .., n, des nombres positifs et entiers et désignons par wy, Wz, - . . , O,
des nombres réels arbitraires. Alors il existe des nombres entiers z;, %, . . ., T, non
tous égaux & zéro et un nombre entier y tels que Uon ait

1
|C()1x1+()02x2+.+wxxx_y|<(n]+l)(n2+l) (n,,—l—l), (6)
|£L‘1|<n1, !le<n23 DRI |xu|<nw

Dans (8) Uégalité est atteinte.
3. Soient My, 4s,. .., 2, des nombres entiers et positifs et soient w, ws, - - -, ®, des

nombres réels arbitraires. Alors ils existent » mombres entiers x, non négatifs et un
nombre entier y pour lesquels on a
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» pp p

1
1+ A2+ + A+

| 0121 + g w2+ ---+co,,ac,¢—y|<}L
(N

0<z,<A) 1<p<xn, 2 z,>0.
p=1
Légalité dans (7) est atteinte.
On doit & A. Thue le théoréme remarquable :

Soient a et b des nombres entiers et m un nombre entier positif. Alors la con-
gruence
azx+by= 0(mod m) (8)

a toujours des solutions en mombres entiers x et y, qui ne sont pas en méme temps
égaux @ 2éros et pour lesquels on a

|z|<Vm,  |y|<Vm.

Une démonstration par le principe de Dirichlet de ce théoréme a ét6 donnée par
M. Nagell [1], qui en méme temps a étudié le nombre des solutions de (8) lors-
que m est un nombre premier. Le méme théoréme a été géneralisé pour plu-
sieurs variables :

Sotent ay,az,...,a, des nombres entiers et m un nombre entier el positef. Alors
la congruence
a3+ agxz+ - + a,x,=0(mod m)

a toujour des solutions en nombres enliers xy, s, . .., ,, non tous égaux & zéro, qui
satisfont aux conditions

4

|x,,|<l/7;z,' p=1,2,..., %

Nous démontrerons que ces théorémes découlent du théoréme 2 et en méme temps
nous allons les généraliser.

4. Soient ay,a,,...,a, des nombres eniiers arbitraire et m un nombre entier et
positif. Soient encore ny,m, . ..,n, des nombres entiers et positifs, pour lesquels on a

(ni+1)(ne+1)...(n,+1)>m. (9)
Alors la congruence

a1+ azee+ - +a,2,=0(mod m) (10}

a toujours des solutions en nombres entiers 1,2, . .., x, non tous égaux @ zero, qui
satisfont aux conditions

EARSIRIES T R FH £
La condition (9) ne peut pas étre remplacée par la condition
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(ni+1) (ne+1)...(n,+1)<m. (11)

En effet d’apres le théoréme 2 il existe des nombres entiers x5, %, ..., 2,
non tous égaux & zéro pour lesquels on a

a1

Qo a,, 1
—x+ —xt+ -+ =z, —y|<
m m m

(a4 1) (ne+ 1) ... (n,+ 1)

(12)

Ici 4 est un nombre entier convenable. De (9) et de (12) il découle
lai 2 +asme+ - +a,2,—my|<1,
d’ou il suit que anxr+agret - +a,x,=my,

puisque le nombre dans la partie gauche de (13) est entier.
Supposons maintenant que la congruence (10) a toujours des solutions en nomn-

bres entiers xy, zg, . . ., z,,, satisfaisants aux conditions Ix,, | n, 1< p<a, > | xp| >0,
51
quels que soient les nombres entiers ay,a,,...,a,, en supposant encore que pour
les nombres ny,79,...,n, on a V'inégalité (11). Alors la congruence
3 ) > 10y,

o+ Dae+ i+ 1) (g + ) ag+ - +
+m+ ) me+1). .. (n,1+1)z,=0(mod m) (14)

aura des solutions en nombres entiers xy,s,...,%,, pour lesquels on a
*
l2p| <7y, 1<p<a, > lzp|>0.
p=1

Alors la valeur absolue de la partie gauche dans (14) ne surpasse pas le nombre

n1+(n1+ 1)n2+(n1+1)(n2+ 1)7&3++(7L1+1)(7L2+ 1) .. .(n,,_1+ 1)n,,=
=(ma+1)(ng+1) ... (n,+1)—1<m—1,

c’est-a-dire sera plus petite que m. Done on aura
z1t (it D) ae+ (4 ) {ng+Dag+ -+ g+ 1) (na+ 1) ... (0,1 + 1)z, =0. (15)

De cette égalité il suit que le nombre n;+ 1 divise z;, c’est-a-dire z;=0. De
(15) on obtient

x2+(n2+ 1)x3++(n2+1)(n3+ 1) .o .(n,,_1+1)x,,=0,

d’olt T'on voit que z,=0 etec.

5. Sotent ay,as,...,a, des nombres entiers arbitraires et m un mombre entier
positif. Sotent encore Ay, 2z, ..., , des mombres entiers positifs pour lesquels on a
11+12+---+Z,,>m——1. (16)

Alors la congruence

ay 21+ ag e+ - +a,2,= 0 (mod m)
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a toujours des solutions en nombres entiers non négatifs qui satisfont aux conditions
0<z,<4,, 1<p<u, 2+ a2+ o+, >0,
On ne peut pas remplacer la condition (16) par la condition
M+t -+, <m—1.

D’aprés le théoréme 3 I'inégalité

PO PRTN < !
it —zt-+ T,y <—
m m™ Y St At o+ A,
a des solutions en nombres entiers non négatifs x,2,...,x,, satisfaisant aux
conditions
0<a,< 4, 1<p<, 21+ 22+ -z, > 0.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme considérons la congruence

+ x4 - + 2, = 0(mod m). (17)
Si 2,2, ...,2, est une solution de (17) avec les conditions
0<xi<lia 'f;=1,2,...,?€,

la partie gauche de (17) ne surpasse pas le nombre A;+ Ao+ - +4,<m et par
suite on aura 1'égalité

n+xet-+2,=0,

d’ou et de (18) il découle que z1=23="---=2u,=0.
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