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Mitge te i l t  a m  14. Apr i l  1954 d u t c h  T. NAGELL u n d  OTTO FROST~A~¢ 

Zur Axiomatik endlicher Gruppen 

V o n  BENGT STOLT 

§ 1. Einleitung 

In der Axiomatik endlicher Gruppen haben BAER und LEvi solche Axiomen- 
systeme behandelt, die die sogenannten allgemeinen Axiome enthalten; siehe [1]. 
LOI~E~ZEI¢ erweitert die Menge der zu betraehtenden Axiome, indem er die Eins- 
Existenzaxiome und die allgemeinen Inversaxiome aufstell$; siehe [2]. l%rner 
habe ich die Eins-Unit~Ltsaxiome und die speziellen Inversaxiome aufgestellt; 
siehe [3] und [4]. Weder in [2] noch in [3] oder [4] wird die Axiomatik end- 
lieher Gruppen behandelt. 

In [5] habe ieh s~mtliehe Systeme aufgestellt, die aus den yon LOR~ZE~ 
betrachteten Axiomen gebildet werden kSnnen und nur  fiir eine zugrundeliegende 
endliche Menge vollst~ndig und irreduzibel sind. Es ist das Ziel vorliegender 
Arbeit, s~mtliche vollst~ndigen irreduziblen Axiomensysteme zu bestimmen, die 
aus den yon STOLT betraehteten Axiomen gebildet werden kSnnen und nur dann 
vollst~ndig sind, wenn die zugrundeliegende Menge endlich ist und die in dieser 
Menge definierte Verknfipfung eindeutig ist. 

Den s~mtlichen Systemen dieser Arbeit liegt eine endliehe abstrakte Menge 
zugrunde. Fiir Bezeichnungen wird auf [3] verwiesen. Es wird hervorgehoben, 
dass, wenn eines der Axiome l e . J ,  l v . J ,  r e . J  und r v . J  besteh$, es zwei Elemente 
c und d gibt, die eine gewisse Gleichung erfiillen. Wenn mehrere dieser Axiome 
bestehen, werden wir annehmen, dass c und d in allen Gleiehungen dieselben sind. 

§ 2. Hilfssiitze 

Zuerst wollen wir die folgenden Hilfss~tze beweisen. 

Hilfssatz 1. W e n n  A ,  E u n d  U bestehen,  ha t  ~edes E l e m e n t  a e ine  P o t e n z  a m, 
d ie  i d e m p o t e n t  is t .  

Beweis: Wenn a beliebig ist, ist es mSglich, der Reihe naeh die Produkte 
a a =  a s, a a s =  a a, a a 3 = a 4 . . . .  zu bilden. Weil die zugrundeliegende Menge end- 
l ich ist, kommt man zu einer Gleichung a a ~ = a  k, wo k<) t  ist. Es ist nun 
mSglieh, a 2 a ~ - l = a S ,  a a a ~ - 2 = a  k . . . .  zu bilden, bis man nach a h a S = a  s kommt. 
Aus der letzten Gleichung ergibt sich 

a h a s s  = a h (a s a s) = ( a  h a k )  a k = a k a s = a 2s.  

Indem man fortfahrt,  kommt man zur Gleichung a h a hs= a hs. 
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F e r n e r  e rha l t en  wir  

a 2 h ahk = (ah ah) ah~ = aa (ah ahk) = aa aak = ah~. 

W e n n  m a n  fortf/Chrt, erhi~lt m a n  sehliesslich ah~a ak = a  h~, womi t  de r  Hi l fssa tz  
bewiesen ist.  

Hflfssatz 2. Wenn A,  E, U und I (U) bestehen, gibt es ein e~ mit lE . I  und rE.I .  

Beweis: W e n n  a, b, e, . . .  d ie  E lemen te  de r  Menge sind, g ib t  es zu j edem 
E l e m e n t  eine i d e m p o t e n t e  Po tenz  a m, b ~, cT, . . . ,  d ie  am am=a 'n usw. erffillen. 
Wegen  I (U) g i l t  folglich a m = b n = c r . . . . .  e~. Aus  a a m-1 = a m-1 a = e~ folgt ,  
dass  e~ die  E igensehaf ten  1E.I und  rE.I  ha t .  H i e r m i t  is t  der  Hi l f ssa tz  bewiesen.  

Hilfssatz  3. Wenn A, E, U, li (E) und li (U) bestehen, hat ein e mit li (E) sogar 
die Eigenscha/t 1E.li. 

Beweis: Der  A n n a h m e  zufolge g ib t  es e in  e m i t  li (E) und  ein  c, das  e c=  c 
effii l l t .  W e n n  a ein bel iebiges  E l e m e n t  ist ,  g i l t  c a = g. Wie  im Hfl fssa tz  1 is t  
es mSglich,  zwei Po t enzen  yon  g zu bes t immen ,  die ga g~=gk effiil len. Aus  

e g = e ( c a ) =  (ec) a = c a = g  

folgt  e g = g, und  es i s t  le icht  zu zeigen, dass  auch e g*=  g~, e 9a=  g3, . . ,  bes tehen.  
D a n n  gi l t  eg*=g  k. Aus  l i(U) folgt  gh=e, was g n - l c . a = e  geschr ieben werden  
kann .  Folg l ieh  g i l t  lE.li, w o m i t  de r  t t i l f s sa tz  bewiesen ist.  

t I i l fssa tz  4. Wenn A,  E, U, l i (E) und I ( U )  bestehen, hat ein e m i t  li (E) 
sogar die Eigenschaften 1E.I und rE.I.  

Beweis :  W e g e n  t t i l f s sa tz  2 g ib t  es ein e~ m i t  lE . I  und  rE.I.  F e r n e r  g ib t  es 
e in  e m i t  li(E) u n d  ein  c, dass  e c = c  erfii l l t .  Wegen  Hi]fssatz  1 g ib t  es idem-  
po t en t e  P o t e n z e n  e m u n d c ' ,  die e m e m = e m u n d  c n c n = c n erfiillen. Aus  I (U) 
folgt  e m = c n. 

Aus  e c = c i s t  es le icht ,  e * c u= c u herzu]ei ten,  wo x und  y ganze pos i t ive  Zahlen  
sind. D a n n  e rha l t en  wi r  

e m + z  ~ e x e m ~ e x c n ~ c  n ~ e m .  

Dies i s t  abe r  n u t  d a n n  mSglieh,  wenn e e = e  bes teh t .  Aus  I ( U ) f o l g t  e~=e, 
w o m i t  de r  Hiffssatz  bewiesen ist.  

§ 3. Vol l s t~nd ige  Systeme 

W i r  wollen nun  d ie  Vollst /~ndigkeit  der  folgenden Sys teme  zeigen. 

1) A,  lE, U, r I  (U) 

2) A,  lE, U, re.i, rv.i 

3) A,  E,  U, 1E.i, rU.i 

4) A,  E ,  U, Z~ (E), l i  (V) 
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5) A, ~,  ~], U (E), ~ (U) 
6) A, E, U, rI (E), U (U), r~ (U) 
7) A,  E,  U, lU.li, ri (U) 

8) A ,  E,  U, 1U.ri, ri (U) 

9) A ,  E ,  U, lU.li, I (U) 

10) A,  E,  U, IU.ri, I (U) 

11) A,  E,  U, 1U.li, re.li, rv.li, li (U) 

12) A,  E,  U, 1U.ri, r~.ri, rv.ri, li (U) 

13) A,  E,  U, re.rI, rv.rI, li (U) 

Vollstiindigkeitsbeweis yon 1): 

Wegen Hilfssatz 2 in [5] bestehen A,  E,  IE, U, 1U und r I ( U ) ,  womit das 
System auf das vollst~ndige System 12) in [3], S. 31, zuriickgefiihrt ist. 

Vollstiindigkeitsbeweis yon 

Wegen ttflfssatz 2 in [5] 
System auf das vollst~ndige 

2): 
bestehen A,  E,  lE, U, lU,  re.i und rv.i, womit das 
System 16) in [3], S.  32, zuriickgefiihrt ist. 

Vollstiindigkeitsbeweis yon 3): 

Die Vollstgndigkeit yon 3) ist in [5] bewiesen. 

Vollst~indigkeitsbeweis von 4):  

Wegen Hilfssatz 3 hat  ein Element mit l I  (E) auch die Eigenschaft lE.1I, wo- 
mit  das System auf das vollst~ndige System 1) in [3], S. 26, zuriickgefiihr~ ist. 

Vollstiindigkeitsbeweis yon 5):  

Wegen Hilfssatz 2 gibt es ein e~ mit lE . I  und rE.I ,  mid auf Grund der An- 
nahme gibt es ein e m i t  l I  (E). Aus I (U) folgt e~= e. Dann gilt 1E.II, womit 
das System auf das vollsti~ndige System 1) in [3], S. 26, zurtickgefiihrt ist. 

Vollst~indigkeitsbeweis yon 6):  

Wegen ttilfssatz 3 hat  ein Element mit rI  (E) auch die Eigenschaft lE.rI .  
Hiermit ist das System auf das vollstgndige System 11) in [3], S. 31, zuriick, 
geftihrt. 

Yollst~indigkeitsbeweis von 7): 

Der Annahme zufolge gibt es ein e mit 1U.li und ein c, das e c = c  erfiillt. 
Wegen Hilfssatz 1 bestehen e n e n = e  ~ u n d c  m c~=  c m. 

Wenn c=  c o bezeichnet wird, sieht man sofort ein, dass e x c~ =c~ besteht. Das 
Produkt  yon c o u n d e  x wird in folgender Weise definiert:  c o d = c,. Man erh~lt 
so fort 

c~ e ~ = (c o e ~ ) e ~ = Co ( e ~ e ~ ) = Co e x + ~ = c~ ÷ ~ , 
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und es ist klar, dass 

e ~ ~ = e ~ (Co e ~) = (e ~ Co) e ~ = Co e ~ = c~ 

besteht. Wir erhalten auch 

A u s  

folgt Co 2 e ~ = c~, aus 

c~ cg = (Co e ~) c~ = % (e ~ c~ ) = Co c~ = c~ ÷ ~. 

~o~e ~ = (c~ %) ~ = c ~  (Co ~ )  = ~  c~ = ~  

c~ e ~ = (c~ c~) e ~ = c ~  (c~ e ~) = c ~  c~ = c ~  

folgt c3e~=c~, und aus analogen 
Ausdruek c~ e ~ = c~ herzuleiten. 

Man erh~lt aueh 

und 

Gleichungen ist es ]eieht, den allgemeinen 

y+z~ 

~=c~c~e ~ c~+~ e ~ ~+y CO Cz ~ ~ Cz 

x y 
c~  c .  = (c~ e ~)  c~ = c~ (e  ~ c~)  = c~ ~ - ~+~ Cz - -  Cz 

denn es ist ja klar, da~s e ~ c~ = c ~  besteht. 
Unter  Beriieksiehtigung yon e ~ e ~=  e ~ und c~ c~ = c~ erhalten wir 

und 

c 7  e n = ( c y  e n) e n = c ~  (e n e ~) = c ~  e ~ = m Cn~ 

c~ c~ = (c~ n e n) c~  = c~ n (e ~ c~ )  = c~  c~  = c~ 

cm m m m n m 
Cn = C n  (C o e ) =  (Cn c y ) e  n = c ~  e ~ =  ~ On. 

Wegen ri (U) gilt c~ = e ' .  
zustellen. 

Dana  ist es mSglieh, die folgenden Gleichungen auf- 

en e = e e n = e c ~ = c  m n ~ e n ~  

~n e2 ~ e2 ~n ~ e2 vm ~ e m ~ en. 
n n 

Aus r i (U)  folgt dann e2=e, womit gezeigt ist, dass e die Eigenschaft 1U.I hat. 
Wegen ttilfssatz 2 hat  e auch die Eigensehaft rE.I.  Hiermit  ist gezeigt, dass 
das vorliegende System umfassender als das vollst~ndige System 5) in [3], S. 28, ist. 

Vollstiindigkeitsbeweis yon 8): 

Wegen Hflfssatz 6 in [3], S. 23, hat  ein e m i t  I U.ri sogar 1U.I, womit das 
System auf 7) zuriiekgefiihrt ist. 

Vollst~indigkeitsbeweis yon 9): 

Wegen Hilfssatz 4 ha t  ein e m i t  l U.li sogar 1U.I, 1E.I und rE.I ,  womit das 
System auf das vollst~ndige System 7) in [3], S. 29, zurfickgefiihrt ist. 
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Vollst~indigkeitsbeweis yon 10): 

Wegen Hilfssatz 4 hat ein e m i t  1U.ri sogar lU.I, lE.I und rE.l, womit das 
System auf das vollst£ndige System 7) in [3], S. 29, zurfickgefiihrt ist. 

Vollst~indigkeitsbeweis yon 11): 
Wegen Hilfssatz 3 hat ein e m i t  1U.li, r~.li und rv.li auch die Eigenschaft 

lE.li, womit das System auf das vollst~ndige System des Satzes 1 in [4], S. 82, 
zuriickgefiihrt ist. 

Vollst~ndigkeitsbeweis yon 12): 

Wegen Hilfssatz 8 in [3], S. 23, hat ein e mit I U.ri, re.ri und rv.ri auch die 
Eigenschaft li(E), womit dieses System auf 11) zuriickgefiihrt ist. 

Vollst~indigkeitsbeweis yon 13): 

Wegen Hilfssatz 3 hat ein e m i t  re.rI und rv.rI auch die Eigenschaft IE.rI, 
womit das System auf das vollst~ndige System 17) in [3], S. 33, zuriickgeffihrt ist. 

§ 4. Unvollst~indige Systeme 

Wir werden nun zeigen, dass die in den folgenden S~tzen aufgestellten Systeme 
unvollst~ndig sind, wenn eine endliche abstrakte Menge zugrunde liegt. 

Satz 1. Das System A, E, lE, U, l U und rs.rI ist unvoUstdndig. 

Satz 2. Das System A, E, 1E, U, l U und rv.rI ist unvollstgndig. 

Satz 3. Das System, A, E, U, IE.I, l U.I, re.I, li (U) und rI (U) ist unvollstdndig. 

Satz 4. Das System A, E, U, IE.I, 1U.I, rv.I, l i (U) und rI (U) ist unvoUst5ndig. 1 

Satz 5. Das System A, E, U, 1E.I, rE.l, lv.I, rv.I, lU.i, rU.i, le.i, re.i, li (U), 
ri (U) und I (U) ist unvollstdndig. 

Satz 6. Das System A, E, U, lU.e, rU.e, te.e, re.e, lE.I, rE.l, tI (U) und rI (U) 
ist unvollstiindig. 

Satz 7. Das System, A, E, 1E, rE, lU.e, rU.e und I (U) ist unvolls~ndig. 

Satz 8. Das System A, E, lE, rE, lU.i, rU.i, lv.e, rv.e, li (U), ri (U) und 1 (U) 
ist unvollsti~ndig. 

Satz 9. Das System A, E, lU.I, rU.I, Is.I, re.I, li(U) und ri(U) ist unvoll- 
stdndig. 

Satz 10. Das System A, E, lU.rI, rU.rI, ls.rI, rs.rI, li(U) und rI (U) ist un- 
vollstgndig. 

In  [4], S. 92, werden A, E, U, 1E.I, lU.I, rs.I, li(U), rI (U) und A, E, U, lE.I, IU.I, rv.l, 
Ii (U), rI (U) als unentschiedene Systeme bezeichnet. Aus Satz 3 und Satz 4 geht hervor, dass 
die Systeme unvollstgLndig sind. 
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Beweis yon 1, 2, 7 und 8: Die Si~tze 1, 2, 7 und 8 sind schon in [3], S. 51 
und S. 53, bewiesen. Es leuchtet unmit telbar  ein, dass die Beweise fiir eine 
zugrundliegende endliche Menge durehgefiihrt sind. 

Beweis yon 3 und 4:  Die folgende Menge ist keine Gruppe, weft z. B.  rE fehlt. 
Dagegen bestehen A,  E, U, l i (U)  und r I (U ) ,  und ferner ha t  das Element  1 
die Eigenschaften lE . I  und lU.I .  Die Gleichung c h ' = l  ist z .B.  flit c = 7 ,  
h ' =  4, 5, 6 oder 7 erfiillt. Fiir c =  7 hat  also 1 die Eigenschaft re.l, und folg- 
lich sind alle Axiome des Satzes 3 erfii]lt. Fiir c=2,  3, 4, 5 oder 6 gibt es 
dagegen kein h', das e h '= 1 erffillt. Ftir ein solches c ist also rv.I erffillt, und 
folglich sind auch die Axiome des Satzes 4 erffillt. 

1 1 1 7 7 7 7 
2 2 2 6 6 6 6 

3 3 3 5 5 5 5 
6 5 5 3 3 3 2 

5 5 5 3 3 3 3 
6 6 6 2 2 2 2 

7 7 7 1 1 1 1 

Beweis yon 5: In  der folgenden 
1E.I, rE.I ,  lv.I  und rv.I, und das 
le.i und re.i. Die Axiome 
keine Gruppe. 

Menge hat  das Element  1 die Eigenschaften 
Element  e ha t  die Eigenschaften lU.i, rU.i,  

des Satzes 5 sind also erfiillt, aber die Menge ist 

1 3 3 4 4 7 7 

3 1 1 7 7 4 4 
3 1 1 7 7 4 4 
4 7 7 1 1 3 3 

4 7 7 1 1 2 3 
7 4 4 3 2 1 1 
7 4 4 3 3 1 1 

Beweis yon 6: In  folgender Menge bestehen die Axiome des Satzes 6, denn 
das Element  1 ha t  die Eigenschaften lU.e, rU.e, le.e und re.e und das Element  2 
die Eigenschaften IE. I  und rE.I.  Die Menge ist aber keine Gruppe. 

1 2 

2 2 

Beweis yon 9: In  folgender Menge bestehen die Axiome des Satzes 9, denn 
das Element  1 ha t  die Eigenschaften l U.I, r U.I, ls.I und re.I. Die Menge ist 
aber keine Gruppe. 

(1,2,3,4) (3, 4) (2, 4) (2, 3) 
(3, 4) 2 3 4 

(2, 4) 3 4 2 

(2, 3) 4 2 3 
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Beweis yon 10: In  folgender Menge, die keine Gruppe ist, hat  das Element 1 
die Eigensehaften IU.r I ,  r U . r I ,  le .rI  und m.r I .  

( 1 , 2 , 3 , 4 )  (3,4)  (2,4)  (2,3) 

(2, 3) 2 3 (2, 3) 

(2, 3) 3 2 (2, 3) 

4 4 4 4 

§ 5. Die Irreduzibilit~t der vollsK4ndigen Systeme 

Sehliesslich werden wir zeigen, dass diejenigen v011sti~ndigen Systeme, die wir 
oben hergeleitet haben, irreduzibel sind. Dabei werden wir in derselben Weise 
wie in [3], S. 54, verfahren. Wir ersetzen die in einem volls~ndigen System 
enthaltenen Axiome der Reihe nach mit  weniger umfassenden Axiomen, und 
wir zeigen, dass alle so enthaltenen Systeme unvollst~ndig sind. 

Es ist zu bemerken, dass in [3], S. 19 und 20 gezeigt ist, dass ein vollst~n- 
diges System das Axiom A ,  eines der Axiome E,  lE, rE  und eines der Axiome 
E,  U enthMten muss. 

Wenn die zugrundeliegende Menge unendlich ist, sind s~mtl iehe Systeme des 
§ 3 unvollst~ndig, was aus [3], Satz 1 und Satz 7 im Absehnitt  IV, hervorgeht. 

Vollsti~ndiges System 

L A, ZE, U, rI(U) 

2. A, lE, U, re.i, rv.i 

3: A, E, U, lE.i, rU.i 

4. A, E, U, lI(E), li(U) 

5. A , E ,  U, I I ( E ) , I ( U )  

6. A , E ,  U, r I ( E ) , l i ( U ) , r I ( U )  

7. A, E, U, lU.li, ri(U) 

Teflsystem, das aus dem vollstan- 
digen System horvorgeht 

A, 

A~ 
A, 

Auf Grund folgenden 
Satzes ist das Tell- 
system unvollstgndig 

AT 
A, 
A, 

lE, U Satz 

lE, U, rv.i Satz 
1E, U, r~.i Satz 

E, 1E.i, rU.i Satz 
E, U, It.i, rU.i Satz 
E, U, 1E.i, rv.i, r I  (U) Satz 

A, E, lI  (E), li (U) 
A, E, U, I (E), II(U) 
A, E, U, lI (E), lI (U) 

Satz 8 
Satz 1 
Satz 6 

A, E, 
A, E, 
A, E, 

lI (E), I (U) Satz 
U, I (E), I (U) Satz 
U, II (E), l! (U), rI  (U) Satz 

Satz 8 
Satz 3 
Satz 6 
Satz 1 

Satz 9 
Satz 4 
Satz 5 
Satz 3 

A, E, rI  (E), li(U), rI  (U) 
A , E ,  U , I (E) ,  Zi(U),rI(U) 
A, E, U, rI (E), U (U), ~I (U) 
A, E, U, rI(E),  li(U) 

A, E, lU.li, ri (U) 
A, E, U, lv.li, ri(U), l l  (U) 
A, E, U, 1U.i, ri(U) 
A, E, U, lU.ll, rl  (U) 
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(Forts.) 

Vollst~ndiges System Teilsystem, das aus dem vollst/in- 
digen System hervorgeht 

Auf Grund folgenden 
Satzes ist das Teil- 
system unvollst~ndig 

8. A, E, U, 1U.ri, ri(U) 

9. A, E, U, lU.li, I (U)  

10. A, E, U, lU.ri, I (U) 

11. A, E, U, lU.li, re.li, rv.li, li(U) 

12. A, E, U, lU.ri, re.r/, rv.r/, li(U) 

13. A, E, U, re.rI, rv.rI, li (U) 

A, E, lU.ri, r~ (U) 
A, E, U, lv.ri, ri(U), lI (U) 
A, E, U, lU.i, ri(U) 
A,  E, U, lU.ri, rI  (U) 

A, E, ZU.ll, I (u) 
A, E, U, lv.li, I (U) 
A, E, U, lU.i, I (U) 
A, E, U, lU.li, lI (U), rI  (U) 

A, E, lU.ri, I (U) 
A, E, U, lv.rl, I (U) 
A, E, U, lU.i, I (U)  
A, E, U, lU.r/, lI (U), rI(U) 

A, E, lU.li, re.li, rv.li, li (U) 
A, E, U, lv.li, re.li, rv.li, li(U) 
,4, E, U, 1U.i, re.i, rv.i, li(U) 
A, E, U, lU.li, rv.li, li(U) 
A, E, U, lU.li, re.li, li (U) 
A, E, U, 1U.li, re.li, rv.li 

A, E, IU.ri, re.ri, rv.ri, li (U) 
A, E, U. lv.ri, rs.r/, rv.ri, li (U) 
A, E, U, lU.i, re.i, rv.i, li(U) 
A, E, U, 1U.ri, rv.ri, li(U) 
A, E, U, lU.ri, re.r~, li.(U) 
A, E, U, 1U.ri, r~.ri, rv.r/ 

A, E, re.H, rv.rI, li (U) 
A, E, U, re.I, rv.I, li (U) 
A, E, U, rv.rI, li (U) 
A, E, U, re.rl, li (U) 
A, E, U, re.rI, rv.rI, lI (U) 

Satz 9 
Satz 4 
Satz 5 
Satz 3 

Satz 
Satz 
Satz 
Satz 

Satz 
Satz 
Satz 
Satz 

Satz 
Satz 
Satz 
Satz 
Satz 
Satz 

S~tz 
Satz 
Satz 
Satz 
Satz 
Satz 

10 
5 
5 
2 
1 
6 

Satz 10 
Satz 5 
Satz 2 
Satz 1 
Satz 6 

Es bleibt nun zu zeigen, dass die oben hergeleiteten vollst~indigen Systems 
die einzigen Systems sind, die U enthalten und fiir eine zugrundeliegende Menge 
vollsti~ndig und irreduzibel sind. 

Wenn ein System die Axiome A ,  E ,  1U enthiilt, bestehen wegen IIilfssatz 2 
in [5] die Axioms A ,  E,  1E, U, l U. Wenn ein vollst~ndiges System die Axioms 
A, E, U und l U  enthi~lt, ist es also m6glich, das Axiom U wegzunehmen, denn 
U folgt ja aus den tibrigen Axiomen. Darum werden wir solche Systeme nicht 

in Betracht ziehen. 
Wenn sin System A ,  1E und U enth~]t, bestehen wegen Hilfssatz 2 in [5] 

die fiinf Axiome A, E, 1E, U und l U. Aus Satz 1 und Satz 2 geht hervor, 
dass nur A ,  lE, U, r I  ( U) ; A ,  lE, U, re.i, rv. i  ; A ,  1E, U, l I  (E) und A, lE,  U, 
rE. i  vollstiindig sind. Die zwei letzten Systems sind sogar fiir eine zugrunde- 
liegende unendliehe Menge vollst~ndig; siehe [2] S. 320 oder [3] S. 27. Folglich 
bleiben die Systeme I) und 2) des § 3 iibrig. 
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W i r  wenden  uns nun  den  Sys t emen  zu, die yon  den al]gemeinen A x i o m e n  
nu r  E und  U en tha l t en .  Aus  den folgenden Tafeln geh t  hervor ,  ob ein solches 
Sys tem vol ls t~ndig  oder  unvol l s t i indig  ist. 

I n  den  Tafeln s ind folgende Bezeichnungen be nu t z t  worden.  

- - b e d e u t e t ,  dass  das  en t sprechende  Sys t em wegen eines Satzes  des § 4 un~oll-  
s t i indig  ist. 

G bedeu te t ,  dass  das  en t sp rechende  Sys t em mi t  e inem Sys tem des § 3 ident i sch  
ist ,  d . h .  dass  es vo l l s tgnd ig  u n d  i r reduzibe l  ist.  

g bedeu te t ,  dass  das  en t sprechende  Sys tem ffir eine zugrunde l iegende  endl iche 
aber  n ich t  unendl iche  Menge vol l s tgndig  ist. 

x bedeu te t ,  dass  das  en tsprechende  Sys t em vol ls t~ndig  ist,  wenn eine endl iche  
oder  unendl iche  Menge zugrunde  liegt.  

Zu den  Tafeln  is t  zu bemerken ,  dass, wenn ein S y s t e m  A,  E ,  U und  drei  
a l lgemeine I n v e r s a x i o m e  enth~lt ,  es immer  vol l s t~ndig  ist, was aus  den  voll-  
s t~ndigen  Sys temen  6) und  7) in [3], S. 25, he rvorgeh t .  

Axiomensys~em 

A ,  E ,  U, IU.e, rU.e,  ls.e, re.e 
A ,  E ,  U, lE.1I 
A ,  E ,  U, lE . r I ,  re.rI ,  r v . r I  
A ,  E,  U, lE .r I ,  lU.r I ,  re .r I  
A ,  E ,  U, lE . r I ,  lU . r I ,  r v . r I  
A ,  E ,  U, lE.i ,  rU . i  
A ,  E ,  U, lE.i ,  lU. i ,  re.i, rv . i  
A ,  E ,  U, lE . I ,  rE . I ,  lv .I ,  rv.1 

Auf Grund folgenden . . . . . . .  
. . . .  ~ -  ~ I / ~ U I  ~runo i o l g e n c t o n  

vonstanalgen ~ystems ~ " " -  --xi m n 
. . . . .  I ~ a t z e s  l s ~  c t a s  ~ o e - ls~ aas z-lxlomensyst~m . . . . .  , .  [ system unvoastana~g vollstandlg I 

1 in [3] 
17 in [3] 

3 
1 in [4] 

Satz 6 

Satz 1 
Satz 2 

Satz 5 

Eins-Unit~tsaxiome, die zum Axiomensystem hinzugeffigt werden sollen 

u u ( u )  Axiomensystem l I  (U) ri  (U) li (U) ] . . l i(  U) l i (U)  ri ( ) . 

A ,  E ,  U, e 
A ,  E ,  U, lU.e, rU.e,  le.e, re.e . . 
A ,  E,  U, l E . r I  
A ,  E ,  U, 1E.rI, lU . r I ,  re . r I  . . . 
A ,  E ,  U, lE .r I ,  lU . r l ,  r v . r I  . . . 
A ,  E ,  U, 1U.lI .  
A, E, U,/e.//, l v . l I .  
A ,  E ,  U, lU.1I, rU. l I ,  le.lI, r s . l I  
A ,  E ,  U, r I  (E) 
A ,  E ,  U, lU . r I ,  le.rI ,  re . r I  . . . 
A ,  E ,  U, lU . r I ,  le.rI,  r v . r I  . . . 
A ,  E ,  U, IU.I ,  r U . I  
A ,  E ,  U, 1U.I,  re . I ,  r v . I  
A ,  E ,  U, lU . I ,  r U . I ,  le.I, re . I  . .  
A ,  E ,  U, IU . I  

- g 

- g 

X x 

x 

x X 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

g 
g 
X 

X 

X 

g 
g 
g 
G 
g 
g 
g 
g 
g 

X 

x 

g g 
g g 
X 

93 

X 

g g 
G g 
g g 
G - 
g - 
g - 
g g 
g g 
g g 
g - 

- g 

- g 

- g 

- G 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

g g 
g g 
X , X 

X X 

X X 

g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 

g g 
g g 
x X 

x X 

x x 

g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
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(Forts.) 

A ,  E ,  
A,  E, 
A,  E, 
A,  E,  
A,  E,  
A , E ,  
A , E ,  
A , E ,  
A , E ,  
A , E ,  
A,  E,  
A,  E,  
A ,  E,  
A , E ,  
A , E ,  
A , E ,  

Axiomensystem 

Eins-Unit~tsaxiome, die zum Axiomensystem hinzugeffigt werden sollen 

~ (u) r~ iv) ,uJZl iv) z~(u)],~ (u)] . . . . .  
' '1 

U, lU.I,  l t .I ,  re.I .  
U, lU.I,  le.I, rv.I  
U, lU.li, rU.li 
U, lU.li, re.li, rv.li 
U, lU.ri, re.r~, rv.ri . . . .  
U, lU.li, rU.li, le.li, re.ll . 
U, lU.li.  
U, lU.ri. 
U, lU.li, le.li, re.li 
U, IU.ri, le.ri, re.ri 
U, lU.li, le.li, rv.li 
U, lU.ri, le.ri, rv.rl 
U, lE.i, l U.i 
U, lE.I, lU.I ,  rs.I 
U, lE.I, rE.I ,  lv.I, rv.I  . . 
U, lU.i, rU.i, ls.i, re.i. . . 

g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
g 
X 

X 

g 

g - 
g g 
g G 
g G 
g g 
G - 
G - 
g - 
g 
g 
g 
X 

X 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- g 

- G 

- G 

- g 

- g 

- g 

- g 

- -  

g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
g g 
X X 

X 
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