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Résumé

On étudie la dérivation de 1’algebre de Lie des champs de vecteurs polynomiaux
sur R” qui contient tous les champs constants et le champ d’Euler. Elle est adjointe de
son normalisateur sur les champs de vecteurs polynomiaux de R”. Si de plus, 1’algebre
de Lie contient tous les champs linéaires diagonaux alors toutes ses dérivations sont
intérieures. On donne une classification de cette algebre de Lie.
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1 Introduction
Etant donnée une R-sous-algebre de Lie ‘¥ de I’algebre de Lie des champs de vec-

teurs polynomiaux sur R”, I’objectif central de notre article est de savoir si toutes les R-
dérivations de ‘P sont intérieures. Dans I’article [7], I’auteur considére le méme probleme
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pour I’algebre de Lie des champs de vecteurs lisses sur une variété différentiable, et montre
que toute dérivation est intérieure en utilisant le résultat de [5] sur les operateurs différen-
tiels linéaires. Par un principe analogue, a savoir, une dérivation est une application linéaire
et locale, [4] a étudié I’algebre de Lie des champs de vecteurs analytiques réels et a montré
que toute sa dérivation est intérieure en passant par I’étude des dérivations des champs ho-
lomorphes sur I’espace de Stein. Or, un champ de vecteurs polynomial nul sur un ouvert est
trivial, donc la condition locale de sa dérivation ne marche pas. [2] a utilisé le ” toral method
” pour étudier les dérivations de certaines algebres de Lie (nilpotentes) en tenant compte du
calcul de leurs dimensions. Dans ce papier, nous étudions les R-sous-algebres de Lie 3 des
champs de vecteurs polynomiaux sur R” qui contiennent tous les champs constants et le
champ d’Euler. On démontre que le normalisateur 91 de I3 est une sous-algebre de Lie des
champs de vecteurs polynomiaux de R”. En utilisant une graduation de ‘B, et le role des
champs constants et du champ d’Euler par le crochet des champs de vecteurs, on trouve
que toute sa dérivation est adjointe par rapport a son normalisateur. On montre de plus
que si tous les champs linéaires diagonaux appartiennent a *J3 alors toute sa dérivation est
intérieure. En particulier, le normalisateur 1 de I3 contient tous les champs linéaires diago-
naux. Le centralisateur de I3 est réduit a zéro. Ainsi, on peut calculer le premier espace de
cohomologie de Chevalley-Eilenberg de 13 et de 91. On donne des exemples d’illustration
de ces résultats, des exemples d’algebres de Lie de champs de vecteurs polynomiaux qui
ne vérifient pas la condition sus-mentionnée, et ou il existe une dérivation ne provenant pas
des champs de vecteurs de y (R"). La classification des algebres de Lie simples complexes
(et réels) est bien connue. C’est en partie dfie aux travaux d’Elie Cartan, de Dynkin et de
Killing. Ici, en utilisant la divergence de champs de vecteurs sur R”, on peut classifier les
algebres de Lie ‘I3 contenant tous les champs constants et le champ d’Euler. Le calcul du
premier espace de cohomologie de Chevalley-Eilenberg des sous-algebres de 1’algebre de
Lie des dérivations d’un anneau associatif, commutatif et unitaire; a été traité dans [6].
Mais en fait, les hypotheses dans [6] p.71 ne permettent pas d’aboutir a tous nos résultats.

2 Etude des algebres de Lie de 13

On désigne par x (R") I’algebre de Lie des champs de vecteurs sur R”. Dans tout ce
paragraphe, on considere une R-sous-algebre de Lie 3 (consistant) de champs de vecteurs
polynomiaux sur R” qui contient tous les champs constants et le champ d’Euler E , ou

E= in% en coordonnées (x'),_._ de R", 91 son normalisateur dans y (R") ; H; I'espace
- <i<

vectoriel des champs homogenes de degré i avec i € NU{—1}. On note Hg I’algebre de Lie
engendrée par tous les champs linéaires diagonaux. Les champs constants sont homogenes
de degré —1 et les champs linéaires de degré 0. On désigne par Ly la dérivée de Lie par
rapport a X € % (R"). On adopte la convention d’Einstein sur la sommation d’indices sauf
mention expresse.

Le crochet de deux champs de vecteurs X = X i% ety =Y/ % de % (R") en coordonnées
(xi ) | <i<p €St donné par :

ox/

) CANY:) CAN?
(X,Y] = (x =7~ V' =0 ) — 2.1)
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En utilisant la formule (2.1), P est graduée de la facon suivante :
BT = & P, , ot chaque PB; est un sous-espace vectoriel de dimension finie de H;, tels que

i>—1

[(PB-1,PB-1] ={0}etVi,j > —1,00i+j>—1, [P, P;] CPir, (2.2)
Proposition 2.1. Un champ X de B est homogeéne de degré p si et seulement si [E,X] = pX.
Démonstration. D’apres (2.1) et (2.2), on a le résultat. ]

Remarque 2.2. On peut identifier un champ linéaire c’est a dire de degré 0 a un et un seul
élément de gl (n,R), cf.[3] p.5.

Lemme 2.3. Si F = Y F; € suivant la graduation de ‘B, alors Vi, F; € B.
—1<i<k

Démonstration. Soit F = Y F;, la décomposition d’un champ de vecteurs F' de 3 en
—1<i<k
ses composantes homogenes.

[F,E|= Y (—i)F; €3, on peut recommencer (k— 1) fois ce processus et on a :
—1<i<k

Vjie0,k], Y (—i)j F; € B, d’ou un systeme linéaire a la Vandermonde dont on déduit
—1<i<k
que tous les F; appartiennent a ‘3. O

Définition 2.4. Le normalisateur 9t de P est défini par Mt = {X € ¢ (R") / [X,B] C B} .

Proposition 2.5. Le normalisateur Nt est une R-algebre de Lie (consistant) des champs de
vecteurs polynomiaux sur R".

Démonstration. )t étant une R-algebre de Lie cf. [1].
Soit X'-2; a ; € 9 dans % (R") , ob (x/)1< <, estun systéme de coordonnées de R”.

Pour tout j, [X S 3 /} = gfj 57 € P alors chaque est un polynome.

. k .
Donc [X ! ai, ,xk J } = (Xk —x' aaﬁ,- ) % est un champ de vecteurs polynomial.

D’ou Yk, X* sont des polyndmes. O

Définition 2.6. Une dérivation D de ‘3 est une application R—linéaire de 3 dans ‘P telle
que VX,¥ € B, DX, Y] = [D(X).Y] + [X,D(Y)].

Proposition 2.7. Une dérivation D de G est nulle sur tous les champs constants et le champ
d’Euler si et seulement si D est nulle.

Démonstration. Supposons que D(E) =D(C)=0,ouC € H_;.

Compte tenu du Lemme 2.3, soit P € Hy , ol k € NU{—1} et raisonnons par récurrence.
Pour P € H_; , on a par hypothése D(P) = 0.

On suppose que D(P) = 0 soit vrai jusqu’au rang k > —1.

Si P € Hyy, d’aprés (2.1) on a D[C,P] = (k+ 1)D(Q) , ou Q € Hy. Donc c’est nul par
hypothese.

Par la définition d’une dérivation, [D(C)

PI+IC, ()]=0
C’est a dire pour tout C € H_y, [C,D(P)] =

0, ainsi D(P) € H
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On pose D(P) = C', d’apres la Proposition 2.1 on a D[E, P| = kD(P).

Par définition et par hypothese sur D, kC' = [E,C'] = —C/, ainsi C' = 0.

D’oll Vk > 0, D(P) =0 et D = 0.

La réciproque est évidente. O

Proposition 2.8. Si D est une dérivation homogene de degré 0 sur B3, nulle sur E alors
D = Ly avec X un champ de vecteurs polynomial homogeéne de degré 0.

Démonstration. Soit D une dérivation homogene de degré 0 de 3, c’est a dire pour tout
ie NU{—]}, D(H,ﬂ‘B) C H;N*B. Alors pour C € H_, D(C) =C',ouC' €eH_,.

Par (2.1) 3!X € Hy tel que D(C) = [X,C] pourtout C€e H_j et D(E) =0 = [X,E].

Done Dy, o(g) = Lx et d’apres la Proposition 2.7, D = Ly. O

Théoreme 2.9. Toute dérivation de 3 est intérieure par rapport au normalisateur ) de *P3.
De plus D = L, x) avec X € Hy et F € B — H.

Démonstration. Soit D une dérivation de ‘3. D’apres le Lemme 2.3, il suffit de considérer
D (Vy,), ot V,, est un champ homogene de degré m > —1 de P.

Onpose D(V,,) = Y WietD(E)= Y E;oulesW, E; € H;NP en vertu du Lemme
—1<i<k —1<i<l
2.3.

Utilisant la définition de la dérivation en terme de composantes homogenes de méme degré,
ona:

D[E,Vm] = [D(E)vvm]+ [EvD(Vm)]

Entraine
mW_ 1 = 0 — Ww_ 1
mW = 0 + 0
mW, = 0 + Wi
sz = 0 + 2W2
me_z = 0 + (I’l’l — Z)Wm_z
mW,_1 = [Efl,Vm} + (m— I)Wm,1
mW,, = [Eo,Vm] + mW,,
mWy = [ELVa] + (m~4+1)Wypy
mWyii1 = 0 + (m+14+1)Wyp
mWpi142 = 0 + (m+142)Whii42

— Pour—1<i<m—2eti>m+Il,ona(i—mW,=0=W;=0
— Pourm—1<i<m+I, onobtient (i — m)W; + [E;_p, V] = 0.
En particulier

[Eo,Vin] =0 (2.3)
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Par suite,
1
DVy) = [EaVal+Wat Y < ) EviV)
m1<isml N1
—1
= [E1,Vul + Wt Y, () [Ei, Vin]
1<i<t \ 1
—1
iz0 \ 1
Onnote F= Y (Z})Ei€P,etonaD(Vy) =W, +[F,V,)

—1<i<L,i#0
Posant D' = D — Ly, ¢’est une dérivation homogene de degré 0 de ‘.
D’apres (2.3) et le fait que tous les champs constants sont dans I3, on a [Ey,C] =0VC € H_;.
Par conséquent, Ey =0 et D'(E) = 0.
D’apres la Proposition 2.8, D' = Ly avec X € Hy.
Alors D = L x) avec F + X est un champ de vecteurs polynomial sur R".
Dans ce cas, F +X € 9tavec F € B — H. O

Remarque 2.10. Le champ F 4+ X du Théoreme 2.9 peut ne pas étre dans ‘3, car Ly avec X
un champ linéaire diagonal est toujours une dérivation de 3. Or, tous les champs linéaires
diagonaux ne sont pas forcément dans ‘3.

Proposition 2.11. Le centralisateur € () de P est nul.

Démonstration. Par définition € () = {X € x (R") /[X,3] = {0} }.
Soit X € €(*P) C N, X est un champ de vecteurs polynomial d’aprés la Proposition 2.5.
Alors X = Y X;avec X; € H;.

—1<i<k
De la Proposition 2.1 et par définition, [E,X]= Y (/)X;=0.AlorsVi#0onaX; =0.
—1<i<k
Or [C,X]|=[C,Xo) =0VC € H_j,alors X =0et X =0.
D’ou € () = {0}. O

Théoreme 2.12. Le premier espace de cohomologie de Chevalley-Eilenberg de B3 noté
H! (B) est isomorphe a une R-sous-algébre de Lie de Hy. Si tous les champs linéaires
diagonaux appartiennent a B alors H' () est nul.

Démonstration. Par définition, H' () = Der () /adg cf. [8] avec Der (B) I'algebre de
Lie des dérivations de ‘B et adys I’ensemble des dérivations intérieures de .

Soit L: X € M +—— adyx € Der () qui est R-linéaire.

SiLxy =0,c’estadire [X,Y] =0VY €, alors X € €(P).

Par la Proposition 2.11, € () = {0} et X = 0. D’ou Iinjectivité de L.

Soit D € Der (3), d’apres le Théoreme 2.9 3X € N tel que D = Ly. D’ol la surjectivité.
Par ailleurs, pour X,Y,Z € x (R") [X,[Y,Z]] +[[X,Z].Y] = [X,[Y,Z]] — [Y,[X,Z]] et en uti-
lisant I’identité de Jacobi, on a [[X,Y],Z] = LxLy (Z) — LyLx (Z).

Donc Lixy)(Z) = [Lx,Ly](Z) VX,Y € Met VZ € x (R"), ainsi L est un homomorphisme
d’algebres de Lie.

Par suite 91 = Der (3).
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D’une maniére analogue que précédemment, L' : X € P8 —— ady € adg est R-linéaire. C’est
donc un isomorphisme d’algebres de Lie. Par suite 3 = adgp.
Alors

H' () = 9/P
, ot N/P est isomorphe a une R-sous-algebre de Lie de Hy d’apres le Théoreme 2.9.
Par ailleurs, soit D = L x) avec F' € B, X € Hy du Théoreme 2.9.
Jy e (Ho —H(‘)i) U{0}etCy e Hg tels que X = Cy+7.
Par (2.1), il existe C}) € H tel que [Y,C)) =Y. Si H{ C B alors Y € % car Ly € Der ().
Ainsi X € P8 et toute dérivation de ‘3 est intérieure. O

Corollaire 2.13. Toute dérivation de 1 est intérieure .

Démonstration. D’apres la Remarque 2.10, le normalisateur 91 contient tous les champs
linéaires diagonaux. Alors par le Théoréeme 2.12 on a le résultat. O

Exemple 2.14. 1 algebre de Lie des champs affines H_| @ Hy sur R” de dimension n” +n
est résoluble d’ordre 3, toute sa dérivation est intérieure par le Corollaire 2.13.
Exemple 2.15. Chacune des R-algebres de Lie suivantes est un exemple de ‘.
%,x% +y% est résoluble d’ordre 2 et sa
dérivation D est Ly avec X appartient a I’algebre de Lie engendrée par %, a‘%,x%, ya%,

1. Dans R?, I’alggbre de Lie engendrée par %,

,ya%,xa%. Ainsi son normalisateur est H_; & Hy et H' ('B) X Hy/ <E >.

2. Sur R?, soit I’alggbre de Lie non simple et non résoluble, engendrée par %, a%, x%,

, ya%, (x)Z%. Sa dérivation D est Ly telle que X appartenant a 1’algebre de Lie engen-
£ d 9 ,d .9 9 ~
drée par 5, 3 Xa Yoy (x)za—x, et H' () = {0}.
3. Sur R?, on consideére I’algebre de Lie résoluble d’ordre 3, engendrée par %, a% ,x% +

—l—y%,x%, (x)za‘iy. Sa dérivation D est Ly avec X appartient a I’algebre de Lie engen-

4 Jd 0 d 9 9 d ~
drée par %’ a*y,xafx,ya*y,xa*y, (X)zafy, et H1 (m) :Hg/ <E>.

2 1 5 . 4 Jd 9 o 9 30 . PR :
4. Sur R7, Ialgebre de Lie engendrée par 5, X an Yoy (x) 5, est de dimension infinie

dénombrable, dont le seul idéal commutatif est {0}, et [3,B] = B. Sa dérivation D
est Ly telle que X appartenant a I’algebre de Lie engendrée par %, %,x% , ya%, (x)? %,
etH! () = {0}.

5. On considere 1’algebre de Lie sur R? de dimension infinie dénombrable, engendrée

par %, a%,xaa—x, ya%,xy%. Elle a un idéal commutatif non nul engendré par y’a% et
r>0
coincide avec son idéal dérivé. Sa dérivation D est Ly avec X appartient a 1’algebre
: 4 d 90 ,0 0 d 1 ~
de Lie engendrée par 3, oy XarYay W et H ('B) = {0}.
6. Sur R2, soit I’algebre de Lie de dimension infinie dénombrable engendrée par %, a%,
,x%, y%,x%, (x)? %. Sa dérivation D est Ly telle que X appartenant a I’algebre de Lie

engendrée par 3, & x 2 ya x 3 x? & H' () = {0} et [, 9] c B
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Remarque 2.16. Si un champ constant ou le champ d’Euler £ n’appartient pas a I3 alors il
peut exister des dérivations qui ne sont pas intérieures dans le normalisateur de 13 :

Soit la R-algebre de Lie des champs de vecteurs polynomiaux engendrée par %,x%,y%

2 PR . e . ) - 9 o 9 | o .
sur R~. Sa dérivation définie par D (&) =D (ya) =0,D (xa—x) = yj, estune dérivation
non intérieure de (Rz).

N : 2 £ d d 0 d 9 .0 £t
La R-algebre de Lie dans R engendrée par 3, Yoy (resp. 5., @,xa—y) admet une dériva-
tion D (resp. D') non intérieure de son normalisateur, définie respectivement par :

0 0 0 0
p(5)=2(3)=0203) =5
N N N A A
v (5)=r(5)=02(5) =5

Définition 2.17. On désigne par Ay le degré d’homogénéité d’un champ homogene X de
PB. s est le degré d’homogénéité maximal de tous les champs homogenes de & C B. Ce
dernier peut étre infini.

Lemme 2.18. Soient X un champ homogeéne de degré k > 1, (V;), une suite de sous-espace

de Y H; définie par Vy = RX et la relation de récurrence : pour tout i € N, Vi | =
—1<i<k

[H_1 @ (E),V;]. Cette suite stationne en Vi. Si div(X) =0, ou div est la divergence de
champ de vecteurs de x,(R") alors VY € Vi, div(Y) = 0.

Démonstration. Soit X un champ homogene de degré k > 1. En vertu du rdle des champs
constants et du champ d’Euler par le crochet de champs de vecteurs, la suite (V;); stationne
lorsque 3j et Y € V; tels que Ay = —1. Dans ce cas (V;); converge vers Vi .

La formule de divergence donne div ([A,B]) = A(div(B)) — B(div(A)) et div([E,A]) =
Ediv(A)VA,B € y (R"). Par conséquent, si div(X) =0 alors div(Y) =0, VY € V;oy. O

Lemme 2.19. [l existe un champ quadratique ® de ‘3 de divergence non nulle tel que
[00,‘13 — (H_1 @Hg)] # {0} si et seulement si (il existe un champ quadratique Y de 3 de
divergence non nulle et 37 € (Ho —Hg) NP) ou (il existe un champ quadratique Y de B
de divergence non nulle et 3Z € Hy N*P) tel que le degré (Ay,); tend vers +oo, oit (V;); la
suite définie par Vo =Y et la relation de récurrence Vi € N, Vi = [Z,V]].

Démonstration. S’il existe un champ quadratique o de P avec div(®) # O tel que

0.5 (HoH)| £ {0}

Comme div (®) # 0, alors 3C € H_; tel que [C, 0] # 0.
1" cas : Il existe C' € H_ avec [C',®] € (Hy—H{) N*P tel que le degré de la suite (V;),
tend vers +oo, o1 (V;); est définie par Vy = et la récurrence V;;.; = [[C', 0], Vi].
2°me cas : 3C" € H_ tel que [C', @] € HINPetVhe H 4, [h,w] ¢ (Hy—HY).
Soit X € P— (H_ D HY), avec deg (X) =k > 1 tel que [©,X] # 0.
1. Pour k =1 : Il existe C" € H_; avec [C",X] € (Hy—H{) NP tel que le degré de
la suite (V;); tend vers +oo, ol (V;), est définie par Vy = o et la récurrence V| =
[[€”, X1, Vil.
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2. Pour k > 2 : Des crochets successifs avec les champs constants permettent de ramener
X au degré 2.
— Si3C" e H_y avec [, X] = a0+« € H NP, ou o € R* alors le degré de la
suite (V;); tend vers oo, ol (V;); est définie par Vy = ® et la récurrence Vi | =
X, Vi].
- SivC" e H_y, [C",X] # ow+ @ € H; NP alors on peut faire des crochets suc-
cessifs de X avec les champs constants jusqu’a ce qu’on obtienne le sous-cas 1..

La réciproque est évidente. 0

Proposition 2.20. 1] existe un champ quadratique ® de B3 de divergence non nulle tel que
[0, B — (H-1 ®HY)] # {0} si et seulement si Ao est infini.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.19, on a la nécessité.

Réciproquement, si pour tout ® € H; NP tel que div (0) £ O et [0, P — (H-1 @ HY)] ={0},

montrons que As est fini.

Soit alors ® un champ vérifiant ces hypotheses. On peut décomposer ® en une somme des

champs quadratiques ® = Y ®; tels que Aw; # 0 Vi, ot A désigne le laplacien de champ de
1

vecteurs de ¥, (R"), sinon il existe C € H_; tel que [C,®] € (Hy—H{) NP et [, [C, ®]] # 0.
Alors les champs de vecteurs polynomiaux homogenes X de degré supérieur ou égal a 2 de
B sont de divergence nulle avec [, X] = 0, et les champs homogenes Y de degré inférieur
ouégala 1 de P — (H-1 @ HY) vérifient [0,Y] = 0.

Donc le degré maximal des champs de 3 dépend de I’existence dans 3 d’un champ homo-
gene de degré arbitraire supérieur ou égal a 2.

D’oli A > 2 est fini. O

Théoreme 2.21. Les seules R-algébres de Lie des champs de vecteurs polynomiaux 33 sur
R" contenant tous les champs constants et le champ d’Euler sont :

1. Les R-sous-algébres de Lie de H_1 & Hy contenant tous les champs constants et le
champ d’Euler.

2. Les R-algebres de Lie de champs de vecteurs polynomiaux sur R" contenant tous les
champs constants et le champ d’Euler, dont il existe un champ homogene de diver-
gence non nulle de Hy avec k > 1 vérifiant : Ay est infini si et seulement s’il existe un
champ quadratique ® de 3 de divergence non nulle tel que [0), T — (H_1 @H{f )] #*
{0}.

3. Les R-algebres de Lie des champs de vecteurs polynomiaux sur R" contenant tous
les champs constants et le champ d’Euler, dont les champs homogeénes de degré su-
périeur ou égal 1 sont de divergence nulle (Asg peut étre fini ou infini).

Démonstration. 1. Immédiate.
Sinon Ay > 1, car P n’est plus un sous-espace de H_; & Hy.

2. S’il existe X € Hy NP, ot k > 1 tel que div(X) # 0, d’apres le Lemme 2.18 et
la Proposition 2.20, on peut construire toutes les R-algebres de Lie des champs de
vecteurs polynomiaux satisfaisant :

Mg est infini si et seulement s’il existe un champ ® € H; NP, avec div (w) # 0 tel

que [@, B — (H-1 & HJ)] # {0}
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3. SiVX € HyN*P, ot k > 1 tel que div(X) = 0, en vertu du Lemme 2.18, on peut
construire toutes les R-algebres de Lie des champs de vecteurs polynomiaux véri-
fiant :

VY € P—HY, div(Y) =0et VY, Z € B, div([Y,Z]) = 0.
O

Corollaire 2.22. En coordonnées (xi) \<i <nde R" la valeur de kqg est infini si et seule-
ment si (31'75 j/x"xj%) ou (EIi;ré j/xj%, (xj)Z%) ou (Eli/ (xi)3 %) figurant dans
Iexpression d’un élément non nul de 3.

Proposition 2.23. Toute dérivation des champs de vecteurs polynomiaux 3 sur R est inté-

rieure, toute dérivation des champs de vecteurs polynomiaux B de dimension infinie sur R?
est intérieure.

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 2.12 et du Théoreme 2.21. O

Nous tenons a remercier M. Jean Moulin Ollagnier, Université Paris XII; M. Didier
Pinchon, Université Toulouse III ; pour leurs suggestions au cours de ce travail.
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