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Introduction

Soit G un groupe de Lie. C’est un probléme classique de décrire le dual unitaire G de
G. G. W. Mackey [Ma] a proposé une méthode pour résoudre ce probleme. Lorsque G
contient un sous-groupe invariant fermé nilpotent connexe non central, et lorsque
certaines conditions de régularité sont satisfaites, la méthode de Mackey réduit le
calcul de G a celui du dual unitaire de groupes plus petits. En appliquant ce procédé
autant de fois qu’il le faut, en supposant que les conditions de régularité sont toujours
satisfaites, le calcul de G se raméne donc 2 celui du dual unitaire de certains groupes
réductifs. Le but de cet article est de décrire, pour un groupe algébrique G, la
paramétrisation de G qui en résulte.

Plus précisément, soit k un corps local de caractéristique 0 (i.e., kest égal AR, C,
ou a une extension finie de Q,,, cf. [Wel]), et soit G un groupe linéaire algébrique défini
sur k. On note G=G, le groupe des k-points de G. C’est un groupe de Lie (sur k). Nous
donnons une paramétrisation de G en fonction du dual unitaire projectif de certains
sous-groupes réductifs de G.

Notre paramétrisation de G généralise celle de Kirillov [Ki] pour les groupes
unipotents, et utilise donc le dual g* de I’algébre de Lie g de G. Soit g € g*. On note
G(g) le stabilisateur de g dans G, g(g) son algébre de Lie, “"G(g) le radical unipotent de
G(g) et “g(g) son algeébre de Lie. A I'aide de la structure symplectique sur g/g(g), nous
définissons un 2-cocycle d’ordre 2 sur le groupe réductif G(g)/"*G(g), et nous notons
Y™ (g) l'ensemble des classes de représentations projectives irréductibles de
G(g)/*G(g) associées a ce cocycle. Nous définissons un ensemble de formes linéaires
sur g, appelé I’ensemble des formes linéaires de type unipotent. Disons simplement ici
que si G est unipotent, tout élément de g* est de type unipotent, et que si G est
réductif, 0 est le seul élément de g* de type unipotent. On note € I’ensembie des
couples (g, 7) ou g est une forme sur g de type unipotent, et ou 7 est un élément de
Y'"™(g). Le groupe G opére naturellement dans €. A tout élément (g, 7) de &, nous
allons associer une classe de représentations unitaires irréductible 7, , de G, et nous
montrerons que I’application (g, 7)—T, , induit une bijection de %G sur G.
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Lorsque G est unipotent, € est égal & g*, et la bijection ci-dessus n’est autre que
celle de Kirillov [Ki] (pour k=R) et de Moore [Moo] (pour £=Q,).

Supposons G résoluble connexe et déployé sur k. Lorsque k=R, Bernat [Be]
paramétrise G (en fait Gy, ol Gy est la composante neutre de G) 2 I'aide de g*. Lorsque
k=Q,, Howe [Ho] paramétrise G en utilisant 1*, ol u est I'algébre de Lie du radical
unipotent de G. Contrairement aux apparences et bien que nous utilisions des formes
linéaires sur g, notre paramétrisation est essenticllement identique & celle de Howe, et
différe de celle de Bernat.

Nous donnons deux constructions des représentations T, ,. Dans tous les cas, on
est amené a appliquer la théorie de Mackey a un sous-groupe invariant unipotent de G.
1l faut pour cela calculer une certaine obstruction cohomologique, ce qui est fait dans
[Dul] pour k=R, et dans Lion et Perrin [Li-Pe] dans le cas général. Rappelons que dans
cette affaire, Ia représentation métaplectique joue un grand réle. Un des points impor-
tants de notre construction est la définition de Y"™(g), qui incorpore toutes les obstruc-
tions cohomologiques intervenant dans les applications successives de la théorie de
Mackey.

Si I’on étudie les groupes de Lie réels, il n’est pas naturel de se restreindre aux
groupes algébriques. Si G est un groupe de Lie réel ayant un nombre fini de compo-
santes connexes et localement isomorphe 4 un groupe algébrique, il n’est pas difficile
d’adapter notre méthode pour obtenir encore une paramétrisation de G. Si G est un
groupe de Lie quelconque, d’une part la théorie de Mackey n’est pas applicable sans
précautions, et d’autre part, la notion de forme de type unipotent n’a pas de sens.
Cependant, les idées exposées ici, convenablement modifiées, restent trés utiles dans
I’étude de G. Pour une description de ces résultats, je renvoie les lecteurs 4 mon article
[Dud], qui contient aussi un résumé du présent travail.

Considérons une algébre de Lie algébrique g sur un corps algébriquement clos de
caractéristique 0. Notons U(g) son algébre enveloppante. Pour toute forme linéaire g
sur g de type unipotent, et pour tout idéal primitif & de U(g(g)/*g(g)) nous construisons
un idéal primitif 7, ¢ de U(g), généralisant la construction de Dixmier [Dil] lorsque g
est unipotente. Si G est un groupe de Lie algébrique connexe d’algébre de Lie g, G
opére dans I’ensemble # des paires (g, £ comme ci-dessus, et  définit une application
de #G dans I’ensemble des idéaux primitifs de U(g). Grace aux travaux de Dixmier et
Moeglin sur I’analogue de la théorie de Mackey, on montre que cette application est
surjective et de fibre finie. (Il est probable que ¢’est une bijection.)

La comparaison des représentations T, . et des idéaux primitifs I,  permet, dans
le cas réel, le calcul du caractére infinitésimal des représentations 7, ,.
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Chapitre I. Formes linéaires de type unipotent
Sous-algebres coisotropes

1. Dans ce chapitre, k est un corps de caractéristique 0, G un groupe algébrique
linéaire défini sur £, G un sous-groupe d’indice fini du groupe G, des k-points de G. On
note g I’algébre de Lie sur k qui est ’algébre de Lie de G.

Une sous-algébre b de g est dite algébrique s’il existe un sous-groupe algébrique B
de G défini sur & dont b est I’algébre de Lie. Si B est un tel sous-groupe, on note "B son
radical unipotent. Il est défini sur k. On note “b son algebre de Lie, et I’on dit que c’est
le radical unipotent de b. Rappelons que I’on dit que B est réductif si "B est le groupe
{1}. Rappelons qu’en général, d’aprés [Mos], B admet des sous-groupes réductifs
maximaux définis sur k, que deux tels sous-groupes sont conjugués par un élément de
"By, et que si R est un tel sous-groupe, le groupe By est isomorphe au produit semi-
direct R, xX"B,. L’algébre de Lie r de R sera appellée un facteur réductif de b.

2. Si G opere dans une variété algébrique V définie sur & par une action rationnelle
définie sur k, on note G(v) le stabilisateur dans G d’un point v de V. Si v est un k-point,
on note G(v) le stabilisateur de v dans G. C’est un sous-groupe d’indice fini de G(v)y.
On note g(v) 'algébre de Lie correspondante. Tout ceci s’applique en particulier aux
représentations adjointes dans les idéaux G-invariants de g et dans leurs duals.

On note a* le dual d’un espace vectoriel a. Si D est un sous-espacé deaetsiaca®,
on note al|b la restriction de a a b. Si ¢ est un sous-espace de b et si x est un
endomorphisme de a stabilisant b et ¢, on note xg, I’endomorphisme de b/c qui s’en
déduit.

Si g est un élément de g*, on note B, la forme bilinéaire sur gx g définie par la
formule B,(X, V)=g([X, Y)). Si b est un idéal de g, I’algebre g(g|b) est égale a I’ortho-
gonal de b dans g par rapport a B,.

3. Définition. Soient g un élément de g* et b une sous-algeébre de g. On dit que b
-est.coisotrope (ou coisotrope relativement a g s’il y a ambiguité) si I’orthogonal de b
dans g par rapport a B, est contenu dans. b.

Des exemples extrémes de‘sous-algébres coisotropes sont les polarisations (ce sont
les sous-algébres égales a leur orthogonal), et I’algeébre g elle-méme.
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4. Soient g un élément de g* et b une sous-algebre de g. Nous poserons b=g|b,
nous noterons b+ I’orthogonal de b dans g* et b€ I’orthogonal de b dans g par rapport a
B,. Remarquons que b¥N0 est égal a b(b), de sorte que c’est une sous-algébre de b.
D’autre part, b(b) g est un sous-espace de g* contenu dans b.

LEMME. L’algébre b est coisotrope si et seulement si b(b) g est égal a b+.

Dans ce cas, notons @ I’ensemble des g’ € g+b™ tels que dim g(g’) soit minimum
(quand g’ parcourt g+b*). C’est un ouvert de Zariski de g+b* contenant g. L’algébre
b est coisotrope relativement a un point g’ de g+b* si et seulement si g’ est dans w.
L’algebre D(b) est algébrique. Notons B(b) le sous-groupe algébrique connexe de G
d’algebre b(b). Alors w est ensemble des k-points de I’orbite B(b) g.

Démonstration. Toutes ces propriétés sont bien connues pour les polarisations (cf.
[Be] ch. IV, § 3) et les démonstrations s’étendent sans difficultés. C.Q.F.D.

5. Définition. On dit que la sous-algébre coisotrope b vérifie la condition de
Pukanszky si, dans les notation du lemme 4, w est égal &4 g+b™*.

Remarque. Supposons que b vérifie la condition de Pukanszky. Alors on a
“B(b),g=g+b*. En effet, soit R un sous-groupe réductif maximal de B(b) défini sur k.
Le groupe R,, qui agit par affinités dans g+b* laisse fixe un point g’ de g+b*. La
condition de Pukanszky montre que g+b~* est ’ensemble des k-points de I’orbite de g’
sous I’action du groupe unipotent “B(b). Mais cet ensemble est égal a I’orbite de g’ sous
I’action du groupe “B(b);, d’oll notre assertion.

6. Définition. On dit que la sous-algebre coisotrope b est de type unipotent si elle
vérifie les conditions suivantes : elle est algébrique, elle vérifie la condition de Pu-
kanszky, et il existe un facteur réductif de b stabilisant la restriction de g a "b.

7. Définition. On dit que la sous-algébre coisotrope b est de type fortement
unipotent si elle est algébrique et si ’on .a b=g(g)+"b.

8. Définition. On dit que la sous-algébre de type unipotent b est acceptable si la
dimension de ses facteurs réductifs est maximale (quand b parcourt ’ensemble des
sous-algebres de type unipotent relativement 2 g).

9. Remarques. Il est évident qu’une algébre coisotrope unipotente est de type
fortement unipotent.
Montrons qu’une algébre de type fortement unipotent.est de type unipotent. Ii
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suffit pour cela de voir qu’elle vérifie la condition de Pukanszky. Notons "B le sous-
groupe algébrique connexe d’algébre “b. L’ensemble @ du lemme 4 est égal a ’ensem-
ble des k-points de I’orbite de g sous I’action du groupe unipotent B(b) N"B. C’est donc
un fermé de Zariski. Il est donc égal & g+b+.

Remarquons d’autre part qu’une algébre coisotrope algébrique b vérifiant la condi-
tion de Pukanszky et la relation b=0(b)+"D, est de type fortement unipotent. C’est le
cas en particulier des polarisations vérifiant la condition de Pukanszky. En effet, soit R
un sous-groupe réductif maximal de B(b) défini sur &, et soit r son algébre de Lie. Le
groupe R, qui agit par affinités dans g+b~, laisse fixe un point g’ de g+b*. La
condition de Pukanszky montre que g et g’ sont conjugués par B(b),. On peut donc
supposer que R a été choisi fixant g. Alors g(g) contient t. Comme on a b=r+"b, on
obtient b=g(g)+"b, ce qui prouve notre assertion.

Formes de type unipotent

10. Définition. Un élément g de g* est dit de type unipotent si les deux conditions
suivantes sont réalisées.

(U,) 1l existe un facteur réductif de g(g) contenu dans kerg.

(U,) Il existe une sous-algébre de type fortement unipotent relativement a g.

11. Exemples. Si g est unipotente, tout élément de g* est de type unipotent (¢’est
évident). Si g est réductive, 0 est 'unique forme linéaire sur g de type unipotent (cela
résulte des lemmes 13 et 14 ci-dessous). Le cas des algébres résolubles est étudié au n°
25.

12. Remarque. La condition (U,) entraine que g s’annule sur tous les facteurs
réductifs de g(g), car ils sont tous conjugués par G(g).

13. Dans ce n° on suppose g semi-simple. On note K la forme de Killing, au
moyen de laquelle on identifie g et g*. Cela a donc un sens de dire qu’un élément de g*
est semi-simple, ou nilpotent. On fixe g dans g*.

LEMME. La condition (U,) est vérifiée si et seulement si g est nilpotente.

Démonstration. Soit S un élément semi-simple de g. On a g(S)=a+Db, ol b est
semi-simple, et ol a est le centre de g(S). De plus a et b sont orthogonaux pour K, et la
restriction de K a a est non dégénérée (cf. [Bou2] ch. VII, § 1). Soit X I'élément de g
correspondant a g. Ecrivons X=S+N, ou § est semi-simple, N nilpotent, et ou S et X
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commutent. Avec les notations ci-dessus, N est dans b, de sorte que a est contenu dans
a(X). De plus, on a K(X, a)=K(S, a). Mais si X vérifie la condition (U,), cela implique
S=0, C.Q.F.D.

14. Les notations sont celles du n® 13.

LEMME. Soit b une sous-algébre coisotrope relativement a g.

(i) (Dixmier [Di2]) L’algébre b est parabolique.

(ii) L’algeébre b est de type fortement unipotent si et seulement si g(g) est un
facteur réductif de b. Dans ce cas, g est semi-simple.

Démonstration de (ii). Supposons b de type fortement unipotent. Alors “bg
contient b*. Mais comme b est parabolique, “b et b* ont méme dimension. On a donc
“bNng(g)={0}, et donc b=g(g)P"b. Ceci entraine que g(g) est un facteur réductif de b.
La réciproque est évidente, ~ C.Q.F.D.

Techniques de récurrence

15. Soit 1 un idéal unipotent G-invariant de g et soit u € u*. On pose h=g(u), H=G(u).
On note U le sous-groupe unipotent de G d’algeébre u. On pose U=U,. Comme U n’a
pas de sous-groupe propre d’indice fini, U est un sous-groupe de GG. On pose H=G(u).

16. Les notations sont celles du n® 15. Soit g un elément de g* dont la restriction &
u est égale a u. On pose h=g|h.

LEMME (cf. [Pu] p. 500-501). On a H(h)=G(g)U(w), Hh)=G(g) Uu), et
bW =g(g)+u). On a U(u) g=g+(h+u)*.

17. Les notations sont celles du n° 16.

LEMME. (i) Soit b une sous-algébre de g coisotrope relativement a g. On pose
c=(b+u)nY. Alors ¢ est une sous-algébre de Yy coisotrope relativement a h. Si b vérifie
la condition de Pukanszky (resp. est algébrique, de type unipotent, de type fortement
unipotent, acceptable), il en est de méme de c. Si b est de type unipotent, il existe un
Jacteur réductif de b contenu dans ¢, et 'on a “c=("b+1)n}.

(ii) Soit ¢ une sous-algébre de Yy, coisotrope relativement a h. Alors I'algebre
b=c+4u est coisotrope relativement a g. Si ¢ vérifie la condition de Pukanszky (resp. est
algébrique, de type unipotent, de type fortement unipotent, acceptable), il en est de
méme de D.
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Démonstration. (i) Soient b et ¢ comme dans I’énoncé. Il est facile de vérifier que ¢
est coisotrope, et que si b est algébrique, ou vérifie la condition de Pukanszky, il en est
de méme de c.

Supposons b de type unipotent. Soit r un facteur réductif de b stabilisant la
restriction de g a “b. Soit m un sous-espace r-stable de u, supplémentaire de b dans
b+u. Soit ¢’ un élément de g*, nul sur m, et dont la restriction a b est égale a celle de g.
11 existe, d’aprés la condition de Pukanszky, un élément x de B(b), tel que xg=g'.
D’autre part, r, stabilisant la restriction de g’ 4 b et & m, stabilise la restriction de g’ a
u. Remplagant t par x~ ', on voit que I’on peut de plus choisir t dans §. Alors t est un
facteur réductif de b+u stabilisant la restriction de g a “b+u="(b+u). Donc t est un
facteur réductif de ¢, ce qui entraine I’égalité “c=Hn"(b+c). Naturellement, v stabilise
la restriction de g a “c, et donc ¢ est de type unipotent.

Supposons b de type fortment unipotent. Soit r un facteur réductif de g(g). D’apres
le lemme 16, c’est un facteur réductif de H(h). Comme on a b=r+"b, on a b+u=
r+"b+1u, et donc c=t+"c. Donc ¢ est de type fortement unipotent.

De ce qui précéde, on déduit que la dimension maximale d’un facteur réductif
d’une sous-algébre de type fortement unipotent relativement a g est minorée par celle
relativement & 4. Nous verrons dans la démonstration de (ii) qu’elle est en fait égale, ce
qui entraine que si b est acceptable, ¢ I’est aussi.

(ii) Soient ¢ et b comme dans le lemme. I est facile de voir que b est coisotrope
relativement a g. Il résulte du lemme 16 que si ¢ vérifie la condition de Pukanszky, il en
est de méme de b. Il est clair qu’un facteur réductif de ¢ est un facteur réductif de b, ce
qui entraine les autres assertions de 1’énoncé. C.Q.F.D.

18. Les notations sont celles du n° 16.

LEMME. La forme g est de type unipotent (resp. vérifie la condition (U,), vérifie la
condition (U,)) si et seulement s’il en est de méme de h.

Démonstration. D’aprés le lemme 16, g(g) et h(h) ont des facteurs réductifs
communs, ce qui démontre I’assertion relative a la condition (U,). L assertion relative
a la condition (U,) résulte du lemme 17. C.Q.F.D.

19. Les notations sont celles du n® 15.

LEMME. On suppose que 1 est le radical unipotent de g, et que I'on a h=g. Alors
il existe une, et une seule, forme linéaire g sur § de type unipotent qui prolonge u, et

Pon a g(g)=g.
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Démonstration. Soit r un facteur réductif de g. Soit g la forme linéaire sur g
prolongeant u et dont la restriction a r est nulle. On vérifie immédiatement que g ne
dépend pas du choix de 1, que g(g)=g, et que g est de type unipotent. Réciproquement,
soit ¢ une forme sur g prolongeant 1 et de type unipotent. Posons r=glr. On a
g(g)=r(r)+u, ce qui entraine que r vérifie la condition (U,). Soit b une sous-algébre de
g de type fortement unipotent relativement 4 ¢. Comme b contient g(g), b contient u.
Donc b Nr est une sous-algébre de type fortement unipotent relativement a r, et r vérifie
la condition (U,). Il résulte du n° 11 que r est nulle. C.Q.F.D.

20. Soit g un élément de g*. Nous construisons dans ce numéro une sous-algébre
b de g, acceptable relativement a g. La construction est canonique, de sorte que nous
appelerons b la sous-algébre acceptable canonique. Elle est invariante par tout auto-
morphisme de g stabilisant g, et donc en particulier par G(g).

ILa construction se fait par récurrence sur la dimension de ¢g. Si dimg=0, la
construction est évidente. On suppose dim g>0, et la construction faite pour les
algébres de dimension strictement inférieure. On note u le radical unipotent de g, on
pose u=g|u, et on emploie les notations §) et 4 des n° 15 et 16. On distingue deux cas.

1°" cas. fh=g. On pose alors b=gq, et il est évident que b est acceptable.

2¢ cas. h#*g. Soit ¢ la sous-algébre acceptable canonique relativement a 4. On pose
b=c+u. Alors b est acceptable relativement a g d’apres le lemme 17.

Remarquons que si g est de type unipotent, la sous-algébre acceptable canonique
est de type fortement unipotent {cela résulte des lemmes 17 et 19). En particulier, g
admet une sous-algébre de type fortement unipotent invariante par G(g). Ce résultat
joue un role essentiel au chapitre II1.

21. En procédant de maniére analogue au n°® 20, les lemmes 18 et 19 permettent
(en principe) de déterminer I’ensemble des formes de type unipotent sur g par récur-
rence sur la dimension de g.

22. Alafin du n° 20, nous avons vu un cas particulier du lemme ci-dessous, qui se
démontre de maniére analogue par récurrence sur la dimension de g.

LEMME. Soit g une forme de type unipotent sur g. Toute sous-algébre de type
unipotent relativement a g est de type fortement unipotent.

23. Le lemme suivant donne caractérisation différente des formes de type unipo-
tent.
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LEMME. Soit g € g*. On suppose qu’il existe une sous-algébre b de type unipotent
relativement a g, et un facteur réductif r de b stabilisant la restriction de g a b sur
lequel g s’annule. Alors g est de type unipotent.

Démonstration. Soient b et r comme dans I’énoncé. Dans le n° 9 nous avons
montré que g(g) contient un conjugué xr de v par un élément x de B(b),. Donc xt est
contenu dans le noyau de g et g vérifie la condition (U,). Il résulte du n°® 9 que b est de
type fortement unipotent, et donc g est de type unipotent. C.Q.F.D

24. Soit g un idéal unipotent de g sur lequel g s’annule. Posons g’'=g/q et notons
g’ I'élément de g'* déduit de g par passage au quotient. Comme g est contenu dans
a(g), toute sous-algeébre coisotrope b de g contient g. On vérifie facilement que
I'application b—>b/q est bijective entre les ensembles d’algébres coisotropes (resp.
algébriques, de type unipotent, de type fortement unipotent, acceptables) relativement
a g et g'. De méme, g est de type unipotent si et seulement s’il en est de méme de g’.

Formes de type unipotent pour les algebres résolubles

25. Dans ce n°, on suppose g résoluble, et on note u son radical unipotent.

PROPOSITION. (i) La condition (U,) est toujours vérifiée. Donc un élément g de
a* est de type unipotent si et seulement s’il vérifie la condition (U,).

(it) L’application de restriction de g a 1 induit une bijection entre I’ensemble des
G-orbites de type unipotent dans g*, et I’ensemble des G-orbites dans n*.

Démonstration. (i) D’apres le n® 20, il suffit de montrer que toute sous-algébre b
de type unipotent relativement a un élément g de g* est de type fortement unipotent.
Soit t un facteur réductif de b stabilisant la restriction de g 4 “b. Comme 1 est abélien,
on voit que r est contenu dans b(g|b). Notre assertion résulte alors du n°® 9.

(i) Montrons que deux formes g et g’ sur g, de type unipotent, et dont les
restrictions u et 4’ a4 u sont dans la méme G-orbite, sont elles aussi dans la méme G-
orbite. On peut supposer que 1’on a u=u’. Soit h=g(u), et soit r un facteur réductif de
g(u). Le radical unipotent de ) est égal a2 hnu=1u(u). Notons & et h’ les restrictions de g
et g’ af). D’aprés le lemme 18, A et i’ sont de type unipotent, et d’apres le lemme 19, h
et b’ sont égales. Il résulte du lemme 16 que g et g’ sont conjugués par U (cf. n° 15) et
donc par G.
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Réciproquement, soit ¥ €Eu*. Posons h=g(u), et soit v une composante réductive
de §. On a h+u=r@u. Soit g un élément de g* nul sur r et prolongeant «. Alors g est de
type unipotent. C.Q.F.D.

Une partition de ’ensemble des orbites de la représentation coadjointe

26. Soit g une forme de type unipotent sur g. Nous notons L(g) ’ensemble des formes
linéaires A sur g(g) dont la restriction au radical unipotent “g(g) de g(g) est égale a celle
de g. Si r est une composante réductive de g(g), la restriction est une bijection de L(g)
sur £*. On note & I’ensemble des couples (g, 4) o1 g est une forme de type unipotent sur
g, et ou 4 est un élément de L(g). Le groupe G opére naturellement dans <.

Soit (g, 4) un élément de 9. Soit b une sous-algébre de type unipotent relativement
a g. Soit f un élément de g* dont la restriction a “b est égale a celle de g, et dont la
restriction 4 g(g) est égale a 1. Un tel élément f existe, par définition de L(g).

PROPOSITION. (i) L’orbite Gf de f dans g* ne dépend pas des choix de b et f. On la
note Oy, ;.
(ii) L’ application (g, A)—O, ; induit une bijection de D/G sur g*/G.

Démonstration. (i) Soit u le radical unipotent de g. Montrons qu’il existe un
conjugué f’ de f tel que I’on ait f'Ju=glu et f'|b=f1b.

Considérons un élément g’ de g* tel que I'on ait g’'|b=g|b, et g'u=f|u. Un tel
élément existe car, comme 110 b est contenu dans “b, fet g ont méme restrictionaunb.
Posons b=g|b. Comme b vérifie la condition de Pukanszky, il existe x € "B(g), tel que
I'on ait xg=g'. Posons x~!f=f". Il est clair que f’ et g ont méme restriction 4 1. Pour
démontrer que f et f ont méme restriction a b, on va montrer que I’on a f(xX)=£(X)
pour tout X €6. On écrit x=exp Y avec YE"H(b), de sorte que I'on a xX=X+[Y, X]+
Y, [Y, X1]+...=X+[Y, X'], avec X'€b. On a f([Y,X'])=¢g(Y, X'])=0, car, comme b

est égal & b(b)+"D, “b(b) est contenu dans “b, et [Y, X'] est dans "b. Comme G contient
le groupe “B(b);, f et f' sont conjugués sous 1’action de G, ce qui prouve notre
assertion.

Nous pouvons donc supposer de plus que f et g ont méme restriction «# & u. On
emploie les notations §), H, & et ¢ des n° 15, 16 et du lemme 17 (i). On pose k=f|h. On
raisonne par récurrence sur la dimension de g comme dans le n° 20. On distingue deux
cas.

1°" cas. h=q. D’aprés le lemme 19, b est égal a g, de sorte que fest déterminé sans
ambiguité.
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2¢ cas. h=%g. L’hypothése de récurrence montre que 1’orbite Hk de k dans §* ne
dépend pas des choix faits. Le lemme 16 montre qu’il en est de méme de f.

(i) La démonstration de la bijectivité de D'application %/G—g*/G se fait par
récurrence sur la dimension de g comme ci-cessus. Je laisse les détails au lecteur.

27. Disons que deux éléments fet f' de g* sont u-équivalents s’il existe (g,4) et
(g,1") dans & tels que 'on ait f€0, ; et f' €0, ;. On notera que chaque classe d’u-
équivalence contient exactement une orbite de type unipotent, et que ’ensemble des
orbites dans une classe d’u-équivalence donnée (disons celle qui contient un élément g
de type unipotent donné) est en bijection avec I’ensemble des orbites de G(g) dans
L(g).

Exemple. Si g est résoluble, deux €léments f et f* de g* sont u-équivalents si et
seulement si leurs restrictions au radical unipotent sont conjuguées sous I’action de G.

28. Soit (g, A) € 9D. Soit f€EO, ;. On choisit un facteur réductif r de g(g), et on note
u la restriction de 4 a .

PROPOSITION. (i) On a dim o/g(f)=dim g(g)+dim v/x{w). En particulier, si f est
régulier, il en est de méme de u.
Dans la suite de la proposition, on suppose le corps de base algébriquement clos.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) fadmet une polarisation résoluble.
(b) u admet une polarisation résoluble.
(c) u estrégulier.
(iii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) fadmet une polarisation résoluble vérifiant la condition de Pukanszky.
(b) u admet une polarisation résoluble vérifiant la condition de Pukanszky.
(c) r(w) est une sous-algebre de Cartan de 1.
(iv) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) fuérifie la condition (U,).
(b) u vérifie la condition (U,).
(c) tlu) est réductive.

Démonstration. (i) Soit b la sous-algébre acceptable canonique relativement a g
(cf. n® 20). On choisit f tel que f]a(g) soit égal a A et f]“b a g|"b. Montrons que b est
aussi la sous-algébre acceptable canonique relativement & f. On le fait par récurrence
sur la dimension de g. Comme b contient u, f et g ont méme restriction « a2 u. On
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emploie les notations §), H, A, k, ¢ de la démonstration de la proposition 26 (i). On
distingue deux cas.

1" cas. h=gq. Alors on a b=q d’aprés le lemme 19, et b est P’algébre acceptable
caninique relativement a f d’aprés le n° 20.

2¢ cas. h*+q. On voit facilement que 'on a b=c+u et que ¢ est la sous-algébre
acceptable canonique relativement a 4. L’hypothése de récurrence montre que ¢ est la
sous-algébre acceptable canonique relativement a k, et donc, d’aprés le n® 20, que b est
la sous-algebre acceptable canonique relativement a f.

Posons b'=f]b. Comme b et b’ ont méme restriction a "0, on a “b(b)="b(b").
Comme b vérifie la condition de Pukanszky relativement 4 g et & f, on a “bf="bg=Db, et
donc dim "b(f)=dim “b(g).

Pour démontrer la proposition (i), il suffit donc de démontrer que l'on a
a(f)+"b(b)=g(g) (A)+"b(b). 1l est facile de montrer que chacune de ces deux algebres
est égale a b(b'), d’ou le résultat.

(ii) Pour I’équivalence de b et ¢, voir par exemple [Dil]], 1.12.18. On démontre
I’équivalence de a et b par récurrence sur la dimension de g. On choisit f comme dans
la démonstration de (i). On emploie les mémes notations. On distingue les deux mémes
cas. Dans le premier cas, on a f=A, et le résultat est évident. Placons nous dans le
second cas. Alors f admet une polarisation résoluble si et seulement si il en est de méme
de k (cf. [Dil], 1.12.13). L’hypothése de récurrence permet de conclure.

(iii) L’équivalence de b et ¢ est démontrée en [Du3], I1.7. L’équivalence de a et b
se montre comme en (ii) ci-dessus.

(iv) Le fait que b entraine ¢ résulte du lemme 14 (ii), et la réciproque est facile.
Compte tenu du lemme 17, I’équivalence de a et b se montre comme en (ii).

Remargue. Avec les notations de la démonstration, on a G(f)'B(b)=
G(g) (1)“B(b). On peut le démontrer par recurrence sur la dimension de g.

Chapitre II. Extensions des représentations des groupes unipotents

1. Ce chapitre est surtout destiné a faciliter la rédaction et la lecture du suivant, en
introduisant les conventions et les notations, et en rappelant les résultats dont nous
aurons alors besoin.
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Conventions

2. Dans tout ce chapitre, k est égal soit & R, soit a Q, (le cas des groupes sur un corps
local de caractéristique 0 se raméne a celui-1a par restriction du corps des scalaires). On
fixe un caractére unitaire non trivial » de k. Si a est un espace vectoriel sur k de
dimension finie, ’application a—>xoa est un isomorphisme de groupes localement
compacts de a* sur & (cf. [Wel]).

Soit A un groupe localement compact séparable. Par représentation unitaire de A
nous entendons représentation unitaire continue dans un espace de Hilbert séparable.
Soit 7 une représentation unitaire d’un sous-groupe fermé B de A dans un espace de
Hilbert 9. On note Indj () la représentation induite. Dans cet article, nous la réaliser-

ons toujours par translations a gauche dans I’espace des fonctions a sur A4, i valeurs
dans 7, mesurables, vérifiant les relations

a(xy) =02 a(y "Ha(x) pour xEA, yEB, et f la(x)]*dx <
A/B

(cf. [Be] ch. V par exemple). Ici, 0 est le quotient des fonctions module de A et de B.

Représentations des groupes unipotents

3. Dans tout ce chapitre, U est un groupe algébrique unipotent défini sur &. On note u
son algébre de Lie (sur k). On pose U=U,. C’est un groupe localement compact,
homéomorphe a u par I’application exponentielie.

A tout élément u de u*, la théorie de Kirillov (cf. [Ki] et [Moo}) associe un élément
T, de U. 11 nous faut rappeler quelques détails de cette construction.

Soit u € u*. On choisit une polarisation [ relativement a u (il en existe). Notons L le
sous-groupe unipotent de U d’algebre [, et posons L=L. On note T, le caractére
unitaire de L défini par la formule T,((exp X)=x(u(X)) pour tout X€[. Nous dirons
dans la suite que T, est le caractére de L associé a u|l. On note (I) I’espace de la
représentation induite IndY (T, et on note T, cette représentation.

Alors, la représentation T, est irréductible et sa classe d’équivalence ne dépend
pas de [. On la note T,. De plus, P’application u—T,, induit un isomorphisme d’espaces
boreliens de 1*/U sur U. C’est méme un isomorphisme d’espaces topologiques ([Br] et
(Ho]) mais nous n’aurons pas a utiliser ce fait.

4. Soit u€u*, et soient [ et [’ deux polarisations relativement a u. D’aprés Lion-
Perrin [Li-Pe], il existe un opérateur d’entrelacement canonique, que nous noterons
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Fy ¢ de 1) sur #Al'). 11 est défini par la propriété suivante : il existe une mesure
invariante sur L'/L N L’ telle que, pour tout élément a de ) lisse et & support compact
modulo L, on ait :

F[r’[ a(x) = f a(x}’) TMI['(y) dy
L'/L'nL

pour tout x€ U.

5. Les notations sont celles du n® 3. Soit H un groupe opérant dans u par des
automorphismes. En composant avec I’exponentielle, H opére dans U. On suppose que
H stabilise u. Soit x€ H. On note A(x) Vopérateur de #({) dans FAx[) défini par la
formule A(x)a(y)=a(x~'(y)) pour tout a € J) et tout y € U. On définit un opérateur
unitaire S, (x) dans A1) en posant S, =||A(x)||"'F,_(A(x). Plus généralement, si on a
choisi un modéle (noté encore T,) de T, dans un espace de Hilbert 5, et si P est un
opérateur d’entrelacement de J{(0) sur #, on pose encore S, (x)=PS, (P

D’apres [Li-Pe], S, ( est une représentation projective de A dans 3, et, pour tout
x€EHettout yEU, on a

WO TS, () ™" =T (x().

Le groupe métaplectique

6. Soit mt un espace vectoriel symplectique non nul sur £, i.e. un espace vectoriel non
nul de dimension finie muni d’une forme bilinéaire B alternée non dégénérée. On note n
I’algebre de Lie m+k&E, oil le crochet est ainsi défini [v+tE, v+t E]=B(v, v') E. On note
Sp(m) le groupe des automorphismes symplectiques de m. Il opére dans n par la
formule x(v+tE)=xv+tE. On note N le groupe unipotent d’algebre de Lie 11; on pose
N=N,. Le groupe Sp (m) opére dans N.

On note E* ’élément de n* nul sur m et tel que E*(E)=1. Il est stable par ’action
de Sp (). On pose T=Tg«, et on choisit un modéle de T dans un espace de Hilbert #.
On note Mp(m)~ I'’ensemble des opérateurs A unitaires dans # tels qu’il existe
xE€Sp(m) tel qu~ l'on ait AT(y) A~ '=T(x(y)) pour tout y€EN. L’élément x est unique-
ment déterminé par A. On note Mp (i) le groupe des commutateurs de Mp ()™, On le
munit de la topologie de la convergence forte. D’apres, Shale [Sh] pour 4=R, et Weil
[We2] en général, 'application A—>x de Mp(m) dans Sp(m) est un homorphisme
surjectif, et son noyau a deux éléments. Nous noterons S la représentation identique
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(S(x)=1%) de Mp (i) dans . Le groupe Mp (m) s’appelle le groupe métaplectique, et la
représentation S la représentation métaplectique, associés a nt.

Soit [ une polarisation en E*. Posons S{=5}. ;. C’est une représentation projective
de Sp (i) dans  (cf. le n® 5). Soit £ € Mp () un élément dont I'image dans Sp (m) sera
notée x. Alors il existe un nombre complexe de module 1, noté ¢.([) tel que I’on ait

S() = @) S((x).

Si p est un sous-espace lagrangien de m, alors p+kE est une polarisation en E*, et nous
poserons @(p)=g(p+kE).

Donc, si £€Mp (m), ¢, est une fonction sur l‘espace des sous-espaces lagrangiens
de m, a valeurs dans les nombres complexes de module 1. Cette fonction a été calculée
par Lion (pour k=R) et par Perrin (pour k=Q,) (cf. [Li], [Pe], ou [Li-Ve]).

L’application £—(x, ¢,) de Mp(m) dans le produit de Sp(m) par ’ensemble des
fonctions & valeurs complexes sur I’ensemble des lagrangiens de m est injective. Dans
la suite, nous identifierons Mp (111) et son image par cette application, ce qui veut dire
que nous noterons (x, ¢) I’élément £ de Mp (m) dont I'image dans Sp (m) est x, et tel que
@.=g. Soient (x, @) et (x’', ¢') des éléments de Mp (m). La fonction ¢” telle que ’on ait
(x, @) (x', @ )=(xx", ¢") est calculée dans les références ci-dessus.

Remarquons qu’avec ces notations. I’élément non trivial du noyau de la projection
de Mp () sur Sp (m) s’écrit (1, —1), et que la représentation métaplectique S vérifie la
relation

SCx, @) = (b)) S{(x)
quels que soient (x, ¢) dans Mp (in) et la polarisation [.

7. Soit m un espace vectoriel de dimension finie sur k, muni d’une forme bilinéaire
alternée B (nous ne supposons plus que B est non dégénérée). Soit H un groupe opérant
linéairement dans m en préservant B. Notons m~ le noyau de B. Alors B induit une
structure symplectique sur m/m*, invariante par I'action de H. Si m=+m™, le groupe
Mp (m/m+*) a été€ défini au n® 6. Si m=m*, nous posons Mp (m/m*)={=%1}. Nous
noterons H™ I’ensemble des couples (x,m) o x€EH et mEMp(n/m~*) ont méme
image dans Sp(m/m™*). Soit mEMp(m/m*). Si [ est un sous-espace totalement
isotrope maximal de m, alors [/m' est un sous-espace lagrangien de m/m*, et nous
poserons @,,()=¢,(I/m*).

On peut donc décrire H™ comme }'ensemble des couples (x, ¢), ol x€ H, et ol @
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est une fonction A valeurs complexes sur I’ensemble des sous-espaces totalement
isotropes maximaux de m, tels que, notant # I'image de x dans Sp (n/m™), et identi-
fiant comme ci-dessus ¢ a une fonction sur ’ensemble des lagrangiens de m/m*, I'on
ait (x, @) € Mp (m/m™).

On remarquera que 1’on a H™=H"" pour tout sous-espace a de m H-invariant
contenu dans m*. D’autre part, H™ est un revétement d’ordre deux de H, naturelle-
ment muni d‘une topologie si H lui-méme est un groupe topologique.

Soit T un sous-groupe de H opérant trivialement dans m. Alors I'application
y—>(y, 1) de I dans H™ est un homomorphisme et identifie I & un sous-groupe de H™.

8. Les notations sont celles du n® 7. Soit a un sous-espace vectoriel H-invariant de
m. On suppose que ’orthogonal a* de a dans m est contenu dans a+m™. Les groupes
H™ et H” sont définis. Un élément de H® s’écrit (x, ), ot x€EH, et ou y est une
fonction sur I’ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de a. Si f est
un sous-espace totalement isotrope maximal de a, alors f+m* est un sous-espace
totalement isotrope maximal dans n1.

LEMME. (i) Soient (x,p)€EH™ et (x,y)EH®. Le nombre @(f+m*)y®~"' ne
dépend pas du sous-espace totalement isotrope maximal f de a. On le note gy ~".

(ii) Soient (x,¢), (X', @YEH™ et (x,y), (x',¢')EH". On pose (x,p)(x',¢")=
(xx’', @™ et (x, ) (', " )=(xx', y"). On a "Y' '=(@y gy ™.

Démonstration. On peut déduire ces résultats des formules de [Li-Ve] calculant
@) (")~ " lorsque [ et [' sont deux sous-espaces totalement isotropes maximaux de m,
et des formules analogues pour v, en fonction de I'indice de Maslov. Pour la commo-
dité du lecteur, j’écris une démonstration n’utilisant que les définitions du n° 6.

Compte tenu des remarques du n° 7, on peut supposer que m* est nul, ce que
nous faisons ci-dessous. On suppose de plus que 1t est non nul (sinon les résultats sont
évidents). On adopte les notations du n® 6. On pose b=a+kE. C’est une sous-algebre
de n, coisotrope relativement a E*. On note B le sous-groupe correspondant de N. Le
sous-espace a* de m est contenu dans q, et ¢’est un idéal de b. Posons n;=a/a*+kE,,
notons N, le groupe correspondant, et T, la représentation unitaire irréductible corre-
.spondante de N,; (construite comme au n® 6). Dans I'espace #; de T), le groupe
Mp(a/at) opeére par la représentation métaplectique que nous noterons S,. Nous
notons encore S; la représentation de H® obtenue par composition. Notons A+ le
sous-groupe de B correspondant & a*. Alors N; s’identific naturellement 2 B/A*; on
note encore T, la représentation de B obtenue par composition. Comme b contient des

12—822908 Acta Mathematica 149. Imprimé le 25 Avril 1983
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polarisations relativement a4 E*, le théoréme d’induction par étage montre que T est
égale a Ind} 7,. Dans la suite, nous notons 9 I’espace de la représentation Ind} 7,,

comme défini au n° 2.

Soit x un élément de H. Soit P un opérateur unitaire dans ’espace #, tel que 'on
ait PTy(y) P~ '=T(x(y)) pour tout yEB. Il existe une constante ¢>0 telle que la
formule (P~ a) (y)=cPa(x(y)), (avec a € ¥, et y € N), définisse un opérateur unitaire P~
dans . Il est facile de voir que P~ verifie la relation P~ T(y) P~ !'=T(x(y)) pour tout
YEN.

Soit [ une polarisation en E*, contenue dans a. Alors [;={/a est une sous-algébre
de m,, polarisation relativement 4 Ef. Au n® 6, nous avons défini la représentation
projective S; de Sp(m) dans 4. Par composition, on obtient une représentation
projective de H dans # notée encore S{. De maniére analogue, on obtient une
représentation projective Sf, de H dans ;. On vérifie (c’est essentiellement une
application du théoréme d’induction par étages) que l'on a S{](x)~=Sf(x) pour tout

x€EH.

Par définition de ¢ et de v, si (x,@€EH™ et si (x,y)EH®, on a
(D) S{(x)=S(x, ¢ et () S{l(x)=S (&, 9). De la seconde relation, on tire
Y() S{(x)=81(x, ¥)~, et de la premiere S;(x, y) =) ()7 'S(x, Q).

Les deux assertions du lemme résultent de cette formule. C.Q.F.D.

9. Les notations sont celles du n° 7. Soit a un sous-espace vectoriel H-invariant de
m. Notons D I’orthogonal de a dans m. Il est aussi H-invariant, de sorte que sont définis
les groupes H™, H*, et (H%)®. Des éléments typiques de ces groupes s’écrivent (x, @),
(x,y) et (x,y,0), ol xEH, et ou @, Y et O sont des fonctions sur I’ensemble des sous-
espaces totalement isotropes maximaux de nt, a et b respectivement. Si f et ¢ sont des
sous-espaces totalement isotropes maximaux de a et b respectivement, alors f+ ¢ est un
sous-espace totalement isotrope maximal de mt.

LEMME. (i) Soient (x, )€ H™ et (x,, 6) E(H). Le nombre (t+c)w()~'6(c)™"
ne dépend pas des sous-espaces totalement isotropes maximaux f et ¢ de a et D
respectivement. On le note gy~ '07",

(i) Soient (x,¢), ',¢NEH™ et (x,y,0), &',y 0)VEMHN. On pose
G, @)=(xx",¢") et (., O, Y, 0)=(xx,y",0). On a ¢y '@ '=
(e~ '0 @y "o ).

Démonstration. Le lemme 8, appliqué au sous-espace a+d de m, permet de se



THEORIE DE MACKEY POUR LES GROUPES DE LIE ALGEBRIQUES 171

ramener au cas ol m=a+D. De plus nous pouvons supposer que m* est nul. Chan-
geons les notations et posons a=m,; et d=m1,. Alors m est somme directe de m, et de
m,, et 1y et ut, sont des espaces symplectiques dans lesquels H opére. Nous pouvons
supposer 1m; et i, non nuls (sinon le lemme est évident). Comme dans le n® 6, on peut
définir I’algebre de Lie 115, que I’on peut identifier & une sous-algebre de n, le groupe
N, la représentation irréductible T, de N; dans un espace de Hilbert 3, et la
représentation métaplectique S; de Mp(1trt;). Si [; est une polarisation dans ’algebre
n,, on définit la représentation projective St de Sp(m;). Nous notons par les mémes
lettres les représentations de H'', et la représentation projective de H, obtenues par
composition. On fait de méme pour 1,, N», etc.... On considére N, et N, comme des
sous-groupes de N. On a N=N; N,, et T est équivalente a la représentation obtenue
dans le produit tensoriel %, ® %, par la formule T(n, ny)=T,(n,)® T»(n,). Soient [; et
[, des polarisations dans 1; et 115, et posons [=[;+{,. C’est une polarisation dans n. On
vérifie facilement que I'on a S,'(x)=S[’I(x)®S['2(x) pour tout x € H.

Soient (x, @ €H™, et (x, ¢, @) E(H )™. On a (x, @) EH™ pour i=1 et 2. Ap-
pliquant la définition de @, @, @, on trouve @([;)@2(lr) @)~ 'S(x, @)=
S1(x, p1)®S5(x, y2). Le lemme résulte facilement de cette formule. C.Q.F.D.

Extensions des représentations des groupes unipotents

10. Les notations sont celles du n® 5. L’espace u est muni de la forme bilinéaire
alternée B,,, de sorte que le groupe H" est défini comme au n°® 7. Pour (x, ¢) € H*, on
pose S, (x, p=@(D) S, (x).

PROPOSITION (Lion-Perrin [Li-Pel). (i) Soit (x, ¢) € H*. L’opérateur S, (x, @) ne
dépend pas du choix de la polarisation { en u. On le note S ,(x, ).
(ii) S, est une représentation de H". Elle vérifie :

8.6, @) T, Su(x, 9) ™' = T(x(»))

pour tout (x, p) EH" et tout yE U.

Lorsque k=R, une définition équivalente de S, se trouve dans [Dul].
11. La démonstration du lemme ci-dessous m’a été indiquée par D. Wigner.

LEMME. Soit U comme au n® 2. Soient V un groupe localement compact
séparable, F un sous-groupe central fini de V, et & un homomorphisme de V sur U de
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noyau F. Il existe dans V un sous-groupe fermé, et un seul, tel que la restriction de m a

ce sous-groupe soit un isomorphisme de ce sous-groupe sur U.

Remarque. Dans les conditions du lemme, nous identifierons en général U au sous-
groupe de V qui lui est canoniquement isomorphe.

Démonstration. Si k=R, le résultat est clair. Nous supposons ci-dessous que k est
égal 4 Q,. On raisonne par récurrence sur la dimension de 1.
On étudie d’abord le cas oil u est de dimension 1. On a alors une extension centrale

l1-F->V->Q,—1.

Montrons que V est commutatif. Comme Q,, est réunion de groupes isomorphes a Z,
(le groupe des entiers p-adiques), il suffit de montrer qu’une extension centrale finie de
Z, est commutative. Soit W une telle extension. Soit w un élément de W dont la
projection sur Z,, est égale a 1. Le sous-groupe de W engendré par F et W est abélien, et
dense dans W. Donc W est abélien. Soit n ’ordre de F. On considére le morphisme de
suites exactes :

0->F->V->Q,—0

Vol
0->F->V-Q,—0

ol les groupes sont notés additivement, et ot chaque fléche verticale est la multiplica-
tion par n. La premiére fléche est nulle, la troisiéme est un isomorphisme. Le lemme du
serpent montre que I'image de la seconde fléche est un supplémentaire de F dans V.
Comme Q, n’a pas de caractére non trivial d’ordre fini, on voit que V contient au plus
un sous-groupe isomorphe a Q, par la projection.

Supposons maintenant la dimension de 1t strictement positive, et le résultat établi
pour les algébres unipotentes de dimension inférieure. Choisissons une sous-algébre
invariante 1’ de codimension 1 de u, et une sous-algébre supplémentaire u”. Notons U’
et U" les sous-groupes correspondants de U, de sorte que U est isomorphe au produit
semi-direct U'U". L hypothése de récurrence permet de relever U’ et U” en des sous-
groupes U’ et U" de V. L’unicité du relévement entraine que U’ est invariant, et donc
que U'U" est un sous-groupe de V qui, évidemment, convient. C.Q.F.D.

12. Soit U comme au n°® 2. Soit G un groupe localement compact séparable
contenant U/ comme sous-groupe invariant fermé. Alors G opére dans U par automor-
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phismes intérieurs, et ceux-ci sont analytiques (pour la structure de groupe analytique
de U sur k), d’aprés [Boul], p. 225. Donc G opére dans u et u*. Il opére aussi dans U.

LEMME. Soit u€u*. Le stabilisateur de T, dans G est le groupe G(u) U.

Démonstration. Soit A un automorhisme du groupe localement compact U. Mon-
trons que A est restriction & U d’un automorphisme A du groupe algébrique U, défini
sur k. D’aprés [Boul], p. 225, A est analytique. Comme U est unipotent, il existe un
unique automorphisme B de U induisant le méme automorphisme de 11 que A. Notons B
la restriction de B a U. Il faut montrer que A et B sont égaux. C’est évident si k=R. On
suppose k=Q,. On raisonne par récurrence sur la dimension de 1. Supposons d’abord
U abélien, et notons le additivement. Soit x € U. Si n est assez grand, p”x est voisin de
0, de sorte que : A(p"x)=B(p”"x). On en déduit p"A(x)=p”"B(x), et A(x)=B(x). Si U n’est
pas abélien, soit Z le centre de U. L’hypothése de récurrence montre que A et B sont
égaux sur Z et U/Z, et donc sont égaux.

Par transport de structure, on a T4,="T,. Il en résulte que 4T, est égal a T, si et
seulement si Au appartient & Uu. C.Q.F.D.

13. Soient G et U comme au n° 12. On fixe un sous-groupe I' du centre de G, et un
caractére unitaire 7 de I'. Soit u €u*. Notons y,; le caractére de U(u) correspondant &
u/u(u). On dit que u est #-admissible si x, et n ont méme restriction & I'NU. (Ceci est
toujours le cas si TnU={1}).

On note g le noyau de u dans u(x), Q le sous-groupe unipotent correspondant de
U, 0=Q;. Le groupe G(«) opére dans 1 en stabilisant la forme B,. Le groupe G(i)" est
donc défini. On le note H. D’aprés le lemme 11, H contient un unique sous-groupe
isomorphe & U(u) par la projection. Nous identifierons ce sous-groupe a U(x). On note
I'" I'image réciproque de I' dans H, et n’ le caractére de I'" défini par la formule
7' (y, £1)=%n5(y). Si u est y-admissible, il existe un unique caractére du groupe I U(u)
qui prolonge y, et 7’. Nous le notons encore 7'.

On pose Gy=H/Q, I';=I"U(u)/Q. Alors I'; est un sous-groupe central de G,. Si de
plus u est n-admissible, on note 7, le caractére de I'; obtenu a partir de #’ par passage
au quotient.

14. Les notations sont celles du n® 13. Si E est une représentation unitaire de
dont la restriction a U(u) est le caractére y,, et telle quev I'on ait E(1,—1)=—Id, on
définit une représentation unitaire, notée EQ'S, T,, du groupe G(u) U. Cette représen-
tation opére dans le produit tensoriel de I’espace de E et de I’espace de T, par la
formule,
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(E® S, T,)(xy)=EX)® S, (%) T.0),

ou y est dans U, x dans G(u), et £ un représentant de x dans H. (On vérifie que cette
définition a un sens, cf. [Li-Pel.)
Si T, est la représentation de G, déduite de E par passage au quotient, on pose

1,®S,T,=E®S,T,.
On considére la représentation

T=1Indg,,(E®S,T,).

Dans la proposition ci-dessous, on suppose que u est y-admissible (ce qui est
toujours vrai si UnT'={1}).

PROPOSITION. (i) L’application T\—T (resp. E—T) induit une bijection entre
I'ensemble des classes de représentations unitaires de G, (resp. H) dont la restriction a
I, (resp. T'U(w)) est un multiple de n, (resp. n'), sur I'ensemble des classes de
représentations unitaires de G dont la restriction a T est un multiple du caractére n, et
la restriction a U portée par I’orbite de T, dans U sous Iaction de G.

Cette bijection induit des isomorphismes des espaces d’opérateurs d’entrelace-
ment. En particulier, T et Ty ont des commutants isomorphes. Donc T est irréductible
si et seulement s’il en est de méme de T;.

(ii) Supposons de plus que les orbites de G dans 1* soient localement fermées.
Toutes les représentations factorielles de G dont la restriction a T est un multiple de 7
sont obtenues par le procédé ci-dessus a partir d’un choix convenable d’un élément 7-
admissible u de u*.

Remarque. Cette proposition résume la « théorie de Mackey » pour le groupe
unipotent U. Comme je I’ai dit dans 'introduction, le but de cet article est d’extraire de
cette proposition le maximum d’informations sur le ‘dual unitaire: d’un groupe algé-
brique sur le corps k.

Démonstration. Compte tenu de la proposition 10, tout ceci provient de la théorie
de Mackey [Ma}, de ce que U est de type 1, et de ce que la bijection de Kirillov
u*/U— U est un isomorphisme d’espaces boréliens. C.Q.F.D.

15. Les notations sont celles du n® 14. Soit B un sous-groupe fermé de G
contenant I'U. On note B, le groupe B(u)"/Q; c’est un sous-groupe fermé de G,
contenant I';. Soit R; une représentation unitaire de B, dont la restriction a I'; soit un
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multiple de #;. On peut former la représentation R=Ind3,,,(R,®S,T,) de B, et la

représentation T’=Indg (R) de G. D’autre part, on peut former la représentation
T,=Indy' (R,) de G, et la représentation T=Ind%,,,(T,®S,T,) de G.

PROPOSITION. Les représentations T et T' sont équivalentes.

Démonstration. Le théor¢me d’induction par étages montre que l'on a
T'=Indg,, ,(R,®S,T,). Le méme théoréme montre qu’il suffit de démontrer que I’on a
1,®S,T,=Indg 7 (R,®S,T,). On est donc ramené a démontrer la proposition lorsque
G est égal a G(u) U. Nous supposons ci-dessous que I'on a G=G(u) U. On a alors
=T,®S,T, et T’=Indg(u)U(R]®Su T,).Nous noterons ¥ I’espace de R, et # I’espace
de T,.

La représentation T est réalisée dans I’espace des fonctions a sur G, qui sont
mesurables, a valeurs dans H® ¥, et vérifient les relations

a(z6) = 8(5)"2 (R(0) ' ® Id) a(2),

pour tout 7€ G, et tout G€B,, et
f la@)fdzi< =,
G,/B,

Ici, § est le quotient des fonctions modules de G, et B,. La représentation T est donnée
par la formule,

(T(xy) @) (2) =1d ® §,(H) T(y) a(x'2)

ol x€EG(u), yEU, £€ H est un élément représentant x, et £ 'image de £ dans G;.
Compte tenu de la relation G(u) U=G, T’ est réalisée dans I’espace des fonctions S
sur G(u) a valeurs dans #® ¥, qui sont measurables, et qui vérifient les relations

Blzv) = 6(0)"* (R,(®) ™' ® S,(0)") B(2),

pour z€ G(u), v € B(u), 0 un élément de B(u)" représentant v, ¥ 'image de v dans B, et

J 1B dz < .
G(u)/B(u)

Ice, 6 est le quotient des fonctions modules de G(u) et de B(u). Soient x € G(u), y € U,

1

Z€G(u). Ecrivant y~lx~1z=x""zz"'xy"'x~ !z, on obtient,
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(T'(xy)B) (2) = 1A ® Tz~ 'xyx~"2)) flx'2).
- Etant donné a dans I’espace de la représentation 7, nous posons, pour tout z € G(u)
Bz) = (id ® S.(0)~ ") a(®),

ol Z est un représentant de z dans H, et Z son image dans G,. Il est facile de vérifier que
I’application a8 est un opérateur d’entrelacement unitaire et inversible entre T et
T. C.Q.F.D.

Application aux représentations de carré intégrable

16. Les notations sont celles du n° 14. On suppose I' fermé dans G. On rappelle
qu’une représentation irréductible 7 de G dont la restriction a I est un multiple de 5 est
dite de carré intégrable modulo T si T intervient discrétement dans la représentation
Ind? (7). Nous noterons A=I'nU, D I’adhérence de Zariski de I" dans U, b son algebre

de Lie, D=Dy, d=u|d. On note uj} '’ensemble des formes linéaires sur u dont la
restriction & D est égale & d. C’est un sous-espace affine de u*. On le munit d’une
mesure de Haar.

PROPOSITION. On suppose que T et TU sont fermés dans G.

(i) La groupe T'; est fermé dans G,.

(ii) Soit Ty une représentation irréductible de Gy dont la restriction a T'y est un
multiple de ;. On pose T=Indg,, (T,®S,T,). La représentation T est de carré
intégrable modulo T si et seulement les conditions suivantes sont réalisées :

(a) T, est de carré intégrable modulo T,
(b) le sous-ensemble Gu de uj est de measure non nulle,
(¢) D/A est compact.

Remarques. (i) A des détails de notation prés, cette proposition se trouve dans [KI-
Li] et dans [Anl]. Pour la commodité du lecteur, nous écrirons cependant la démon-
stration.

(i) Lorsque k=R, la condition ¢ est toujours vérifiée. Lorsque k=Q,, D/A est
compact si et seulement si D=A.

Démonstration. Le groupe T'U(u) est égal au stabilisateur de u dans le groupe ['U.
1l est donc fermé, ce qui entraine que I'; est fermé.
On considére le groupe V=I'U, et la représentation Q”=Ind¥ (n) de V. Notons V,, le
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sous-ensemble de V formé des représentations dont la restriction 4 I est un multiple de
7, et u, la classe de mesures sur V,, qui est associée a la représentation g,,. Notons T,
I’élément de V,, qui prolonge la représentation T, de U. Notons w I’orbite sous G de T,
dans V,, est w’ son complémentaire dans V,. A cette partition de V, en w et o',
correspond une décomposition g,=p@0’ de g, en deux sous-représentations dis-
jointes. Posons 0,7=Ind‘r; (7). Comme o, est équivalente a Ind‘g (0,), on voit que ’on a
0,=0@0’, ou o et 0o’ sont les représentations de G induites par g et o’. Comme o et ¢’
sont stables par G, les restrictions de o et ¢’ & V sont quasiéquivalentes &4 ¢ et o’
respectivement, de sorte que o et ¢’ sont disjointes. On voit donc que T est de carré
intégrable modulo T si et seulement si T intervient discrétement dans o (ce qui implique
en particulier que ¢ est non nul, c’est-a-dire que w n’est pas de mesure nulle pour y,).

Supposons donc que u,(w) est non nul. La représentation o est isomorphe a la
représentation [, Indg & du”(é). Mais, pour & dans w, toutes les représentations
Ind{ (£) sont équivalentes 2 la représentation Ind$ (7). Donc, pour que T apparaisse
discrétement dans o, il faut et il suffit que T apparaisse discrétement dans Ind%(7)).
Posons a=Ind?l’ (7). D’aprés la proposition 15, Ind{(T,) est équivalente 2a
Indg,, (a®S,T,). Il résulte de la propositon 14 que T intervient discrétement dans
Ind$(T,) si et seulement si 7, intervient discrétement dans a.

Pour terminer la démonstration de la proposition, il reste a voir que u,(w) est non
nul si et seulement si les conditions b et ¢ sont vérifiées. Notons 0 la restriction de 5 &
A, et U,; le sous-ensemble de U formé des représentations dont la restriction & A est un
multiple de 8. Notons s la mesure sur Us associée a la représentation Indg(é)‘
L’application de restriction est un isomorphisme de V,, sur Us qui transforme Uy €D Us.
Notons Q I'orbite de T, dans Us. Alors M, (w) est non nul si et seulement s’il en est de
méme de us(Q).

Le groupe D est contenu dans le centre de U. Notons yx, le caractére de D
correspondant & d. Un raisonnement analogue a celui fait plus haut montre que 1s5(Q)
est non nul si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

A,

b") ,uxd(Q) est non nul, ol Hy, €St la classe de mesures sur de associée a la re-
présentation Indj (x ),

(¢’) x4 intervient discrétement dans la représentation Ind? (6).

II est clair que les conditions ¢ et ¢’ sont équivalentes. D’autre part, I’application
de Kirillov identifie u}/U et de, et u, est I’image de la mesure de Haar de u} ([Ki]).

Les conditions & et ' sont donc équivalentes. C.Q.F.D.
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Quelques propriétés de Papplication E—T du n® 14

17. On emploie les notations du n° 13. Soit D une sous-algébre de u G(u)-
invariante, et coisotrope relativement a . On note D le sous-groupe correspondant de
U, et d la restriction de u a D.

Rappelons que I’on a posé H=G(u)". Nous considérons aussi le groupe G(u)®. Soit
x € G(u), et soient (x, @) et (x, y) des représentants de x dans G{u)" et Gu)® respective-
ment. Donc ¢ et 1y sont des fonctions sur ’ensemble des sous-espaces totalement
isotropes maximaux de u et D respectivement. Rappelons que le scalaire oy~ aété
défini au n° 8.

Soit E une représentation de H dans un espace de Hilbert . On suppose comme
au n° 14 que la restriction de E a U(u) est le caractére y,, et que I’'on a E(1, —1)=-Id.
Soit (x, 1) € G(1)® on pose

E'(x,y) =gy~ 'Elx, 9),

ol (x, @) est un représentant de x dans H. D’aprés le n° 8, E’ est une représentation de
G(u)®, et nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la restriction de E’ au sous-
groupe U(u) est égale a x,, et que 'on a E’(1,—1)=—Id. Comme de plus, on a
G)nD=U(u), on peut définir, comme dans le n° 14, la représentation E'®S, T, du
groupe G(u)D.

LEMME. Les représentations E®S, T, et Indge) 5 (E'®S,T,) du groupe Gu) U

sont équivalentes.

Démonstration. Soit [ une polarisation dans D, relativement 2 d. Comme D est
coisotrope, ¢’est une polarisation dans u relativement a u. Utilisant comme modéle de
T, la représentation 7, ; définie au n° 3, et comme modéle de 7, la représentation
T,,, on voit, d’aprés el théoréme d’induction par étages, que I’on peut identifier 7, et
la représentation Indj (7,). Notons ¥ I’espace de la représentation T,,. La représenta-
tion T, opére donc par translations a gauche dans ’espace de Hilbert ¥ formé des
fonctions mesurables 8 sur U, a valeurs dans J/, vérifiant les relations

Bzt = Td(t)‘l,B(z) pour zEU, t€D, et f 1B dz < .
uiD

Considérons la représentation R=E®S, T,. Elle opére dans I’espace % des fonc-
tions mesurables a sur U, a valeurs dans #®J, qui vérifient les relations

az)=(Id® T(H "a(z) pourz€U, tED, et f la(2)|*dz < .
uiD
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On a
Ry a)(2)=ay™'2)
(R(x)0) (2) = [(ECx, 9~ ® 5, (x, 9™ a] (2),

ol z et y sont dans U, x dans G(u), et (x, ) un représentant de x dans H.

Considérons la représentation R'=Ind%95(E'®S,T,). Comme on a Gu) U/
G(u) D=U/D, la représentation R’ est aussi réalisée dans I’espace %. Elle y opére par
les formules :

R (@=aly '2)
R a) (@) =cE'(x )" @S x, ) Dalx'zx),

ol z et y sont dans U, x dans G(u), (x,y) un représentant de x dans G(u)’, et
c=|det Ad (x),| 2.

Comme les restrictions de R et R’ a U sont égales, il nous reste a vérifier qu’il en
est de méme des restrictions & G(u). Soit x € G(u). Soient (x, @) et (x, y) des représen-
tants dans /4 et G(u)® respectivement. On définit un opérateur unitaire S’(x, ¥) dans £
€n posant

(Six, ) B) (@) = ¢ 'S ulx, p) Blxzx™),

ol ¢ est défini comme ci-dessus. Pour démontrer que R(x) et R'(x) sont égaux, il nous
suffit de prouver la relation suivante :

S.x, @) = ey~ Six, ). )

Rappelons que nous avons défini les représentations projectives S | et S, ( de
G(u) dans les espaces X et ¥ respectivement (voir le n° 5). Il n’est pas trés difficile de
déduire du théoréme d’induction par étages que I’on a

(S, ) B) @) = ¢Sy () lxzx™"), pour BEZ, zEU.

Je laisse la vérification au lecteur.
Utilisant la définition de S,(x, ¢) et de S (x,y) donnée au n° 10, on obtient la
relation (7). C.Q.F.D.

18. On emploie les notations du n° 13. Soit n un idéal de u, stable par G(x). On
note N le sous-groupe correspondant de U, n la restriction de u a n, b=u(n), V le sous-
groupe correspondant de U, v la restriction de u 4 .
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Soit x€G(u). On notera (x, @) € H=Gw)", (x, ) EGW)", (x,4, 0 E(Gu)™"" des
éléments représentant x. Donc ¢, 4 et 6 sont des fonctions sur ’ensemble des sous-
espaces totalement isotropes maximaux de 1, n et b respectivement. Rappelons que le
scalaire pA~'67" a été défini au n° 9.

Soit E une représentation de H dans un espace de Hilbert %, telle que la restriction
de E a U(u) soit égale au caractére y,, et telle que 'on ait E(1, —1)=-Id. Soit
(x, 4, 0) E(G(w)™". On pose

E'(x, 2, 0)= @A '07'E(x, @),

ol (x, @) est un représentant de x dans H. Il résulte du lemme 9 que E” est une
représentation de (G(u)™)". Je laisse au lecteur le soin de vérifier que la restriction de
E" a U(u) (identifié a un sous-groupe de (G(u)™") est le caractére y,, et que 1’on a
E'(1,1,-1)=—1d.

Remarquons que le groupe G(u) V est le stabilisateur de n dans G(u) U, et que,
identifiant V & un sous-groupe de U(n)", on a (G(1) V)"=Gu)"V. Comme au n° 14, on
peut définir la représentation E'® S, T, du groupe G(g)"V. On vérifie que sa restriction
a Ulu) est égale a y,, et que I'on a (E"®S,T,)(1, —1)=—Id. On peut donc définir 1a
représentation (E"®S,T,)® S, T, du groupe G(u) VN.

LEMME. Les représentations E®S, T, et Indg) U (E'®S,T,)®S,T,) du groupe
G(u) U sont égales.

Démonstration. Posons d=p+1. On emploie les notations du n°® 17. 11 résulte du
lemme 17 et du théoréme d’induction par étages qu’il suffit de démontrer la relation

E®S;T;=(E'®S, T,)S,T,

entre représentations du groupe G(u) D.

Choisissons des polarisations [ dans n relativement a n, et f dans b relativement a
v. On pose m=[+f. C’est une polarisation dans b relativement a d. On note L, K et M
les sous-groupes correspondants de U. On note y le caractére unitaire de M correspon-
dant a ulm, et x’ et x” les restrictions de y & L et K respectivement.

On note % I’espace de la représentation T, réalisée comme la représentation
Ind} (x'), comme au n° 3. C’est donc I’espace des fonctions numériques mesurables 3

sur N, vérifiant les relations

Bgx)=x@)""' B(g) pour gEN, zEL, etJ 1B(@)|*dg < .

NIL
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De méme, on note J I’espace de la représentation 7, réalisée comme la représentation
Indg (x"). C’est un espace de fonctions a sur V. On note ./ Iespace de la représentation

- T,=Ind% (x). C’est un espace de fonctions y sur D.

Soient § € Z, et a € . On définit une fonction y sur D=NV en posant, pour p € Vet
qEN,

7(gp) = alp) B(q).

On vérifie que I'application (a, §) —y se prolonge en une isométrie, que nous noterons
A, de H®ZL sur A.

Rappelons que nous identifions V a un sous-groupe de U(n)". Le groupe V opére
dans £ par la représentation S,. Il résulte de [We2] que, pour yEV, BEZL, gEN, ona

S0 B) (@) =B~ qy).

Le groupe D=VN opére dans ¥ ® par la représentation 7,885, T,. 1l est facile de
voir que A entrelace les représentations 7,®S,, T, et T,.

Considérons la représentation R=(E'®S,T,)®S, T,. Elle opére dans I’espace
HOOHRL par les formules suivantes. Soit yED. On a

R)=AXT, RS, T,) ).
Soit x € G(u). Soient (x, ) € G(u)" et (x, A, 8) E(G(u)™)° représentants de x. On a
R(x)=E"(x,2,0)® S,(x,1,0)® S,.(x, ).

Considérons la représentation R'=E'®S,T,. Elle opére dans I’espace #&.# par
les formules suivantes, Soit yED. On a

R'(y)=1d® TAy).
Soit x € G(u), et soit (x, 1) un représentant de x dans G(#)*. On a
R'(x)=E'(x,y) ® Sux, p).

Nous allons démontrer que I’opérateur Id{®A entrelace les représentations R et R'.
Nous avons déja remarqué qu’il entrelace les restrictions de R et R’ au groupe D. Pour
voir qu’il entrelace les restrictions a G(u), il suffit de démontrer 1’assertion suivante.
Soient x, (x,v), (x,4) et (x,4,8) comme ci-dessus. Alors A transforme I’opérateur
ADTOE IS (x, 4, )®S,(x,2) en Iopérateur w(m) 'S, (x,y). D’aprés le n° 10, et
avec les notations de ce n° on a Y"1 (x, P)=84 (), AD7T'S,(x, =S, (%) et
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018, (x, A, 0)=S, #(x, A). Remarquons que, puisque (x, 1) et x ont méme image dans
le groupe des automorphismes de v, on a §;, (x, A)=3S,, (x). Finalement, la vérification
de la relation (*) se reméne a celle de la relation

S0, 10) ® Sk ((x) = A7'Sg, m(x) A. **)

La relation (**) résulte facilement des définitions du n° 5. Je laisse les détails au
lecteur. C.Q.F.D.

19. Les notations sont celles du n° 18. On pose K=G(n)".

Le groupe K contient le groupe V. On a K(v)=G(u)"N(n) et V(v)=U(u) N(n). En
effet, d’aprés le lemme 1.16, on a N(n) u=u+(b+n)*, ot (b+n)* est I'orthogonal de
b+n dans u*.

Soit E une représentation de H dont la restriction & U(u) est égale a y,, et telle que
Pon ait E(1, —1)=—Id. On définit la représentation E” de (G(#)")® comme au n° 18. On
note encore E” la représentation du groupe K(v)® qui prolonge la représentation E” de
(G(u)")® et le caractére x,, de N(n) correspondant a u|n(n). On vérifie que la restriction

s

de E” au groupe V(v) est le caractére y, correspondant a u|b(v), et que 'on a
E'(1, —1)=-Id. Posons, comme au n° 14,

F=Ind}, (E'®S,T,).

On vérifie que la restriction de F a N(n) est le caractére y,, et que I'on a F(1, —1)=—1Id.
Comme au n° 14, on peut définir la représentation Indg, y(F®S,T,).

THEOREME. Les représentations Ind, ,(E®S,T,) et Ind§,  (F®S,T,) sont

équivalentes.

Démonstration. Posons W=Ind§, (F®S,T,). Il résulte du lemme 15, appliqué

aux groupes N et G(u) VN, que I'on a
W=Indg, w(E' ®S,T)®S,T,).
11 résulte du théoréme d’induction par étage que ’on a
W=Indg,,, (Ind&4 Y, (E'® 5,T) ® S, T,).

Le théoréme résulte du lemme 18. C.Q.F.D.
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Chapitre III. Représentations unitaires des groupes algébriques
sur un corps local de charactéristique 0

Groupes de classe C;,

1. Notre but est de classer les représentations unitaires irréductibles du groupe des
point rationnels d’un groupe linéaire algébrique défini sur un corps local de caractéri-
stique 0, en supposant le probléme résolu pour les groupes réductifs. Comme tout corps
local de caractéristique 0 est extension de degré fini de R ou de Q,, il suffit, par
restriction du corps des scalaires, de supposer que le corps de base est R ou Q,.
D’autre part pour les besoins du raisonnement par récurrence, et parce que cela ne
demande guére d’efforts supplémentaires, nous considérerons une classe de groupes un
peu plus large.
Dans tout ce chapitre, k désigne un des corps R ou Q,.

2. D¢éfinition. Un groupe de classe C; est un triplet (G, F, G), ou G est un groupe
localement compact, F un sous-groupe fini du centre de G, G un groupe linéaire
algébrique défini sur k. On suppose que G/F est un sous-groupe d’indice fini de Gy,
dense pour la topologie de Zariski.

Comme G/F est d’indice fini dans Gy, il est ouvert dans G.. Comme G/F et G, sont
localement isomorphes, G a une structure de groupe de Lie sur k, et son algébre de Lie
est canoniquement isomorphe a I’algébre de Lie de G. Nous noterons g cette algebre de
Lie.

Un méme groupe de Lie G sur k peut avoir plusieurs structures de groupe de classe
Cy. Par exemple, si k=R, on peut considérer R comme le groupe des points réels du
groupe additifs, ou comme sous-groupe d’indice 2 du groupe des points réels du groupe
multiplicatif. Bien que nous nous interessions aux représentations unitaires de G,
certaines des notions que nous introduirons dépendent du choix d’une structure de
classe C; pour G.

3. Soient (G, F, G) un groupe de classe C;, a un idéal G-invariant de g et a €a*.
Le groupe G(a) stabilise la forme bilinéaire alternée B, sur a, de sorte que le groupe
G(a)® est défini (n° I1.7). On note H=G(a)*, F' I'image réciproque de F dans H, H
I'adhérence de Zariski de G(a)/F dans G(a). On vérifie que (H, F’, H) est un groupe de
classe C;.

4. Soit (G, F, G) un groupe de classe C,. Soit 1 une sous-algébre unipotente de g
(il est entendu que lorsque nous employons les notions « unipotent », « réductif »,
etc... nous considérons g comme algébre de Lie du groupe algébrique G). Soit U le sous
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groupe unipotent de G correspondant. Comme U, n’a pas de sous-groupe propre
d’indice fini, G/F contient U;. D’aprés le lemme II.11, G contient un unique sous-
groupe fermé, que nous noterons U, isomorphe & U, par la projection de G sur G/F.
Nous dirons que U est le sous-groupe de G correspondant a u, et nous identifierons U
et Ug.

5. Nous allons voir que le groupe U défini dans le n® 4 ne dépend que de u, et pas
de la structure de groupe C; sur G. (Ce n° peut étre sauté sans inconvénient.) C’est
évident si k=R, car alors U est le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie u.

On suppose ci-dessous que K est égal a Q,. Soient (G, F,G) et (G, F', G') deux
structures de groupe de classe C; pour le méme groupe de Lie G.

LLEMME. (i) Soit U un sous-groupe unipotent de G, et soit u son algébre de Lie.
Alors u est Ualgébre de Lie d’un sous-groupe unipotent U’ de G'.

(ii) Notons U (resp. U’) le sous-groupe fermé de G isomorphe a Uy (resp. U'y) par
la projection de G sur G/F (resp. G/IF'). Alors U=U".

Démonstration. En modifiant G, G et G’ (en prenant des sous-groupes ou des
quotients d’indice fini), on se raméne au cas ol G est un sous-groupe d’indice fini dans
G, et dans G, et ol G et G’ sont irréductibles. Soient Z et Z' les centres de G et G’
respectivement. Ces deux groupes ont pour algébre de Lie le centre 3 de g, et les
groupes G/Z et G'/Z’ sont isomorphes, car ce sont des sous-groupes de Aut(g),
irréductibles, avec la méme algeébre de Lie. On se raméne donc facilement au cas ot g
est commutative, ce que nous supposons ci-dessous.

On écrit G=TXV, ou T est un tore connexe défini sur k, et ol V est unipotent. Si A
est un groupe abélien, on note A” I’image de A par ’application a~>a”. Considérons le
groupe N, (T)". Nous allons montrer qu’il est réduit a {1}. Choisissons une extension
de degré fini &’ de k sur laquelle T est déployée. Alors T, est un sous-groupe de T,-, et
T, est isomorphe & un produit fini de groupes k'™, de sorte qu’il suffit de montrer que
on a Nk'™)*={1}. On sait (cf. [Wel] p. 32-33) que &’ est produit de groupes
isomorphes & Z, a Z,,, et d’un groupe fini. Notre assertion est donc démontrée. Il en
résulte que I'on a N(GY'=V,=NG".

Ecrivons de méme G'=T’'XV’. On déduit de ce qui précéde que 'ona V,=V';. Il
enrésulte que V et V' ont méme algebre de Lie. Notons la v, Il enrésulte qu’il existe un
unique isomorphisme de V sur V' qui est I’identité sur V,. Les assertions du lemme
sont maintenant évidentes.
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6. Les notations sont celles du n® 4. On suppose de plus que u est G-invariant.
L’unicité de U montre que U est un sous-groupe invariant de G. On note F’ I'image de
F dans G/U, on pose G'=G/U, et on note G’ I’adhérence de Zariski de G'/F’ dans G/U.
On voit facilement que (G', F’, G’) est un groupe de classe Cy.

7. Dans toute la suite de ce chapitre, (G, F, G) est un groupe de classe C;, ' est un
sous-groupe central de G, et 77 un caractére unitaire de I'. On note G, I’ensemble des
classes de représentations unitaires irréductibles de G dont la restriction a ' est un
multiple de 7.

Soit g un élément de g*. Le groupe G(g)® est défini (n® I1.7). On note “g(g) le
radical unipotent de g(g) et "G(g) le sous-groupe correspondant de G(g), ou de G(g)*
(malgré un certain abus de notations), comme défini au ﬁ" 4. On note y, le caractére
unitaire de “G(g) correspondant & la restriction de g a “g(g). On note Y(g) ’ensemble
des classes de représentations unitaires T de G(g)? dont la restriction a "G(g) est un
multiple de y,, et telles que I’on ait 7(1, ~1)=—1d. On note Y i(g) le sous-ensemble de
Y(g) formé des éléments irréductibles, et Y(g,7) le sous-ensemble des éléments de Y(g)
dont la restriction 2 T (cf. n° II.7) est un multiple de #. On pose Y'(g,n)=
Yi”(g) NY(g,n). S’il est utile de faire figurer G dans la notation, nous écrivons
Y(g)=Ys(g).

On remarquera que Y(g) est toujours non vide, et que ¥Y(g,7) est non vide si et
seulement si y, et # ont méme restriction a I'N"G(g). Dans ce cas, nous dirons que g
est y-admissible.

Soit R un facteur réductif de G(g), et notons R I'image réciproque dans G de
R/ NG/F. Alors G(g)? est produit semi-direct de R¢ et de “G(g), et I’application de
restriction identifie ¥(g) a ’ensemble des classes de représentations unitaires 7 de R®
telles que I’on ait (1, —1)=-1d.

Nous noterons & I’ensemble des couples (f,7), ou g est une forme de type
unipotent sur g (voir le chapitre I) et ol 7 est un élément de Y™ (g). Nous noterons g,
le sous-ensemble de & formé des couples (g, 7), ol g est y-admissible de type unipotent,
et ol 7 est dans Y'™(g,7). Le groupe G opére naturellement dans € et dans g,.

Pour justifier ces définitions, disons que nous allons définir au n° 11 une bijection
de €/G sur G.

Remarque. 11 résulte du lemme S que si k=Q,, ’ensemble &€ ne dépend que de la
structure de groupe de Lie de G (et non pas du choix d’une structure de groupe de
classe Cy). L’exemple donné i la fin du n°® 2 montre qu’il n’en est pas de méme si k=R.

13 -822908 Acta Mathematica 149. Imprimé le 25 Avril 1983
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Techniques de récurrence

8. Soit u une sous-algébre unipotente G-invariante de g. Soit U le sous-groupe corre-
spondant de G. Il est fermé et invariant (n°® 4). On emploie les notations de n® I1.13. De
plus, on note H I’adhérence de Zariski de G(u)/F dans G(u), on pose h=g(u), on note F’
I’'image réciproque de F dans H, de sorte que (H, F', H) est un groupe de classe C; (n°
3) d’algebre de Lie . On note F; I'image de F’ dans G;, G, I'adhérence de Zariski de
G/F, dans H/Q, g,=0/q. Alors (G;,F;,G;) est un groupe de classe C, (n® 6)
d’algébre de Lie g;.

9. Les notations sont celles du n°® 8. Soit g un élément de g*.

LEMME. Si g est n-admissible, il en est de méme de sa restriction a u.

C’est évident.

10. Les notations sont celles du n° 8. Ou suppose que u est n-admissible. Soit g un
élément de g* prolongeant u. On pose h=g|}, et on note g, ’élément de gf obtenu par
passage au quotient. Nous voulons comparer les ensembles Y(g,#) et Y(gy,7,). Dans
ce but, nous commengons par comparer les groupes G(g)¢ et Gl(gl)g'.

Comme q est une sous-algébre de h(k), nous notons encore Q le sous-groupe de
H(h)? correspondaht a g (il est isomorphe a son image dans H par l’application
naturelle de H(k)® dans H). Il est facile de voir qu’il y a un homomorphisme surjectif 7
de H(h)Y sur Gl(g,)g‘,et que le noyau de o est Q.

De méme, nous notons U(u) le sous-groupe de H(h)? correspondant & u(u). Le
groupe H est égal & G(1)" et contient donc le groupe G(g)*. Le groupe H(h)® contient
donc le groupe (G(g)%)". 1l résulte du lemme 1.16 que 1’on a

H(h) = (G(2)")°Uw). *)

Rappelons qu’un élément de G(g)® (resp. (G(@)™)% est de la forme (x, @) (resp.
(x,9,0), ol xEG(g), et ol ¢, ¥, et O sont des fonctions sur I’ensemble des sous-
espaces totalement isotropes maximaux de g, u, et f respectivement (cf. le n°® I1.9).

Si 7 est une représentation de G(g)%, on pose, pour tout élément (x,,8) de
(G(@"°,

T'(x, p, 0) =@y '07'1(x, @), (**)

ol (x, @) est un représentant de x dans G(g)%, et ol le scalaire <p1/;_10" est défini
comme au n° IL.9. 1l est clair que 7'(x, ¥, 6) ne dépend pas du choix de (x, ). Il résulte
du n° I1.9 que la formule (**) définit une représentation de (G(g)")".
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LEMME. Etant donné t€ Y(g,n), il existe un unique élément v, € Y(g,n,) tel que
Pon ait t((z(x, v, N))=1'(x,y, 8) pour tout (x,y, 0) €(G(g)")V. L’application t—t, est
une bijection de Y(g,n) sur Y(g,, 7).

Remarques. Les représentations 7 et 7; opérent dans le méme espace, et engen-
drent la méme algébre d’opérateurs. Notons que le lemme dit en particulier que (sous
I’hypothése, rappelons-le, que la restriction de g a u est égale a I’élément #-admissible
u), g est p-admissible si et seulement g, est ;-admissible.

Remarquons que I’application 77, envoie toujours Y(g) dans Y(g,), mais pas
surjectivement. En fait, I'image consiste des représentations z; de G,(gl)gl telles que
I’on ait 7,(e, 1)=—1d, ol1 ’on a noté e I'image dans G; de I’élément (1, —1) de H (notez
que e est central). Cette assertion est le cas particulier du lemme correspondant a
r={1}.

Démonstration. Supposons Y(g,#n) non vide, et soit 7€ Y(g,n). Considérons le
groupe (G(2)")?n Uu); c’est le sous-groupe de (G(g)")" correspondant 2 I’algébre- de
Lie u(g). Il est donc noté U(g). C’est un sous-groupe du sous-groupe “G(g) de (G(g")?
d’algebre de Lie “g(g). Montrons que ' et y, ont méme restriction 4 U(g). Vu la
définition de Y(g) et de 7', ceci revient a 1’assertion suivante : soit (x, ¥, 6) un élément
du groupe U(g), considéré comme sous-groupe de (G(g)")?, et soit (x, ) I’élément du
groupe U(g), considéré comme sous-groupe de G(g)°, qui a la méme image x dans
G(g). Alors on a gy~ '67!=1. En effet, soient f et D des sous-espaces totalement
isotropes maximaux de u et §) respectivement, invariants par 1(g). De tels sous-espaces
existent, car 1(g) est unipotente. Alors on a p(f)=¢(d)=0(+Db)=1. Ceci résulte des
formules pour la représentation métaplectique [We2].

Il existe donc une représentation 7”, et une seule, de H(h)? qui prolonge 7’ et x,,. Il
est facile de voir que 7" provient par composition d’une unique représentation 7, de
Y(g1,71), ce qui montre que g, est yy-admissible, et que la représentation 7, du lemme
existe.

Les autres assertions du lemme se démontrent de maniére analogue. C.Q.F.D.

Construction des représentations T, , : premiére méthode

11. Les notations sont celles du n® 7. Pour toute forme linéaire g sur g de type
unipotent, et tout 7€ Y(g) nous allons associer une classe T, . de représentations
unitaires de G ayant les propriétés suivantes :

(1) Pour tout automorphisme a de (G, F,G), on a : Tag ar=“T s
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(2) La restriction de T, . a ' est un multiple de # si et seulement si z est dans
Y(g, n);

(3) T,,. et 7 ont des commutants isomorphes;

(4) Soit 7' € Y(g); 'espace des opérateurs d’entrelacement entre T, , et T, .- est
isomorphe a I’espace des opérateures d’entrelacement entre 7 et 17';

(5) Soient g’ une forme de type unipotent sur g, et 7’ € Y(g’); on suppose que g et
g’ ne sont pas dans la méme G-orbite; alors T, , et T, - sont disjointes.

La construction se fait par récurrence sur la dimension de g. Si g est de dimension
0, on a g=0 et G(g)=G, et I'application x—(x, 1) identifie G & un sous-groupe de G(g)°.
On définit T, , comme la restriction de 7 & G. Les propriétés (1) a (5) sont trivialement
vérifiées. |

On suppose la dimension de g strictement positive, et la construction faite pour
tous les groupes de classe C, de dimension inférieure. Soient g une forme de type
unipotent sur g et 7€ ¥(g). On note u le radical unipotent de g, on pose u=g|u, et on
emploie les notations du n° 8. On distingue deux cas.

1°" cas. h=q. D’aprés le lemme 1.19, on a g(g)=g et G(g)=G(u). L’ application
x—(x, 1) identifie G(g) & un sous-groupe de G(g)%. Notons 7’ la restriction de 7 a G(g).
Le groupe G(g) est d’indice fini dans G. On pose

T, .= IndS, (7).

2° cas. h#g. On définit 7, € Y(g;) comme dans le lemme 10. D’aprés les n® 1.18 et
1.24, la forme g, est de type unipotent. L’hypothé¢se de récurrence nous permet de
construire la représentation T, . deGi. Appliquant le lemme 10 (dans le cas ou T'={1})

et la propriété (2) au sous-groupe I'; de G, on pose, comme dans le n°® 11.14,

T, ,=Indg, ,(I,®S,T,).

Vérification des propriétés (1) a (5)

La premiére propriété est du « transport de structure ».

Les propriétés (2) a (4) se démontrent par récurrence sur la dimension de g. Dans
le premier cas ci-dessus, ‘elles sont évidentes, et dans le second résultent: de la
proposition 11.14.

Démontrons la cinquigme propriété. Soient {g, 7) et (g’, 7’) comme dans I’énoncé
de cette propriété. Supposons T, , et T, . non disjointes. Leur restriction & U sont
non disjointes. Notons u et u’ les restrictions de g et g’ respectivement 4 u. Il résulte de
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la construction de T, . que sa restriction & U est portée par I’orbite sous G de T, dans
U. Un résultat analogue est valable pour T, .. Les formes u et u’ sont donc dans la
méme G-orbite. Quitte a remplacer g’ par un conjugué, ce qui est possible griace a la
propriété (1), on peut supposer que I’on a u=u'. Nous voulons montrer que g et g’ sont
conjugués. Nous le faisons par récurrence sur la dimension de g. Comme ci-dessus, on
distingue deux cas. Dans le premier cas, il résulte du lemme 1.19 que 'on a g=g’. Dans
le second cas, définissons g} € gf et 71 € Y(g}) de maniére évidente. 1l résulte de la

proposition II.14 que les représentations 7, , et Tgi,fi sont non disjointes. L hypothese

7
de récurrence assure que g, et g} sont conjugués sous G,. Notant 4’ la restriction de g’
al, il enrésulte que ket A’ sont conjugués par le groupe H, ou, ce qui revient au méme,

par le groupe G(u). 1l résulte du lemme 1.16 que g et g’ sont conjugués. C.Q.F.D.
12. Les notations sont celles des n® 7 et 1.

THEOREME. L’application (g, 1)—T, . de € dans G induit une bijection de €/G
sur G. Cette bijection envoie ,/G sur G,.

Démonstration. Nous avons vu au n° 11 que I'application (g, 7)—T, . envoie
injectivement /G dand G, et &,/G dans (A?,,‘ Réciproquement, soit 7€ G. Nous allons
montrer qu’il existe (g, 7) € &, tel que T soit égal & T, ,. Notons toujours U le groupe
correspondant au radical unipotent u de g. Les orbites de G dans u* sont localement
fermées, car ouvertes dans les orbites de G, dans u*, D’aprés la proposition 1I.14, et
avec les notations de cette proposition, il existe un élément y-admissible # €u*, et un
élément T, de G, dont la restriction a I', est un multiple de 7y tels que Pon ait
T=Indg,, ,(T,®S,T,). On raisonne par récurrence sur la dimension de g, en distin-

guant deux cas comme dans le n® 11.

1°7 cas. h=g. Soit g I'unique forme de type unipotent sur g qui prolonge u (lemme
1.19). On a G(g)=G(u). Notons 1 I’'unique élément de ¥(g) tel que 7(X)=T,(7z(X)) pour
tout £€G(g)%, ou m est la projection de G(g)¢ sur G, (remarquez que l'on a
G(g)*=G@)"). On a bien T=T, ., et TEY(g, n).

2¢ cas. h+q. L hypothése de récurrence nous montre qu’il existe (g, z;) dans %’,}l
tel que 'on ait T,=T, . . Soit g une forme linéaire sur g dont la restriction & u est égale
a u, et dont la restriction a § est la forme h déduite de g, par composition avec la
projection de § sur g;. On définit 7€ ¥(g, n) comme dans le lemme 10. Alors g est de
type unipotent (lemme 1I.18), de sorte que (g, 7) est un élément de ,. De plus, on a
T=T, ..
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13. Examples. Si G est le groupe des points rationnels d’un groupe unipotent
défini sur £, on a €=g*, et la paramétrisation de G donnée dans le théoréme 12 n’est
autre que celle de Kirillov (cf. [Ki] et [Moo]).

Si g est réductive, 0=g est la seule forme de type unipotent, et l'on a
G(g)®=Gx{*1}, de sorte que & s’identifie naturellement 4 G, et que la paramétrisation
de G du théoréme 12 est tautologique.

Supposons que G est le groupe des points rationnels d’un groupe algébrique
résoluble connexe défini sur k. Soit u le radical unipotent de g. Soit u € u*. Soit g € g*
un élément de type unipotent prolongeant u (son orbite est bien déterminée, cf. le n°
1.25). Soit R une composante réductive définie sur & du groupe G(g). Alors R est
commutatif, et il existe une section & de R, dans dans G(g)® ([Ho]). L’application
T—>70 &=y est une bijection de Y™(g) sur ’ensemble des caractéres unitaires de Ry.
Posons Yf,%=Tg)r pour tout caractére unitaire y de Ry (la notation souligne que la
définition de T%. . dépend du choix d’une section £). On obtient la paramétrisation de G

donnée Howe [Ho] (dans le cas ultramétrique).

Application aux représentations de carré intégrable

14. On emploie les notations du n°® 11. On suppose de plus que I" contient F et qu’il
existe un sous-groupe algébrique I du centre de G, défini sur &, tel que I'/F soit d’indice
fini dans I, (le cas intéressant est celui oii T est le centre de G, mais pour les besoins du
raisonnement par récurrence, il est commode de généraliser un peu).

THEOREME. Soit (g,7)€&. La représentation T, . de G est de carré intégrable
modulo T si et seulement si la représentation t de G(g)8 est de carré intégrable modulo
I (rappelons que T est identifié a un sous-groupe de G(g)8 par Uapplication y—(y, 1)).

Ceci est encore équivalent a I’ensemble des deux conditions suivantes :

(a) Le radical unipotent “q(g) de q(g) est égal a la partie unipotente du centre de
g, et T contient “G(g).

(b) Si R est un facteur réductif de G(g) comme dans le n° 7, la restriction de © a
RS est de carré intégrable modulo T'NRS.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de g. Le théoréme
est évident si dim g est nulle. On suppose la dimension de g strictement positive, et le
résultat établi pour les groupes de classe C, de dimension strictement inférieure. On
considere les deux cas du n® 11. Dans le premier cas, il est évident que T, , est de
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carré intégrable modulo T si et seulement s’il en est de méme de 7. D’autre part, il est
facile de vérifier (que ce soit dans le premier ou le deuxiéme cas) que 7 est de carré
intégrable modulo T si et seulement si les conditions (a) et (b) sont vérifiées.

On suppose maintenant que I’on se trouve dans le second cas du n° 11. On emploie
les notations du n° I1.16. Les conditions imposées a I' impliquent que I’on a A=D, et
que les hypothéses de la proposition 11.16 sont vérifiées. D’autre part, le groupe T,
vérifie les conditions analogues a celles de I'. Il résulte de la proposition I1.16 que 7, ,
est de carré intégrable modulo T si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(o T o7, €St de carré intégrable modulo I'y;

(B) Gu est de mesure non nulle pour la mesure de Haar de u3.

Comme G, u est réunion finie de conjugués de Gu, la condition (a) est équivalente
a la condition : gu=>0", ot d* est I’orthogonal de b dans u*. Passant aux orthogonaux
dans u, on voit que ceci est encore équivalent a la condition :

(B") u(g)=o.

L’hypothése de récurrence montre que la condition (o) est équivalente 4 I’ensem-
ble des deux conditions suivantes :

(ay) Le radical unipotent de g,(g,) est égal a la partie unipotente du centre de g;;
et I'; contient “G,(g,).

(by) Si R, est un facteur réductif de G,(g) comme dans le n°® 7, la restriction de 7,
a R{' est de carré intégrable modulo T, NRS

11 résnlte du n® 10 que les conditions (b) et (b;) sont équivalentes.

La condition (a;) est équivalente & la condition : TU(x) contient “G(g) U(u), ou
encore a la condition : "G(g) est contenu dans T'U(g). On voit donc que la condition a
est équivalente a I’ensemble des conditions (a;) et ('), C.Q.F.D.

15. Lorsque k=R et lorsque G est unimodulaire, Anh [An2] a montré que, si G a
des représentations de carré intégrable modulo T, il a une structure bien particuliére.
Notamment, le centre 3 de u est égal a la partie unipotente du centre de g, et si g est
une forme de type unipotent telle que “g(g) soit égal 4 3, on a (en notant comme
d’habitude u la restriction de g au radical unipotent u de g} u(#}=3. De plus, il existe un
facteur réductif r de g contenu dans u(u).

Il en résulte que si g’ est un élément de type unipotent de g ayant méme restriction
a3 que g, alors g et g’ sont conjugués (par U), et que si g et g’ ont méme restriction a i,
ils sont égaux.

Dans les conditions du théoréme 14, G centralise 3, de sorte que 'on a G=G(») U,
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et G(u)=G(g), G(u)"=G(g)*. La représentation T, . est donc égale a la représentation
®S,T,.

Tous ces résultats sont encore valables lorsque k=Q,. En fait, ils résultent de la
proposition purement algébrique ci-dessous (visiblement inspirée par le travail d’ Anh).
Comme nous n’allons pas utiliser le contenu de ce n°, j’en renvoie la démonstration a
un article ultérieur qui devrait contenir une étude plus approfondie des algébres en
question.

PROPOSITION. (Dans cette proposition k est un corps quelconque de caractéri-
stique 0.) Soit g 'algébre de Lie d’un groupe algébrique G linéaire défini sur k. Soit g
une forme de type unipotent sur .

(i) Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) “g(g) est contenu dans le centre de g;

(b) il existe f€ q* dans la classe d'u-équivalence de g (cf. n°® 1.26) tel que
ad g(f) soit une sous-algébre abélienne et semi-simple de I'algébre de Lie des auto-
morphismes de q.

(ii) On suppose que g est unimodulaire et que la condition a est vérifiée. Soit u le
radical unipotent de g et soit 3 le centre de 1. Alors 3 est égal a la partie unipotente du
centre de §. Posons u=glu. On a 3="g(g)=w(u) et g(g)=q(u). De plus, on a
g=g(u)+u.

Une autre méthode de construction des représentations 7, .

16. Les notations sont celles du n® 7. On fixe une forme g de type unipotent sur g, et 7
dans Y(g).

Soit b une sous-algébre de type unipotent relativement a g et invariante par G(g). Il
existe de telles algeébres, d’apres le n® 20. Nous notons b le radical unipotent de b, V'le
sous-groupe correspondant de G, et 'on pose B=G(g)V. D’aprés le n° 1.22, on a
b=g(g)+v. Le groupe B est fermé dans G, car, a des groupes finis prés, B/F est égal au
groupe des points rationnnels d’un sous-groupe algébrique de G, d’algébre de Lie b.

On note v la restriction de g 4 b. Le groupe G(g) opére dans b en laissant stable v,
de sorte que le groupe G(g)° est défini. Sont définies aussi la représentation T, de V, et
la représentation S, de G(g)° dans I’espace de la représentation 7.

Rappelons qu’un élément de G(g)? (resp. G(g)°) s’écrit sous-la forme (x, ¢) (resp.
(x, ¥)), ol @ (resp. ¥) est une fonction sur I’ensemble des sous-espaces totalement
isotropes maximaux de g (resp. p), et ol x est dans G(g).
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Soit (x, ¥) € G(g)". Soit (x, @) un élément de G(g)® représentant x. On définit le
scalaire gy~ ! comme au n° I1.8. On pose

#(x, ) = ey~ 't(x, ).

1l résulte du n° II.8 que ceci ne dépend pas du choix de (x, @), et que ¥ est une
représentation du groupe G(g)°.

On définit une représentation, notée ¥®S,T,, du groupe B dans le produit ten-
soriel de I'espace de 7 et de I’espace de T, en posant

(F® S, To) (xy) = €(£) ® Sy(£) To(y).

Ici, y est dans V, x dans G(g), et £ est un élément de G(g)° représentant x. On vérifie
que cette définition ne dépend pas des choix faits et qu’elle donne effectivement une
représentation.

On définit une représentation 7, , ; de G en posant

T, ,=Indj(f®S,T,).

THEOREME. On aT, =T, .

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de g. Le théoréme
est évident si g est nulle. On suppose donc la dimension de g strictement positive, et le
théoreéme établi pour tous les groupes de classe C, de dimension inférieure. On note u
le radical unipotent de g, on note u la restriction de g a u, et on emploie les notation du
n° 8. On distingue deux cas.

1°" cas. h=g. Dans ce cas, les groupes B et G(g) sont égaux, et le résultat est
€vident (voir la construction de 7, , dans ce cas au n° 11).

2° cas. h#g. La démonstration comporte plusieurs étapes.

(1) On pose b’=b+1u. Alors b’ est une sous-algébre de type unipotent relativement
a g, et b’ est G(g) invariante. La représentation T, est donc définie. Nous allons
montrer que les représentations 7, . , et T, . son égales.

On définit v',v’, G(g)°, 7', etc... de maniére analogue a plus haut. D’apres le
théoréme d’induction par étage, il nous suffit de démontrer que les représentations
T ®S, T, et Inds (#®S,T,) de B’ sont égales. On remarque que I’on a v'nb=b,
b+g(g)=>b et ¥’ +g(g)="b’, de sorte que b est un sous-espace de v’ totalement isotrope
relativement a v’. On a B=G(g) V et B'=G(g) V'. Notre assertion est donc une consé-
quence du lemme II.17, appliqué avec u=p’ et n=v,
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(2) D’apreés la premiere étape, nous pouvons supposer, et c’est ce que nous
faisons, que b contient u. On pose c=bNn§, et b’=c+u. Alors b’ est une sous-algébre de
type unipotent relativement 3 g, invariante par G(g), contenue dans b. Le méme
argument que dans la premiére étape montre que l'ona 7, (=T,

(3) D’apres les deux étapes précédentes, nous pouvons supposer, €t c’est ce que
nous faisons, que I’on a b=(bNnH)+u. On pose ¢=bnph, et by=c/q. L’algebre b; est de
type unipotent relativement a g, et invariante par Gi(g;) de sorte que la représentation

T et by de G, est définie. L’hypothése de récurrence montre qu’elle est égale a Tguff
Rappelons la définition de Tgl’%bl. A partir de la représentation 7, de Gy(gy), on

fabrique la représentation 7; de Gl(gl)b‘, ou b, est le radical unipotent de b;. Posons
R1=1"'I®Sul T, , ol vy est la restriction de g, a v,. C’est une représentation de B,, et

l'on a Ts’m,bl:mdg: (R)). L’hypothese de récurrence et la définition de T, , (n° 11)
montrent que I'ona T, ,=Indg, , (T o1, 6,08, T,). La proposition I1.15 montre que I’on
a T, ,=Ind§ (R,®S,T,).

D’aprés le théoréme d’induction par étages, et la définition de T, ,, pour dé-
montrer que T, _ et T, , , sont égales, il nous suffit de démontrer I’égalité suivante entre

représentations de B :
R] ®SuTu=f®SvTv.

On pose Ww=bN¢. On a b=w+11. Notre assertion résulte du lemme 11.18, appliqué
avec b=9, lp=p, et u=n. C.Q.F.D.

Propriétés fonctorielles de I’application (g, 1) —T,

17. Les notations sont celles du n°® 7. On fixe une forme de type unipotent dans g* et ¢
dans Y(g). Soit u un idéal unipotent, invariant par G, de g (on ne suppose pas que u est
le radical unipotent). On emploie les notations des n® 8, 10 et 11. En particulier, la
représentation T, , de G et la représentation Tgm de G, son définies. Comme au n°

I1.14 on considere la représentation Indg(u) U(Tgph@S w T
THEOREME. On a T, ,=Ind¢, (7T, . ®S,T).

Remarque. Lorsque u est le radical unipotent de g, le théoréme est vrai par
définition de T, ..

Démonstration. On choisit une sous-algébre b, de g;, de type unipotent relative-
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ment a g,. On note ¢ I'image réciproque de b, dans §, et I’on pose b=c+u. D’aprés le
théoreme l6ona 7, =7, et T,

g]yfl_

du théoréme 16 montre que 'on a T, , ;=Indg, , (T, . , ®S,T,). C.Q.F.D.

T, .. 6, La troisitme €tape de la démonstration

18. Nous allons faire une seconde démonstration du théoréme 17. Elle n’est pas
fondamentalement différente de la premiére, et elle est plus longue. Mais elle ne repose
pas sur le théoréme 16 (dont I'emploi n’était d’ailleurs pas trés naturel), ce qui nous
permettra de la reproduire dans une situation voisine (au n® 19) ou I’analogue du
théoréme 16 n’est pas disponible.

Seconde démonstration du théoréme 17. On la fait par récurrence sur la dimension
de g. Le théoréme est évident si la dimension de g est nulle. On suppose la dimension
de g strictement positive, et le théoréme établi pour les groupes de classe C, de
dimension strictement inférieure. On distingue deux cas.

1°" cas. dim g;=dim g. Dans ce cas u est un idéal central de g de dimension

inférieure ou égale a 1. On a G;=G(u)x{x1}, et G(u) est un sous-groupe d’indice fini
de G, contenant G(g). Le théoréme signifie que T, . est la représentation induite par la
représentation analogue, que nous noterons Tg‘f’, du groupe G(u). Cela est immédiat

sur les définitions du n° 11.

2° cas. dim g;#dim g. Nous noterons it le radical unipotent de g. Notons # la
restriction de g 4 1i. De maniére analogue au n° 8 et 10, on définit les objets f), 3, U, H,
Q, Gy, 41, &, 7. Par définition, T,, est égale a la représentation
Indg(mv,(Té‘,ﬁ@Sd T). Notons E la représentation de G()" obtenue a partir de la
représentation Tgi,fl par composition avec la projection de G(ﬁ)’v1 sur G,. Posons
v=1i(u), et notons E" la représentation de (G(#)")° obtenue. par la formule E'(x, 4, 8)=
@A '071E(x, ) (cf. le n° I1.18). Notons V le groupe correspondant & b, et posons
F=Ind}, ,(E"® S,T,), od v est la restriction de # a b. Il résulte du théoréme I1.19 que
'onaT g’,=Indg(u) y(F®S,T,). Notons F, la représentation de G, obtenue a partir de F

par passage au quotient. Il nous reste 4 démontrer 1’assertion

F,=T *

g, 7"

Posons u,=b/q, notons u; la restriction de g; & u1;. On pose H,=G1(u,)"‘, g1=
kerg;nu (i), O le sous-groupe correspondant, G,=H/Q,, g, son algebre de Lie,
g» Vélément de g¥ déduit de g, 7, ’élément de Y(g,) défini comme au n° 10.
L’hypothése de récurrence montre que 'on a T, gl,,l=Indgl(ul) v,(T,,., @S, T,).

BTy



196 M. DUFLO

Composant avec la projection de (G(i1)")°—G,, on obtient a partir de Téz’fz une
représentation de (G(#)")® que nous noterons E’. Pour démontrer la relation (¥), il
suffit de montrer que I’on a E’=E". Pour cela, nous devons comparer les représenta-
tions T, . dugroupe G et T,, :, du groupe G». Ces deux groupes sont des revétements
du groupe G(#)/Q. On a §,=g; et §;=g,. On écrit les éléments de G, (resp. G) sous la
forme n(x, ) (resp. 7(x, 4, 0)) ot 7 est la projection, ol g, A, & sont des fonction sur
I’ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de it, 1t €t b respective-

ment, et x un élément de G(i7). On écrit les éléments de Gl(gl)gl (resp. Gz(gz)gz) sous la

forme n(x, @, y) (resp. 7(x, 4, 6, 7)), ou 7, @, A, 6 sont comme ci-dessus, x est dans G(g),
et y une fonction sur 'ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de
g>. On vérifie que 'on a

Ta((x, 4, 0, ) = 90~ A7 (a(x, @, ).

On vérifie, en utilisant les définitions de Tén ; €t ng’tz données au n® 11, que I'on a

T, (x4, 0)) = X '07'T, . (a(x, ¢).

11 est clair que ceci est équivalent a la relation E'=E". C.Q.F.D.

Comparaison avec la méthode des orbites « classique »

19. J’ai construit dans [Du3] un ensemble de représentations unitaires d’un groupe de
Lie réel quelconque G. Lorsque G admet une structure de groupe de classe Cg, les
représentations irréductibles ainsi construites suffisent & analyser la représentation
réguliere L%(G). La construction de [Du3] généralise aussi la théorie de Kirillov pour
les groupes nilpotents, mais de maniére différente que celle du présent article. Celle de
[Du3] est classique, en ce sens qu’elle généralise les constructions de Bernat, Aus-
lander-Kostant, Kirillov, Pukanszky (pour ne citer qu’eux) pour des classes variées de
groupes de Lie (e.g. résolubles, compacts, etc.), ce qui n’est pas le cas de celle adoptée
ici (voir le n°® 13). Nous comparons ci-dessous ces deux constructions. Nous commen-
cons par rappeler un minimum de choses de [Du3].

Dans ce n°, nous notons G un groupe de Lie réel quelconque. Soit g son algébre de
Lie. Une forme f€ g* est dite bien polarisable s’il existe une sous-algébre complexe de
g®C qui soit une polarisation résoluble vérifiant la condition de Pukanszky relative-
ment a f, considéré comme éiément de (g®C)*. Si f€ g*, on note X(f) I'ensemble des
classes de représentation unitaires o de G(f)® telles que I’on ait o(exp X)=exp (if (X))
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pour X € g(f), et o(1, —1)=—Id. On dit que f est admissible si X(f) est non vide. Si f est
un élément admissible et bien polarisable de g*, et si 0 € X(f), j’ai construit dans [Du3]
une classe Ry, de représentations unitaires de G, ayant méme commutant que o.
(Dans [Du3], cette classe est notée T, ,, mais il est préférable de changer de notation
pour éviter les confusions.)

Soit 1 un idéal nilpotent G-invariant de g. On suppose que le sous-groupe analy-
tique U de G correspondant est fermé. Soient f un élément admissible et bien polarisa-
ble de g*, et 0€EX(f). On pose u=fu, h=g(u), H=Gw)", g=kerunu(u), Q le sous-
groupe analytique correspondant. Le groupe Q est fermé (cf. [Du3] ch. IV). On pose
G1=H/Q, g,=b/q, on note f; € gf I'élément déduit de f par restriction et passage au
quotient. L’elément f; est admissible et bien polarisable, et on note o; I’élément de
X(fy) défini de maniére analogue au n° 10 (cf. [Du3] ch. IV).

THEOREME. On a R, ,=Ind¢,, (R, , ®S,T,).

Démonstration. Lorsque 1 est le plus grand idéal nilpotent de g, ceci est vrai par
définition des représentations Ry, , (cf. [Du3] ch. VI). Dans le cas général, la démon-
stration est analogue a la démonstration du théoréme 17 faite au n® 18. C.Q.F.D.

20. Dans ce n°, (G, F, G) est un groupe de classe Cg. On suppose que le caractere
% de R (cf. N° I1.2) est le caractére x—e™.

Soit g une forme de type unipotent sur g*, et soit A € g(g)* un élément ayant méme
restriction que g a “g(g). Soit b la sous-algebre de type unipotent, canonique relative-
ment a g (n° I.ZO). Notons b son radical unipotent, et v la restriction de g a b, V le sous-
groupe correspondant de G. Soit f une forme linéaire sur g prolongenant v et 4 (la
restriction de fa b est bien déterminée, et ’orbite de f est bien déterminée, cf. le n°® 26).
Dans ce qui suit, nous considérons g(g) comme I’algébre de Lie du groupe G(g)°.

Montrons que f est admissible et bien polarisable si et seulement s’il en est de
méme de 1. La seconde assertion résulte du n° 1.28. Nous avons vu dans ce n° que I’on
a G(g) (1) V(v)=G(f) V(v). Soit B le groupe G(g) V, et soit b' la restrictionde fa b. Ona
G(f) V(v)=B(b'). On peut définir le groupe (B(h')°)*™. C’est un ensemble d’éléments
(x,9,6) ol xEB(b'), ¥ et O sont des fonctions sur I’ensemble des sous-espaces
totalement isotropes maximaux de b et b(v) respectivement. L’application [—[ng(g)
est une bijection de I’ensemble des sous-espaces totalement isotropoes maximaux de
b(v) sur I’ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de g(g), relative-
ment 2 la forme bilinéaire déduite de 2. Un élément de G(g)®(1)%® s’écrit donc sous la
forme (x, ¢, 6), ol x est dans G(g) (A), @ une fonction sur ’ensemble des sous-espaces
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totalement isotropes maximaux de g (relativement a la forme bilinéaire déduite de g), et
¢ est comme plus haut. On remarque que si (x,¢,8) est un tel élément, et si
(x, ¥, ) EBB)H*)’™ a méme image dans G(g)%®, le scalaire gy~! est défini (n°
I1.8). Un élément de G(f)? s’écrit sous la forme (x,y) ou x est dans G(f), et y une
fonction sur I’ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de g relative-
ment a la forme définie par f. Si (x,y, 0) €(B(b")?)*™, représente le méme élément x,
le scalaire yy '~ a été défini au n° IL.9. '

Comme d’habitude, on identifie V(v) & un sous-groupe de (B(b")")’®. Soit
0EX(f). Alors il existe une et une seule représentation, notée o', du groupe
(B(b')*)*® dont la restriciton & V(v) est le caractére y, de différentielle if |p(v), et telle
que ’on ait

axy, = y¢’10_la(x, ¥)

pour (x, ¥, 0) E(G(f)°)°®, et (x, ) € G(f)® représentant x.
Soit € X(4). Alors il existe une et une seule représentation, notée 6", du groupe
(B(b")*)*® dont la restriction 2 V(v) est le caractere y,, et telle que 1’on ait

&'(x,p, 0) =y '6(x, @, 0).

Soit 6 EX(f). Alors il existe un et un seul élément de X(4), que nous noterons 4, tel
que 'on ait ¢'=3d", et I’application 04 est une bijection de X(f) sur X(4).

On suppose ci-dessous que f est admissible et bien polarisable. Soit 0 € X(f). On
pose 7=R; ;. C’est une représentation de G(g)¢, et il résulte de [Du3] que c’est un
élément de Y(g).

THEOREME. Les représentations T, , et Ry , de G sont égales.

Démonstration. On démontre le théoréme par récurrence sur la dimension de g.
Lorsque la dimension de g est nulle, c’est évident. On suppose la dimension de g
strictement positive et le résultat démontré pour les groupes de classe Cy de dimension
strictement inférieure. On note u le radical unipotent de g, et u la restriction de g a u.
Notons que la restriction de f & u est égale a u (car b contient u). On emploie les
notations gy, Gy, g1, f1, t1, 01 des n°® 8, 10 et 19. On distingue deux cas.

1°" cas. h=g. Dans ce cas le théoréme est évident.

2° cas. h+g. On a R, =Ind¢, R, ,®S,T,) d’aprés le théoreme 19. On a
T g,,=Indg(u)U(Tgly,l®Su T,) par définition de T, ,. On vérifie que les éléments (g, 71)
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et (f1,07) sont dans la méme relation que les éléments (g, 1) et (f, ). L’hypothése de

récurrence nous montre que I'ona R, =T C.Q.F.D.
11,01

gu T’

Chapitre IV. Idéaux primitifs
Notations

1. Jusqu’au n® 15, k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0, G un groupe
linéaire algébrique irréductible défini sur £, et g I’algébre de Lie de G. On identifiera G
et le groupe G de ses points rationnels. Toutes les algebres de Lie considérées sont de
dimension finie sur k. Si a est une algébre de Lie, on note U(a) son algébre envelop-
pante, et Prim U(a) I’espace des idéaux primitifs de U(a).

Soit g€ g*. Nous notons Z(g) I'ensemble des idéaux bilateres & de U(g(g)),
propres, et qui contiennent les éléments X—g(X), ot X parcourt le radical unipotent
ug(g) de g(g). On note ZP""™(g) le sous-ensemble de Z(g) formé des éléments primitifs.
On note % 1I’ensemble des couples (g, &), ol g est une forme de type unipotent sur g, et
& dans ZP"™(g). Le groupe G opére dans %. Le but de ce chapitre est de décrire une
application de #/G dans Prim U(g), surjective et de fibre finie.

Quelques rappels sur la théorie des idéaux primitifs

2. Soit 5 une sous-algébre de g, et soit 7 une représentation de § dans un espace
vectoriel W. On note 74 la forme linéaire X—>ltr(ad X ) sur . On note 7% la

représentation X—m(X)+t, 5(X)1d de h dans W. On appelle représentation induite, et

s

on note Indg (r) la représentation de g obtenue par multiplication a gauche dans
U@ ®ywy W, ou b opere dans-W par la représentation 7. (C’est la représentation
« induite tordue » au sens de [Dil], ch. 5.)

Soit & un idéal dans U(h). Notons a4 , I’automorphisme de U(h) prolongeant
I’application X>X—t, 5(X) de f) dans U(h). On note Ind{(§)le plus grand idéal de U(g)
contenu dans U(g)ag 5(8). Si & est le noyau de z dans U(h), alors Indg (&) est
le noyau de Ind} () (cf. [Dil], ch. 5).

Soit fun idéal de g, et soit /€ Prim U(g). Alors In U(f) est un idéal premier de U(Y).
Il existe un élément JE€ Prim U(f) tel que Pon ait N, cgx(N)=1I. Si J' € Prim u(f) vérifie
la méme propriété, il existe x € G tel que x(J)=J'. L’orbite G(J) de J dans Prim U(¥) est
donc bien déterminée. Nous dirons que c’est le support de InU(¥). Soit J dans le
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support de InU(f). Soit § le stabilisateur de J dans f. Alors il existe £ € Prim U(b) tel
que l'on ait £n U(H)=J, et Ind{ (§)=1.

Ces résultats constituent ’analogue de la théorie de Mackey pour les idéaux
primitifs. Iis sont démontrés dans [Moe-Re]. Notons que nous les utiliserons seulement
lorsque f est nilpotent. Dans ce cas, ils avaient ét€ obtenus antérieurement par J.
Dixmier et N. Berline (voir les références dans [Moe-Rel). Soit G(J) le stabilisateur de
J dans G. Pour avoir un analogue complet de la théorie de Mackey, il faudrait savoir
que si & €Prim U() vérifie les mémes relations que &, alors il existe x € G(J) tel que
I’on ait x(&)=£. Malheureusement ceci ne semble pas connu, et c’est pourquoi la
théorie de ce chapitre est moins compléte que la théorie correspondante du chapitre I11.

3. Soit u une algébre de Lie nilpotente. Sur le modéle de la théorie de Kirillov, J.
Dixmier a défini une application u—1, de u* dans Prim U(u), qui induit une bijection de
u*/U sur Prim Uu). Ici, U, est le groupe unipotent d’algébre 1. Rappelons la définition
de I,,. Soit u €u*. On choisit une polarisation [ relativement a u. Soit & I'idéal de U(l)
engendré par les éléments de la forme X—u(X) ot X parcourt [. L’idéal Ind; (§) est

indépendant du choix de {, et il est primitif. On le note I, (cf. [Dill, ch. 6).

4. Soient b une algébre de Lie, u un idéal nilpotent de b, u un élément de u*, et 3
une sous-algébre de b contenue dans b(u) et telle que I'on ait b=&+1ut. Soit X€ 3. 1l
existe un unique élément, noté 8(X), de UW)/I, tel que I’on ait, en notant 6(X)’ un
représentant de 6(X) dans U(u),

0X)'(y® 1) =itr(ad X,,) (v ® D+ Xy—yX)® 1

pour tout élément y®1 € Ind} (u]l), oti [ est une polarisation relativement & u, stable par
[

ad X. (Il existe de telles polarisations, et 8(X) ne dépend pas du choix de celles-ci.)
L’application 6 est un homomorphisme, et si X appartient & 5N, #(X)+u(X) est
égal a I'image de X dans U(u)/I,.
Notons ¢, I'idéal de U(3) engendré par les éléments X—u(X), ou X parcourt 3N1it.
On définit un homomorphisme r de b dans U(3)/§,® U(u)/I,, en posant

HX)=1®X siXE€u,
ou X est I'image de X dans Uu)/I,,
X)=X®1+1®6(X) siXEs,

ou X est Pimage de X dans U(8)/,. Alors r se prolonge en un homomorphisme de U(b)
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dans U(3)/L,® U(u)/I,, noté encore r. De plus, r est surjectif, et son noyau est 1’idéal
Ub)1,.
Pour tout ceci, voir par exemple [Dil], ch. 10.

Notation. Si J est un idéal de U(3) qui contient {;, nous noterons Jol, I'idéal
rWJE,R@Un)I,) de U(D).

5. Soit 1t un idéal unipotent de g, et soit u €u*. On pose f=g(u), et I’on note &,
I'idéal de U(h) engendré par les éléments X—u(X), ot X parcourt u(u).

THEOREME. (i) Le stabilisateur de I, dans g est égal a h+n.

(i) L’application J—Indg, (JolI,) est une surjection de I'ensemble des idéaux
primitifs J de U(§) contenant &, sur ' ensemble des idéaux primitifs I de U(g) tels que le
support de InU(u) soit égal a GU,).

Démonstration. (1) Voir [Dil], 6.2.8. (ii) résulte de (i) et des rappels ci-des-
sus. C.Q.F.D.

Construction d’idéaux primitifs

6. Pour toute forme linéaire g de type unipotent sur g, et tout £ dans Z(g), nous allons
construire un idéal I, ; de U(q) de telle sorte que les propriétés suivantes soient
vérifiées.

(1) Pour tout automorphisme a de G, on a 1, ,s=all, o).

(2) Soit 3 un idéal unipotent de g tel que g stabilise la restriction de g a4 3. Alors
I, £ contient X—g(X) pour tout X €3.

(3) Si & est primitif, il en est de méme de I, ;.

La construction se fait par récurrence sur la dimension de g. Si g est nulle, la
construction est évidente. On suppose la dimension de g strictement positive, et la
construction faite pour toutes les algébres de Lie algébriques de dimension inférieure.
Soient g une forme de type unipotent sur g, et £ € Z(g). Soit ut le radical unipotent de g.
On note u la restriction de g 4 11. On emploie les notations du n°® 5. Nous distinguons
deux cas.

1°" cas. h=g. On a alors g(g)=g (n° 1.19). On pose I, =¢&.

2° cas. h¥+g. On note A la restriction de g a §). D’apreés le n° 1.18, & est de type
unipotent. D’apres le n® 1.16, on a §H(h)=g(g)+u(u), de sorte qu’il existe un élément et

14—822908 Acta Mathematica 149. Imprimé le' 25 Avril 1983
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un seul, que nous noterons &', de Z(h), tel que 'on ait & nU(g(g))=&. L’hypothése de
récurrence nous fournit I'idéal I, & de U(). Celui-ci contient , d’aprés la propriété
(2). On peut donc poser :

1, :=Ind§,, (L, . oI,).

Vérification des propriétés (1) a (3)

La premiere propriété est du transport de structure. La derniére se démontre par
récurrence grace au théoréme 5. La seconde est claire sur la définition.

7.
THEOREME. L’application (g,&)—l, ¢ induit une surjection de FG sur Pri-
m U(g).

Démonstration. Elle se fait par récurrence en utilisant le théoréme 5.

Remarques. Nous reviendrons plus bas sur la question de 'injectivité de I'applica-
tion % G—Prim U(g).

Le théoréme ci-dessus raméne en partie I’étude de Prim U(g) a celle des ensembles
ZP"™(g), Si 1 est un facteur réductif de a(g), l'application &-£n U(r) est une bijection
de ZP"™(g) sur Prim U(r). Les ensembles Prim U(r), d’autre part, commencent i étre
assez bien connus : bien qu’il y ait eu des progrés remarquables depuis sa parution, je
me contenterai de renvoyer le lecteur a I’exposé [Bor].

8. Nous donnons une seconde construction des idéaux I, ¢. Soient g une forme de
type unipotent sur g, et §€Z(g). Soit b une sous-algébre de g de type unipotent
relativement & g (n® 1.20). On note b le radical unipotent de b, et v la restriction de g &
b. On a b=g(g)+v. Comme £ est dans Z(g), I’idéal o1, de U(b) est défini (n°® 4). On
pose

I, ¢ o=1Ind}(§01).
THEOREME. On al, ; ,=I, ;.
Démonstration. Elle est analogue a celle du théoréme III.16.

9. Soient g une forme de type unipotent sur g, et £ € Z(g). Soit u un idéal unipotent
de g. On note u la restriction de g & u, et on définit §), & et &' € Z(h) comme dans les n° 5
et 6. On peut définir ’idéal I, & de U(h), et I'idéal I, o1, de U(h+u).



THEORIE DE MACKEY POUR LES GROUPES DE LIE ALGEBRIQUES 203

THEOREME. On al, ;=Ind§, (I, o °l,).

Remarque. Lorsque u est le plus grand idéal nilpotent de g, ceci est vrai par
définition de I, ¢.

Démonstration. Elle est analogue a ceile du théoréme I11.17.

Quelques propriétés des idéaux I, ¢

10. Soit g une forme de type unipotent sur g.

PROPOSITION. (i) Soit &; (i €I) une famille délements de Z(g), et soit E=N&;. On a
Ig’§=ﬂlg’€i.

(ii) Si £€ Z(g) est semi-premier (resp. premier, complétement premier) il en est de

méme de I, ¢.

Démonstration. Soit b une sous-algébre de type unipotent de g relativement a g.
On emploie les notations du n® 8. Comme 1’application &—&o I, commute a I’intersec-
tion, et aussi I'induction, 1’assertion (i) est claire. Si £ est semi-premier, il est intersec-
tion d’indéaux primitifs. La pemi¢re assertion montre que I, est intersection
d’idéaux primitifs, et donc semi-premier. Si £ est complétement premier, il en est de
méme de £ol,, et donc aussi I’idéal qu’il induit (N. Berline, cf. [Dil] 5.6.3).

Supposons & € Z(g) premier. Soient x et y des éléments de U(g) tels que 1’on ait
xU(g)ycl, ¢ et y&1, ¢ Il faut montrer que x appartient a I, s.-Ecrivons & comme
intersection E=N;e; &;, avec & € ZF™(g). 11 existe un élément ¢ €G tel que c(y) ne soit
pas dans I'idéal & gauche U(g)ay o(£91,). On note I" ’ensemble des (€1 tels que c(y)
appartienne a U(g)ag p(§;01,), et I' le complémentaire. On pose &'=Nep & et
&"=N;er&;. Comme y appartient & I, &, on a £+&". Comme £ est premier et égal a
&'ng’, on a §=§&. Soit i€I'. L’idéal I, ¢, est premier (car primitif), et contient
c(x) U(g) c(y). Donc c¢(x) appartient a I 0.6

(1), x appartient a I, o=I, ;. C.Q.F.D.

et il en est de méme de x. D’aprés I’assertion

11. Soit k' une extension algébriquement close de k. On pose g’ =g®k’. Soit g une
forme de type unipotent sur g, et soit £ € Z(g). On note g’ I’extension k’-linéaire de g, et
E'=E®K’. On vérifie que g’ est une forme de type unipotent sur q’, et que &' est un
élément de Z(g'). De plus on a 1, . =I, . Qk'.
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12. Rappelons qu’a tout élément f€ g* admettant une polarisation résoluble est
associé un idéal primitif de U(g) que nous noterons J;. La construction se fait de la
maniére suivante. On choisit une polarisation résoluble [ en f. Alors le noyau de la
représentation Ind? (f]0) est primitif et ne dépend pas de [ : c’est Iidéal J;. (On a donc
Ir=Jslorsque g est nilpotente.)

Soient g une forme de type unipotent sur g, et 1 une forme linéaire sur g(g) ayant
méme restriction que g au radical unipotent de g(g). Soit f€0, ; (cf. n° 1.26). On
suppose que f admet une polarisation résoluble, ou, de maniére équivalente d’apres le
n° 1.28, que A admet une polarisation résoluble. On pose J;=&. C’est un élément de
ZP™(g),

PROPOSITION. On a Jy=I, .
Démonstration. On peut faire une démonstration analogue a celle du théoréme I11.

20.' 11 est peut-étre plus simple (mais pas essentiellement différent) de procéder comme
suit. Soit b la sous-algébre de type unipotent canonique relativement a g (n° 1.20). On
choisit f de telle sorte que f et g aient méme restriction au radical unipotent v de b, et f
et A méme restriction 4 g(g). Comme A admet une polarisation résoluble, f|b admet une
polarisation résoluble [ (cf. {Dil] 1.12.13). Posons b=f|b. L’idéal J, de U(b) est donc
défini, et le théoréme d’induction par étages montre que I’on a J=Ind} (J,). Toujours

d’apres [Dil] 1.12.13, on peut choisir [ de la forme f+m, ol f est un polarisation en /l, et
m une polarisation en v. Il résulte de [Dil} 10.2.1 que 'on a J,=&o],. C.Q.F.D.

13. Si A est une algebre de type fini sur &, on note Dim A sa dimension de Gelfand-
Kirillov. Soit g une forme de type unipotent sur g, et soit £ un élément premier de Z(g).

PROPOSITION. On a Dim U(g)/I, s=dim g/g(g)+Dim U(g(g))/&.

Démonstration. La démonstration consiste en I'application des résultats de C.
Moeglin [Moe]. Comme [Moe] suppose k& non dénombrable, nous remarquons que,
grace au n° 11, nous pouvons nous ramener a ce cas. On raisonne par récurrence sur la
dimension de g. Le résultat est vrai en dimension 0. On suppose donc la dimension de g
strictement positive, et le résultat établi pour les algébres de Lie algébriques de
dimension inférieure. Comme dans [Moe], on distingue plusieurs cas, dont 'un au
moins est réalisé. On note it le radical unipotent de ¢, et 3 la partie unipotente du centre
de g. La liste des cas & considérer est la suivante.

1°" cas. dim (3 Nker g)>0.
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2° cas. dim(3nkerg)=0 et 3=1u.

3° cas. u est une algébre d’Heisenberg de centre 3, non réduite a 3, et g ne s’annule
pas sur 3.

4° cas. On a dim 3=1, et g ne s’annule pas sur 3. Il existe un idéal abélien unipotent
n de g, contenant 3, tel que n/3 soit un g-module simple, et tel que I’on ait [u, n]=3.

5% cas. 1l existe un idéal unipotent 1 de g, qui est non central, et qui est un g-
module simple.
Nous examinons chacun des cas.

1° cas. On pose g'=g/zNkerg. On note g’ la forme déduite de g par passage au
quotient, &' I'idéal de U(g'(g')) déduit de & par passage au quotient. On vérifie que g’
est de type unipotent, que &' est dans Z(g'), et que I,, .. est I'idéal de U(g') déduit de
I, : par passage au quotient. Appliquant ’hypothése de récurrence a ¢’, on en déduit
le résultat.

2° cas. On a g(g)=g, et I, £, de sorte que le résultat est trivial.

3¢ cas. On a g=g(g)+u. Posons u=gju. Par définition de I, ¢, U(g)/l, ¢ est
isomorphe a U(g(g))/§ ®U(u)/I,. Notons 2t+1 la dimension de u. Comme U(ut)/1, est
isomorphe a I’algébre de Weyl A, (dont la dimension de Gelfand-Kirillov est 2f), on a
Dim U(g)/I, =Dim U(g(g))/§+2t. D’autre part, on a dimg/g(g)=dimuw/u(g)=
dim 1/3=2¢, ce qui démontre le résultat.

4° cas. On pose n=g|n, on note f le stabilisateur de n dans g, £, I'idéal de U()
engendré par les X—g(X), ol X parcourt n. On note § I'idéal premier de U(n)=S(n),
annulateur du sous-ensemble Gn de n*. On pose h=g|b, et on note &’ I'unique élément
de Z(h) tel que T'on ait &'nU(g(g)=E&. Tl résulte du théoréme 9 que l'on a
I, .=Indj (I,,¢). L’hypothése de récurrence montre que I'on a Dim U1, o=
dim b/6(h)+Dim U(h(h))/E’. Posons t=dim g/§. Comme on a U(H(h))/E'=U(a(g))/E, et
dim H(h)/g(g)=t, on voit qu’il suffit d’établir la relation suivante :

Dim U(g)/1,, ¢ = 2t+Dim U(§)/1,, - (*)

Il est démontré au chapitre 2 de [Moe] qu’il existe un isomorphisme r de
U(g)/U(g)B sur U(H)/;,®A, qui a la propriété suivante. Soit J un idéal de U(h)
contenant ,,. Alors r~!(J/¢,®A,) est égal & Ind} ()/U(g) B.

En particulier, U(g)/I, ¢ est isomorphe a U(h)/I,, » ®A,, ce qui démontre (¥).
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5¢ cas. On emploie les mémes notations que dans le 4° cas, et, comme dans ce cas,
on voit qu’il suffit d’établir la relation (*).

Posons S=U(n)/B—{0}, k=Fract (UM)/f)=(Un)/)~" (ot Fract désigne 1‘anneau
des fractions), et soit kK un cloture algébrique de k. Notons A I’ensemble des élé-
‘ments de U(g)/U(g)f commutant a n. Il est démontré dans [Moel, ch. 3, que, dans
Fract(U(g)/U(g)B), I’ensemble S~ '(U(g)/U(g)B) est un sous-anneau (égal 2
(U(g)/U(g)B) S 1), et que S™'A est le commutant de n dans cet anneau. Comme X est
contenu dans le centre de S'A, on peut définir 'anneau ST'A® £.11 est démontré
dans [Moe], ch. 3, qu’il existe un isomorphisme ¢ de S_1A®,;I€ sur U(H)/U(Y) &, ®k
(cf. [Moe] lemme 3.21), et que cet isomorphisme a la propriété suivante. Soit J un idéal
premier de U(Y)) contenant ¢,. Soit I [I’idéal Indg J). On a (U(g)B)NA=
0 'JU®k)NA (cf. [Moe] lemme 3.27). De plus, on a Dim U(g)/I=2t+Dim U(H)/J
(cf. [Moe], 3.24 et 3.26). C. Moeglin, pour démontrer cette égalité, suppose que I est
premier. On sait que si J est primitif, alors I est primitif ((Moe] 3.27). Comme
I’application J—1I commute aux intersections, on en déduit que si, J est premier, il en
est de méme de I, par une démonstration analogue a celle de la proposition 10).

Appliquant ceci a I'idéal J=I), &, on a I=I, ;, de sorte que la relation (*) est
démontrée. ' C.Q.F.D.

14, On note x—x ’antiautomorphisme principal de U(g). Soit g une forme de type
unipotent sur g, et soit £€ Z(g). Alors —g est une forme de type unipotent, et & est un
élément de Z(—g).

PROPOSITION. Supposons & semi-premier. On a (Ig,E)"=I_g‘g.

Démonstration. Comme la pre’céderite, cette proposition est une application des
résultats de C. Moeglin [Moe]. On se raméne immédiatement au cas ol k est non
dénombrable et o & est primitif. On raisonne par récurrence comme dans la démon-
stration de la proposition 13. On examine les cinq cas. La vérification de la proposition
est immédiate dans les deux premiers cas. Dans le troisieéme cas elle résulte du lemme
8.2 de [Dul], dans le quatrieme cas de [Moe] 2.7, et dans le cinquiéme cas de [Moe]
3.28. C.Q.F.D.

L’application #/G—Prim U(g) est-elle injective?

15. Notons ™" ’ensemble des couples (g, &) de F tels que £ soit un idéal primitif
minimal de Z(g). On sait (cf. [Dil] 8.4.4) que les éléments minimaux de Z(g) sont les
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idéaux J;, ot A est une forme linéaire sur g(g)*, ayant méme restriction a “g(g) que g,
et admettant une polarisation résoluble. Notons g} ’ensemble des formes linéaires sur
q admettant une polarisation résoluble, et Prim Ind U(g) I’ensemble des idéaux primitifs
de U(g) de la forme J, avec f€ g} (cf. n® 12).

On a donc une application gf— PrimInd U(g), qui est surjective par définition. C.
Moeglin a montré que cette application induit une bijection de g}/G sur Prim Ind U(g)
([Moel, ch. 4).

Compte tenu des n° 1.2 et 1.26, on voit que I’application #/G—Prim U(q) induit
une bijection de #™"/G—Prim Ind U(g).

11 est donc naturel de conjecturer que I'application #G—Prim U(g) est bijective
(rappelons que nous savons qu’elle est surjective). Il me semble que I’on peut adapter
la démonstration de [Moe} de P’injectivité de I’application g}/G—Prim U(g) pour
obtenir le résultat partiel suivant : soient (g, &) et (g’, £') des éléments de Ftels que I’on
ait I, ;=1 .. Alors g et g’ sont dans la méme G-orbite. Supposons donc de plus que g
et g’ sont égaux. Alors £ et &’ ont méme intersection avec I’ensemble des points fixes
de R dans U(r), o R est un facteur réductif de G(g) et r son algébre de Lie. (Etant
donné &, cela ne laisse pour £ qu’un nombre fini de possibilités, souvent réduit a 1,
surtout si I’on tient comte de la proposition 13, cf. [Dil] 8.5.7 et 9.6.12.) Comme cela
demanderait beaucoup de travail pour un résultat (éventuel) partiel, je me contenterai
du résultat plus faible ci-dessous, facile a déduire de [Moe].

THEOREME. Les fibres de I'application ¥/G—Prim U(g) sont finies.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 13, on suppose k
non dénombrable. On va démontrer, par récurrence sur la dimension de g, que I'image
réciproque dans F/G d’un ensemble fini de Prim U(q) est finie. C’est évident si la
dimension de g est nulle. On suppose la dimension de g strictement positive et le
résultat établi pour les algebres de Lie de dimension inféricure. Soit (g, §) € %. 1l faut
montrer, qu’a conjugaison pres, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments (f, ) tels que
I, :=If,. Soit (f,n) un tel élément. On emploie les notations 1 et 3 de la démonstra-
tion de la proposition 13. Les restrictions de g et fa u sont conjuguées par G, car le
support de I, ;N U(Y) est G(I,,,), et égal a celui de I, N U(f). On suppose donc que g
et f ont méme restriction a u. On examine les cing cas de la démonstration de la
proposition 13. Le seul qui, compte tenu des résultats rappelés dans la démonstration
de la proposition 13, ne soit pas évident — et le seul qui nous empéche de démontrer
Iinjectivité — est le cinquiéme. On suppose donc que I'on est dans le cinquiéme cas, et
on adopte les notations de la démonstration de la proposition 13. On notera de plus p la
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restriction de fa j, et ' I’élément de Z(p) dont I'intersection avec U(g(g)) est égale a 7.
On pose L=¢ '(I,;) et L'=0"'(,,). Ce sont des idéaux primitifs de I'algebre
S"A®,gl€, ayant méme intersection avec A (& savoir ([, £/U(g)B)NA). Ils ont donc
méme intersection avec S™'A. Notons la K. Alors L' est I’'un des idéaux premiers
minimaux contenant K®X. Il n’y a qu’un nombre fini de tels idéaux, d’ailleurs tous
conjugués de L par le groupe de Galois de k sur & (cf. [Dil] 3.4.2). L’hypothése de
récurrence montre que, modulo conjugaison par 1’action du groupe G(n), il n’y a qu’un
nombre fini de possibilités pour (P, #’). Compte tenu du lemme 1.16, il n’y a qu’un
nombre fini de possibilités (modulo I’action de G) pour (f, 7). C.Q.F.D.

Application aux groupes de Lie réels

16. Jusqu’a la fin du chapitre, (G, F, G) est un groupe de classe Cg. On suppose que le
caractere x de R est choisi comme au n° IT1.20. On note g I’algébre de Lie (réelle) de G,
et ’on note gc¢ le compléxifié de g. Si T est une représentation unitaire de G dans un
espace de Hilbert %, U(ac) opere dans 'espace %~ des vecteurs différentiables. On
note encore T cette représentation de U(gc).

Soit g une forme de type unipotent sur g, et soit 7€ Y(g). On note £ le noyau de t
dans U(g(g)c). 1l est clair que ig est une forme de type unipotent sur g¢, €t que £ est un
élément de Z(ig).

THEOREME. Le noyau de T, _ dans U(g.) est l'idéal 0 ¢ x(I;, o).

Pour démontrer le théoréme, nous avons besoin d’un lemme. Ce lemme est
surement bien connu (cf. [Dil] 5.6.1), mais pour étre complet, j’en écrirai cependant la
démonstration.

LEMMME. Soient G un groupe de Lie, B un sous-groupe fermé, R une représenta-
tion unitaire de B dans un espace de Hilbert 3. On pos~ T=Indg (R) et on note J le

noyau de R dans U(b.) et I le noyau de T dans U(gc). On pose I’=Ind§§ (). Alorson a
I= nxer(I').

Démonstration du lemme. Notons J{ I’espace de la représentation T. C’est I’espace
des fonctions mesurables a sur G a valeurs dans ¥ vérifiant les relations,

alxy) = |det Ad Y, |'"’R(»)"'a(x) pour x€G, y€B, et f la(x)]*dx < .
G/B
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On sait que si a est un élément de #~, c’est une fonction C” sur G, et que, identifiant
fonctions et distributions grace a une mesure de Haar invariante a gauche, on a
T(u)=uxa pour tout u € U(gc). On note Z I’ensemble des u € U(gc) tels que (xa) (1)
soit égal & 0 pour tout ¢ € ¥™. C’est un idéal & gauche de U(gc), et il est clair que I’'on a
I=N.e6X(2).

Démontrons la relation Z=U(gc)ag o()). Soit - u€U(be). Si a€X, on a
(uxa)()=R(ag s(u)) a(l), et donc (dxa)(1)=R(ag o(#))a(l). Soit donc u« un élément
de ag,b(f). Alors & est un élément de a;ﬂ‘b(f), et ag o(i) est un élément de J, de sorte
que Pon a (#ixa)(1)=0. Donc Z contient U(gc)ag,b(f). Réciproquement, soit u un
élément de U(gc) non contenu dans U(gc)ag,f,(f). On choisit un supplémentaire m de
b dans g. On choisit une base v; de S(it), et on écrit, grace au théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt, u sous la forme X 8(v,) u;, ot B est la symétrisation, et ol les u; sont des
éléments bien déterminés de U(b¢). 1l existe au moins un indice i tel que u; ne soit pas
dans ag,5(J). Choisissons un vecteur 2 € %™ tel que ag («;) hsoit non nul. Soit A une
fonction C* a support compact sur m telle que (¥;%4) (0) soit non nulle si et seulement
si i=iy. En réduisant au besoin le support de A, on peut supposer que ’application
X, y)—~exp(X)y est un difféomorphisme de U/XB (ou U est un voisinage du support de
A) sur un ouvert de G, et I’on définit une fonction a sur G, nulle en dehors de cet
ouvert, et vérifiant a(exp(X)y)=|det (Ady)|"?A(X) R(y)~'h. Par un calcul analogue
a celui qui suit, on vérifie que a appartient 4 #°. On a (ixa)()=
(04 (0) Rla, ¢(u) h=(ﬁib*a) O)R(a, b(u,.o)) h=+0. Donc, u n’appartient pas a Z.

Considérons la représentation contragrédiente R’ de R. Son noyau dans U(b¢) est

J. De méme, le noyau de la représentation contragrédiente 7’ de T est I. D’autre part, il
est bien connu que 77 est égal a Indg (R").

Appliquant les résultats qui précedent & R’ et T, on obtient Ia relation,

I= N Ugoa, ().
x€EG

Il est clair que I’ensemble ﬁxeG0 U(gp) a4, ,(J) (ou Gy est la composante neutre de G) est
le plus grand idéal contenu dans U(gc)a, ¢(J), c’est-a-dire I'. Le lemme en ré-
sulte, C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme. Soit b une sous-algébre de type unipotent relative-
ment 4 g. D’aprés les théorémes I11.16 et IV 8, et avec les notations de ces théorémes,
T, . est induite par la représentation R=t®S, T, de B, et I, ; est induit par 'idéal
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J=&olI;, de U(be). Compte tenu du lemme ci-dessus, il nous suffit de démontrer que J
est le noyau de R dans U(bc).

Nous noterons # 1’espace de 7, ¥ I’espace de T,, et £ le produit tensoriel
hilbertien #® 3 (c’est I’espace de R). Le noyau de T, dans U(bc) est I;, (c’est un cas
particulier du lemme ci-dessus, appliqué au modéle de T, et au modéle de I;, associés a
une polarisation [ en v, ¢f. n® IL.3 et IV.3). Considérons le produit semi-direct
G(g)’ XV, et notons encore S, T, la représentation de ce groupe dans % donnée par la
formule (S, T,) (£, y)=S,(%) T ,(y) (€ G(g)", yE V). Il est démontré dans [Dul], th. 6.1,
que I’espace ™ des vecteurs C™ de T, est égal a P'espace des vecteurs C* de la
représentation S, T,, et que la représentation correspondante du produit semi-direct
g(g)xb est donnée par les formules (S, T,) (X)=T,(X) si X€v, et (S, T,) (X)=T,(6(X))
si X € g(g). Ici, 6 est 'homomorphisme de g(g) dans U(vc)/1;, défini au n° 4.

Considérons le produit tensoriel algébrique #~® %~ . Il est formé de vecteurs C~
pour la représentation ¥®S, T, du groupe G(g)°xV, et dense dans #*. Le noyau (dans
Ulg(g)xbe)) de la représentation 7®S, T, dans ¥~ est égal a celui de sa restriction a
H*RH. Notons £ le noyau de la représentation £ dans U(g(g)c). Compte tenu de
[Di1] 10.1.8 (i), on voit que le noyau de R dans U(b¢) est égal a éOI,-,,. Mais il résulte de
la définition de 7 que & et £ induisent la méme représentation de g(g), et donc que I'on a
E=¢. C.Q.F.D.

17. Notons Z(gc) le centre de U(gc), et Y(gc) la sous-algeébre de S(gc) formée
des polynomes sur g* constants sur les orbites de la composante neutre Go de G. On
note U(ge)® (resp. S(gc)®) 'ensemble des points fixes de G dans U(gc) (resp.
S(ac)). On définit un isomorphisme a d’espaces vectoriels de U(gc) sur S(gc) par la
formule a(u)=Dq"(ﬁ“(u)), ou S est la symétrisation, g la série formelle sur g¢ (conver-
gente dans un voisinage de 0) g(X)=(det (sh(}ad X)/Jad X))"?, et D, 'opérateur diffé-
rentiel sur S(gc) qui lui correspond. On sait ([Du2]) que a induit un isomorphisme
d’algebres de Z(gc) sur Y(gc). Par restriction, il induit un isomorphisme d’algébres de
U(gc)® sur S(go)©.

Pour tout f€ g&, on définit donc un caractére ar de Z(gc) (et par restriction, de
U(gc)®) en posant ar(u)=au) (f).

Nous aurons besoin du résultat suivant. Soit f un élément de g admettant une
polarisation résoluble, de sorte que I'idéal Jr de U(gc) est défini. Alors, pour tout
u€Z(gce), on a u—asp(u) €J,. (Lorsque f est régulier, cette assertion est démontrée dans
[Du2]. Le cas général s’en déduit par continuité grace au lemme 4.7 de [Moe].)
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18. Soit T une représentation unitaire de G. On dit que T a un caractére infinités-
imal si, pour tout u € U(g¢)®, Vopérateur T(u) est un scalaire. Dans ce cas, applica-
tion u—>T() définit un caractére de U(gc)Y, qui est le caractére infinitésimal de T.

Soit g € g* une forme de type unipotent, et soit 7 un élément de ¥(g) ayant un
caractere infinitésimal. Nous allons montrer qu’il existe une forme linéaire A sur g(g)c,
ayant méme restriction a “g(g) que g, et admettant une polarisation résoluble (dans
a(8)c), telle que le caractere infinitésimal de 7 soit égal &4 a;. Soit fun élément de O, ;
(n® 1.26).

THEOREME. La représentation T, . a un caractére infinitésimal. Celui-ci est égal

a a.

Démonstration. Soit R un facteur réductif de G(g), et soit r son algeébre de Lie. On
sait que S(rC)R" est une algebre de polyndmes, et que tout caractere de S(rc)R se
prolonge en un caractére de S(rC)R0 (car R/R, est fini). Soit le noyau de 7 dans
U(8(g)c), et posons £'=U(rc)NE, et a=U(rc)®NE’. 1l existe donc un idéal maximal 8
de Z(xc) tel que I'on ait S0 U(xe)R=a, et Z(re) a=N,exx(B). On sait qu’il existe un
€lément 4 €r¢, admettant une polarisation résoluble, tel que ’on ait J;,=U(rc) B (cf.
[Dil], ch. 10), et Von a N,erx(J;,)=Ultc) a, car U(re) est un module libre sur Z(vc)
(cf. [Dil1], ch. 8). On en déduit que, notant 1 la forme linéaire sur g(g) qui prolonge u et
la restriction de g a "g(g), I'idéal & contient I'idéal N ¢z, x(J;).

Soit I le noyau de T, . dans U(gc). D’apres le théoreme 16, il est égal a
N,egx(, ¢). D’apres la proposition 11, il contient I'idéal N ¢, x(J;). Si u€ U(gc),
I’élément u—a;(u) appartient a J;r (comme il est rappelé au n°® 17), et donc aussi a x(J)
pour tout x€G. On a donc u—ay(u) €L C.Q.F.D.

19. Soit fune forme linéaire sur g, admissible et bien polarisable, et soit o € X(f).
Nous avons rappelé au n® II1.20 la définition des représentations Ry ,.

THEOREME. La représentation Ry, , admet un caractére infinitésimal. Il est égal
a a,f.

Remarque. 11 est dans ’esprit de cet article de déduire ce résultat du théoréme 18,
ce qui oblige 4 supposer que G a une structure de groupe de classe Cg. Avec un peu
d’effort, on peut voir que les arguments employés dans la démonstration du théoréme
18 permettent de démontrer le théoréme 19 pour un groupe de Lie quelconque. '

Démonstration. On emploie les notations g,7,4,5 du théoreme II1.20. Compte
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tenu du théoréme 18 et du théoréme II1.20, on voit qu’il suffit de démontrer que la
représentation 7 admet le caractére infinitésimal a;;. Rappelons que 'on a 7=R; ; avec
6 € X(1). Considérant une composante réductive R de G(g), on voit qu’on est ramené a
démontrer le théoréme dans le cas du groupe R?. Changeant les notations, nous
supposons que g est réductive. Dans ce cas, la construction de Ry, , est faite dans le ch.
III de [Du3].

11 suffit de démontrer le théoréme lorsque o est factorielle. En effet, en décompo-
sant ¢ en somme de représentations factorielles, on voit que Ry, est somme de
représentations factorielles ayant toutes le méme caractére infinitésimal a;, ce qui
entraine le méme résultat pour Ry ,. Nous supposons donc que est factorielle.

Soit Gy la composante neutre de G. Il résulte de la formule (18) du ch. III de [Du3]
que la restriction de Ry, ; & Gy est somme directe de représentations de la forme x(Rgg),
ol x est dans G, et o dans X i[;;( £). (I”indice ou I’exposant Gy indique 1’on s’occupe des
objets relatifs au groupe G.) Il suffit donc de démontrer le théoréme lorsque G est
réductif et connexe, et o irréductible. Le lemme 10 du ch. III. de [Du3] identifie Ry, a
certaine représentation unitaire irréductible de G construite par Harish-Chandra, et qui
a effectivement le caractére infinitésimal indiqué. C.Q.F.D.
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