THEOREME D’EXISTENCE POUR CERTAINS SYSTEMES
D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON
LINEAIRES.

Par

Y. FOURES-BRUHAT.

Introduction.

Je me suis posé le probléme de Cauchy pour les équations aux dérivées par-
tielles hyperboliques non lindaires & propos des équations de la gravitatiori d’Ein-
stein. Ces équations se présentent en effet comme un systéme de dix équations du
second ordre, linéaires, 4 quatre variables (espace et temps) et dix fonctions incon-
nues, les potentiels de gravitation. Ces équations sont du types hyperbolique normal
dans un systéme de coordonnées spatio-temporelles régulier. Le probléme du déter-
minisme se pose, dans la théorie d’Einstein, sous forme du probléme de Cauchy, les
données étant portées par une variété orientée dans 'espace, relativement 4 ce systéme
d’équations. L’étude de ce probléme, en supposant les données de Cauchy analytiques',
avait montré que, moyennant quatre conditions vérifides par ces données, il corre-
spondait & des donnédes initiales, portées par une surface S non caractéristique, un
espace-temps einsteinien au voisinage de 8. L’étude des surfaces caractéristiques,
définies par le fait que les données de Cauchy, portées par une telle surface, ne dé-
terminait pas au voisinage un espace-temps, avait montré que ces surfaces étaient
tangentes en l'un quelconque de leurs points M au ¢conoide caractéristique» de sommet
M, ce conoide étant engendré par les rayons lumineux, géodésiques de longueur nulle.
On voyait ainsi apparaitre des ondes et rayons gravifiques, donnant au champ de
gravitation le caractére d’un phénoméne de propagation et on constatait 'identité
entre les lois de propagation de la lumiére et du champ de gravitation. Il apparais-
sait alors comme trés important d’étendre ces résultats au cas de données de Cauchy
non analytiques, d’une part parce qu’une telle hypothdse d’analyticité n’a pas de sens

1 G. DarmMo1s [lv]. A. LicunEROWICZ [2].
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dans une théorie physique ott les changements de coordonnées sont astreints.seule-
ment & é&tre suffisamment différentiables, d’autre part pour mettre en évidence ce
que M. Stellmacher [11] appelle la «structure causale» de l’espace-temps: le champ
de gravitation en un point M ne doit dépendre que du champ aux points antérieurs
a M (c’est-a-dire que l'on peut joindre & M par une ligne d’univers partout orientée
dans le temps, et qui posséde une coordonnée temporelle inférieure). M. Stellmacher
avait, en ufilisant des majorations de Friedrichs et Lewy et des coordonnées iso-
thermes, démontré un théoréme d’unicité: & des données de Cauchy, portées par un
domaine d’une surface d’espace intérieur au conoide caractéristique de sommet M,
correspond au plus un systéme de potentiels au point M (3 un changement de co-
ordonnées prés). J’ai voulu montrer qu’il en correspondait effectivement un.

Le probléme que je me suis posé est le probléme de Cauchy relativement a un
systéme d’équations aux dérivées partielles du second ordre, linéaires par rapport
aux dérivées secondes seulement. L’univers étant rapporté & un systéme de coordon-
nées spatio-temporelles isotherme et régulier, les coefficients des dérivées secondes sont
les mémes pour les dix équatioﬁs, la forme quadratique correspondante devant étre
hyperbolique normale. _

La résolution du probléme de Cauchy pour une équation aux dérivées partielles
hyperbolique non linéaire a été déterminée par H. Lewy [5], dans le cas de deux
variables, par Intégration sur les caractéristiques et approximations successives.
Schauder [6], en utilisant des majorations de Friedrichs et Lewy et l’approximation
par des fonctions analytiques indiquait en 1935 une méthode permettant sans doute
d’atteindre le théoréme d’existence pour une équation du second ordre, hyperbolique,
3 un nombre quelconque de variables. En 1937, utilisant une majoration due & Haar,
Schander [7] démontrait 'existence d’une solution du probléme de Cauchy pour cer-
tains - systémes d’équations du premier ordre. Sa solution s’appliquait en particulier
4 ‘une équation du second ordre & deux variables. I’étude des systémes hyper-
boliques - du premier ordre et la transformation de Fourier conduisait par ailleurs
Petrovsky [9], aprés Herglotz [8], & formuler des théorémes d’existence d’une grande
généralité.

Il m’a paru que, pour lés problémes que pose la théorie de la relativité, il serait
intéressant d’obtenir, sous le moins d’hypothéses possible un théoréme d’existence
aisément utilisable, permettant de trouver des propriétés des solutions cémparables
aux propriétés classiques des ondes lumineuses et des potentiels de gravitation, et
d’avoir des formules qui puissent étre un moyen de calcul effectif des champs de

gravitation, au moins approchés, correspondant & des conditions initiales données.
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Je consacre donc les trois premiers chapitres de ce travail & la résolution du
probléme de Cauchy, dans le cas non analytique, pour un systéme d’équations aux
dérivées partielles hyperboliques du second ordre non linéaires & n fonctions incon-

nues W, et & quatre variables z*%, de la forme

E:A“‘%-{—AZO, Au=1234,
ox" ot s=1,2...n,
ot A** et f, sont des fonctions données des inconnues W, et de leurs dérivées premiéres.

J’utilise, pour cette résolution, un systéme d’équations intégrales vérifié par les
solutions .sept fois différentiables des équations E.! Ce systéme s’obtient pour des
équations linéaires en intégrant sur le conoide caractéristique X de sommet M des
combinaisons linéaires des équations E (les coefficients de ces combinaisons sont des
fonctions auxiliaires qui possédent en M les propriétés de la paramétrix, apprbxima-
tion de la solution élémentaire de M. Hadamard) et en joignant aux ¢formules de
Kirchhoff» ainsi obtenues les équations déterminant le conoide caractéristique et les
fonctions auxiliaires. Les résultats s’étendent aisément aux équations non linéaires, a
condition d’intégrer sur X non les équations E elles-mémes mais les équations déduites
de E par cinq dérivations, et de joindre aux équations intégrales précédentes les
équations reliant entre elles les dérivées des fonctions inconnues jusqu’au cinquiéme
ordre. Un tel systéme avait été formé par Sobolev [10] pour une équation aux
dérivées partieﬂes du second ordre linéaire hyperbolique (& coefficients analytiques)
et par Christianovich [12] pour une équation non linéaire 4 quatre variables. Chris-
tianovich se bornait toutefois & une équation ne contenant pas de dérivées secondes
mixtes et n’écrivait de formules de Kirchhoff qu’en donnant des valeurs particuliéres
aux coefficients (la résolution qu’il donne du systéme qu’il obtient est d’ailleurs
erronée, les intégrales qu’il considére n’étant pas convergentes).

Etendant ces méthodes, }’écris sous sa forme compléte le systéme d’équations
intégrales vérifié par un systéme d’équations quelconques du type E et j’étudie de
fagon détaillée les diverses quantités figurant dans ces équations intégrales (cha-
pitres I et II) en vue de leur résolution. Je remarque que le noyau, figurant dans
la formule de Kirchhoff, n’est borné que sous des conditions de dérivabilité faites sur
les inconnues. Des difficultés se présentent donc pour résoudre directement le systéme
d’équations intégrales obtenu et pour lutiliser & la résolution du probléme de Cauchy
relativement & E.

1 M. M. Rimsz utilise également des équations intégrales pour résoudre le probléme de Cauchy
linéaire & coefficients variables.



144 Y. Fourés-Bruhat.

Je résous au chapitre III le probléme de Cauchy pour le systéme E en utili-
sant le systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions d’équations aux dérivées
partielles E, approchées de K. La démonstration est faite en détail dans le cas, un
peu plus simple, faisant intervenir des dérivées d’ordre moins élevé, (et qui est celul
des équations de la relativité) ou les coefficients des dérivées secondes dépendent
-des fonctions inconnues mais non de leurs dérivées premiéres. Je montre qu’a des
données de Cauchy cing fois différentiables, portées par un domaine compact d de la
surface initiale 2'=0, correspond une solution quatre fois différentiable, unique, des
équations K dans un domaine D, tronc de cdéne ayant pour base le domaine d, si
les coefficients de ces équations sont quatre fois différentiables.

La résolution du probléme de Cauchy pour un systéme E quelconque peut se
fatre de maniére tout A fait analogue: il suffit de considérer des équations approchées
non de E lui-méme mais d’équations préalablement dérivées.

Japplique, au chapitre 1V, les résultats précédents aux équations de la gra-
vitation.

Les équations de la relativité R,;=0 se réduisent en coordonnées isothermes
a des équations du type E, G.z=0. Je démontre, en utilisant les conditions de con-
servation, que la solution du probléme de Cauchy, relativement aux équations G,5=0,
satisfait dans tout son domaine d’existence aux conditions d’isothermie s’il en est
ainsi des données initiales. Cette solution satisfait donc aux équations de gravitation.
Je montre qu’eﬂe est unique 3 un changement de coordonnées prés. J’al ainsi con-
struit un espace-temps einsteinien correspondant & des conditions initiales non ana-
lytiques, portées par un domaine d’espace, et d’une fagon qui met on évidence le
caractére de propagation propre & la gravitatioﬁ relativiste.

Je suis heureuse d’exprimer ici ma profonde reconnaissance a M. Lichnerowicz
qui m’a fait largement profiter de la clarté de vue avec laquelle il aborde les grands
problémes mathématiques. Aprés m’avoir suggéré d’entreprendre ce travail il n’a cessé
de me prodiguer les encouragements et les conseils qui m’ont permis de le mener &
bien. Je tiens également 3 adresser mes vifs remerciements & M. G. Darmois: I'intérét
bienveillant qu’il a toujours montré pour mes travaux sur des problémes dont il fut
le premier & poser l’essentiel, m’a été trés précieux.

Je prie M. Leray qui a bien voulu se joindre au jury de ma thése et M. Pérés
qui en a accepté la présidence de trouver ici 'expression de ma reépectueuse gratitude.

Je remercie trés respectueusement M. Marcel Riesz de son appui bienveillant,

qui a permis l'impression de ce travail.
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Caapritre [.

Equations linéaires.

Nous considérerons dans ce chapitre un systéme () de # équations avec dérivées
partielles du second ordre, & # fonctions inconnues u, et quatre variables x, hyper-

boliques et linéaires, du type sulvant:

& u ou rs=1,2...n
E, —. ap @ Ur o psu s =0 5 P )
4 o’ axt B 8x”+f ’ p=1,2,...4.

Les coefficients A** (qui sont les mémes pour les n equations), Bi* et f, sont des
fonctions données des quatre variables z”. Nous supposerons qu’ils satisfont dans un

domaine D défini par o
[ —3'|<d, |a<e (1=1,2,3)

(ot &, d et & sont des nombres donnés)

aux hypothéses suivantes:

Hypotheses sur les coefficients.

1°) Les coefficients A4** et B;* admettent des dérivées partielles continues et
bornées jusqu’aux ordres respectivement quaire et deux. Les coefficients f, sont con-
tinus et bornés.

2°) La forme quadratique A**z,x, est de type hyperbolique normal, & un carré
positif et trois carrés négatifs. Nous supposerons en outre que la variable z* est

une variable «temporelle», les trois variables a' étant ¢spatialles», c’est-a-dire que
A*¥ >0 et la forme quadratique A" z;z; définie <<O0.

3°) Les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre et deux des A* et

Bi* satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport & tous leurs arguments.

Sommaire du Chapitre I.

Nous montrerons, en vue de résoudre le probléme de Cauchy, que tout systéme
de n fonctions (continues et bornées dans D ainsi que leurs dérivées partielles pre-
midres), satisfaisant aux équations (E) et prenant pour z*=0, ainsi que leurs dérivées
partielles premiéres, des valeurs données, est solution d’un systéme d’équations inté-
grales (I). Ces équations (I) expriment les valeurs en un point M, (), inclus dans
D des inconnues u, en fonction de leurs valeurs sur le conoide caractéristique (Z,)

de sommet M, et des données initiales.
10— 523804. Acta Mathematica. 88. Imprimé le 30 octobre 1952.
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Nous obtiendrons ces équations en intégrant sur X, des combinaisons linéaires
des équations (E), les coefficients de ces combinaisons étant »n® fonctions auxiliaires
qui présentent en M, une singularité.

Nous supposerons, dans la partie I de ce chapitre, que les coefficients 4** pren-
nent en M, des valeurs particulieres (1, 0 et —1). Nous léverons cette restriction

dans la partie II.
A. Conoide caractéristique.

1. Equations définissant le conoide caractéristique.

Les surfaces caractéristiques du systéme (E) sont des variétés & trois dimen-

a

sions de l’espace des quatre variables z® solutions du systéme différentiel

F=A4"y,4,=0
avec '
v dat=0.

Les quatre quantités g, désignent un systéme de paramétres directeurs de la
normale & Iélément de contact de support z* Prenons ce systéme, qui n’est défini
qu’a un facteur de proportionnalité prés, de facon que y,=1 et posons g =p;. Les
surfaces cherchées sont solution de

F=A"4+2A4"p+ A" p;p; =0,
(1.1) .
dat+pdat=0.
Les caractéristiques de ce systéme différentiel, bicaractéristiques des équations (F),

satisfont aux équations différentielles suivantes:

da _ dat _ —dp; _
A+ 4T p AN+ A 1(31? aF) S

2\od Pagt

A, étant un parametre auxiliaire.
Le conoide caractéristique X, de sommet My(x]) est la surface caractéristique
engendrée par les bicaractéristiques passant par M,. Une telle bicaractéristique satis-

fait au systéme d’équations intégrales

4
o =ab+ [T'da,  T'=d"+4"y,
0
Ay
(1.2) ot =i+ {T4d21, T =A%+ A,
0
2
o+ [ R, .__l(ﬂ’"_ .9_5)»
2 p1+0[R,d21, Ri=—3(s5-ns)
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ol les p? vérifient la relation
(1.3) o'+ 2 Ao* i + Ay pp) =0,

ol A4 désigne la valeur du coefficient 4** au sommet M, du conoide .
Nous supposerons qu’au point M, les coefficients A** prennent les valeurs
suivantes:
(1.4) d=1, A¥=0, AYV=-0.
La relation (4.1) prend ainsi la forme simple
% (ph)*=1.

Nous introduirons pour définir les points de la surface X,, outre le paramétre
A, qui définit la position d’un point sur une bicaractéristique donnée, deux nouveaux

parameétres A, et A; qui varient avec la bicaractéristique envisagée, en posant
0 __ . 0_ .2 : 0 1
p1=sin A, co8dy, pa=sini,-sind;, Pz=cosi,.

Domaine V.

2. Les hypothéses faites sur les coefficients 4*# permettent de montrer qu’il

existe un nombre g, définissant un domaine de variation /A des paramétres 4; par
(A) |4 ]<e, O0<ly<m, 0<A,<2am,

tel que les équations intégrales (3.2) aient dans (A) une solution unique, continue

et bornée

xa = xa (mg’ 2’1 ’ 22’ ;‘3)7
(2.1)

0 =0 (25, Ay, A5, Ag),
satisfaisant aux inégalités

o= |<d, |a*|<e

et possédant des dérivées partielles, continues et bornées, des trois premiers ordres

par rapport aux variables surabondantes A,, p! (donc par rapport aux trois vari-
ables A;).

1 Les équations intégrales (2.2) considérées sont des équations intégrales non linéaires, la quan-
tité sous signe d’intégration étant un polyndme de fonctions données des fonctions inconnues. It
est facile de montrer que ces équations ont une solution continue, bornée, trois fois différentiable,
vérifiant )

lzi-—:i:’,Sd et lx4|ga

dans le domaine (/). Des démonstrations analogues sont faites au chapitre IIL.
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Les quatres premiéres équations (4.3) définissent en fonction des trols para-
métres 4;, variant dans le domaine /, un point d’un domaine V du conoide carac-
téristique 2.

Nous serons amenés, dans la suite de ce travail, & considérer d’autres repre-

sentations -paramétriques du domaine V:

1°) Nous prendrons pour paramétres indépendants les trois quantités @, 1,, 4.

La fonction x*(4,, 4,, 4;) satisfait & ’équation
Ar i
(2.2) o= [ Ttdi, +ab ol T* =A%+ A" p,.
0

Or il résulte de (3.1) que, sur Z;, on a

‘-)JAMT)i: _Aij D D __14442 _1144’
d’olt
A44
T427>0;

#* est donc une fonction monotone croissante de 4,, la correspondance entre (z', 4,, 4;)

et (A, A,, ;) est biunivogue.

2°) Nous prendrons pour paramétres représentatifs d’un point de Z, ses trois
coordonnées d’espace #'. L’élimination de ,, 4,, 4; entre les quatres équations donne z*
en fonction des a'.
De la relation .
dr*+pda=0,
identiquement vérifide par les solutions des équations (1.2) sur la surface carac-
téristique X4, on déduit que les dérivées partielles de cette fonction x* par rapport
aux &' vérifient la relation
oxt
e

Pi.

Si nous désignons par [¢] la valeur d’une fonction ¢ des gquatre coordonnées
a® sur X, et si nous exprimons [¢] en fonction des trois paramétres z' représentatifs

de X, les dérivées partielles de cette fonction par rapport aux ' vérifient donc:

(2.3) %[;?—] = [Z%] - [%] Di.
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3. Equations intégrales vérifiées par les dérivées des fonctions 2' (1) et p; (1).

Nous poserons

o & ; & ;
:y'7 Y :?/‘h> A 0004 0 Y s
op 7 atap U eplegherk UM

31’1 N Zi & i o Di o
on . o, TP
opd 70 eplepl, " eplephepy M

Ces fonctions satisfont aux équations intégrales obtenues par dérivation sous le
signe somme par rapport aux p; des équations (1.2) (les quantités obtenues sous les

signes d’intégration étant continues et bornées). La formule (2.3) montre que ces
o, .

5 étant inutiles

i

équations peuvent s’écrire (

Ay

i - [Tan, 5 -

0

oTt
o9

AP LIRS | PR PO B

™

Ay
i i . OR _OR, , oR
i :fRMUn B; :8209:5;};9;6*827}62?,

O orTy 8T, , oT
o [Than, Tho- TSR g,

0

., OR R I R;
ij*fRJkdzl, Jk op k 2 ny]k+ap Zjlc+7pyk,

ot ¢ix et ui sont des polyndémes des fonctions p; (1), %! (1), 2 (4), des coefficients
A* (@®) et de leurs dérivées partielles par rapport aux z° jusqu’au troisime ordre
inclus. Dans ces fonctions les 2 sont remplacés par les x* (1) donnés par les formules (2.1).

Nous trouverions de maniére analogue
A i i i
. ; oT:, oT orT ;
i jh 1 !
Yink :fT}hk di,, ik = Tp?c Py Yink T = P pz Zink + inkc s
Q

A1 . .
. . ; oRn oR: , oR ;
Zink :fR}hk d/'ll, ik = 37)0 8 2 i Yink +8pf Zink '(P;hk,
0
olt ¢jnx et yiae sont des polyndmes des fonctions pi, ¥, 2, ¥in, #» ainsi que des
coefficients 4** et de leurs dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre inclus (fonc-

tions des fonctions z%).
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Relations satisfaites par les fonctions inconnues sur la surface du conoide
caractéristique.

4. Nous désignerons par [¢] la valeur d’une fonction ¢ des quatre coordonnées
x® sur la surface du conoide caractéristique X,. [¢] peut s’exprimer en fonction des
trois variables d’une représentation paramétrique de X,, en particulier des trois
coordonnées '. D’aprés 1’égalité (2.3) les dérivées partielles de cette fonction par

rapport & ¢ vérifient la relation

-l [0

On applique & nouveau cette régle au calecul des dérivées

d’ou il suit facilement

’Po o [og Fo
el g i B EAEY P
[8 o Jc‘*] o [8 z4] [3 22 P
s Ple]l | o Jog o Joe [097]3:01 [62¢]
S Sy s\ SRR A A DTN ') DA R A RE T R S P
[830‘8:1;’] ox'or ox'|oxt p}+8w’[6x4 P axtjoa’ | g.¢ by

Ces identités permettent d’écrire les relations suivantes satisfaites par les fonc-
tions inconnues us sur le conoide caractéristique:
8% [u,]

(43) [BA=[49) 5+ A7 poy + 2[4 o+ [4%])

%y,

8x42+

. . o [owu, 0 Uy 170D 0 Us
ij . i4 i iy £ S =0.

2

.. 0 . e .
Le coefficient du terme [—%] est la valeur sur le conoide caractéristique du
ox

premier membre de I’équation (1.1); il est donc nul. Nous pouvions d’ailleurs prévoir
que les équations [E,]=0 ne contiendraient pas de dérivées secondes des fonctions
u, autre que celles obtenues par dérivation sur la surface X,, la donnée sur une

surface caractéristique des fonctions inconnues [u,] et de leurs dérivées premiéres

0 Uy , . .,
[3 24| 2e déterminant pas ’ensemble des dérivées secondes.
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B. Fonctions auxiliaires.

5. Introduction des fonctions auxiliaires ¢:. Apparition d’une divergence.

Nous formons n? combinaisons linéaires o} [E,] des équations (4.1) vérifiées par
les fonctions inconnues dans le domaine V de Z,, les o7 désignant n® fonctions
suxiliaires qui possédent en M, une singularité.

Nous posons

M(p)=14 ”]895890

désignant une fonction guelconque des trois variables z’, et nous écrivons
. 7

(5'1) o By = { [ur] +2 [A”] P+ [AM]) [2 ::TJ +

e

Nous transformerons ces équations de maniére & y faire apparaitre une diver-

gence dont l'intégrale de volume se transformera en intégrale de surface, tandis que
. 0
les termes restants ne contiendront que [u.] et [8 u4] Nous utiliserons pour cela

Pidentité suivante, vérifiée par deux fonctions quelconques ¢ et g des trois variables z':

P ()= o (14919 25) -2 L ay)

ou

)= (49195 9 201 0) + o B )

ot M est Popérateur adjoint de M, c’est-a-dire

()= 8(5;139]5?)’

et Videntité (2.3), précédemment éerite, qui donne ici

3ur]:8[ur]+ [a_u :
ox o2 Plod

Nous voyons alors sans difficulté que les expressions o} [E,] prennent la forme

LB =L B+ [ i+ 6 fy [3 “] DI,
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ot I'on a posé

B =140 22y L <[A”Jas>+2m[A”Jp+[A”]}[91;

2| e,

(6.2) L= (o)~ ((B] o),

apll 4 US

e (A7) 14 ~ 14 2B 2 () (A7) 5

Di-dl {2
—([Bi"]+ [BY] pi) 0.
Nous choisirons les fonctions auxiliaires o7 de maniére a annuler dans chaque équa-
tion le coefficient de [%] Ces fonctions devront donc safisfaire aux »® équations
aux dérivées partielles du premier ordre
(6.3) Di=0.

Nous verrons que ces équations possédent une solution ayant en 3, la singu-
larité voulue. Si les fonctions auxiliaires ¢} vérifient ces n® relations, les équations,

vérifiées par les fonctions inconnues u, sur le conoide X,, prennent la forme simple
T r 8 i
(5.4) [U.] Ls + o} [f']+a—:ciEs:O' ,

6. Intégration des équations obtenues.

Nous intégrerons les équations ainsi obtenues par rapport aux trois variables
‘2' sur une portion V, d’hypersurface du conoide caractéristique Z,, limitée par les
hypersurfaces z*=0 et a*=2z3—%. Ce domaine V, est défini, simplement connexe et

intérieur au domaine ¥V si la coordonnée zi est suffisamment petite. En effet:
|z3| <&, entraine dans V, |z*—a5|<<&.
La formule (2.2) montre alors que, pour un choix convenable de g, nous aurons
Mh<eg.

La frontiére de V, se composant des domaines & deux dimensions S, et S, dé-
coupés sur X, par les hypersurfaces ' =0, z'=z;—% nous aurons, en intégrant les

équations (5.4) dans V,, les relations fondamentales suivantes:

(6.1) _[ff’{[U,] L+d, [} dV + [ [ B cos (n, ') d8* [ [ Ef cos (n, 2') d8=0,
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ot dV, dS et cos(n,2') désignent respectivement dans lespace des trois variables ®,
I’élément de volume, 1’élément d’aire d’une surface 2'=C% et les cosinus directeurs
de la normale & une telle surface orientée vers lextérieur.

La limite de ces équations, quand # tend vers zéro, nous fournira des formules

de Kirchoff que nous formerons dans la derniére partie de ce chapitre.

7. Détermination des fonctions auxiliaires of.

Nous chercherons une solution des équations (5.3) sous la forme
oi =0 ws,

ol ¢ est infini au point M, et les w; bornés.

Les équations (5.3) s’écrivent,
% o (A 0 LA™+ 1y S TAY 5 LAY | (BT BT ) o 42 (047 +
*lea ’ "o ox ‘ clp)os 2 (A7) P
dos
gt "

+[4™) 0.

Les coefficients 4**, BL* les dérivées premidres des A** et les fonctions p; sont
bornés dans le domaine ¥V, les coefficients des équations aux dérivées partielles
linéaires du premier ordre sont donc somme de termes bornés, 4 D’exception peut-

étre des termes
0 ij i
= {[4Y) py+ 4]}

Nous choisirons donc les wji, que nous voulons bornés, satisfaisant & 1’équation

dws

0
ox

(1) lpy A+ LA~ ot (B + (B o) + 2 {[47] py + [4°)

satisfaisant alors &

(7.2 0 2 (7] + [A7]) +2 (4] + (4 5 0.

8. Détermination des wj.

Nous voyons aisément que les équations (7.1) peuvent se mettre sous forme
d’équations intégrales analogues aux équations (1.2) obtenues dans la recherche du
conoide Xy. Nous avons en effet, sur Z;:

o

i 4y _ i ,
[A7)py 4[4 =T =7

d’oti, pour une fonction quelconque ¢ définie sur Z,,
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109 _09

oxt oA
Imposons aux ; les conditions aux limites
ws=6; pour A =0.

Ces quantités satisfont alors aux équations intégrales

(8.1) f(Q wt+qol)di, + 6

avec
Q=3 (B +[Bi']p) et Q=-%(p,~£‘i[A”]+%[A”l),

les. hypothéses faites sur les coefficients 4** et Bi* et les résultats obtenus sur les
fonctions z', p; permettent encore de montrer que, pour un choix convenable de ¢,
ces équations ont une solution unique, continue, bornée et possédant des dérivées
partielles des deux premiers ordres par rapport aux p?, continues et bornées dans le

domaine 4. Nous désignerons ces dérivées par wjy et wii;.

9. Détermination de o.

Considérons ’équation (7.2) vérifiée par . Nous savons que

. 4. 00 00
ij . i4 — s
4"+ (44 5=
et nous allons calculer le coefficient de o,
(14 g+ [4%)
8x1, 7 >

en le reliant trés simplement au déterminant

D (a', 22, m)

A= %, &)
D(}'1)2'27 )

Ce déterminant A, jacobien du changement de variables o =2' (4;) sur le conoide

2o, & pour éléments:

(9.1)

0

0 _ o 8% _ 3% o3’ _ 1015,
od, 7 ox, Yaa, e, Vol
i

. i . . d .
Désignons par A; le mineur relatif & 1’élément 5% du déterminant A4.
: j

Une fonction quelconque ¢, définie sur Z,, vérifie les identités
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. . . o4 .
Appliquons cette formule & la fonction 5;—:1“:
1

o . A2 ., A o (9d
P AaLT“AaA(M)

] » : \ 9212 6% 7 .
A} étant le mineur relatif & 1’élément — du déterminant A nous avons

oA

N

2,0 10
axiT_Aa

|

p Y

Donc la fonction ¢ vérifie la relation

o4 do
O‘E—AI‘FQATAI—O

qui g’intégre de fagon immédiate. La solution générale est

f (s, )

olt { désigne une fonction arbitraire.

Pour A, =0 le déterminant A est nul, puisque les ¢ sont nuls; la fonction ¢ est
donc infinje.

Les coefficients A** et leurs dérivées partielles premiéres et deuxiémes par
rapport aux z° étant continus et bornés dans le domaine ¥V de X,, ainsi que les

fonctions ', 4}, 2}, nous avons:
Y ;
(92) lim 2 [Aij]h:(): - 61
-0 4,

En divisant les deuxiéme et troisiéme ligne de A par 1, nous obtenons déter-

minant égal 3 42 nous déduisons des formules (9.1) et (9.2)
1

—sin 4, cos 43 —sin 4, sin 4; ~cos 4,

.4 . . .
lim 7~ | —cos Ay cos Ay —cosldysin Ay sin A,| = — sin 4,.
A=0 A1
+sin 4, sin 4; —sin 4, cos A, 0
En effet: )
lim T*= — 6] p}= — p}
A=0
1od ..y op 1 095

ATy R Ny My
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Nous prendrons pour fonction auxiliaire ¢ la fonction

sin Ay

A

1
7

Nous aurons alors lim ¢4, =1.
10

10. Dérivées des fonctions o}.

Les équations (6.1) contiennent, d’une part les valeurs sur X, des fonctions in-
connues #,, de leurs dérivées partielles ainsi que les fonctions p:, y et z, d’autre
part les fonctions ot et leurs dérivées partielles premiéres et secondes.

Etudions donc les dérivées partielles des deux premiéres ordres des fonctions ¢ et w;.

Dérivées de o

:Isin 2|}

est une fonction des lignes trigonométriques de A, (u=2, 3), des fonctions a (par
I'intermédiaire des A**) et des fonctions p;, yi. Les dérivées partielles premiéres et
secondes de ¢ par rapport aux 2 s’exprimeront donc au moyen des fonctions énu-
mérées et de leurs dérivées partielles premiéres et secondes.

1°) Dérivées premiéres: Nous avons vu que les dérivées partielles par rapport

aux ' d’une fonction quelconque ¢, définie sur X,, satisfont & Iidentité

2 Ao
(10.1) 2P._Ct0P,

) . .
ol 2]_1 est une fonction donnée de cos 4., sin Ay, 2% s, yi, les dérivées partielles par
rapport 4 A, des fonctions o', pi, 4!,* sont les quantités T°, R;, T; qui s’expriment
au moyen de ces fonctions ellessmémes et de 2/, les dérivées partielles par rapport
4 A, de ces fonctions 2, p;, ¢!, s’expriment au moyen de leurs dérivées par rapport
aux paramétres surabondants 2%, soient yh, 2%, yln et de cos Ay, sin A,.

La fonction ¢ admet donc dans V, sous les hypothéses faites, des dérivées par-

tielles premiéres par rapport aux z’' qui s’expriment au moyen des fonctions a*
Ap

. e . A . i g
(par Pintermédiaire des [A*] et des [?8 a] et des fonctions o, ¥, 2, ¥ et de

cos Ay, sin Ay ) -

1 Les dérivées partielles de la fonction z* par rapport aux variables # sont connues directem-
Ozt

ment puisque ——; = — p;.
) x
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2°) Dérivées secondes: Une nouvelle application de la formule (10.1) montre,
de fagon analogue, que ¢ admet dans ¥V des dérivées partielles secondes, qui s’expri-
ment au moyen des fonctions z (par Iintermédiaire des 4** et de lewrs dérivées
partielles premiéres et secondes) et des fonctions p;, 4, 2}, ¥ln, 2ln, ylnx et des cos Ay,
sin Ay .

Dérivées des wg: L’identité (10.1) permet encore de montrer que les fonctions w},
solutions des équations (7.1), admettent dans V des dérivées partielles premiéres et
secondes par rapport aux variables 2’ si ces fonctions admettent, dans V, des déri-
vées partielles premiéres et secondes par rapport aux variables A,; il suffit pour cela
qu’elles admettent des dérivées partielles premiéres et secondes par rapport aux vari-
ables surabondantes pf.

Nous poserons
oy 0970 1)

Si ces fonctions sont continues et bornées dans V elles satisfont, sous les hypo-
théses faites, aux équations intégrales obtenues par dérivation sous le signe somme

des équations (8.1) par rapport aux p{. Soient respectivement

A
1%) wii= [ (QF wh+ Qal+ Q%) d A,
0
ou
2 Q% aQ
' £ r
o= "0 + —_—
T o

est un polynéme des fonctions w}, p;, ¥}, 2 ainsi que des valeurs sur %, des coeffi-
clents A% B{* des équations (F) et de leurs dérivées partielles par rapport aux z°
jusqu’aux ordres respectivement deux et un (quantités elles-mémes fonctions des
fonctions a” ().
Ay
2°) wgi; :(f (QF wiy + Qi + Q) d 4y,

L 0Qr ., 2@ , 20y

sij = é—;?a)si + 8—5?6031 + -5;9—:
est un polyndme des fonctions of, i, v, yl, 2l, ln, 2n ainsi que des valeurs sur %,
des coefficients 4%, Bi* et de leurs dérivées partielles par rapport aux z° jusqu’aux
ordres respectivement trois et deux.

Les dérivées partielles premiéres et secondes des w] par rapport aux variables
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#' s’expriment au moyen des fonctions z® (par 'intermédiaire des coefficients A4** et

de leurs dérivées partielles premiéres), vi, ¥}, 2i, Yin, 2in, Ws, W5 €6 @h;.

En résumé. Nous avons montré que les fonctions auxiliaires o existent et
admettent dans V des dérivées partielles premiéres et secondes par rapport aux

variables z' sous les hypothéses suivantes:

1°) Les coefficients 4** et B;* ont des dérivées partielles continues et bornées

jusqu’aux ordres respectivement quatre et deux dans le domaine D >V,

2°) Les équations intégrales aux fonctions inconnues z° p; et w) ont une solu-
tion unique, continue, bornée et admettant dans V des dérivées partielles par rapport
aux p7, continues et bornées jusqu’au deuxiéme ordre. Ce résultat peut étre dé-
montré en supposant que les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre et
deux des A** et B vérifient des conditions de Lipschitz.

Les. fonctions of et leurs dérivées partielles premiéres et secondes par rapport

aux «'

s’écrivent alors au moyen des seules fonctions X et 2, X désignant une
quelconque des fonctions &% i, ¥l, 2, ¥ln, Zn, Ylnk, 2lne et 2 lune quelconque des
fonctions i, wh, wh.

Les fonetions X et £ satisfont 4 des équations intégrales de la forme

A
X~ [EX)di+X,,
0

A
Q=[F(X, Q) di,+2,
0

ou X, et £, désignent les valeurs données des fonctions X et £ pour A, =0.

E(X) est un polynéme des fonctions X et des valeurs sur X, des coefficients
A* et de leurs dérivées partielles jusqu’au gquatriéme ordre (fonctions des fone-
tions ). 7

F (X, 2) est un polynébme des fonctions X et £, et des valeurs sur X, des
coefficients A**, Bi* et de leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres respectivement

trois et deux.

11. Etudes du comportement au voisinage du sommet du conoide carac-

téristique.

Nous allons étudier les quantités figurant sous les intégrales des relations fonda-
mentales (6.1) et pour cela chercher de facon plus précise ’expression des dérivées
partielles des fonctions o et w} par rapport aux variables ' au moyen des fonctions
X et 2. Le comportement de ces fonctions au voisinage de 4, =0 (sommet du
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conoide caractéristique X;) nous permettra alors de chercher la limite des équations
(6.1) pour p=0: la fonction z* (A, Ay A3) étant, dans le domaine /1, une fonction con-
tinue des trois variables A, =2~ tend en effet vers zéro avec 4,. Nous don-
nerons le détail des calculs, dont nous aurons besoin par la suite, quand nous
chercherons 3 résoudre le systéme d’équations intégrales obtenu.

Nous utiliserons essentiellement dans les études du comportement au voisinage
de 1,=0, le fait suivant qui résulte des hypothéses faites et des équations vérifiées
par les fonctions 4}, in, ¥ink, ®h et why.

Les fonctions ~y~;> y]il, @; et (L;ﬂ @l

M A A A4
de 4, 4;, 4; dans le domaine V. Nous désignerons 'une quelconque de ces fonctions
par X' et 0.

sont des fonctions continues et bornées

12. Comportement au voisinage de 1, =0 du déterminant /A et de ses mineurs.

o s A ., 4 R
1°) Nous avons déja montré (§ 9) que la quantité g est un polynéme des fone-

1
i
tions X (ici p seul), X (ici %’— seul), des coefficients A** et des sin A,, cos A
1

(=2, 3). C’est donc une fonction continue bornée de A,, 4,, 4; dans V. Nous avons
vu que la valeur de cette fonction pour A,=0 est

A
lim = —sin 4,.
lim 2 sin A,
.. . Vi | . . : .
Au voisinage de 4;,=0 la fonction 7> qui apparaitra au dénominateur des
1

quantités étudiées par la suite, est 0, sauf pour 4,=0 ou A, =z Pour lever cette

difficulté nous montrerons que le polynéme A est divisible par sin A, et nous ferons

apparaitre aux dénominateurs considérés la fonction D= ~2—~4——
: AL sin A,
Considérons donc sur le conoide X, le changement de variables suivant:
(12.1) =2, 7.
Nous posons
2 2 3
D (u, Mas Ms) 2 3_]0‘1) 2 8_1)(2) y) a_p_g 2 .
d—m— 1812 16}.2 1322 =2151n12
op) , opy , IR
M= A= A=
Yody Ttodg o

et
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D (z', o?, 2°)

A=W, T, T)
D2y, 2y, 43)

Puisque

D@, o% 2% _ D', @ 2%) D(py, ftyr o)
DAy, Az, 43) D (py, pro, pa) D@4y, Ay, 4)
nous avons
(12.2) A=Dalsin 4,

ot le déterminant D a pour éléments

0d _oat ohy 04 Oph 0.
8#7 3}»1 8/1, 81)%31“ 8/17

I résulte directement des égalités (12.1) et de lidentité X ui=Af que

D’autre part nous avons
00y opn  0du Opin

= 6",
Dpy 02  Op Oy
Les éléments de D sont donc
x4 U
=T LR 5 — 5 0.
o pi+ ]‘1( i — Dj ph)

A L . . A
Le polynéme — est donc divisible par sin 4,, le quotient D étant un polynéme
1

. . Y| . , .
des mémes fonctions X, X, que =5 et de sin Ay, cos A, (ou, plus précisément, des
1

trois p?).
D est une fonction continue bornée de 4, 4,, 4; dans V dont la- valeur pour

A;=0 est %im D= —1. En effet:
1=0
i

. ox ]
lim = = —pipf~ & +pipj= — .
2,=0 Ol

A oy . .
Remarque. —; étant un polynéme homogéne du deuxiéme degré des fonctions
1

A
fonctions X (p; et yl), des coefficients A** et des trois p?, homogéne du deuxiéme
degré par rapport aux g/. On peut vérifier aisément ces résultats en calculant le

produit D" d* ou

il en est de méme du polynébme D, et la quantité i D est un polynéme des
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S A
g+ |on om opd| _d

8hy 0hy 0hy| A2

opl dpy Ops

0hy 02y 0y

et ot D' est le déterminant dont les &léments sont
T pi — yh (8 — 17 P5) .

D*d* =4,

On trouve

la quantité A2 D= D" posséde donc les propriétés énoncées.

Le polynéme D est, en valeur absolue, supérieur 4 un nombre donné dans un do-
matne W: D est en effet une fonction continue et bornée ‘de 4, dans le domaine A
(ot A, et A3 varient sur un compact) qui prend la valeur —1 pour 4,=0. Il existe
donc un nombre &, tel que, dans le domaine A,, voisinage de 4, =0 du domaine A4,
défini par

|4 ]<e, O0<y<m, 0<ly<2m,
on ait par exemple
|D-+1|<} donc |D|=3.

Nous désignerons par W le domaine de X, correspondant au domaine ,.

2°) Comportement des mineurs de A.
a) Mineurs relatifs aux éléments de la premiére ligne de A: A} est, comme A

lui-méme, un polyndéme homogéne du deuxiéme degré par rapport aux fonctions yi, et
A4; . s (¥ o .

—;— est un polynéme des fonctions X (p), X (%’), des coefficients [4*#] et de sin A,
1 1

cos Ay; c’est donc une fonction continue et bornée de A, 4,, 4; dans V.

1
Ai 1

Pour étudier la quantité i ==5%, qui interviendra dans la suite, nous la mettrons

sous la forme d’une fraction rationnelle de dénominateur D (<0 dans W).
Nous avons

(12.3)

Pogwl
-~

04y 04 b1y
o du o4

B]B

=p?~D~
o0

(on a désigné par D{ le mineur relatif & 1’élement P
4

du déterminant D) .

1
La quantité % est donc une fonction continue et bornée des trois variables A, 45, 45

dans W. Caleulons la valeur de cette fonction pour A, =0, on trouve
11 — 523804, Acta mathematica. 88. Imprimé le 15 november 1952,
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résultat que I'on pouvait prévoir. En effet:

. . o7t
lim —; =lim —>
n-00x a-00x
oat
or on a constamment, sur ¥,, =— = — p;.
0> axi

Remarque. On déduit des formules (12.2) et (12.3) que
Ai =22 sin A, 9} Di.

On voit alors que la quantité A p! D! est un polynéme des fonctions p;, 4!, des
coefficients [4*#] et des trois p%, homogéne du deuxi®me degré par rapport aux wi.

b) Mineurs relatifs aux deuxiéme et troisiéme lignes de A: A¥ est un polyndme
des fonctions X (pi, 4!), [4**] et de sin A,, cos A, homogéne du premier degré par
rapport aux fonctions wi.

u

A . .
/1—1 est une fonction continue et bornée de 4,, 4,, 4; dans V.
1

oo A
o0ds A°

On a

apg‘fl_.zap”a}*“_l?ﬂai% 1(h_0 )Bj
0ds A 0My 08 Mor owor A PP

0 u

apy A . . s s .
Nous voyons que la quantité 4; 7— —Ai est une fraction rationnelle 4 dénominateur
u

non nul (dans le domaine W) des fonctions X (1), X (%) , [4%#] et des trois pi. Cest
1

donc une fonction continue et bornée de 4;, 4,, 4; dans le domaine W; la valeur de

cette fonction pour A, =0 se calcule de la maniére suivante. On a d’une part

ox" oz"op; o9 1 22" ap, o
— =y -, dott lim — =
97e 010 9de VB ha A oh ok 0d

On sait d’autre part que

VY aph AF oa" hu _ ox" 2z
A4 "oz Vou lim A = T e e O T e

d’ou finalement

0
lim a,ag" ‘L‘ = — o+ ph.



Systémes d’équations anx dérivées partielles non linéaires. 163

Remarque. Par un raisonnement analogue & celui des remarques précédentes,
on voit que la quantité A; (6] —pj p%) D! est un polyndme homogéne du premier degré

par rapport aux !, des fonctions X (p, 4i), [4**], pi.
13. Dérivées premiéres.
Les dérivées partielles premiéres d’une fonction quelconque ¢ satisfont, d’aprés

Pidentité (10.1) et les résultats du paragraphe précédent, & la relation

29 o9 piDl 1 atp
oc oh D A48

Di
n 0 B
(6 h) D

Appliquons cette formule aux fonctions p} et X:

31’%_ | Y 0 0 2]
24 (9 paph)D’

p—

ox 1) D
(13.1) oyt 0 Di 1 Di
o ~TEPE A—lyﬁz(a;*—-p?pmﬁ%
3zh 2 1 ) 0 0 D]'
sa “HIHY lz’”(‘s 23

Ces équations et les équations analogues vérifiées par

dym 9z 0wy Ak
ox o4 o4 o

montrent que les quantités

3_11% oy a2 Zazﬁz o dyr Oy Ow; dwy
tog Moot Mad Mox o od o4 od

A

sont des fractions rationnelles de dénominateur D des fonctions

A}.u azA}.y
X X Q Q [Al”] [ax J, [W]a 1)?.

Ce sont des fonctions continues et bornées dans W des trois variables 4,, 4, 4,.

14. Dérivées des fonctions of.

Nous utiliserons dans Détude des dérivées partielles par rapport aux «' des fonc-
tions of, les dérivées partielles des polyndmes considérés dans les remarques du § 12:
MD, 2} Di et A, (8] — v p%) D} sont des polyndmes des fonctions X (pi, 4i), [4*#], »f,
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homogénes de degré respectivement 2, 2 et 1 par rapport aux yl. Les résultats précé-
dents et Pidentité (10.1) montrent alors que les quantités

18
A 0o

1 o

2 —_— ——
(llD)> )"1 8$i(

lf p? i-)’
a h 0 0 7
Py (44 & — p5 2} D)
sont des fractions rationelles de dénominateur D des fonctions

o (Y e w[““‘]o
X ot ), X (5 92 1, 222 )

Ce sont donc des fonctions continues et bornées de 4, 4,, A; dans W.
Dans 1’étude des dérivées partielles secondes de la fonction ¢ par rapport aux '
- iy . *MD ,
nous utiliserons les dérivées partielles secondes Eai—’la?) Remarquons tout d’abord que
les dérivées partielles premiéres de A2 D peuvent s’écrire

oDy P

"o XD’
ot P; est un polynéme des fonctions

: 0 A
X(pii y{; Z{’ yf’h): [AZ”]’ [ ]’ p(l]

ox®

dont les termes sont du troisiéme degré au moins par rapport & I’ensemble des fonc-

2 1%
et ol
ox o

multipliant dénominateur et numérateur des deuxiémes membres des équations par A7)

tions !, yl.. En effet, les dérivées partielles peuvent se mettre (en

sous forme de fractions rationnelles de dénominateur 2D et dont les numérateurs

sont des polyndmes des fonctions

o 4*
X(pi; ?/ij: Z{), [Aly]’ [axa ]’ p(l’

dont les termes sont du premier degré au moins par rapport aux ¢/, et les dérivées

. oyt . . .
partielles 6% peuvent se mettre sous forme de fractions rationnelles de dénominateur

i D et dont les numérateurs sont des polynémes des fonctions

o4
X (pi, v, o, ghe), [4M], [ ] »

ox°
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y p

homogénes du deuxiéme degré par rapport d Uensemble des fonctions 4, yhi. Le polyndéme
2D étant homogéne du deuxiéme degré par rapport aux y/, ses dérivées partielles
premiéres ont bien la forme indiquée.

Considérons alors les dérivées partielles secondes:

fMD) 1 ap, P, 9(AD)
od e’ XBDod (BED}P o

I1 résulte de la forme du polynéme P, et des résultats du § 12 que:

P N .
1) =} est un polyndme des fonctions

A
S f oA
X (vs, ¥, 21, Yhr), X(g— *y;) [4%#], [ ] i

1 1

2) 21 6Pil est une fraction rationnelle de dénominateur D des fonctions
{ v ol ot 4

X (pz, yz, 21: y;lk; zzh; ?/mk) X (Z ?;.:L yl"l‘k) ’ [Al‘u], . [690—“8;'9] s Pi

1 1

#@iD
Les dérivées 3( 18 7) sont donc des fractions rationnelles de dénominateur D® des fonc-

tions que nous venons d’énumérer.

15. Etude de ¢ et de ses dérivées.

. Nous avons dong,

1°) La fonction auxiliaire ¢ a été définie par ¢ =

A
d’aprés 1’égalité (12.2),
1
" |%D|*
On en déduit que, dans le domaine W, la fonction ¢4, = I%F est la racine carrée

d’une fraction rationnelle bornée non nulle des fonctions X, 5(, [A*], p?; c’est une

fonction continue et bornée des trois variables 2; dont la valeur pour A, =D est

(15.1) lim o 4, = 1.

#=0

2°) Les dérivées partielles premitres de o par rapport aux «' sont

On en conclut que, dans le domaine W, la fonction

00 _ ok 10GiD)
‘o4 2D oo
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est le produit de la racine carrée d’une fraction rationnelle bornée non nulle par
d A*
oz®
fonction continue et bornée de 4,, 4,, 4, dont nous allons caleuler la valeur pour 4, =0.

. L. 00 0 doc 0Oo
Les 1dentités oA T — 83; et 81)%

une fraction rationnelle bornée des fonctions X, X', [4%#], [ ]; p?. Cest une

A montrent que. les fonctions 11— et

EYS

do . , -
215—0 sont continues et bornées dans W. Nous pouvons donc, d’une part dériver
Y4

aly

Pégalité (15.1) par rapport i ph, nous trouvons

lim A, —5 =0,
4y =0 a ph
d’autre part écrire
d(c A)
=9
811 2.1 o+ ll 2 };1
et
. 0 (O’ 21)
hm o1, mho
d’ol1
lim 22 90 _ _fim d o= -1
o, 3 21 1113) 1 o )

Pour caleuler la valeur pour 4,=0 de Ia fonctlon 21 w‘ nous utiliserons 'identité

8 - 230’ A1
Alax’ lazl

8ph Al
Vi|

>

}'1 a 0 }'1
d’oli, d’aprés les résultats précédents (§ 12),
(15.2) lim A{ — =9p;j.

. x

3°) Les dérivées partielles secondes de o par rapport aux z' sont

&#e o 1 FAED) 1 a_ga(z%D)+ o o(iD)a(AD)
od'9r’ 21D oo 21D od ox 2(MD? oL od

62
o2 8x’

de la racine carrée d’une fraction rationnelle bornée non nulle par une fraction ration-

a) On voit aisément que dans le domaine W la fonction 15——— est le produit

nelle bornée (dénominateur D*) des fonctions

s x4 [245]

oz 0P
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(est une fonction continue et bornée des trois variables 4;. Nous allons calculer la
3¢

valeur pour 4, =0 de la fonction 4} Y 5@ dont nous aurons seule besoin: les déri-
i=0 0%

vées secondes de o n’interviennent en effet dans les équations fondamentales que

o

FyRpy et I'on a

par la quantité [4"]

g 2’c S g
. if1 43 [ H 3 .
}?i% Py 11‘113) Alglaz”

Nous calculerons cette limite comme la limite (15.2). Nous trouvons d’une part,
en dérivant 1’égalité (15.2),

L—0  OPn
d’autre part
0 oo do 0 (oo
v 13__ _ 2¥vY 3 _ “_ 72
YR ( 1890') 3 'oi, \od
d’olt
o (oo . da
1 3. Y el zl _ 2_4 — U]
/1113) '11821 (693’) z?:l(l)( 2219%1) '

(30 A 5 D (ag oph At
=+ 11 — === =
A Opn \02*) 04, 4
et les résultats des paragraphes précédents, que

3 2
lim 3 229

2 -0
3 .
=0 ox

2
ax' ox’
trois variables ;, au voisinage de A; =0 (ce qui nous permettra de montrer que la
quantité sous le signe [f[ (6.1) est bornée dans W).

Fo
o' oa’

est une fonction continue et bornée des

Montrons que la fonction A;[4'/]

Nous avons vu que 4 [4"] est le produit de la racine carrée d’une frac-

tion rationnelle bornée non nulle (ﬁ) par une fraction rationnelle de dénominateur

D!, dont le numérateur, polyndme des fonctions

~ 2.4 % AM
X, X, (4], [ ax“]]’ [aw“axﬂJ’ »,

s’annule pour les valeurs de ces fonctions correspondant & A, =0. Nous avons
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- o4 o* A )
hu e o
o P(X’X’[A J’[@x”] [ax“axﬁ] L |

ox' o’ Dt |D|}

. oA T &AM
- o, =
P (%0 3y 3 || [ Sk ) -
P

A4Vl -

avec

Nous écrirons alors:
&?c P-P, 1
o' o’ D* Dt

(15.3) A3[47]

En appliquant la formule de Taylor (pour P) on voit que la quantité (15.3)
est un polyndéme des fonetions X — X, X ~XO, A*+ 6% ..., dont les termes sont du

premier degré au moins par rapport 4 I’ensemble de ces fonctions.
2

ox 890]
dans le domaine W, il suffit donc de montrer qu’il en est ainsi des fonctions

azA}.y azAlu
X-X, X-X, [4*1-8 [axaazﬁ]‘[azaazﬂ]o-

A Ay A ’ A

Pour montrer que Ai[A4"] est une fonction continue et bornée de 4,, 4,, 44

Lés fonctions X vérifient
X- [ E(X)dh+X,,
X—-X,
A
(15.4) | X—-Xo|<i, M.

est donc une fonction continue et bornée des A; dans V:

Les coefficients A** possédant dans (D) des dérivées partielles continues et
bornées jusqu’au quatriéme ordre par rapport aux 2% les a® vérifiant les inégalités
(29.2), nous voyons que

83A}.;4 63Aly
Ap + 54 _
(15.5) 4 ]_algzlA,...,[axaamﬁaxy] [awaawﬁaw,]oszlzt.

_~X0

T Les fonctions X correspondantes sont ¢}, ¥, ylnx qui verifient
1

Considérons
Péquation

Al
X-[EX)dA,
0

E (X) étant un polyndme des fonctions X, des A et leurs dérivées partielles jusqu’au

troisiéme ordre
[aA 1,,] & 4

ox° Wy
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Nous avons
ll

[(BX)~EX)y)da,
FE: )

be
|

il
I

La formule de Taylor appliquée au polyndéme E montre que E(X)— E(X), est un

polynéme des fonctions

83Alu
w240 ]
0> Y4 0

oz daf v
et des fonctions

& 4™ &4
B Awp g - Y
X=X, [4] =64, .., ([axagxﬂax?’] [ax“axﬂ@x"])o

dont les termes sont du premier degré au moins par rapport 4 P'ensemble de ces

derniéres.

Toutes ces fonctions étant bornées dans V et satisfaisant & (15.4) et (15.5)

9 est continue et bornée dans V.

. X -
nous voyons alsément que ——
1

. . . O . .
La fonction 43 [A“]-a-;;g;j est donc continue et bornée dans W.

16. Dérivées des w;.

Nous allons montrer que les dérivées partielles premiéres et secondes des w}; par
rapport aux variables 2' sont, comme ¢ et ses dérivées partielles, des fonctions algé-
briques simples des fonctions X et £2, X et f), et des valeurs sur le conoide X, des
coefficients des équations données et de leurs dérivées partielles.

1°) Les dérivées partielles premiéres des w] par rapport aux z' s’écrivent en

fonction de leurs dérivées partielles par rapport aux 4

dws Dy Al

ot ok A
done
(16.1) 005 _ or ot 40 r)P?D{JFS)_?_h (6] — Pj P}) Di
' or (€ s )7 A D

Les dérivées partielles premidres des w} par rapport aux z' sont donc des frac-

tions rationelles de dénominateur D des fonctions

o " Y Qi , O Wsn Au aAl”], S A 0
X(Pl,yi),.Q(cus),X(ll) Q(ll)’[A 1, [830" [B°*] et Pi.

Ce sont des fonctions continues et bornées dans W.
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2°) Nous calculerons les dérivées partielles secondes de w} par rapport aux z’ en
, . 2wy dws P,
écrivant — sous la forme — ==~
o ox MD

L’égalité (16.1) et les remarques du § 12 montrent que P, est un polynéme

homogéne du deuxiéme degré par rapport 4 Iensemble des fonctions ¥, wi. Nous

avons, en dérivant 1’égalité précédente,

*ol 1 oP, P, 9(XD)

odoxr MDoxy (BDP ox
., ok . . L . .
Ces fonctions 4, 570 sont des fractions rationnelles de dénominateur D* des fonctions

- -~ i 2 44 SA
X, Q X, 8, 4™, [aA ] [E’ 4 ] (B, [aBL}

oz oatex’? o
i . p, 1 0P,
Les résultats du § 12 permettent en effet de montrer que =5 et 1 24 sont re-
V1 1

spectivement un polynéme et une fraction rationnelle de dénominateur D de ces fonctions.)

Ce sont donc des fonctions continues et bornées dans W.

C. Formules de Kirchhoff.

17. Nous pouvons maintenant étudier de fagon plus précise les équations fonda-
mentales (6.1) et chercher leur limite quand # tend vers zéro.

Ces équations s’écrivent:

(17.0) [[[f(Qw) Ls+ o3 [f]) da* da? da®+ [ [ B cos (n, «') dS = [ [ B cos (n, 2') d S,

Relations intégrales en paramétre ;. Nous avons va que le déterminant fonc-
D)
D(4)

@' et 2; est donc biunivoque dans un voisinage du sommet M, de Z,. On en déduit

tionnel D= est égal & —1 pour 4, =0. La correspondance entre les paramétres

que la correspondance entre les paramétres ' et 4; est biunivoque dans un domaine
(A), défini par
n<i<eg, O0<l<m 0<A3<2nm,
olt & est un nombre donné et ol n est arbitrairement petit.
Au domaine (A), des variations des paramétres 4; correspond, biunivoquement?,
un domaine W, de X,. Nous supposerons alors que la coordonnée zj du sommet M,
de X, est suffisamment petite pour que le domaine V,<V, précédemment considéré,

1 Puisque la correspondance (z%, A5, 43) et (41, 45, 43) est biunivoque.
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soit intérieur aux domaines W et W,. Nous pouvons, dans ces conditions, calculer
les intégrales au moyen des paramétres 4, les intégrales que nous allons obtenir

étant convergentes.
18. Calcul des éléments d’aire et de volume.
Nous avons tout d’abord
dV=da' ds?da®=d A, dA, dA,.
Calculons maintenant. S et cos (n, ).

Les surfaces S, et S, sont des surfaces #*=c" tracés sur le conoide caracté-
ristique Z,. Elles vérifient donc la relation différentielle

pda’ =0,
d’olt on déduit
T L
cos (n, )= S i

Pour caleuler dS nous écrirons une deuxiéme expression de I’élément de volume dV

en faisant intervenir les surfaces S(z*=c*) et les bicaractéristiques (o 4; varie seul)
dV=cosv|T|* d2, dS,

ou |T|*dA, désigne I’élément de longueur de la bicaractéristique et » 'angle de la
bicaractéristique avec la normale

Y

4 la surface S au point considéré.
Un systéme de parameétres directeurs de la tangente & la bicaractéristique étant
Thz[Ahi] pj-l-[AM],
nous avons

cos v| T |} ={[4"]p; +[4™]} cos (n, z"),

d’oll, en comparant les deux expressions de dV,

Apidiydiy, . —dp 0

008 (m, @) S = o + (A5 (A" T (A2

19. Limite quand n—0 des relations intégrales.

Les relations intégrales (17.1) s’écrivent en paramétres A;
E A Pi
(19.1) AL+ 6t [f, =
9. ff ([w) Li+oi[fy]) dA  d Ay d Ay ff[A“]+[A“]p,d}ﬁj,Zs

B Ap, }
ddy d iy
f f [A%]+ 4] pif 2422y



172 Y. Fourés-Bruhat.

Les résultats précédents montrent que les quantités & intégrer sont des fonctions
continues et bornées des variables ;. Elles s’écrivent en effet:

Api

T r 4 i
}*?{[ur]Ls'{'O's[fr]}I% et AZE ]’2 T4

E! et L étant donnés par les égalités (5.2), les quantités considérées sont con-

Ju
tinues et bornées dans W si les fonctions u, et 8_" sont continues et bornées dans D.

Les deux membres des équations (19.1) tendent donc vers une limite finie quand
n tend vers zéro. L’intégrale triple tend vers une limite finie, égale & la valeur de
cette intégrale prise sur la portion V, d’hypersurface du conoide X, comprise entre
le sommet M, et la surface initiale z*=0 (puisque cette intégrale est convergente).
Calculons la limite de l'intégrale double du deuxiéme membre. Les résultats du § 15
montrent que tous les termes de la quantité A3 Ei tendent uniformément vers zéro
avec 4;, & l'exception du terme
: da
- }.i{' [u,] [Alj] w; a—x] ]
dont la limite pour A, =0 est
(4 (8)1 8] % 1) = s (a5) 1l
Dotlt:
E Api .
m — s = — us {z§ As.
A};n%) [A44] + [A1 4] p s (250) SH1 Ay
Le deuxiéme membre des équations (19.1) tend donc, quand # tend vers zéro,

vers la limite
27 27

[ s (a8 sin A, d 2y dAg= 47, (23).
[\ ]

20. Formules de Kirchhoff.

Nous aboutissons ainsi aux formules suivantes:

(20.1)  4mu, (z3) fff([uf]LUras [f:]) 4 ddydiydig +ff fEilﬂ”’ dhy dhs.

I‘LO

Pour calculer le deuxiéme membre de ces formules de Kirchhoff il sera commode
de prendre pour paramétres, sur I’hypersurface du conoide X,, les trois variables in-
dépendantes z%, A,, 4,.

Les équations (20.1) s’écrivent alors, les limites des intervalles d’intégration étant

évidentes:
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(20.2) 4w (ny)= fff () L + oL /) T4dw dhy d Ay + ff E A”‘ iy d ;.
z‘—O

La quantité sous le signe d’intégrale triple s’exprime au moyen des fonctions
[U] et des fonctions X (4;, 45, 43) et Q2(4,, 4,, 43), solutions des équations intégrales
(1.2) et (8.1). '

Nous obtiendrons Vexpression des X et £ en fonction des nouvelles variables
z*, 5, A, en remplagant A, par sa valeur définie par 1’équation (2.2), fonction des
o I

Remarquons que ces fonctions satisfont aux équations intégrales

X, oy 2~ [ B st Xyt 20,20

2 a2 [ TP ast+ 0,6t 1, 0

La quantité sous le signe d’intégrale double s’exprime au moyen des valeurs pour

z'=0 des fonctions [U] et [%] (données de Cauchy) et des valeurs pour z'=0

des fonctions X et £.

D. Récapitulation des résultats,
21. Nous considérons un systéme d’équations aux dérivées partielles du second

ordre, hinéaires, & quatre variables, du type

&% u,
ot et

laus

A + BY

7 th= (E)

Hypotheses.

1°) Au point M, de coordonnées i les coefficients A** prennent les valeurs
suivantes

Agt=1 A¥=0 A¥§=-9.
2°) Les coefficients A** et B:* ont des dérivées partielles par rapport aux a°
jusqu’aux ordres respectivement quatre et deux, continues et bornées dans un do-
maine D: |2' —&|<d, |2*|<e. Les coefficients f, sont continus et bornés.

3°) Les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre et deux des A** et
B satisfont dans D & des conditions de Lipschitz.
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Conclusion. Toute solution continue, bornée et & dérivées partielles premiéres
continues et bornées dans D des équations (E) vérifie les relations intégrales (20.2)

si les coordonnées z§ de M, satisfont & des inégalités de la forme
|z5| <y, |wmo—&|<d,

définissant un domaine Dy D.

II. Transformation variable.

N2

22. Nous allons chercher & établir des formules analogues & (20.2), vérifiées par
les solutions des équations données (E) en tout point d’un domaine D, de l’espace-
temps, ol les valeurs des coefficients seront astreintes seulement & vérifier des condi-
tions d’hyperbolicité normale et de différentiabilité.

Considérons donc le systéme d’équations (E)

% u
extor*

20Uy
ozt

A%

+ B

+f,=0.

Nous supposons que dans le domaine D d’espace-temps, defini par
|2t<e |2 —7|<d,
olt les trois # sont des nombres donnés, les équations (E) sont du type hyperbolique
normal, c’est-a-dire que
A*>0, la forme quadratique A"’ X; X; définie <0.

En chaque point M, (z;) du domaine D on peut associer aux valeurs A5*= A4**(xf)
des coefficients 4 un systéme de nombres réels agf, fonctions algébriques, définies et
indéfiniment dérivables des AZ%*, satisfaisant & Pidentité

i X3 X, = (a5® Xo)® — (ab” Xa)%

Nous désignerons par als le quotient par le déterminant a, d’6léments af? du
mineur relatif & I'élément aff de ce déterminant. Les quantités ags sont comme alf
des fonctions algébriques définies et indéfiniment dérivables des A44* dans D. (Le
carré du déterminant a, étant égal & la valeur absolue 4 du déterminant d’éléments
A*, gy est différent de zéro dans D.)

Faisons le changement de variables linéaire

Ya=0a0p 2.

Les dérivées partielles des fonctions inconnues s sont covariantes dans un tel

changement de variables, les équations (E) s’écrivent donc
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2 u ou
*af 8 *ra s —
(22.1) ayaayﬁ+Bs aya+fs 0.
avec
(22.2) A

*ra _ pri 0
Bs a_Bs Qg ).

Les coefficients des équations (22.1) prennent au point M, les valeurs (1.4).

En effet:
As?P=A§* a3, a3, = — ab* ¥ ags al,+ 2 ab” ag* ad; al, = — 05+ 2 8% 8,
on a donc bien
A¥¥ =1, A**=0, A*=-¢.

Nous pouvons appliquer aux équations (E), écrites sous la forme (22.1), dans
les variables 4* et pour le point M, correspondant, les résultats de la partie I.
Remarquons tout d’abord que les paramétres d’intégration qui s’introduisent seront
4%, Ay, A3 mais que, la surface portant les données de Cauchy étant toujours z*=a§* y* =0,
es domaines d’intégration seront déterminés par M, et l'intersection de cette surface
avec le conoide caractéristique de sommet M,. Nous voyons qu’il sera commode, pour
calculer ces intégrales, de choisir les variables % relatives 4 un point M, quelconque
de telle fagon que la section d’espace initiale, z*=0, soit une hypersurface y*=0. Il
suffira pour cela de choisir les coefficients ag? (ce qui est loisible) tels qu’on ait

ay*=0. Nous aurons alors
1
0 _ 0 _ 4 g4dy— 0 .4
as; =0, 044—F“(A0) Eoet Yy = Q4a T,
0
oll a2, est un nombre positif borné.

23. Application des résultats de la partie I.

L’application des résultats de la partie I montre alors I'existence d’un domaine
Dy< D, défini par |zG]|<e (qui entraine en tout point M, € D,, |ys|<%) tel que I'on
pu_isse écrire en tout point My de D, une formule de Kirchhoff dont le premier membre
soit la valeur en M, de I'inconnue u,, en fonction des quantités y§=aqs 25, et dont
le deuxiéme membre se compose d’une intégrale triple et d’une intégrale double.

Les quantités & intégrer s’expriment au moyen des fonctions
X (4", As, A3, 4§) représentant (v° pi, ¥l, 2, . .., 2hiy) et Q(yt, Ay, ) (0F, ... %),

solutions d’équation du type

yd
(23.1) X=[ B X)dy*+X,, Q=[F*X, Q)dy'+2,,
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ott les fonctions E* et F* sont les fonctions E et F du Chapitre I, mais calculées
a partir des coefficients (22.2) et de leurs dérivées partielles par rapport aux y° et
olt ,, X, désignent les valeurs pour y*=y; des fonctions £2, X correspondantes.

Afin d’obtenir, sous une forme plus simple, des équations intégrales valables
dans tout le domaine D,, nous prendrons d’une part pour paramétre d’intégration au
lieu de y*, a* (ce qui est possible, aly étant en chaque point M, de D, un nombre
positif donné), nous remplacerons d’autre part celles des fonctions inconnues auxi-
liaires X qui sont les valeurs (en fonctions de trois parameétres) des coordonnées y*
d’'un point du concide X, de sommet M, par les valeurs des coordonnés primitives
z2* d’un point de ce conoide.

Nous remplacerons pour cela celles des équations intégrales qui ont au premier
membre y° par leurs combinaisons linéaires de coefficients ai” (nombres bornés),

c’est-a-dire par les équations de méme type

aff f a aaﬂT*aﬁ 0 4 a
ay” Y’ =a"= | ag Fa“dm + a3,

et nous exprimerons les quantités sous les signes d’intégration de toutes nos équa-
tions en fonction des #° au lieu des y° en remplagant dans ces équations les %® par
les combinaisons linéaires agsz® (les als sont des nombres bornés).

Le systéme d’équations intégrales ainsi obtenu a, pour tout point M, du domaine D,

des solutions en méme temps que le systéme précédent, solutions qui sont de la forme
X(itg, .Z4, 225 }“3)‘

24. Récapitulation des résultats du chapitre 1.

Nous considérons un systéme d’équations aux dérivées partielles du second ordre,

linéaires, du type
& u, 10 Ur

A B
ozt oz + oxt

+fs=0. (E)

Hypotheéses.

1°) Dans le domaine D, défini par
|zt|<e, |2—7F|<d,
la forme quadratique 4** X; X, est de type hyperbolique normal:

A4* >0, la forme quadratique 4Y X; X; définie <C0.
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2°) Les coefficients A4** et Bi* ont des dérivées partielles par rapport aux z°
continues et bornées, jusqu’aux ordres respectivement quatre et deux dans le do-
maine D.

3°) Les dérivées partielles d’ordres respectivement quatre et deux des A** et
B;* satisfont, dans D, & des conditions de Lipschitz.

Conclusion. Toute solution des équations (E), possédant dans D des dérivées
partielles premiéres par rapport aux z® continues et bornées, vérifie, si x§ sont les
coordonnées d’un point M, d’un domaine D, défini par

lzdl<eo<e, |dh—d'|<dy<d,

des formules de Kirchhoff dont les premiers membres sont les valeurs au point M,
des fonctions inconnues u; et dont les deuxidmes membres se composent d’une in-
tégrale triple (paramétres d’intégration 2%, 2,5, 1;) et d’une intégrale double (paramétres
d’intégration 4,, 4;). Les quantités & intégrer s’expriment au moyen de fonctions
X (x8, 2%, Ay, A3) et Q (2%, 2% Ay, A3), elles-mémes solutions d’équations intégrales
données (23.1) et des fonctions inconnues [u,]; la quantité sous le signe d’intégrale

double, qui est prise pour la valeur zéro du paramétre z*!, contient, outre les fonc-

tions précédentes, les dérivées partielles premiéres des fonctions inconnues [6 -

(valeur sur X, des données de Cauchy). Nous obtenons ainsi un systéme d’équations
intégrales vérifié dans D, par les solutions des équations (Z). Nous écrivons ce
systéme sous la forme réduite suivante:

x4

X =Ij" Edat+ X,

21

0 2
47zU=fbf

4
Tp

fde4dz2dza+ 2ff"1dazdas.
0 [ 1]

Cuaprtre II.

Equations non linéaires.

1. Nous considérons un systéme (F) de n équations aux dérivées partielles du
second ordre, & n fonctions inconnues et quatre variables, non linéaires du type suivant:

EW, 8=1,2...4
F Ap 3 — ’ L]
(£) A e T =0 Ahu=1,2.. .0,

12 - 523804 Acte mathematica. 88. Imprimé le 17 novembre 1952
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Les coefficients 4* et f; sont des fonctions données des quatre variables z° des

fonctions inconnues W, et de leurs dérivées premiéres 5 2.
z

Les coefficients 4** sont les mémes pour les n équations.

Nous remarquons que les calculs, faits au chapitre précédent pour les équations
iinéaires (E), sont valables pour les équations non linéaires (F): il suffit de considérer
dans ces calculs les fonctions W, comme fonctions des quatre variables z°; les coefficients
A* et f, sont alors des fonctions de ces quatre variables et les calculs précédents sont
valables, & condition évidemment de considérer dans toutes les formules qui font
intervenir les dérivées partielles des coefficients par rapport aux z* ces dérivations

comme effectuées. On aura par exemple

odM oA oW, oA o ("ZE)
oz* oW, 9a®  o(0W,/oaf) 92° \9a°

En appliquant les résultats précédents on montrerait que, sous certaines hypo-
théses, les solutions des équations (F) satisfont 3 un systéme d’équations intégrales
analogue & (I), mais dont les deuxiémes membres contiennent, outre Jes fonctions
auxiliaires, les paraméties d’intégration et les fonctions inconnues, les dérivées par-
tielles par rapport aux x° de ces fonctions inconnues (puisque les équations I font
intervenir les dérivées des coefficients A%*, jusqu’au quatriéme ordre,ipar rapport
aux z%). '

Nous n’appliquons done pas directement aux équations (F) les résultats des
chapitres précédents; mais nous allons montrer que, en dérivant préalablement cing
fols par rapport aux variables z” les équations données (F), et en appliquant aux
équations obtenues les résultats du chapitre I, on obtient un systéme d’équations
intégrales dont les premiers membres sont les fonctions inconnues W, leurs dérivées
partielles par rapport aux z® jusqu’au cinguiéme ordre et des fonctions auxiliaires
X, @, et dont les deuxiémes membres ne contiennent que ces fonctions et les para-

métres d’intégration.

2. Dérivation des équations (F).
Nous supposons que dans un domaine D de Pespace-temps, centré au point M
de coordonnées a', 0 et défini par
| —d]<d, |2*<e
et ‘pour des valeurs des fonctions inconnues W, et de leurs dérivées partielles pre-

miéres satisfaisant a
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oW, oW,

i<
ox* ox° =t

IWS—*Wslsly ’

= oW : 8 : :
(01‘1 Ws et 597: sont les valeurs des fonctions W; et 39:“8 au point ﬂ). Les coeffi-

cients A** et f, admettent des dérivées partielles par rapport 3 tous leurs arguments
jusqu’au cinquiéme ordre.

Nous obtiendrons alors, en dérivant cing fois les équations (F) par rapport aux
variables z un systéme de N équations (N est le produit par » du nombre de
dérivées d’ordre cing d’une fonction de quatre variables) vérifié, dans le domaine D,
par les solutions des équations (F) qui satisfont aus inégalités (2.1) et possédent des
dérivées par rapport aux z* jusqu’au septiéme ordre.

Ecrivons ce systéme de N équations. Nous posons

oW, _ & Wsq
ox® o et oLt

et nous désignons par Us les dérivées partielles d’ordre cing de W

65 Ws

axaaxﬁawyawaawszwsaﬁyée:l’s, S=1,2,...N.

Dérivons les équations données (F) par rapport 4 'une quelconque des variables
q

x°, nous obtenons n équations de la forme

g & Wsa {aA“fW o4 8W,v+aA’“‘}aWsﬁ
odtoxt oW, ™ oW, o« ox* | ox
ofs af, @ dafs
+ ra rp+ = (.
8WrW +3W,,,3an ox”

Recommengons quatre fois cette opération, nous obtenons le systéme de N

équations suivant:

*W [0 A** o4 oA @
1 safiyde
A ax*axyﬂ low, W'“LaW,, Wivat 5 }ﬁlysﬁyde“+
0 A* 8 A* 24* o
5w, W G Wt | g W+
(2.2)
2 A% o A 24 0 o4 W,
+ . W & Tve ,,.____} ~ 4 8 Tvafy?
{6W, r +8-W,,,W HPPC ax‘W“ﬂ’5”+aW,, ozt

afs 3eraﬂy6 .
+3W” Eye +Fs=0.
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oit F; est une fonction des variables z,, des fonctions inconnues W et de leurs
dérivées partielles jusqu’au cinquidme ordre inclus, mais non des dérivées d’ordre
supérieur. ,

Les dérivées cinquiémes Ug des fonctions W, satisfont donc, dans le domaine D

et sous les conditions énoncées, 4 un systéme de N équations du type suivant:

s 8Us
bt o

oUr
Ti
+ Bs Fy™

(2.3) 4 +Fs=0.

Les coefficients 4*#, BI* et Fs de ces équations sont des polyndmes des coeffi-
cients A** et f; des équations données (F) et de leurs dérivées partielles par rapport
A tous les arguments jusqu’au cinquiéme ordre, ainsi que des fonctions inconnues
W, et de leurs dérivées partielles par rapport aux 2* jusqu’an cinquiéme ordre. Les
coefficients 4A** ne dépendent que des variables z° des fonctions inconnues W, et
de leurs dérivées partielles premiéres Wi,, les coefficients B§* ne dépendent que des
variables #° des fonctions inconnues W, et de leurs dérivées partielles premiéres et

secondes W, et Wogp.

3. Application aux équations obtenues des résultats du chapitre I.

Nous considérons les équations (F’) comme un systéme de N équations linéaires
du second ordre, aux fonctions inconnues Us et nous appliquons & ces équations les
résultats du chapitre précédent. Nous obtiendrons un systéme d’équations intégrales
dont les premiers membres seront des fonctions auxiliaires 2, X et les fonctions in-
connues Ug; les quantités figurant sous les intégrales des seconds membres s’expri-
meront au moyen des fonctions auxiliaires X, des fonctions inconnues Us et de la

., . " Us R <
valeur pour z'=0 de leurs dérivées partielles premiéres Erck des paramétres d’inté-
@

gration, ainsi que des coefficients 4*#, B§* et Fs (considérés comme fonctions des a°)
et de leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres respectivement quatre, trois et zéro.
A** BI* et Fs ne faisant intervenir les dérivées partielles des fonctions W, que
jusqu’aux ordres respectivement un, deux et cing, les deuxiémes membres des équa-

tions intégrales considérées ne contiendront, outre les fonctions auxiliaires X, £, les

~

. e s N oUs
fonctions Us et la valeur pour 2*=0 de leurs dérivées premiéres Pyt et les para-

métres d’intégration, que les fonctions inconnues W, et leurs dérivées partielles

jusqu’au cinquiéme ordre inclus.



Systémes d’équations aux dérivées partielles non linéaires. 181

Equations intégrales vérifiées par les fonctions W; et leurs dérivées.
q : p

Si les fonctions W, et leurs dérivées partielles jusqu’au cinquiéme ordre Wi,
Wsagy «« -, Wsapyse=Us sont continues et bornées dans un domaine D d’espace-temps

(|« —&'|<d, |a*|<e) elles vérifient dans ce domaine les relations intégrales

We (@) = [ Wee (@, 8) dt+ W, (o, 0)
0

Wsaﬂyd (wa) = f WSaﬂy64 (xi; t) dl—l— Wsaﬂyd (wi, O)'
: 0

En adjoignant au systéme d’équations intégrales, précédemment considéré, le
systéme (3.1) nous pourrons alors obtenir un systéme d’équations intégrales, vérifié,
sous certaines hypothéses, par les solutions des équations données (¥), dont les seconds

membres ne contiendront que les fonctions figurant aux premiers membres.

4. Données de Cauchy.

Nous écrirons ce systéme d’équations intégrales en vue de résoudre, pour les
équations données (F), le probléme de Cauchy: recherche des solutions W des équa-
tions (F) qui prennent, ainsi que leurs dérivées partielles premiéres, des valeurs
données dans un domaine (d) de I’hypersurface initiale z*=0:

W (‘Zj: 0)= Ps (xi)’
oW .
@0 —n @),

ot gs et v, sont des fonctions données des trois variables z* dans le domaine (d). Nous
montrerons que, sous les hypothéses suivantes, les données de @, et s déterminent les
valeurs dans (d) des dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre de la solution W; des
équations (F).

Hypothéses.

1°) Dans le domaine (d), défini par

|2 — | <d,

les fonctions ¢ et y, admettent des dérivées partielles continues et bornées par

rapport aux trois variables &’ et satisfont aux inégalités

B _ 2g, og
(4.1) lps—@sl<lo=l  lp—pl=<h<l, Ié?_az

<<l
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2°) Dans le domaine (d) et pous des valeurs des fonctions

oW, oW, 3%

Wo=s, 2t % el T ad’

satisfaisant aux inégalités (4.1), les coefficients A** et f; ont des dérivées partielles

continues et bornées par rapport & tous leurs arguments, jusqu’au cinquiéme ordre.

3°) Dans le domaine (d) et pour les fonctions s et y, considérées le coefficient
A% est différent de zéro.

II résulte en effet de la premidére hypothése que les valeurs dans (d) des dérivées
partielles jusqu’au sixiéme ordre, correspondant & une dérivation au plus par rapport
3 2%, des solutions W, du probléme de Cauchy posé sont égales aux dérivées par-
tielles correspondantes des fonctions ¢ et y;, et sont continues et bornées dans (d).

Les valeurs dans (d) des dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre des fonctions
W,, correspondant & plus d’une dérivation par rapport 4 ', s’expriment en fonction
des précédentes, des coefficients A** et f; des équations (F) et de leurs dérivées
partielles jusqu’au quatriéme ordre. La troisiéme hypothése montre en effet que les
equations (F) permettent de calculer, étant données dans (d) les valeurs des fonctions
Ws, Wsa, Wsai, la valeur dans (d) de Wiy, d’olt on déduira paf dérivation la valeur
dans (d) des dérivées partielles correspondant é" deux dérivations par rapport 4 z*.
Les équations dérivées des équations (F) par tapport aux variables z° (jusquau
quatriéme ordre) permettent, de maniére analogue, de calculer dans (d) les valeurs
des dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre des fonctions W,. Il résulte des trois
hypothéses précédentes que toutes les fonctions obtenues sont continues et bornées
dans (d).

Nous poserons

Wi (2, 0) = g (o),
Us (@, 0)=Ds (7),

oUs

oxt

(@, 0)=¥s(z).

5. Récapitulation des resultats du chapitre II.

Nous considérons un systéme de n équations aux dérivées partielles du second

ordre, non linéaires, du type suivant:

a*wW
Au S
A S Foa

+f3=0)
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ol A* et f, sont fonctions des W, et de leurs dérivées partielles premiéres, et des
quatres variables z°

Nous avons vu que, sous les hypothéses du § 2, les solutions sept fois différentiables
des équations (F), satisfaisant aux inégalités (2.1), vérifient le systéme de N équations
*Us
ortox”

T}.a Ur

A
ey

+B

+Fs:0

olt Us désigne I'une quelconque des dérivées partielles cinguiémes de W, et ou A*#
B%* et Fs sont des fonctions des variables z% des fonctions W et de leurs dérivées
partielles jusquw’aux ordres respectivement un, deux et cing.

Nous avons montré que, sous les hypothéses du § 4, toute solution sept fois
différentiable du probléme de Cauchy (données de Cauchy g5, ws) prénd, ainsi que
ses dérivées partielles jusqu’au sixiéme ordre, des valeurs données continues et bornées
dans le domaine considéré de la surface initiale.

Nous appliquons aux équations (2.3) les résultats du chapitre I et nous adjoi-
gnons aux équations intégrales obtenues les équations intégrales (4.1).

Récapitulons les hypothéses faites et les résultats obtenus.

Hypothéses.

A) Dans le domaine D défini par |/ —&'|<d, |2*| <& et pour des valeurs des

fonctions inconnues satisfaisant &

oW, 3y,

_ - <
oxr oz

<l

— Y

_ oW, -
W, —gsl<l, \590—4—%‘

1°) Les coefficients A4** et f, ont des dérivées partielles par rapport 3 tous
leurs -arguments jusqu’au cinquiéme ordre continues et bornées, les dérivées d’ordre
cing satisfaisant & des conditions de Lipschitz;

2°) La forme quadratique 4** X; X, est de type hyperbolique normal: A% >0
et la forme A" X, X, définie négative.

B) Dans le domaine de la surface initiale 2*=0, définie par |2’ —&|<d, les
données de Cauchy ¢, et y; admettent des dérivées partielles continues et bornées
jusqu’aux ordres respectivement six et cing.

Conclusion. 8i nous considérons une solution W, sept fois différentiable du
probléme de Cagchy posé, possédant des dérivées partielles par rapport aux a°
jusqu’au sixiéme ordre, continues et bornées et satisfaisant aux inégalités (2.1) dans D,
elle satisfait dans ce domaine aux équations F’. Les équations F’, considérées comme
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équations lindaires aux fonctions inconnues Ug, satisfont aux hypothéses du cha-
pitre I done:
Il existe un domaine Dy<D dans lequel les fonctions W, vérifient le systéme

d’équations intégrales suivant.

Systéme d’équations intégrales (I).

Ce systéme est composé

1°) d’équations ayant au premier membre une fonction X des trois paramétres
x*, Ay, Ay (représentatifs d’un point du conoide caractéristique de sommet M, (x,)) et
des guatre coordonnées xz§ d’un point M, € Dy. Ces fonctions X sont les fonctions
2, o', yl, A, yln, 4, vlee, Zine du chapitre I. Ces équations sont de la forme

x4
X~ [ E(X)da*+ X,
8
ou X,, valeur de X pour z'=2§, est une fonction donnée de z§, 1,, 1,;
2°) d’équations ayant au premier membre une fonction £ (§, §, 45, A5) (fonc-
tions oy, wii, wiy; du chapitre T), de la forme
24
Q= [F(X, Q)da*+ 2,
s
olt ,, valeur de 2 pour 2*=25, est une fonction donnée de x, ,, 4,;
3°) d’équations .yant au premier membre une fonction W des quatre coordonnées
z* d’un point M€ D. Les fonctions W sont les fonctions Wy, Wsa, Wsap, Wsagy,
Wsapys. Les équations sont de la forme

W= [G(W,U)da*+W,,
0

oit W,, valeur de W pour z*=0, est une fonction donnée des trois variables z';

4°) d’équations ayant au premier membre une fonction U des quatre coordonnées
25 d’'un point My€D,. Les fonctions U sont les fonctions Ug, dérivées cinquiémes
de W;. Ces équations (formules de Kirchhoff) sont de la forme

U-— fj:fnfﬁdx‘ldzzdzaJrTfldzzdzs.

Zo
Les quantités E, F, G, H, I sont formellement identigues aux quantités correspon-
dantes calculées aux chapitres I pour les équations (E) (en considérant les dériva-
tions par rapport aux z* comme effectuées). La quantité G est une fonction W ou U.

Toutes ces quantités s’expriment donc au moyen des fonctions X, 2, W et U,
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figurant aux premiers membres des équations intégrales considérées, et font intervenir
les dérivées partielles des A** et f, par rapport & tous leurs arguments, jusqu’au
cinquiéme ordre, et les dérivées partielles des données de Cauchy ¢s et y, jusqu’aux

ordres six et cing (dans la quantité I et par W,).

Résolution du probléme de Cauchy.

Pour résoudre le probléme de Cauchy pour les équations non linéaires F nous
pourrions chercher & résoudre, indépendamment de ces équations, le systéme d’équa-
tions intégrales vérifié par les solutions (et montrer ensuite que cette solution est
effectivement solution du probléme de Cauchy posé). Malheureusement il se présente,
pour cette résolution, des difficultés: nous avons montré au chapitre I que les quan-
tités figurant sous le signe d’intégration (en particulier H) sont continues et bornées,
en supposant la différentiabilité des coefficients 4**, considérés comme fonctions données
des variables 2% ces conditions n’étant pas réalisées quand les fonctions Wy, Wi,

o
ox'od

..., Us sont indépendantes, la quantité [4"] A ne sera alors pas bornée et

continue..
Pour résoudre le probléme de Cauchy nous passerons donc par Pintermédiaire

d’équations approchées F,, ot les coefficients A** seront des fonctions données des z°%

. [€))
obtenus en remplacant W, par une fonction donnée W;. Les quantités figurant sous

les signes d’intégration des dquations intégrales vérifiées par les solutions seront alors
continues et bornées s’il en est ainsi des fonctions W, ... Us considérées comme in-
dépendantes. Nous pourrons alors résoudre les équations intégrales et montrer que
leur solution W; ... Us est solution des équations F; et que les Wy, ... Us sont

les dérivées partielles de W,; mais il nous faut pour cela, dans le cas général, prendre
I
pour fonction W, une fonction six fois différentiable (puisque les équations intégrales

font intervenir les dérivées cinquiémes des 4*#); la solution W, trouvée n’étant que
cing fois différentiable, nous ne pourrons pas itérer ’opération. La méthode exposée
ne pourra donc s’appliquer que si les 4** ne dépendent que des W, et non des Wi,:
il suffira alors de supposer la fonction d’approximation cing fois différentiable.
Nous exposerons en détail la solution du probléme de Cauchy dans ce cas au
chapitre III, et nous Pappliquerons aux équations de la relativité au chapitre IV.
Dans le cas général, ot A** est fonction de W, et Wi, on peut résoudre le
probléme de Cauchy en passant par lintermédiaire d’équations approchées, non des
équations (F) elles-mémes, mais d’équations préalablement dérivées par rapport aux

2" et considérées comme équations intégro-différentielles aux fonctions inconnues Wi,.
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Cuapitre III.

Résolution du probléme de Cauchy dans le cas ou les coefficients 4*# ne
dépendent pas des dérivées partielles premiéres des fonctions inconnues.

1. Nous considérons dans ce chapitre un systéme (¥) de »n équations aux dé-
rivées partielles du second ordre & » fonctions inconnues et quatre variables, du type
précédemment étudié:

2
@ w 2T

oor 10

mais ott les coefficients 4** sont fonctions seulement des variables z® et des fonc-

de ces fonctions.

. . L. . " oW,
tions inconnues W;, et non des dérivées partielles premiéres pye
z

Les coefficients f, sont fonctions, comme précédemment, des variables % des

. . . e, . N oW,
fonctions inconnues W; et de leurs dérivées partielles premiéres Py
x

Formation d’un systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions des
équations (G).

Nous obtiendrons un systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions des
équations (G) en employant les méthodes utilisées au chapitre précédent pour les
équations du type général (F). Remarquons toutefois que, dans le cas des équations (&),

‘o e, . . ow .
les coefficients 4** ne contenant pas les dérivées partielles premiéres _8;‘; = Wi, 1l

suffira d’appliquer les résultats du chapitre I aux équations déduites des équations (&)
par quatre dérivations par rapport aux variables & pour obtenir un systéme d’équa-
tions intégrales dont les seconds membres ne contiennent pas d’autres fonctions que
celles figurant aux premiers membres. Les calculs effectuds au § 2, chapitre II mon-
trent en effet que ces équations dérivées s’écrivent, en désighant par Us 'une quel-
conque des dérivées quatriémes des fonctions inconnues Wi
2
A‘”% +B§‘% 1+ F,=0.

A* ne dépend que des variables z* et des fonctions Wi.

BZ* qui est une somme de dérivées partielles premiéres des fonctions 4**, con-
sidérées comme fonctions des variables z® et de dérivées partielles premiéres d’une

fonction f, par rapport aux dérivées partielles premiéres W,, des fonctions inconnues,
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ne dépend que des variables % des fonctions inconnues W, et de leurs dérivées par-
tielles premicres W,,. ‘ ‘

Fs est un polynéme des coefficients 4** et [, et de leurs dérivées partielles par
rapport & tous leurs arguments jusqu’au quatriéme ordre, ainsi que des fonctions
Ws et de leurs dérivées partielles par rapport aux variables z* jusqu’au quatriéme
ordre. 2 k

Les équations intégrales (J), vérifiées par les solutions bornées et & dérivées pre-
miéres bornées des équations (G'), déduites comme au chapitre II des résultats du
chapitre I, ne font intervenir que les coefficients 4** et BE* et leurs dérivées par-
tielles jusqu’aux ordres respectivement quatre et deux, ainsi que les coefficients Fs.
On vérifie donc que ces équations (J) ne contiennent pas de dérivées partielles des
fonctions W, d’ordre supérieur & quatre.

Nous rencontrerions évidemment, pour résoudre le systéme d’équations intégrales (J)
directement la méme difficulté que dans le cas général: la quantité H sous le signe
JJf n'est pas bornée en général si W,, W, ... Us sont des fonctions indépendantes.
Nous pourrons toutefois, dans le cas ol les A** ne dépendent pas des dérivées pre-
miéres des Wi, résoudre le probléme de Cauchy en utilisant les résultats obtenus sur
le systéme d’équations intégrales wvérifié dans un certain domaine, par les solutions

des équations données () de la maniére que nous allons exposer dans la suite.

2. Plan du Chapitre III. (Résolution du probléme de Cauchy.)

A. Nous considérerons un systéme Gy, approché de @, obtenu en remplagant dans

&
A* (et non dans f;) les inconnues W par des valeurs approchées W, satisfaisant

.des hypothéses convenables..

I. Nous montrerons que le systéme d’équations intégrales J,, vérifié par les

solutions du probléme de Cauchy donné relativement aux équations G, admet une
. . . B . Lo @
solution unique continue et bornée dans un domaine D indépendant de W si on le

considére comme systéme d’équations intégrales aux fonctions inconnues indépen-

dantes X, Q, W, U.

II. Nous montrerons ensuite que les solutions trouvées de J; sont solutions du
probléme de Cauchy donné pour les équations G, dans tout le domaine D et que

les fonctions W, obtenues admettent pour dérivées partielles jusqu’au guatriéme ordre
. (1) . .
Wsa ... Us et satisfont aux mémes hypothéses que W,. Nous désignons ces fonctions
@
par W;.
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B. La résolution du probléme de Cauchy pour les équations @, définit, d’aprés

les résultats précédents, une représentation de Pespace des fonctions I(/i/)'s dans lui-
méme. Nous montrons que cette représentation admet un point fixe, appartenant
3 Tespace. Les fonctions W, correspondantes sont solutions des équations (G') données,
Cette solution, unique, posséde des dérivées partielles continues et bornées jusqu’au

quatriéme ordre.

3. Hypothéses faites dans le chapitre III.

1°) Dans le domaine D défini par
|~ <d, [of]<e
et pour des valeurs des fonctions inconnues satisfaisant a

oW, _

oWs Do,
ot ¥

o  od <

— 72

(3.1) |Ws—os| <1, .

a) Les coefficients A** et f, admettent des dérivées partielles par rapport &
tous leurs arguments jusqu’au quatriéme ordre, confinues, bornées et satisfaisant &
des conditions de Lipschitz.

b) La forme quadratique 4** X, X, est de type hyperbolique normal 4*>0,
AY X; X, définie négative.

2°) Dans le domaine (d) de la surface initiale, défini par |2’ —&'| < d, les données
de Cauchy ¢s et . possédent des dérivées partielles continues et bornées jusqu’aux

ordres respectivement cing et quatre satisfaisant & des conditions de Lipschitz.

4. Equations approchées G,.

Nous considérons un systéme d’équations approchées du systémes (G) obtenu en

remplagant dans les coefficients 4** (et non dans f;), les fonctions inconnues par des

@ .
fonctions données W, qui admettent des dérivées partielles continues et bornées
@ N

jusqu’au quatriéme ordre (nous les désignons par Wi, ..., Us) dans le domaine D:

|#—dl<d, |at|<e
et satisfont aux inégalités

) 3 P _
[We—gsl<l, 15?3 —aff <lI, ’8.1;48 ~1,vs,sl.

Nous écrivons le systéme obtenu:

o RW

A}"u g +fs:0 (Gl)

ox*oz”
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Une solution W, six fois différentiable et satisfaisant aux inégalités (3.1), des
équations (@) vérifie donc, dans D, les équations suivantes:

o 92U W ol @
Au S T T - Gr
6mlax”+Bs 6w‘ +Fs 0 ( 1)

On voit facilement, grice 4 des formules analogues aux formules du chapitre 11, que

w w
1°) A** est une fonction des variables z* et des fonctions données Wi;

®
2°) Bg* est une somme des fonctions suivantes:

: )
a) dérivées partielles premiéres des A** considérées comme fonctions des vari-
@ m
ables 7* (donc comme fonctions des variables ® et des fonctions Ws et Weo);

b) dérivées partielles premiéres d’une fonction f, par rapport aux fonctions W,,
(donc des fonctions des z°, W et Wy,).

I e
3°) Fs est un polyndme des coefficients 4** et f, et de leurs dérivées partielles

par rapport a tous leurs arguments jusqu’au quatriéme ordre, ainsi que les fonctions
@ o)
W, et Wy, et de leurs dérivées partielles par rapport aux z® jusqu’au quatriéme ordre.

5. Application des résultats du chapitre 1.

Les coefficients des équations (G1), considérées comme des équations linéaires du
type (E) aux fonctions inconnues Ug, satisfont donc dans le domaine D aux hypo-
théses du chapitre I. Il existe donc un domaine Dy< D dans lequel les dérivées
cinquiémes Us d’une solution W; du probléme de Cauchy posé, qui posséde des
dérivées partielles continues et bornées jusqu’au sixiéme ordre et satisfait aux inéga-
lités (3.1), vérifient des formules de Kirchhoff, dont les premiers membres sont les
valeurs au point M, €D,, de ces fonctions Us. Ces équations, jointes aux équations
intégrales ayant au premier membre des fonctions auxiliaires X et £, et & des équa-
tions intégrales analogues & (4.1) (II), forment un systéme d’équations intégrales que
nous désignons par J,.

6. Systéme d’équations intégrales J;.

Considérons (indépendamment des équations initiales @,) ’ensemble des relations
intégrales J, comme systéme d’équations intégrales & quatre groupes de fonctions
inconnues X, 2, W et U. Le systéme se compose des quatre groupes d’équations
suivants:

1°) Des équations intégrales ayant au premier membre une fonction X des quatre

coordonnées z§ et de trois paramétres z*, 1,, 4; (fonctions correspondant aux fonctions
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2, vi, yl, ... Zlae qui définissent les conoides caractéristiques). Ces équations sont de
la forme
Ii
1) X (28 2%, Ay, A) = [ Edat+ X, (a5, @8, Ay, o).
T,
X, est une fonction donnée. (Pour o', m;, 9 ... les valeurs de X, sont respectivement

2o, i, 0 .. .).
F est une fraction rationnelle de dénominateur

e m_ (1)*‘4
T**=A4 44+A ¢ i

des guantités suivantes:
.. @ Y . L
a) coefficients A** et leurs dérivées partielles par rapport & tous leurs arguments

) . .
jusqu’au quatriéme ordre (fonctions de W,(z%) et z* ol ¥ est remplacé par la fonc-

o)
tion X correspondante), fonction W, et dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre;

b) fonctiohs X;

(1) O a
¢) quantités als et ag?, fonctions algébriques des valeurs des coefficients A**

1)
pour les valeurs z§ et W, (z§) de leurs arguments.
2°) Des équations ayant au premier membre une fonction £2 des 2j et des para-

métres z*, Ay, A; (fonctions correspondant & wj, ki, s1;). Ces équations sont de la forme
16

(2) Q= [ Fda'+ 8,
zot

olt £, est une fonction donnée (pour w}, wis, wii;, les valeurs de £2, sont respective-
ment s, 0, 0).
. : 3 * (1)* 4 GJ*ili :
F est une fraction rationelle (de dénominateur 7%= 4% + 4*'* p;) des quantités

sulvantes:

, I
a) coefficients A** et Bi* et dérivées partielles par rapport & tous leurs argu-

@
ments jusqu’aux ordres respectivement trois et deux (c’est-a-dire coefficients A*

et leurs dérivées partielles jusqu’an troisiéme ordre);

Y
b) fonctions W, (z") et leurs dérivées partielles jusqu’au troisitme ordre et
fonctions W, (%), Wsap(2%), Wsapy (2°) (fonctions W (z%). Les 2' sont toujours remplacés

par les fonctions X correspondantes;

¢) fonctions X et £

L @
d) quantités agp et ag?.



Systemes d’équations aux dérivées partielles non linéaires. 191

3°) Des équations ayant au premier membre une fonction W des quatres coor-
gq y

données z*. Ces équations sont de la forme

(3) W (@) = [G dat+ Wy (o).
0
W, désigne une fonction donnée. (Pour les fonctions W, Ws; ... les valeurs de
W, sont respectivement @s, @i, .. .).

G est une fonction W ou une fonction U.

4°) Des formules de Kirchhoff, ayant au premier membre une fonction U des

quatre coordonnées zj

) 4 UG- |

Zg

[H et an,an+ Tf[ ddy d2s.
0 0 9

a) H est le produit de la racine carrée d’une fraction rationnelle de dénomina-

oY -
teur D* (polynéme de 4**, X, X et p’) et de numérateur 1, par la somme des deux

fractions rationnelles suivantes:

1) Une fraction rationnelle H, de dénominateur (D*)® (2§ —2*) T** (qui ne provient
que des termes de l'opérateur L; qui contiennent les dérivées partielles secondes de

la fonetion o) dont le numérateur est un pelynéme des fonctions snivantes:
a
A* et leurs dérivées partielles premiéres et secondes par rapport & tous leurs argu-
N
ments (fonctions de W, (2%) et 2° ol #' est remplacé par la fonction X correspondante).

1)

[4Y)] 1)
W (xa}: Wé'a (xn)s WS afs (a’a)

X et X. (On a désigné par X le quotient par xp—a* des fonctions X pour
lesquelles X, =0).

U(z®) et £, qui n'interviennent que par le produit [U,] i en facteur dans le
polyndme considéré.

Remarquons que ce polynéme, fonction des sept arguments zf, 2%, 4,, 4,, s’annulle

pour at=g}.

2) Une fraction rationnelle H,, de dénominatenr (D*)*T** des quantités sui-

vantes:

Q@ W
coefficients A**, Bg* et Fs, et leurs dérivées partielles des deux premiers jusqu’aux

@
ordres respectivement deux et un, par rapport & a® (Cest-d-dire coefficients A** et
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/s et leurs dérivées partielles par rapport & tous les arguments jusqu’au quatriéme
o

W
ordre, et fonctions W (z%) ... Us (), W, (2% ... Us(z%
fonctions X et X;

fonctions £ et Q (on a désigné par 0O le quotient par ap—z' des fonctions

£ pour lesquelles £2,=0);
b) I est la valeur pour z*=0 du produit de la racine carrée d’une fraction
rationnelle de dénominateur D*, de numérateur 1 par une fraction rationnelle de

@
dénominateur (D*)? 4*** T** des fonctions suivantes:

@
A et leurs dérivées partielles premidres par rapport & tous leurs arguments;

dérivées partielles premidres de f; par rapport & W,, (interviennent par Dlinter-

R
médiaire de B§%), fonctions de W (2%), Wi, (2) et X5
@ W

Ws (2%) et W, (2%);
X et X, Q et .@;

données de Cauchy g (z') et y,(z') et leurs dérivées partielles par rapport aux

Z jusqu'aux ordres respectivement cing et quatre.

I. Résolution du systéme d’équations intégrales J,.
Y q 8 1

7. Nous remarquons que le systéme d’équations intégrales J, se subdivise en

deux groupes; d’une part

(1) X=fde4+X0,

d’autre part 04

(2) Q= fiFdx“nL.Qo,

3) W= dew“—F W,

4) 4nU=f:)jn0andx4 d2y d13+07n0fn1d22dl3.

Les équations (1) ne contiennent pas d’autres fonctions inconnues que les fonc-
tions X. Nous les résoudrons tout d’abord.
Nous remarquons d’autre part que la fonction H, est une fonction connue quand

les .Y sont connus. Nous pourrons alors borner la quantité H sans faire d’hypothése
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sur les dérivées des fonctions U et W; considérées comme indépendantes, et résoudre
les équations restantes (2),:(3) et. (4).
Nous allons donc montrer que le systéme d’équations intégrales J, admet une

solution unigue, moyennant les hypotheéses faites sur les coefficients A4** et f; et des

o
hypothéses sur les fonctions W;. Nous rassemblerons ces hypothéses sous le nom

d’hypothéses B et B’ et les énoncerons dans les deux paragraphes qui vont suivre.

8. Hypothéses (B).
1°) Dans le domaine (D) défini par
| -7 |<d, |a*|<e
et pour des valeurs des fonctions W, et W, satisfaisant a:
(8.1) We—gs|<l, |Wa—gul<l, |[Wa—wp|<l:

a) Les coefficients 4* et f; admettent des dérivées partielles par rapport & tous
leurs arguments jusqu’au quatriéme ordre, continues et bornées par un nhombre donné.

b) La forme quadratique 4** X; X, est de type hyperbolique normal. Le coefi-
cient A est supérieur & un nombre positif donné.

Les coefficients a§? et alp relatifs aux valeurs des coefficients A** en un point

du domaine précédent sont bornés par un nombre donné.

[¢V)
2°) Les fonctions d’approximation W, admettent dans le domaine (D) des dérivées

partielles jusqu’au quatriéme ordre continues, bornées et satisfaisant aux inégalités
@ o o
le’*(Pslgl, lei_(Psi'Sl) |Ws4_'¢ps|§l
] ] ) ) o
et aux inégalités analogues |W— W | <! jusqua |Us— &s|<l.
3°) Dans le domaine (d), défini par

|o—z | <d,

les données de Cauchy g («') et w,(z') possédent des dérivées partielles continues et
bornées par rapport aux variables 7' jusquaux ordres respectivement cing et quatre.

Nous désignerons par bornes (B) les différentes bornes figurant dans ces hypo-
théses (d, e, I, bornes des coefficients et des données de Cauchy).

9. Hypothéses B’.
1°) Dans le domaine (D) et pour des valeurs des fonctions W, et W,,, satis-
falsant aux inégalités (8.1), les dérivées partielles d’ordre quatre des coefficients 4*#

et f; satisfont & une condition de Lipschitz donnée par rapport & tous leurs arguments.
13 - 523804 Acta mathematica. 88. Imprimé le 18 novembre 1952
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2°) Il résulte alors des hypothéses (B) que, dans le domaine D et pour des
valeurs des fonctions W, satisfaisant & (8.1), les coefficients ag?, ads et leurs dérivées
partielles jusqu’au quatriéme ordre vérifient une condition de Lipschitz donnée par
rapport & leurs arguments af, W (f).

3°) Les dérivées partielles d’ordre quatre des fonctions W, satisfont & une con-
dition de Lipschitz par rapport auzx trois arguments a'.

Des hypothéses (B) 3°) il résultait Pinégalité

@ , (1) , ,
[We(@'®)— W, (29| <V 22"~ 2"

W
et les inégalités analogues pour les dérivées partielles des W jusqu’au troisiéme ordre.

Nous aurons de plus:
¢} a . .
|Us(a, 2*)— Us (@, 2| <12 |2 - o]

4°) Dans le domaine (d) les dérivées partielles d’ordres respectivement cing et
quatre des données de Cauchy ¢, et y, satisfont & une condition des Lipschitz par
rapport aux variables af.

Des hypothéses (B) il résultait 'inégalité

lgs (@) — s () | < L T |a2"" ~ 2|

et les inégalités analogues pour les fonctions p, et les dérivées partielles de s et g
jusqu’aux ordres trois et quatre.
Nous avons de plus:
[ sy (@) — ¢os (@) | <D Z | ("' — &',
lys (&) —9s (@) [ < b Z | =2,
ol ' et ly sont des nombres donnés qui satisfont &
1> 1.

Nous désignerons par bornes (B’) les bornes figurant dans ces hypothéses.

10. Résolution des équations (1).

Nous résoudrons tout d’abord les équations (1) définissant le conoide carac-
téristique. Ces équations intégrales non linéaires, ayant au premier membre une fonc-
tion X, ne contiennent pas d’autres fonctions inconnues que les fonctions X.

1 X= fE(X)dx4+Xo.
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Espace fonctionnel &.
Nous résoudrons les équations (1) en considérant un espace fonctionnel &, les m
coordonnées d’un point de & (m est le nombre des fonctions X) étant des fonctions X,

continues et bornées des sept arguments z%, 2%, £,, A; dans le domaine A défini par
I i =i I < d 4' < 8 )
xo— T | <d, zp| < € (2p),
O<at<al, O0<ly<m, 0<l<2m,

avec & (zp) <& (€ figurant dans les hypothéses (B)).
Les fonctions X; prennent pour z*=af les valeurs données X,. Nous désignons
par M, le point de £ de coordonnées X, (valeurs des fonctions X, pour zh==#, 25=01

et nous supposons que les fonctions X, satisfont aux inégalités
(10.1) [ X, —X,|<d et |X,—X,|<M|ab—at],
oit M est un nombre donné que nous préciserons plus loin.

11. Distance de deux points de €&.

Nous définirons dans V’espace & la distance de deux point M, M; par le maxi-
mum dans le domaine A de la somme des valeurs absolues des différences de leurs

coordonnées:

4 (M, M) =Max =) X{ ~ X, .

La norme ainsi introduite munit espace £ de la topologie de la convergence
uniforme, et on vérifie aisément que l’espace &£ est un espace normé, complet et

compact.

12. Représentation ce I’espace & dans lui-méme.

Au point M, de & de coordonndes X, nous associons un point M, dont les
coordonnées X, sont définies par

4

(12.1) X,— [ B, da*+ X,.

E, désigne la quantité E figurant dans les équations (1), ot les fonctions X sont
remplacées par les coordonnées correspondantes X, de M,.
Montrons que cette représentation (12.1) est une représentation de lespace &

dans lui-méme, c’est-a-dire que les X, sont des fonctions continues et bornées de

1 Sauf pour les fonctions 2 (pour lesquelles X, =w§)) les fonctions X sont des constantes ou
des fonctions de 4,, 45 seuls.



196 Y. Fourés-Bruhat.

leurs sept arguments, prennent pour z'=zxj les valeurs X, et satisfont aux mémes
inégalités (10.2) que les X, si &(zb), qui définit le domaine de variation de I’argu-
ment 5 des X,, est convenablement choisi.

Les E, s’expriment en effet rationellement (cf § 6) au moyen des %}sl ;i)’ll", de

leurs dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre (z' est remplacé dans toutes ces

®» W
fonctions par la fonction X, correspondante), X, a§?, ags: toutes ces fonctions sont,

d’aprés' les hypothéses (B) et les hypothéses faites sur les X;, des fonctions continues
et bornées des sept arguments x§, z*, A,, A;. D’autre part le dénominateur des fonctions
E, est

(1)*4 (1)* 44 (1)’l‘i4
| (A + A pi)l

et prend la valeur 1 pour a'=xj, X, =X,. Il résulte immédiatement des hypothéses
@
(B) et (B') et des inégalités vérifibes par les X, que T™** satisfait & des conditions
de Lipschitz
o)
[T =1 < T {Z| X1 — Xo| +|2* — 2|} < T7 (m M + 1) | 55— 2%,
ot 7' ne dépend que des bornes (B) et (B').
Nous pourrons donc choisir ¢ (xh) suffisamment petit pour que le dénominateur
considéré soit différent de zéro dans A. Par exemple pour

1

(12.2) S(ZB)S m

nous aurons dans le domaine A
@
(12.3) [T*4| > 1.

Les quantités X, sont alors des fonctions continues des sept arguments a3, 2*,

Ay, Az dans le domaine A, et sont bornées par un nombre M qui ne dépend que
des bornes (B) ‘
E <M.

Les fonctions X, sont donc des fonctions continues et bornées de leurs sept

arguments. Elles vérifient les inégalités
(12.4) | X, — Xo| < M |5 —2*|.
11 suffira denc de prendre & (xh) tel que

d— i -t
(12.5) e (ab) g——l";‘&—m"—»i,
pour que Pon ait

le_Xo|$d-
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{Remarquons que le nombre M de I'inégalité (10.1) a été choisi de maniére & ce que
les fonctions X, vérifient la méme inégalité que les fonctions X, ef. (12.4)..
Le point M, sera donc un point de € si e (zh) vérifie les inégalités (12.2) et (12.5).

13. La représentation diminue les distances.
Montrons que la distance de deux points représentatifs M,, M; est inférieure
a la distance des points initiaux M,, M; si &(zh) est convenablement choisi.

Nous déduisons immédiatement des équations (12.1) I'inégalité
(13.1) | Xo— X, | <|ab—a*|-Max | E; — B, ]|.

Les E, étant des fractions rationnelles & dénominateurs non nuls de fonctions
bornées vérifiant des conditions de Lipschitz par rapport aux X; (les X, vérifiant les
inégalités (10.1) nous pouvons en effet utiliser les hypothéses B’). Nous avons
d’autre part

B - By | <5 | Xi- X,
ot M’ est un nombre qui ne dépend que des bornes B et B’. D’ou
d(M,, mé)gmM’-M/almxe(xf,)-d(ml, m).

Pour que la représentation (12.1) de I’espace £ dans lui-méme diminue les distances
il suffira donc que &{(z}) satisfasse 3
13.2 : (2t T
(13.2) & (o) < m M

Nous choisirons donc ¢ (xb) satisfaisant aux inégalités (12.2), (12.5) et (13.2). La
représentation (12.1) de 'espace £ normé, complet et compact dans lui-méme, dimi-

nuant les distances, admettra alors un point fixe unique appartenant & cet espace.

Conclusion. Dans le domaine
|o—a'|<d, |ab|<e(ad)
(13.3) O<a'<aj, O0<ly<m, 0<l3<2a.

Le systéme d’equations intégrales (1) admet une solution unique, continue et
bornée, vérifiant les inégalités
(13.4) [X-X,|<d.

Remarquons en particulier que les trois fonctions X correspondant aux x' définis-

sent, avec la variable x*, un point appartenant av domaine D.

14. Propriétés des fonctions X. Fonctions X.

Les fonctions X vérifient les équations
I4

X=X, [ Edat.
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, o) .,

Les quantités E, ne faisant intervenir?!, outre les X, que les 4** et leurs dérivées
partielles (fonctions données des #°), possédent les mémes propriétés qu’au chapitre I.
Des démonstrations identiques & celles faites au chapitre I* (§ 15) montrent donc que:

o . X_X . ” - . ind
1) Les fonctions o, x‘f sont continues et bornées dans 4. Les fonctions X,
i

4 sont continues et bornées

quotients par xg—x* des X qui s’annullent pour z§=z
dans A:
| X -Xol<M|xs—2t|, |X|<M.

2°) Les fonctions

i % I{‘(E~Eo)dx
a5—at xo—at

(o Xo, E, désignent les valeurs pour zt=z5 de )Z, E) sont continues et bornées
dans A. La borne de ces fonctions se déduit des conditions de Lipschitz, vérifiée
par E (fraction rationelle bornée de fonctions bornées vérifiant des conditions de

Lipschitz) par rapport aux X et & a*:
|E—Ey|< M" {Z]| X - X, | +|a" — 2]}

M’ ne dépend que des bornes B et B’. Nous avons donc
(14.1) |X-X,|<

8°) Les jonctions X vérifient des conditions de Lipschitz par rapport aux zh.
11 suffit, pour le démontrer, de faire sur 'espace & I’hypothése supplémentaire
suivante:

Les fonctions X, vérifient une condition de Lipschitz par rapport au b
(14.2) [ Xy (@oh, 28, .. )= Xy (@b, a8, .. )] <d D xe' —ab],

ou d’ est un nombre donné.

Nous avons

x4

Xy (2o, .- )= Xa (@b, .. )= [ (By@ds .. )~ E @b, .. ) da.

! Les démonstrations ont été faites au chapitre I en utilisant la variable 1;; il est évident que
[eM)
Pon peut les répéter avec la variable x4, le dénominateur 7** introduit étant un polynéme (non

nul) des mémes fonctions que K.



Systemes d’équations aux dérivées partielles non linéaires. 199

E, (') et E,(xh) sont calculés respectivement & I'aide des fonctions X, (o', . . .)
(en particulier a} (0%, ...) et X, (ah, ...)). La quantité E, vérifiant une condition de

Lipschitz par rapport aux X;, on déduit de (14.2):
| X, (@0}, .. )= Xy (26, .. )| <|wd— 2| M’ d' 2| mo' — 5],

1
d’ott po V< — on a
pour 8($o)~_ M’

| X, @, )= Xy (@b, . )| <d S |ayi —ab].
Le point M,, représentatif de M, par (12.1), est encore, avec I’hypothése supple-

mentaire faite, un point de &, et le point fixe a des coordonnées vérifiant

X @', . )= X (@, )| <d E]ag —ab]
et
X (@)= X (@b, )] <lab=ot| M7 & By’ i)
d’oli en particulier

X (@}, .. )= X (@, .. )< M & S|apt—ab].

15. Résolution des équations (2), (3) et (4).

Nous considérons maintenant le systéme d’équations intégrales & trois groupes de
fonctions inconnues 2, W et U, obtenu envremplagant dans les équations (2), (3)
et (4) les fonctions X par les solutions trouvées des équations (1):

@) Q= [Fda* + 0,
(3) W= [ G dat+ W,
0
0 n 2n n 2m
() U= [ [ [Hda*ddydig+ [ [1d2,dA,.
z8 0 0 0 0

16. Espace fonctionnel F.

Nous résoudrons ces équations en considérant un espace fonctionnel F, les coor-
données d’un point de F étant définies de la fagon suivante:

1°) m; de ces coordonnées (m, est le nombre des fonctions £2) sont des fonc-

tions £, continues et bornées des sept arguments z§, z*, A,, A; dans le domaine A:

|z~ |<d, |abl<e(ah), O<at<af, 0<iy<m, 0<A;<2a.

()
1 Les X trouvés satisfaisant & |X - X0| < d nous pouvons calculer At (z") en remplagant P
par la fonction X correspondante.
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Ces fonctions prennent pour a*=uxy les valeurs données (2, et satisfont aux
inégalités
(16.1) [0, — Q]| <h,
ot h est un nombre donné.

Nous supposerons de plus que
[2,— Q)| < N|a*— 5],

ot N est un nombre que nous préciserons plus loin. Les fonctions £, quotients par
a* —zf des fonctions £2, qui s’annulent identiquement pour z*=ixj, sont alors bornées

dans le domaine A:
(16.2) |2,|<N.

Les fonctions £2, seront supposés continues dans A.
2°) m, de ces coordonnées (m, est le nombre des fonctions W et U) sont des

fonctions W,, U,; continues et bornées des quatre variables z* dans le domaine (D):
[of —&|<d, |a*|<e(xh).

Ces fonctions prennent pour z*=0 les valeurs W, et U, définies par les données

de Cauchy et satisfont aux inégalités
(16.3) [Wy—W,l<l, |U,—U,l<l

(! est le méme nombre que celui figurant dans les hypothéses B).- Les fonctions
Q,, W,, U, définissent un point M, € F.

17. Distance de deux points de F.

e . . ’ .
Nous définissons dans Vespace F la distance de deux points M, et M; par la
somme des bornes supérieures, dans les domaines de variation respectifs de leurs

arguments, des valeurs absolues des différences de leurs coordonnées:
a(My, M) =Max {S] Q] — 2|+ Z|W{—W, |+ X | Ui~ U, }.

L’espace F est alors, comme l’espace &, un espace normé, complet (topologie de

la convergence uniforme) et compact.

18. Représentation de 1’espace F.

Au point M, de I’espace F nous associons un point M, dont les coordonnées
2,, W,, U, sont définies par
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(18.1) Wy= [ G da*+W,,

2n n 2n

4n@=fJJHJﬁ+[fLMM%.

0
R 0
F,, Gy, H, I, désignent les quantités F, G, H, I, figurant dans les équations (2),
(3) et (4), calculées & l'aide des fonctions X, solution des équations (1), et en rem-
plagant les fonctions inconnues 2, W, U par les coordonnées 2,, W,, U, du point M.
Montrons que la représentation (18.1) est une représentation de lespace F dans
lui-méme si &(zh) est convenablement choisi.

o &)
1°) F, sexprime rationellement (cf § 6) au moyen d’une part des A* f;, W,

o o)
de leurs dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre et des ag? et ads (fonctions données

des X), d’autre part des £2,. Toutes ces fonctions sont de fonctions continues et
o)
bornées des sept arguments af; z*, A5, 4;. Le dénominateur 7** de ces fractions F,

oy
n’étant pas nul (7'* =1 d’aprés 12.2), les F, sont des fonctions continues et bornées
des 3, x4, Ay, Ay:
IFII = N:
N ne dépendant que des bornes B et de A.
Les Q, et £, sont donc des fonctions continues et bornées de leurs arguments

et vérifient

(18.2) | 2, — Q| < Nag—a'], f22<N~

Si e (xh) satisfait & e(ah) < ¥
nous aurons
|9y — Q| <P
{2, satisfait alors aux mémes conditions que £2,, le nombre N (borne supérieure
des F; dans A), figurant dans DIinégalité (16.2), ayant été choisi pour qu’il en
solt ainsi.

2°) @, étant un U, on un W, les W, sont continus et bornés dans D par

un nombre P ne dépendant que des bornes (B)
[Wy—W,|<|a* P|,

d’olt, pour & (zh) < ;f,
ASTAE
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3°) Montrons que les fonctions H,; sont bornées par un nombre ne dépendant
que des bornes (B), (B') et de h.

@ @
a) Considérons la quantité D* figurant au dénominateur. D* est un polyndme

(1) -
des fonctions A4*** X, X et 70 qui prend la valeur —1 pour z'=:a§ et X =X,.
D’aprés les inégalités (14.2) (13.3), vérifies par les fonctions o' et la variable #* dans

@
le domaine A, A** vérifie des conditions de Lipschitz par rapport aux z* dans A,

1l résulte donec des inégalités vérifides par les fonctions X et X et des hypothéses (B) que
W ,
| D*+1|< D' {Z|X - X,|+]|a* ~ab|} < D' (m M +1) & (x0),
ot D' est un nombre qui ne dépend que des bornes (B) et (B’). Nous pourrons

. o)
done choisir & (26) assez petit pour que D* soit non nul. Nous voyons par exemple que

1

i
(18.2) & (xo) < ST m M +1) (mME1)
entraine

[¢8]
(18.3) | D*| =4 dans A.

<1> o
b) Considérons la fraction rationnelle H;, (cf § 6) de dénominateur (D*)? (xy — a*) T**.
@, o

Son numérateur est le produit par ([Uz], §) d’un polyndme p des fonctions A* W,
de leurs dérivées partielles premiéres et deuxiémes et des fonctions X, X et p:
quantités toutes connues, possédant les mémes propriétés qu’au chapitre I (§ 15).
Le quotient par z¢—2z* du polyndéme p (qui s’annule pour x*=x3) est donc une fonc-
tion continue et bornée dans A. La borne de cette fonction se déduit des condi-
tions de Lipschitz vérifiées par p (polynéme de fonctions bornées vérifiant des condi-

tions de Lipschitz par rapport aux X et z%):
p<P{Z]|X—X,| +|2*— 3]}

P’ est un nombre qui ne dépend que des bornes B et B'.

Nous avons donc

L <P (mM ).

o — X
Les H,, peuvent donc se mettre sous forme de fractions de numérateur

Y4
[Urh wglzé_xv

‘ @ W
continu et borné dans A, et de dénominateur D* T** continu et borné dans A. Les
H,, sont donc continues et bornées dans A, leur borne ne dépendant que des bornes
B, B’ et h.
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¢) Les Hi, (cf § 6), fractions rationnelles de dénominateur non nuls des fonctions
continues et bornées dans 4 sont continues et bornées dans /. Nous voyons finale-

ment que les H; sont continues et bornées dans A:
|H,|<Q.
ot § ne dépend que des bornes B, B’ et A.
3°) Considérons I,. Rappelons que

1)* i
T*4

(18.10) I= {E"s* (z6 — 2*)? sin 22}

T,=0
Les E¥ étant donnés par I'égalité du chapitre I font intervenir les dérivées par-
tielles des ¢f par rapport aux z' du premier ordre seulement, et linéairement; les

résultats du chapitre I montrent alors que les E% (z§— a%)? sont continues et bornées
1

U )
dans A puisque X, X, D, D* et leurs dérivées partielles possédent les mémes propriétés

qu’au chapitre I et que les £, et [51 sont continues et bornées. Nous remarquons de
plus que les produits de tous les termes des (E's*), par 25— a* sont bornés (cf. chapitre I
et les inégalités précédentes) par un nombre R, qui ne dépend que des bornes B, B’ et A,
a exception du terme

o0

or

(18.4) —~[Uz), ®§, 4]

Nous avons donc
®»

4 R 000 D* 4,2 :
(18.5) <Ry |ab| + @a (08,00 (47 5501 15 (xo—x)} sin 7,.
r ik z4=0

La quantité entre les parenthéses, J, est une quantité connue, qui vérifie une con-
dition de Lipschitz par rapport aux fonctions X, X et la variable 2 et qui prend la

valeur 1 pour a*=axf. Nous avons donc dans A:
(18.6) [J—1|<Ry|2*—a5| et |(J)eteo—1|<R,lad],

ou R, est un nombre qui ne dépend que des bornes B, B' et . Nous déduisons
d’ailleurs de linégalité (16.1), vérifiée par les fonctions £2,

(18.7) [(@F)ga_o— 0§ | <N | 5.
Nous dé 'uisons des inégalités (18.5), (18.6), (18.7)
III—@S Sin lngRglng

ot R; est un nombre qui ne dépend que des bornes B, B’ et h.
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I’inégalité précédente est vérifiée en tout point z' (xh, 0, A5, 4;) du domaine d.
Nous avons supposé d’autre part (hypothéses B’) que les @5 vérifiaient des conditions
de Lipschitz par rapport aux «':

| @5 (2') — Ps (zh) | < lo | &' —xb]|.

Les ' vérifiant (cf 18.4) |2’ —ab|< M, |x6—2*| et étant pris ici pour valeur

z*=0, nous avons
| Ds (@) — Ds (zh) | < lo M | «f].

Nous voyons finalement qu’il existe un nombre R, ne dépendant que des bornes

(B), (B') et A, tel que
[I,— @5 (zb) sin 4,| < R | 5] .

Les fonctions

2rn n

U,= 4n/[fﬂdxdldls [/Idldl

sont donc continues et bornées des zg et vérifient, @g(xzh) ayant été désigné par U,

Pinégalité
|Us= Ul < [ab] (@1 R),

d’oit pour

(18.8) ( i) < 2 l

. £{xh) < -
YT a@QrR)
nous aurons
I U,— U, l <l

Les fonctions £,, W,, U, possédent alors les mémes propriétés que £, Wy, U;
Le point M, est donc un point de F si (xp) vérifie, outre les inégalités qui lui furent

imposées dans la résolution des équations (1), les inégalités (18.9), (18.2), (18.8).

19. Distance de deux points représentatifs.
Calculons la distance des points M,, s représentatifs de M;, M;. Nous dé-
duirons des équations (16.3), définissant la représentation, que dans le domaine £

nous avons

1°) Q§—92§[x$~x4[MZLX|F{~F1|.

Il résulte de ’expression F,, des hypothéses (B) et des hypothéses faites sur £2; et
W, que F, vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions £, et W,
dont le coefficient, N’ ne depend que des bornes (B) et A D’ou 'inégalité

(19.1) | Q25— Q,] < N'|ah— 2| Max {Z| Q; — Q|+ Z|Wi— W, |}.
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o] ’ 1
2°%) |W2—W2|§!x4lng|G1~Gll.

(/, étant une fonction W, ou une fonction U, nous avons

lWé—W2|g,|x4[ng{ZIW{*WJ*‘ZlU{*Ull}"
3%) |Us— Uyl < 7 | o8| Max |H{— H |-l—~3-'zMax(I'—I)
2= l20| Ma L g g Max (i = 1y).

a) Il résulte de l'expression de H, (en particulier du fait que le polynéme o,
figurant au numérateur de la fonction H,, est indépendant du point M, de F con-
sidéré), des hypothéses (B) et des inégalités du § 18 que H, vérifie une condition de
Lipschitz par rapport aux fonctions £,, @1, W., U, dont le coefficient E; ne dépend
que des bornes (B), (B') et h:

|H, —H,| <R {Z| Q- Q| +Z| Q) — Q| +Z|W;—W,|+Z|U; - U, ]}
b) Considérons la quantité I,, donnée par I’égalité (18.10), oit les seules fonc-
tions inconnues sont les fonctions (£2,);4-0. L’expression de E's (en particulier celle de
88_6;;_2) , les résultats du chapitre I et ceux obtenus lors de la résolution des équations (1),

les hypothéses (B) et celles faites sur £, montrent que le produit {E%, (#f—2*?}s-0
vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux fonctions (£,):4- dont le coefficient
R; ne dépend que des bornes (B), (B') et h:

II{”11|§RQEIQI,“Q1IZ‘=O-

Nous avous donc
(19.2) IUQ—UzlsRélxélng{EIQ{—QII+Z|!~2{—QI|+E|W{—W1|+
+z|v;—Ull}+§R;M3x2|g;—,gl|,4ro.

Considérons alors le point M, représentatif du point M, (c’est-i-dire obtenu &
partir de M, par des égalités analogues & (18.1)). La transformation qui fait passer
de M, & M, est une représentation de lespace F dans lui-méme. Calculons la
distance de deux points représentatifs.

Nous déduirons de l'inégalité (19.1)

(19.3) [éé—é2|gN'ij{2|Q;~Ql|+z|wg_wg|},
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Les inégalités (19.1), (19.2) et (19.3), écrites successivement pour les représenta-
tions M, —~M, et M,—M,, montrent alors sans aucune difficulté qu’il existe un

nombre «, non nul, ne dépendant que des bornes (B), (B') et & tel que pour

& (rh) <o

d(m,, my)<kd(m,, m,

on ait

o k est un nombre donné inférieur & 1.
La représentation de Iespace F dans lui-méme qui fait passer de T, & M, admet
alors un point fixe unique, il en est de méme de la représentation (18.1) primitive-

ment donnée.

20. Conclusion. Il existe un nombre e(zf,). ne dépendant que des bornes (B),

(B’) et & (et non nul) tel que dans les domaines respectifs:
1) |ah— 7| <d, |zb]<e(ah), O<at<a), O<dy<m, 0<i<2a
2) |2 — & | <d, |z*|<e(ah).
Les équations (2), (3) et (4) ont une solution unigue, continue et bornée
Q (x5, o, Ay, A5) et W (z%), U (x*) vérifiant les inégalités
| Q-0 <h, |W—-W,l<l, |[U-U,|<l
Nous montrerons de plus que les fonctions ,W et U obtenues satisfont, comme

o) ) , ) ) .
W et U, & des conditions de Lipschitz par rapport aux variables .

21. Les fonctions W (x°) et U (x) vérifient des conditions de Lipschitz par
rapport aux variables x'.
Pour démontrer que les fonctions W et U, solutions trouvées des équations (2),
(3) et (4) satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport aux 2 il suffit de faire
sur lespace fonctionnel F précédemment considéré les hypothéses supplémentaires
suivantes:
Hypothéses.
1°) Les fonctions £, et f)l satisfont 4 des conditions de Lipschitz par rapport aux
trois arguments uh
(21.1) |2, (zh, ab, z%, Ay, Ag) — 2, (o', ab, 2, Ay, )| <P Z|ao’ —ab]
avec b’ < |a¢—2*|N’; en particulier

(21.2) |2, @, ..)—Q, (@}, .. )| <N Z|a' —abl,

ot /' est un nombre donné arbitraire, N’ un nombre que nous préciserons plus loin,

fonction des bornes précédentes.
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2") Les fonctions W, et U, satisfont & des conditions de Lipschitz par rapport

aux z': . . ‘
[W, @', &)~ W, (&, )| <1Z[a" 2],

(21.3) | | .
| U; (2, a*)— U, (&, o) | <12 ] - &

22. Représentation de F dans lui-méme.
F, muni de la norme précédente, est encore un espace normé, complet et compact.

Montrons que les points représentatifs M, des points M, € F sont encore des points

de F si e(zh) est convenablement choisi.

1%
(22.1) Q@t, )= L@, )= [(Fr@, .. )~ Fy @, .. ) dat,

.} sont calculées respectivement & 1’aide des

Les quantités F, (zo', ...) et F, (b, . .
fonetions X (=, .. .) (en particulier &' (zo', . . ), 2, (z’, .. et @' (ah, .. ), 2, (b, .. .).

Il résulte de DPexpression de Fy, des hypothéses faites (en particulier de (14.2)

V<N Bzt — o],

MNlah—2* | N Z )z’ —ab],

et (18.2)) que
| Fy (o', . ..)— Fy (ah, ..

(22.2) . .
,.Q2(:ZI£)', ce) .Qg(il‘:), ..

si e (ah) satisfait
iy,
e (@) < 7

Nous aurons done

|0, @il .. )= Dy (b, .. )| <H S [ — b

(22.3)
Si N’ désigne le nombre, ne dépendant que des bornes (B), (B’) et A, figurant

dans I'inégalité (21.2), nous aurons également

10, (@, .. )= 0y, .. )| <N'S|ay —ab.

2°)
(224) W, @@, 2") =~ W, (2, 2= [ (G @, -G (@, i) di+ W, (27~ W, (&)
¢

G, étant une fonction W, ou une fonction U, Dinégalité (21.3) montre, avec les

hypothéses B’ sur les données de Cauchy, qu'on a
[Wo (", &)= Wy (@, 2*)| <|a[1Z]a" =o' |+ 1,2 |2"* —o].
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On voit alors que
=1,
l

e (xh) <

entraine » _ . '
W, (@, o) = Wy (o, 2)| < 1S [oh— 2.

0 = 27
3°)  Up(a', ab)— Uy (ah, ad) = [ [ [[H @ ...)—H (@b, .. )] da* ddydig+
2,8 0 0
2n n
L@ )=, . ) dagddy.
0o 0

Les quantités H, (zo'), I, (zo') et H, (xh), I, (xh) sont calculées respectivement &
laide des fonctions X (z', ...) (en particulier 2’ (zh, ...), £, (xo’, ...) et X (2, ...),

Q,(@h, .. ).

Quantité H, .

a) Considérons le polyndme p figurant au numérateur de H;,. p est un polynéme

©» W
des fonctions [A*¥], W, (z*), de leurs dérivées partielles premiéres et deuxiémes, des

fonctions X, X et pf.

Le développement en série de Taylor de ce polyndéme, & partir des valeurs

o Tl o
Any . Su .
[A ]0 617 [axa] [813(1 ]03 LR

@ 1) ¢5) [¢9]

We (%) = W, (28), Wea(@)=Weu(ad), ..., X=X, X=X,

(valeurs des fonctions correspondantes pour la valeur x5 du paramétre z*) pour les-

quelles le polynéme p s’annulle, montre que p est un polynome des fonctions déja
ey o) @ - -

énumérées, et des fonctions [4**]— 684, ..., Ws (@) —Ws(af), ..., X —X,, X — X, dont

les termes sont du premier degré au moins par rapport d Uensemble de ces derniéres

fonctions.
La quantité ﬁ est donc un polyndme des fonctions
i

o) M -
A W@, .., X, X, )
et des fonctions
W, o) o) v .
(A" =8 W, (%) — W, (x7) X-X, X-X,

e o ,
xh— ot b — o as—at otz

o @
Les coefficients A*** et les fonctions W, admettant des dérivées bornées par

rapport aux z* jusqu’au quatriéme ordre, alors que les fonctions considérées ne font
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intervenir que les dérivées des deux premiers ordres, il résulte des hypothéses (B) et
des inégalités (13.4) et (14.1), vérifiées par X et 5{, que toutes les fonctions énumérées

sont bornées dans A par un nombre qui ne dépend que des bornes (B) et (B’).

Le polynoéme ;47):04 vérifie donc une condition de Lipschitz par rapport a cha-
i

cune de ces fonctions, dont le coefficient ne dépend que des bornes (B) et (B).
Montrons que ces fonctions elles-mémes vérifient des conditions de Lipschitz par rapport
aux zp. Il nous suffit d’aprés les hypothéses (B) et les inégalités du § 13 de montrer
ce résultat pour:
1) les fonctions %_a et ~S—(962—-4—s(96—0) et les fonctions analogues écrites
To— X To— T
. . . - (1) (1)
avec les dérivées partielles premitres et deuxiémes des 4*** et W par rapport aux z°
. X—-X
2) les fonctions ~p——"-
XTo— &
1) Posons
F (b, b, 2%, 2y, Ag) = =4,
( 05 40 23 3) xﬁ—m“

N a @ , )
A*Z,u_ 6’/{: A*Zﬂ (WS (I’l, w4)) WS (x:), wg)s wly x47 m:), zg) -
A n ﬁ} P4 ﬁ} T N R R S
: i 4 . - ( 8 (w0> z0)’ s (x07 x()), Zo, To, o, wO)
avec ' =a' (x0, %o, T, Ay, A3).

Considérons la quantité F (o', ...)— F (2f, ...). La fonction figurant au numéra-
teur s’annule pour z*=z§ (puisque les deux fonctions F (z}, ...) et F (2, ...) s’annul-

lent) et elle admet une dérivée par rapport a z* continue et bornée dans le domaine A

. @ W
(puisque il en est ainsi des fonctions F (xp, ...) et A*** W, et z'). Nous avons donc

(formule des accroissements finis)
F(xé.i, .. .)—F(xf), ca) =
4 (1)*lu ri o (1)*).# i l
:"——[(A (xo,)~($1)—(A ($0,...)—6/,14)]I s
=zt —0 @t-1yY
olt 0 est un nombre compris entre 0 et 1.
a
La dérivée par rapport aux paramétre z* de la fonction A4**# (xy', . ..) vérifiant
une condition de Lipschitz par rapport aux 2y (hypothéses B et B’ résultats § 14),
dont le coefficient ne dépend que des bornes (B) et (B’), nous voyons finalement que
F(zo', ..)—F(ah, ...)< L 3| x' — ab]
olt L; ne dépend que des bornes (B) et (B'). C.q.f.d.

14 — 523804 Acta mathematica. 88. Imprimé le 18 novembre 1952
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@ @

) ] . W (@™ — W, (5§

La méme démonstration est valable pour la fonction —(—%h—él()
0 X

- . - . (1)*}' (1) . ..

fonctions construites avec les dérivées partielles des 4*** ou W, jusqu’au troisiéme

b

et pour les

ordre inclus.

2) Nous avons (cf § 14)

[(E~Eyds
X—Xg="g g

To— X

) JUE—Ey),5— (B~ E,),i1 da*
(X - Xo)z(’)‘ —{(X- Xo)mg =% £ 4 ’

Tog— X

N W
E étant une fraction rationnelle de dénominateur 7™** des coefficients 4**# et de leurs
dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre (les dérivées partielles du quatriéme ordre
n’interviennent que dans les équations (1) ayant au premier membre Zink, alors que

X correspond aux seules fonctions !, 4lx, ylrx) et des fonctions X, nous pouvons
) ) ) IR W,
écrire E—~ E, sous forme de fraction rationnelle de dénominateur 7™ * (puisque 7' 1=1

@
pour z*=z}) des fonctions précédentes et des fonctions X — X, A* e84 ... dont
le dénominateur a tous ses termes du premier degré au moins par rapport & l'en-

semble de ces fonctions. Nous pouvons alors écrire
E—Ey=(z5—2" F,

[¢h]
ott F est une fraction rationnelle de dénominateur 7** des fonetions précédentes et

des fonctions

1)
X-X, A*—5

2
xo—a2t  ah—at

Toutes ces fonctions vérifiant des conditions de Lipschitz par rapport aux zh il est

clair que
I(E_Eﬂ)x(;l—(E_Eo)zalsLZIwg_w/‘IEIxél_x:)l’
d’ou
(X~ Xo) s — (X = Koy | = 2 ab— %]
et
X-Xo) (XX, L, :
(wé—w‘* )x{,‘ (wé—w“ )xi, =3 C-a.L.d
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Nous avons donc démontré que la quantité % vérifie une condition de
To— X

Lipschitz, par rapport aux g, dont le coefficient ne dépend que des bornes (B) et (B’).

b) Il ne reste alors aucune difficulté pour démontrer que la quantité H, (produit
de la racine carrée d’une fraction rationnelle de numérateur 1 et de dénominateur non
nul par une fraction rationnelle de dénominateur non nul des fonctions bornées vérifiant
toutes les conditions de Lipschitz par rapport aux zh) vérifie dans 4 une condition
de Lipschitz par rapport aux af dont le coefficient @' ne dépend que des bornes
(B), (B}, h et &'

|Hi—H,|<Q X |z' —ab].
Quantité I,.

On démontre aisément, en considérant Iexpression de I, et les inégalités précé-
dentes, que tous les termes de I;, & Vexception du terme (18.4), vérifient des condi-
tions de Lipschitz par rapport aux zh dont le coefficient est de la forme Ry |a§|, ot Ry
est un nombre qui ne dépend que des bornes (B) et (B').

Considérons le terme (18.4). On démontre (démonstration analogue & celles

J(2h)—1

utilisées pour H,) que e vérifie une condition de Lipschitz par rapport aux
i

variables h, d’olt
. . o
|7 (20") = (0) fes-0< Re |25 | 2 o' — 2],

d’oll, en utilisant 'inégalité (21.1) et les inégalités du § 18
[ Lo (z0") — Iy (b) | < [ 28] Ro' | " — 20| +[ Uy (20') — Uy (2) | (1 + Bz | 2.
On déduit alors des conditions de Lipschitz, vérifiées par U,,
|1y (26") — Iy (ab) [ < (B’ | 23] + 1 ) ] ao’ — ],
ot R’ est un nombre qui ne dépend que des bornes B et B’.
Nous déduirons finalement des conditions de Lipschitz, vérifiées par H, et I,, que
| Uy (0", 25) — U, (2, 23)| < g[(Q'+R’) EIERADA AR

done que l'inégalité
-1,
Q+R =

I bo

e (xh) <

entraine ) )
| Uy (o}, 2*)— U, (&, 2% | <1Z |z — 2.

Conclusion. Les inégalités du § 22 montrent que, si &(xh) satisfait aux inéga-

lités correspondantes, le point M, est encore, avec lés hypothéses supplémentaires



212 Y. Fourés-Bruhat.

faites, un point de F. IL’application du théoréme du point fixe montre que, dans la
domaine D, les fonctions W et U satisfont 4 des conditions de Lipschitz par rapport
aux #' de coefficient 1.

Les fonctions W et U, solutions des équations intégrales (J,), satisfont done,
@ o) '
dans D, aux mémes inégalités que les fonctions W, ... U.

II. Resolution des équations G,.

Nous montrerons maintenant que les fonctions W, solutions des équations I,,
sont solutions des équations G et que les fonctions W, ... Us, solutions des équa-
tions I;, sont les dérivées partielles (jusqu’au quatriéme ordre) des W, dans un
domaine D ne dépendant que des bornes B et B’. Nous utiliserons pour la démon-
stration l’approximation des fonctions continues par des fonctions analytiques (méthode

utilisée dans les problémes analogues par Hadamard et de nombreux autres auteurs)

23. Coefficients et données de Cauchy analytiques.

Considérons des équations G ol les coefficients et données de Cauchy sont ana-
<1>
lytiques (4**, fs, Ws, @s et w, fonctions analytiques de leurs divers arguments). Le

probléme de Cauchy relativement aux équations ¢; admet une solution analytique
dans un voisinage V du domaine (d) de la surface 2* =0 qui porte les données ini-
tiales (théoréme de Cauchy-Kowalevski.) Si les coefficients et les données de Cauchy
satisfont aux hypothéses du chapitre II, il existe un voisinage V de (d) oll cette solu-
tion satisfait aux équations intégrales I.

Considérons d’autre part, indépendamment des équations G, les équations inté-
grales I,. (Nous montrerons au prochain paragraphe qu’elles admettent, & Pintérieur
d’'un domaine D qui ne dépend que des bornes B et B’, une solution analytique
unique qui coincide done, dans la partie commune aux domaines V' et D*, avec la
solution des équations ;. Ce principe de prolongement analytique montre alors que

cette solution des équations I; est solution des equations G; dans D tout entier.t

24. Analyticité des solutions de I,.
Montrons par exemple Dlanalyticité, dans D, de la solution des équations (1)

X=_xfde4+X0,

quand % est une fonction analytique des quantités X, 23, z*, en étendant sa défini-

tion au domaine complexe:

1 Etant solution des équations G, dans un domaine aussi voisin que I’on veut de D cette solu-
tion des équations I, qui est continue dans D, est solution des équations G, dans D.
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E étant une fonction analytique des X, zf, 2%, bornée par M dans le domaine
R(X—X,|<d, |dh—i'|<d, |a*|<|a}| < e(xh) de variation de ses arguments réels, est
développable en série absolument convergente au voisinage de chaque point de R.
Nous pouvons donc étendre la définition de E & un domaine de variation des argu-
ments complexes Z=X+1iy, 28=a8+1y3, 2*=a+7y* en Pexprimant sous forme de
série convergente, donc holomorphe dans les m cylindres ¥V, centrés en un point quel-

conque de V et définis par

|Z' - X|<ax |z~ a§|<bg |2 <Cu.

Les dérivées partielles 5X étant bornées par M’ dans R (cf. conditions de Lipschitz
1

vérifiées par E) on peut choisir les bornes ax, b;g et Cre de maniére & ce que, dans v
on ait

oK
YA

<M'+a', o' étant un nombre arbitrairement petit.

On peut aussi choisir les bornes b, et (i« de maniére a ce que, dans v, f étant un

nombre arbitrairement petit, on ait

IE(X,, %, )| <p  |RE(X,, %, )| =M +5.
On peut d’autre part construire un recouvrement du domaine R au moyen d’un
nombre fini de projections dans R des m cylindres précédents, les m cylindres cor-
respondants déterminent un domaine B de ’espace des arguments complexes Z, z,, 2%,
qui vérifie les inégalités

| X —X,l<d, |ob—d|<d, |a*|<]|ab]|<e(ad),

[ Y]<a, [48l<b, |¢*]=e,

a, b, ¢ étant des nombres non nuls, et dans lequel la fonction complexe E est définie,
analvtique. Eerivons:
E(Z,, 25, 2Yy=E(Zy, 2, ) — E (Xy, 2, 2*)+ E (X4, %5, 2%),
d’olt
|[TE(Z;, 25, 2)|<m(M'+a')a+

|RE(Zy, 28, 24)|<m (M +a')a+ p+ M.

Considérons maintenant les équations (1), étendues au domaine complexe R,

24

(1 Z— [E(Z, %, 2 de* + Z,.

Pour les résoudre nous considérons, comme dans le cas réel, un espace fone-

tionnel £ défini par les fonctions de variables complexes Z, (2§, z*), réelles pour z§ et
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2* réels, analytiques dans le domaine D |zh—&'|<d, |2*|<[af]|<e(ab), |46 <b, |9*]| <e,
et satisfaisant & | X, —Xo|<d, |n|<a.
1°) La représentation

Zy— [E(Zy, 23, 2 d2*+ 2,
2qt

est une représentation de ’espace dans lui-méme si e (x}), b et ¢ sont convenablement
choisis. En effet:

1) Z, est une fonction analytique de 2§, 2* puisqu’il en est ainsi de E, réelle
pour z§ et 2* réels.

2) De Tégalité

rottivet zt zi+iyt
Zy=— [ EBdd+ [Bdd+ [ Edd+Z,
P zpt 74

nous déduisons
| Xy— Xo|<(+e)[m(M +a')a+p]+|xs—2* | [m (M +a'ya+ -+ M]
| Yo <(®+e)[m (M +aya+p+ M]+|xs—2*| [m (M +a')a+ Bl

Nous aurons donc

Xl i ey A IMO ~a)a k]
| X, = Kol <d si e (at) < M+-m(M Ao )a+f

et
) all—m M (z§—2%)]— (ma’ a+ B) (x6— )
|Ys|<a si btes M+mM +oYa+p
Rappelons que le nombre
o1
(1) s(wo)<m

Nous avons done
(2) 1—mM (x5—z*)>0.

Nous choisirons donc & (xh) satisfaisant & (1); 'inégalité (2) montre que I'on peut
trouver, sans hypothéses supplémentaires sur & (zh), les nombres b et ¢ définissant D
(aprés avoir choisi o', @ et B suffisamment petits), de maniére & ce que M, soit un
point de F. Le domaine D a pour partie réelle un domaine aussi voisin que l’on
veut de D.

2°) Montrons que la représentation diminue les distances. Nous avons vu que,

dans B,on a |- |<M +o&, doit
0z,

|E(Z1, 25, 28— E(Zy, 2§, 28| <|Z1—~Z,| (M' + &) ;

nous aurons donc
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d (mz: mé) =m (MI + d’) IZE;)H Z4Id (ml) m{)>

1
Tt

ce qui sera en particulier réalisé si

e(xb)<m —n et b+ce<y,
7 étant un nombre arbitrairement petit.

La partie réelle du domaine D ainsi défini est encore aussi voisine que l'on
veut de D.

Nous conclurons, comme dans le cas réel, que la représentation (I) admet un
point fixe unique: les fonctions Z correspondantes sont solutions des équations (1),
et analytiques, dans le domaine D. Les fonctions X, valeurs de ces fonctions Z pour
des arguments z§, 2* réelles sont des fonctions analytiques, solutions dans un domaine
aussi voisin que lon veut de D des équations (1).

Un résultat analogue se démontre de la méme maniére pour les équations (2),
(3) et (4).

25. Coefficients et données de Cauchy ne satisfaisant qu’aux hypothéses

B et B'.

Si les coefficients 4** ct f,, ainsi que les fonctions données ﬁ}s et les données

de Cauchy, ne satisfont qu’aux hypothéses B et B’ nous approcherons uniformément

ces quantités, en méme temps que leurs dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre,
o)
par des fonctions analytiques AL, fsny, Wsmy, Psmy» Wseny Vérifiant elles aussi les hypo-

théses B et B'.
Nous construirons ainsi une famille de fonction Wy, . . . Usmy, solutions dans D
des équations I, et solutions dans D du probléme de Cauchy (@swm), ¥sm), relative-

ment aux équations Gymy:
2
A“‘a——Ws(m +lsm=0
(")awlaxy fs(n) .

Ces fonctions W, possédent des dérivées partielles jusqu’an quatriéme ordre et
. A N ’ y . )
satisfont aux mémes hypothéses B et B’ que les fonctions Ws.

26. Convergence des solutions des équations approchées G, .

Montrons que ces fonctions (Wym ... Uswm) convergent uniformément vers des
. @
fonctions (W, ... Us) quand les fonctions A%, Wiy, @smy, Wsmy ©b leurs dérivées

. )
partielles convergent uniformément vers les fonctions données A**, W, @, ws.
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Des raisonnements analogues & ceux des pages précédentes, et le fait que les
fonctions W,y et U, vérifient une condition de Lipschitz par rapport aux variables
(que Pon doit remplacer par X, dans les équations intégrales (I; ) vérifiées par ces

fonctions) montrent que
| oo X | = Max fo (S A3~ 4B |+ =3[ Won— Woam] + ) +
M Z| Xy~ Xemy |} |26 — 2,
IQm)_Q(m)lSMjX B4 — A+ +2 l(ﬁ)’m)* i’1{’<m>l+zle)“X(m)D +
FN (| Q= Loy |+ Z | Weny = Wem )} 25— 2",
(26.1) Wew = Wem | < Max {Z Wy = Wem | + 2| Uiy = Uem |} [ 2%+ [Woemy = Woom |,
| Uy~ Uiy | < Max {y (Z | A5 — A5+ - + 2| fsm— fsem |+ +

[€9]

e8]
+ 2 |W<n>‘ W(m>| +X |X(n>"X<m>|+R1 (E | U(n)‘ U(m>|+
+Z |W(n)* Wv(m)l-i-z]lg(m*!)(m)l*%x|Q(")—Q(m)|} . l.'l‘%)|+
+ 2 l ®S<n)‘ QS(m>|)+RéZ | Q(n)” Q(m)]}xh—m

o, f, v, 0 sont des nombres bornés (qui ne dépendent d’ailleurs que des bornes
(B), (B'), h et k).

Les inégalités écrites montrent sans difficulté que les fonctions Xy, 2 et
Wy, Uy convergent uniformément vers des fonctions X, £ et W, U dans leurs do-
maines de définitions respectifs, (A) et (D),* quand les fonctions d’approximation
convergent uniformément vers les fonctions données.

Ces fonctions W, U, limites uniformes des fonctions Wimy Uwm, satisfont aux

propriétés suivantes.

27. Propriétés des solutions des équations G;.
1°) Les fonctions Wy, ... Us sont des dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre

des fonctions W, et toutes ces fonctions satisfont aux mémes hypothéses (B) et (B’)
a
que les fonctions W, dans D.

2°) Les fonctions W, vérifient les équations aux dérivées partielles @:

(1)l‘u 82 Ws
ozt oxt

+7s=0
dans le domaine D.

1 Le nombre ¢ (x%) définissant D ayant été choisi de telle sorte que les représentations définies

4 l'aide de ces équations diminuent les distances: & (:ci;) < ete.
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28. Résolution des équations données G.

&)
Nous considérons espace fonctionnel W défini par les fonctions W, et satisfaisant
aux hypothéses (B) et (B') dans le domaine D. Nous venons de démontrer que la

solution calculée du probléme de Cauchy pour les équations G; définit une représenta-

1)
tion de cet espace dans lui-méme. Désignons par W, cette solution.

I’espace W est un espace normé, complet et compact (pour la topologie de la

convergence uniforme) si on définit la distance de deux de ses points par
@ W oo
d(My, M) =Max (Z|W,— W]+ +Z|Us— Us)).

La distance de deux points représentatifs M,, My de M, M sera comparée 3
la distance de ces points & DPaide d’inégalités analogues aux inégalités (26.1) (les
termes relatifs aux différences des coefficients A*# f, et des données de Cauchy étant
supprimés).

Il est alors clair qu’il existe un nombre # borné, non nul, tel que si le nombre

e {xp), définissant le domaine D, vérifie

& (x0) <.
@ @ @ @)
La distance de deux points représentatifs (Ws ... Ug et W, ... Us) est inférieure
a la distance des points initiaux.
La représentation considérée admet alors un point fixe unique (W5 ... Us) qui

appartient a l'espace.

Les fonctions W correspondant a ce point fixe sont solutions du probléme de
Cauchy, posé relativement aux équations données &, dans le domaine D. Elles possé-
dent des dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre, continues, bornées et satis-
faisant & des conditions de Lipschitz par rapport aux variables «'.

Nous aboutissons ainsi au théoréme d’existence que nous énoncerons de la fagon

suivante.

29. Théoréme d’existence.

Le probléme de Cauchy relatif au systéme d’équations aux dérivées partielles
non linéaires

2 —
@) AR (W) * W, Apn=1,2 3, 4,

6x18x”+fs(Wr’W”):O s, r=1,2,...m,

admet dans le domaine D, sous les hypothéses H, une solution qui posséde des déri-
vées partielles jusqu’au quatriéme ordre, continues et bornées et satisfaisant 4 des condi-

tions de Lipschitz par rapport aux variables z'.
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30. Théoréme d’unicité.

Considérons le systéme d’équations intégrales vérifié par les solutions des équa-
tions données . Ce systéme ne peut avoir qu’une solution W, Ws,, ..., Us ol les
Ws, Wsa, ..., Us solent des dérivées partielles des W;: il ne se présente en effet

dans ce cas aucune difficulté pour écrire des indgalités analogues aux inégalités § 26,

[¢9)] [¢Y) [¢9] @
ol W(n) e U(n); W(n) e U(n) d’une part, W(m), ‘e U(m), W(m) . e U(m) d’autre part

seraient remplacés respectivement par deux solutions des équations G; de ces inégalités

on déduit sans peine la coincidence de ces deux solutions.

31. Récapitulation des résultats du chapitre III.

Récapitulons ici les hypothéses faites et les résultats obtenus. Nous considérons

un systéme d’équations aux dérivées partielles hyperboliques du second ordre non

3

linéaires, & n fonctions inconnues W, et quatre variables 2% de la forme

1,2, 3, 4,
1 9

= A
() B =4 ,2..., m.

O W A 4=
s =

Les f; sont des fonctions données des inconnues W, de leurs dérivées partielles
premiéres Wy, et des variables 2*. Les A** sont des fonctions données des W et des 2™

Les données de Cauchy sont, sur la surface initiale z*=0,

Wi (@, 0)=gs (2'), W (@, 0)=p; (@).

Sur le systéme (E) et les données de Cauchy je fais les hypothéses suivantes:
1°) Dans le domaine (d), défini par |o'—#|<d, @s et y, possédent des dérivées
partielles jusqu’aux ordres cinq et quatre, continues, borndes et satisfaisant & des

conditions de Lipschitz.

2°) Pour des valeurs des W, satisfaisant &
Ws—gsl<l,  [Wa—gul<l,  [We—wps|<l
et dans le domaine D défini par
|7 -3 |<d, |a*|<e:
a) A* et f; possédent des dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre, con-
tinues, bornées et satisfaisant & des conditions de Lipschitz.

b) La forme quadratique 4** X, X, est de type hyperbolique normal: 4*>0,
A4V X; X; définie négative.
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Je démontre alors que le probléme de Cauchy (gs, ;) admet une solution unique,
possédant des dérivées partielles continues et bornées jusqu’au quatriéme ordre, rela-

tivement aux équations (¥) dans un domaine A (tronec de cone de base d):

la' =& |<d, |a*|<n (@)

CuariTre IV.

Théorémes d’existence et d’unicité pour les équaticns de la gravitation
relativiste.

Les dix potentiels g.s du ds® d’un univers einsteinien satisfont, dans les domaines
vides de matiére et en l'absence de champ électromagnétique, aux dix équations aux

dérivées partielles du second ordre du cas extérieur

Rap=0; T4~ 8, s+ I}, Tip— T4, Iy =0,

N . 4 N . . .
ou Yon a posé @, pour Ep) et ol les 2* sont un systéme de quatre coordonnées spatio-
x

temporelles quelconques.
Les dix équations ne sont pas indépendantes puisque les R,z satisfont aux quatre

conditions de conservation (identités de Bianchi)
Vil =0 ou S*=RM-14"R.

i. Probléme de Cauchy.

Le probleme du déterminisme, dans la théorie de la gravitation relativiste, se
pose, pour un espace-temps extérieur sous la forme du probléme de Cauchy relatif au
systéme d’équations aux dérivées partielles R,5=0 et & des données initiales (potentiels
et dérivées premiéres) portées par une hypersurface S quelconque.

I’étude des valeurs sur S des dérivées partielles successives des potentiels a
montré que, si S n’est en aucun de ses points tangente & une variété caractéristique
et si les données de Cauchy satisfont & quatre conditions données, le probléme de
Cauchy admet, relativement au systéme des équations R,z=0, dans le cas analytique,
une solution. Cette solution est unique, c¢’est-a-dire que, §’il existe deux solutions,
elles coincident & un changement de coordonnées prés (conservant S point par point
et les valeurs sur S des données de Cauchy).

Si S est définie par 'équation *=0 les quatre conditions que doivent vérifier
les donneés initiales sont les quatre équations

Si=0

qui s’expriment en fonction des données seules.
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2. Coordonnées isothermes.

La coordonnée z* est dite isotherme si les potentiels satisfont & ’équation aux

dérivées partielles du premier ordre suivante:

1 a(V—gg™
V—g ox"
Les équations d’Einstein s’écrivent, en coordonnées quelconques,

RaﬁE _Gaﬁ_LaﬁZO

Fl

fi

=0.

avec

ot H,s est un polynéme des g;,, ¢** et de leurs dérivées premiéres et

(2.1) La’gE%gﬁ‘uaaFﬂ‘i‘%gaﬂaﬂF”.

Nous voyons que si les quatre coordonnées sont isothermes, chaque équation R,z=0
ne contient pas d’autres dérivées secondes que celles de ¢,5. Le systéme des équa-
tions d’Kinstein prend alors la forme des systémes étudiés aux chapitres précédents.

Nous pouvons, sans restreindre la généralité de I’hypersurface S, supposer que les

données initiales satisfont, outre les quatre conditions Sj =0, les conditions d’isothermie :

LoV =gd™
V=g ozt

Nous résoudrons ce probléme de Cauchy pour les équations G.5=0, vérifiées par

(2.2) Fr= =0 pour z'=0.

les potentiels en coordonnées isothermes, et nous montrerons ensuite que les potentiels
obtenus définissent effectivement un espace-temps, rapporté 4 des coordonnées isothermes,

et vérifient les équations de gravitation R,p=0.
3. Résolution des problémes de Cauchy pour les équations G,z = 0.
Nous appliquerons au systéme

Gy n 20 g g
=9 e ox op

les résultats du chapitre III en posant ¢**=A* H,3=f;, g.5=W,. Faisons sur les

données de Cauchy les hypothéses suivantes:

1 Ftant données un espace-temps et une hypersurface S (»* = 0) il existe toujours un change-
ment de coordonnées a\r;l:f(xﬂ), avec zt=10 pour xz*=0, tel que les potentiels :g/aﬁ vérifient les
conditions (2.2), (une hypersurface S peut toujours étre intégrée dans une famille de variétés iso-
thermes). Cf. la démonstration § 5.
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Hypothéses.

Dans un domaine (d) de la surface initiale S, z*=0, défini par
|2’ —&|<d:

1°) Les données de Cauchy ¢, et v, possédent des dérivées partielles continues

et bornées jusqu’aux ordres respectivement cing et quatre.

2°) Dans le domaine (d) et pour ces données de Cauchy la forme quadratique
g"* X, X, est de type hyperbolique normal, S étant orientée dans ’espace: g** >0,
¢’ X; X; définie <0 (remarquons en particulier que le determinant g des g;, est #0.
Nous déduisons de ces hypothéses l'existence d’un  nombre ! tel que pour
|gap— @s| <1 on ait ¢>%0 et nous voyons que, pour des fonctions inconnues g.p= W,
satisfaisant aux 1négalités
oW, o,

(3.1) We=gl=l |55 o0

<l

aWs -
<t Py

Les coefficients des équations G,5=0 (qui sont ici indépendants des variables z°) satis-
font, comme les données de Cauchy, aux hypothéses du chapitre III, c’est-a-dire que:
1°) Les coefficients A**=g** et fs=H.p admettent des dérivées partielles par

rapport & tous leurs arguments jusqu’au quatriéme ordre continues et bornées et satis-

faisant & des conditions de Lipschitz (g"‘ et H,p sont respectivement des fractions
8Ws)_
ox*
2°) La forme quadratique 4** X; X, est de type hyperbolique normal: A% > 0,
AY X; X; définie < 0.
Nous pouvons donc appliquer au systéme G,5=0, pour le probléme de Cauchy
posé, la conclusion du chapitre .III, qui s’énonce ainsi:

rationelles de dénominateur ¢ des g;,=W,, et des g;,=W; et

Il existe un nombre 8(1;’)%0 tel que dans le domaine
|2 — 3| <d, |az*]<e(@)
le probléme de Cauchy relatif aux équations Ghs=0 admet une solution qui a des

dérivées partielles continues et bornées jusqu’au quatridéme ordre et qui vérifie les
inégalités (3.1).

4. La solution du systéme G,;=0 vérifie les conditions d’isothermie,
1°) La solution trowvée du systéme G, =0 vérifie les quatre équations

o, F*=0 pour z*=0.

Nous avons supposé en effet que les donnés initiales satisfont aux conditions
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(4.1) St=0 ]
et pour z*=90.
(4.2) Pr=0 J

Nous avons done
iz - 94” {Gl,u - } Jap gaﬁ Gaﬂ + Li.,u - % Jop gaﬁLaﬁ}'
La solution du systéme G,;=0 vérifie donc, compte tenu de l'expression de L,g (2.1)

les équations
— 30" 01,0, F*— L0, F* + 1 650, Fo =0 pour a*=0,

d’olt, d’aprés (4.2) (F*=0 et &; F*=0),
— 10" 1,8, F*=0 pour z*=0,

Nous voyons finalement que la solution trouvée du systéme G.z=0 vérifie les

quatre équations
8, F*=0 pour z'=0.

2°) La solution trouvée de G**=0 vérifie F*=0.

Cette propriété va résulter des conditions de conservation. Dix potentiels gqg
quelconques satisfont en effet aux quatre identités de Bianchi V; (R**—1¢"* R)=0,
ott R* est le tenseur de Ricci correspondant & ces potentiels.

Une solution du systéme o,3=0 vérifie donc les quatre équations

Vil y g L)=o,
ol L}.y:gal gﬁﬂLalg et L=g°’3L¢;/3.
Il résulte de V'expression (2.1) de L,s que ces équations s’écrivent

1 0°" V1 @ FY) + 3 P V5 (s F)— 4 0™ V1 (8. F*) =0,

d’ott, en développant et simplifiant,
2 fe
RS AW LN
ol P est une combinaison linéaire des &, F* dont les coefficients sont des polyndmes
des ¢°f, gup et de leurs dérivées premiéres.

Nous constatons donc que les quatre quantités F* (formées avec les g,z solu-
tions de G,=0) vérifient quatre équations aux dérivées partielles du type précé-
demment étudié. Les coefficients A**=g** et f,=P, vérifient, dans D, les hypo-
théses du chapitre III. Les quantités F* sont par hypothése nulles sur le domaine (d)
de z'=0, et nous avons montré qu'il en était de méme de leurs dérivées premiéres

0, F*. Nous déduisons alors du théoréme d’unicité que, dans D, nous avons

Ft=0 et 0,F'=0.
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Les potentiels, solutions du probléme de Cauchy posé relativement au systéme
Q.5=0, vérifient donc effectivement dans (D) les conditions d’isothermie et constituent

les potentiels d’un espace-temps einsteinien, solutions des équations de gravitation R,z=0.

5. Unicité.

Pour montrer qu’il n’existe qu’un seul espace-temps extérieur correspondant aux
conditions initiales données sur S, il faut montrer que toute solution du probléme de
Cauchy ainsi posé relativement aux équations R.;=0 peut se déduire par un change-
ment de coordonnées de Ia solution de ce probléme de Cauchy relativement aux
équations G,3=0. Nous savons (chapitre IV) que cette derniére solution est unique.

Considérons donc une solution g,z du probléme de Cauchy relativement aux
équations R,;=10 et cherchons une transformation de coordonnés

i = 1 (2).
Conservant S point par point et telle que les potentiels dans le nouveau systéme
de coordonnées, soient §,g, vérifient les quatre équations
F=0.
Nous savons qgue les quatre quantités F* sont des invariants qui vérifient les identités
Fr= A, = A 1

Pour que les équations F*=0 soient vérifides il faut et il suffit donc que les

fonctions f satisfassent aux éguations

=0

82 fa P ]ta
5.1 A =g -2 —I?
®-1) "= (6901896” Sy
qui sont des équations aux dérivées partielles du second ordre, linéaires, hyperboli-
ques normales dans le domaine (D).
Si nous prenons pour valeurs des fonctions /* et de leurs dérivées premiéres,
sur S, les valeurs suivantes (qui sont telles que le changement de coordonnées con-

serve S point par point).
f4:O, 8&"4:6:;1

>4 f=d, auf=d]

pour z*=0,
nous voyons que les problémes de Cauchy ainsi posés admettent (cf les théorémes
d’existence) dans (D) et relativement aux équations (5.1) des solutions possédant les
dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre continues et borndes.

Nous avons ainsi défini un changement de coordonnés #*=f*(x°%) tel que, dans

le nouveau systéme de coordonnées, les potentiels g,p vérifient les conditions d’iso-
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thermie F?=0. Il nous reste & montrer que ce changement de coordonnées détermine
de fagon unique les données de Cauchy .p(z*=0) et J; Jup(z'=0), en fonction des
données primitives gop(z*=0) et 0, gup (&' =0).

Nous savons que, g,z étant les composantes d’un tenseur covariant a deux indices

(5.3) Gap= Jru 0al Op 1",
d’oti, d’aprés (5.2),

ap = Ja g
Gt {ﬁv | pour z'=a*=0,
0i §ap=0i Jap J

Reste & calculer les dérivées des potentiels par rapport & 2* et 2* pour a* = 3*=0.
@ étant une fonction quelconque d’un point de Pespace-temps nous avons
Sp=0rga, ],
d’ou

(5.4) O 9=0, 9 pour z'=23"=0.

Nous trouvons, d’autre part, en dérivant I’égalité (5.3) par rapport a z*

3 Gap =04 G2 Ou [* Op 1" + Gap (Gaa [* 05 M + 5 1 2a 1Y),

(5.5) Q4 Gup =04 Jap+ Jap Ooa '+ Jua O34 1* pour a'=0.

Nous déduisons aussi des valeurs initiales (5.2) des f*:

2://=0 pour z*=0,
Les f* vérifient d’autre part les conditions d’isothermie (5.1), d’ol
g5 fr=¢*f 'y pour z'=0.

%, f* est donc déterminé de maniére unique par les données de Cauchy primitives;
il en est bien ainsi également de &, J,.s pour a*=0.

Nous avons donce démontré le théoréme suivant:

Etant donnée une solution gap du probléme de Cauchy relativement aux équa-
tions R,=0 (les données initiales satisfaisant sur S aux hypothéses brécédemment
énoncées de dérivabilitd) il existe un changement de coordonnées, conservant S points
par point, tel que les potentiels §.; dans le nouveau systéme de coordonnées véri-
fient partout les conditions d’isothermie et constituent la solution, unique, d’un pro-
bléme de Cauchy, univoquement déterminé, relativement aux équations Guz=0.

Nous concluons done, en termes de relativité:

Théoréme. Il existe un espace-temps extérieur et un seul correspondant aux

conditions initiales données sur S.
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