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Einleitung.

In der kombinatorischen Topologie werden topologische Begriffe durch arith-
metische Begriffe dargestellt. Prinzipiell sind also alle Probleme der kombina-
torischen Topologie aunf arithmetische Probleme zuriickgefithrt. Aber diese Zuriick-
fithrung ist fiir die Bewiltigung der Probleme in den meisten Fillen von geringem
Nutzen. Denn die zugeordneten arithmetischen Probleme haben wenig Beziehung
zu bekannten Resultaten oder Methoden. Dies trifft besonders zu fiir alle Probleme,
in denen die homotopen Transformationen von wesentlicher Bedeutung sind, oder,
wie man auch sagen kann, der iiberaus mannigfache und schwer zu iibersehende
Aufbau der einfach zusammenhiingenden Polyeder der verschiedenen Dimensionen
in Betracht kommt. Ich habe in einer fritheren Arbeit versucht, diesen Aufbau
fiir die zweidimensionalen Polyeder in ibersichtlicher Weise arithmetisch dar-
zustellen. Dabei zeigte sich, dass die Probleme der Homotopie arithmetische
Probleme ergeben, die nicht mehr in das so umfassende Gebiet der Gruppen-
theorie hineinpassen. Sie betreffen allgemeinere, sicher schwer zu untersuchende
Operationen, die sich zu Gesamtheiten zusammenschliessen, fiir die ich den Namen
»Spiele» vorgeschlagen habe.

Ganz anders ist es, werin man Probleme untersucht, bei denen die homotopen
Transformationen vernachlissigt werden. Hier kann man in vielen Fillen Me-
thoden und Resultate der Gruppentheorie mit grosstem Vorteil benutzen. Fiir
Mannigfaltigkeiten, auch solche hoherer Dimensionen, 6ffnet die von Poincark
eingefiihrte Fundamental- oder Wegegruppe einen Weg, um solche Probleme
anzugreifen. Bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten konnte durch Arbeiten
der letzten Zeit besonders die Theorie der Abbildungen dadurch mit grossem
Erfolg bearbeitet werden, dass man in eine Klasse von Abbildungen alle solche
zusammenfasst, die sich nur durch homotope Transformationen unterscheiden
(s. § 1.).

In der vorliegenden Arbeit werden nun die Klassen von Abbildungen als
Operationen in einem arithmetischen Feld auf den Flichen dargestellt. Das In-
dividuum eines solchen Feldes kann nicht etwa der Punkt auf der Fliche sein,
denn dieser geht ja durch homotope Transformationen in jeden anderen Flichen-
punkt iiber. Vielmehr wihlen wir als solche Individuen arithmetische Darstel-
lungen gewisser Kurvensysteme, die in solche Teilmengen zerfallen, die alle durch

homotope Transformationen aus einander hervorgehenden Systeme zusammen-
18--37534. Acta mathematica. 69, Imprimé le 11 janvier 1938,
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fassen. Jede solche Teilmenge wird durch esn Kurvensystem reprisentiert, das
durch eine Anzahl ganzer Zahlen eindeutig festgelegt ist. Diese Anzahl kann
man als Dimension des arithmetischen Feldes betrachten. Der Komplex ganzer
Zahlen, der zu einem Kurvensystem oder zu der durch das Kurvensystem repri-
sentierten Teilmenge von Kurvensystemen gehort, ist das Individuum des arith-
metischen Feldes. Die Abbildungsklassen induzieren in diesem arithmetischen
Feld Transformationen, die sich als mit den Modulsubstitutionen verwandte lineare
Transformationen ergében.

Diese arithmetische Darstellung ermdglicht es, eine Reihe einfacher Abbil-
dungsprobleme zu losen. Mit Hilfe dieser Losungen werden dann in der vor-
liegenden Arbeit allgemeinere Probleme in Angriff genommen, wobei das arith-
metische Feld und seine Transformationen nur noch sehr rudimentdr benutzt
werden. Auf diese Weise gelingt es, fiir die Gruppe der Abbildungsklassen einer -
beliebrgen Fldche ein endliches System von Erzeugenden anzugeben. Diese Erzeu-
genden sind samilich gleichartige Abbildungen der TFlichen auf sich, ndmlich
Schraubungen lings gewisser Kurven, die in einfachem Zusammenhang mit der
itblichen Darstellung der Flichen von hoherem Geschlecht stehen.

Damit ist in gewissem Sinne ein Abschluss erreicht, aber die Theorie der
Transformationen des arithmetischen Feldes ist hierbei nur sehr unvollkommen
entwickelt. Und es ist doch anzunehmen, dass eine Fortfithrung in dieser Rich-
tung von grosser Bedeutung wire. Einmal wird ja durch die Aufstellung der
Transformationsformeln die Gruppe der Abbildungsklassen durch lineare Trans-
formationen »dargestellt>. Dann aber wird diese Darstellung vielleicht auch die
Méglichkeit geben, das Transformationsproblem fiir die Abbildungsgruppen, das
Hauptthema der bisherigen Arbeiten auf diesem Gebiet, von einer neuen Seite
aus anzugreifen.

Im Hinblick auf diese Moglichkeit der Entwicklung ist die vorliegende Ar-
beit nur als Vorarbeit zu betrachten. Dieser Charakter kommt auch darin zum
Ausdruck, dass vieles sehr Einfache ausfithrlich dargestellt wird, dass manche
bekannte Resultate abgeleitet werden, die entweder fiir die Grundlegung der
Methode unentbehrlich sind oder als Beispiele niitzlich erscheinen.
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§ 1.
Allgemeines iiber Abbildungen von Fliichen auf sich.

a) Die Abbildung @ einer Fliche auf sich ist gegeben durch die ein-eindeutige

Zuordnung der Ecken, Kanten und Flichenstiicke einer Zerlegung =, der Fliche
zu einer andern Zerlegung X, von der Art, dass zugeordnete Ecken auf zuge-
ordneten Kanten und diese wiederum auf der Begrenzung zugeordneter Flichen-
stiicke liegen. Man kann schreiben @(3,)= 3,. Durch @ wird aber auch jeder
beliebigen Zerlegung 3 der Fliche eine bestimmte Zerlegung 3’ zugeordnet.
Denn X3 entsteht aus =; durch interne Zerlegung. Durch @ entspricht dieser
internen Zerlegung eine (topologisch) bestimmte Zerlegung von 3, deren Elemente
durch @ den Elementen von =, zugeordnet sind. Wir konnen also die Abbildung
fiir ein beliebiges I angeben und erhalten so @(3)=3". Insbesondere bekom-
men wir auf diese Weise @(3,) =3, also @*(3)) = 3,, und so fortfahrend die
Potengen von @. Ist ¥ eine andere Abbildung, so koénnen wir nach Obigem ¥
auch anwenden auf 3, und erhalten so 3, = ¥ (3,)= ¥ @ (3,). Wir konnen also
die Abbildungen der Fliche zusammensetzen, die Abbildungen der Fliche auf sich
bilden eine Gruppe.
' Es wiire aber unpraktisch, diese Gruppe direkt zu betrachten, schon deshalb,
weil sie nicht durch eine endliche Anzahl von Elementen erzeugt werden kann.
Man betrachtet vielmehr eine Faktorgruppe, der eine Klasseneinteilung der Ab-
bildungen entspricht: Zu der Einheitsklasse rechnet man die Abbildung @, falls
@(3)) = 3, aus 3, durch homotope Transformation (das ist, durch stetige Ab-
dnderung, durch Deformation, im Folgenden hiufig kurz mit Homotopie bezeichnet)
entsteht. Entsprechend gehoéren zwei Abbildungen zu derselben Klasse, wenn die
eine durch Zusammensetzung mit einer Abbildung der Einheitsklasse identisch
mit der anderen wird. Die Abbildungen der Einheitsklasse bilden eine in-
variante Untergruppe der Gruppe der Abbildungen. Denn, ist E eine solche
Abbildung, dann ist @E®@! die entsprechende Abbildung des auf 3 liegenden
Polyeders @(Z), also ebenfalls eine homotope Abbildung. Die dieser invarianten
Untergruppe entsprechende Faktorgruppe, die Gruppe der Abbildungsklassen, ist
im Wesentlichen der Gegenstand unser Betrachtung.

b) Eine nicht identische Abbildung kann durch die Beziehung einer Zerle-
gung auf sich selbst entstehen, falls die Zerlegung eine nicht identische Abbildung
auf sich selbst zulisst. Eine solche Abbildung wird immer endlicher Ordnung
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sein, d. h. eine Potenz derselben wird nicht nur zur Einheitsklasse gehéren,
sondern die identische Abbildung selbst sein. Andere Abbildungen sind nicht
von dieser Art und haben unendliche Ordnung, so zwar, dass keine ihrer Potenzen
zur Einheitsklasse gehort. Schliesslich konnte es auch solche Abbildungen geben,
von denen eine endliche, etwa die n-te Potenz zur Einheitsklasse gehort, ohne
dass es in der Klasse dieser Abbildung irgend eine Abbildung gibe, deren n-te
Potenz die identische Abbildung ist. D. h., es wiire ®" = E, wo E eine Defor-
mation ist, aber (E'®)* von der Identitit verschieden, welche Deformation E'
auch immer géwﬁhlt ist. Wir werden Beispiele fiir die ersten beiden Arten von
Abbildungen in den nichsten §§ vorfinden. Ob es aber iiberhaupt solche dritter
Art giebt, ist zweifelhaft.

¢} Bei ‘berandeten Flachen kann man auf verschiedene Weise die Kinheits-
klasse wihlen. Entweder lisst man bei den die Einheitsklasse definierenden
homotopen Transformationen auch solche zu, bei denen die Rinder nicht iden-
tisch auf sich abgebildet werden, oder man verlangt, dass bei jeder solchen
Traﬁsformation die Rénder punktweise festbleiben. Awuch diese zweite, kleinere
Einheitsklasse bildet eine invariante Untergruppe in der Gruppe der Abbildungen.
Aber wenn man sie zu Grunde legt, wird man sich iiberhaupt auf solche Ab-
bildungen beschrinken, die die Rinder punktweise festlassen. Diese Abbildungen
werden durch die Einheitsklasse in feinerer Weise in Klassen eingeteilt als die
Gruppe der allgemeinen Abbildungen durch die umfassende Einheitsklasse.

Liegen »punktierte> Flichen vor, d. h. sind alle Rinder auf Punkte zusammen-
gezogen, so fallen die beiden Einheitsklassen zusammen. Denn bei jeder homo-
topen Transformation wird jeder Rand von selbst punktweise festbleiben, da.er
"nur einen Punkt besitzt. Zu den speziellen, die Réinder festlassenden Abbildungen
kann man bei den allgemeinen Abbildungen noch solche hinzufiigen, die die
Riinder (Punktierungen) mit einander vertauschen.

d) Durch eine Abbildung wird auch der Durchlaufungssinn einer Kurve auf
einen bestimmten Durchlaufungssinn abgebildet. Eine (nicht zur Einheitsklasse
gehorende) Abbildung vertauscht oder erhilt die Indikatrix. Die Gruppe der
Klassen von Abbildungen, die die Indikatrix erhalten, ist eine invariante Unter-
gruppe der Gruppe der Klassen von allgemeinsten Abbildungen. Wenn nicht
ausdriicklich etwas anderes bestimmt wird, sind die Abbildungen sm Folgenden

stets als die Indikatrix erhaltend vorausgesetzt.
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§ 2.
Die Abbildungen der Ein-, Zwei- und Dreilochkugel auf sich.

Wir wollen eine Kugel mit » Lochern n-Lochkugel nennen und mit L,
bezeichnen.

a) Es ist praktisch, zunichst einige ganz einfache Abbildungsprobleme direkt
zu betrachten, bevor sie im arithmetischen Feld auf den Flichen betrachtet
werden. Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die Einlochkugel (das Elementar-
flichenstiick) ist die Einheitsgruppe, alle Abbildungen gehoren zur Einheitsklasse,
einerlei ob ein fester Rand oder ein beweglicher Rand zu Grunde gelegt wird.
Der Beweis hierfiir geschieht einfach durch successive homotope Uberfiihrung
der einen Einteilung in die (topologisch gleiche) andere Einteilung.

b) Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die Zweilochkugel (den Zylinder)
bei nicht punktfesten Rindern ist die Gruppe der Ordnung zwei (der Vertauschung
der beiden Rinder), bei nicht punktfesten, aber nicht vertauschbaren Rindern
also die Einheitsgruppe. Bei punktfesten Rindern ist die Gruppe der Abbildungs-
klassen die unendliche zyklische Gruppe. Der Grund fiir diese Erscheinung ist,
dass man einen Punkt ¥, des einen Randes mit einem Punkt Y, des anderen
Randes auf unendlich viele verschiedene Weisen verbinden kann (s. Fig. 1 die
Verbindungen Y,YY, und Y,Z7Y,). In Fig. 1 ist eine Abbildung dargestellt,
die diese zyklische Gruppe erzeugt. Sie besteht in der punktweisen Zuordnung
des Vielecks Z\R, Y, YY,R,Z,Z zu dem Vieleck Z\R, Y\ ZY,R,Z;Y und des
Vielecks Z,8,Y,Y Y,S,7Z,Z zu dem Vieleck Z,8,Y,ZY,8,Z,Y. Bei dieser Zu-
ordnung bleiben die Randpunkte fest (nur die Punkte ¥ und Z werden vertauscht).
Die Vielecke bilden zwei topologisch gleiche Zerlegungen des Zylinders. Wir
wollen diese Abbildung eine Verschraubung nennen. Die Verschraubung ist bei
festen Rindern keine Homotopie. Der Beweis hierfiir geschieht so, dass man
zunichst eine singularititenfreie Verbindungslinie Y,Y Y, des einen Randes mit
dem anderen Rand und ihr Bild, etwa Y; Y’  Y; betrachtet. Sind die Rinder
bei den Transformationen der Homotopie beweglich, dann sind alle diese Ver-
bindungslinien miteinander homotop. Sind aber die Rinder punktweise fest,
und also auch Y;=Y,, Y= Y,, dann gibt es unendlich viele nicht homotope
Verbindungslinien, die durch die Zahl der Umkreisungen eines Randes im posi-
tiven oder negativen Sinne bis auf eine homotope Transformation eindeutig fest-

~gelegt sind. Diese Zahl ist durch die algebraische Summe der Anzahlen der
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positiv oder negativ gerechneten Uberkreuzungen einer Y, Y Y, nicht schneidenden
Verbindungslinie Z, Z Z, zu bestimmen. Diese zu Y, Y'Y, gehorende Zahl wird
durch Homotopie nicht geiindert, aber durch die in Fig. 1 dargestellte Abbildung,
die Verschraubung 7, um eins vermehrt oder vermindert. Das Letztere ist leicht zu
sehen, wenn man die in Fig. 1 dargestellte Abbildung homotop abidndert, d. h. durch
eine Abbildung ' derselben Klasse ersetzt. Und zwar (s. Fig. 2) nehmen wir
auf Y, Y, einen Punkt Y; in der Nihe von Y, auf Z, Z, einen Punkt Zi in der
Nihe von Z. Wir ersetzen dann die Verbindungslinie Y, Z Y, durch Y, Y{Z7Y,
und die Vei'bindungslinie Z,YZ, durch Z,Z\ Y Z,. Sodann bewirken wir durch
Homotopie, dass bei der Abbildung die Stiicke Y, Y, und Z, Z, festbleiben.

O

51
Fig. 1. Fig. 2.

Haben wir nun eine beliebige Verbindung von Y, und Y, so verlegen wir
homotop ihre séimtliche Schnittpunkte mit Z,Z, und Y,7Y, auf die Strecken
Z,Z, vesp. Y, Y'; die Verbindung des letzten Schnittpunktes aunf Z, Z, mit Y,
kann dann stets in eine Verbindung dieses Schnittpunktes mit einem Punkt P
auf Y,Y, ohne sonstige Schnittpunkte mit Z, Z, oder Y,Y,, und den Strecken-
zug PY', Y'Y, homotop verwandelt werden. Durch die Abbildung .7’ wird dann
die Strecke PY,YY, in die Kurve PY,ZY, verwandelt, wir erhalten also
einen positiv oder negativ zu zihlenden Schnittpunkt mehr auf Z, Z, wie be-
hauptet, denn der iibrige Teil der homotop abgeiinderten Verbindungslinie kann
als bei der Abbildung festbleibend angenommen werden.

Eine Verbindungslinie von Y, und Y,, zu der die Zahl null gehoért, ist mit
Y, YY, homotop. Durch eine geeignet oft wiederholte Ausfiihrung der Ab-
bildung « oder der zu ihr reziproken kann demnach Y,Y, in eine zu einer
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beliebig vorgegebenen Verbindungslinie von Y, und Y, » homotope Verbindungs-
linie iibergefiihrt werden. Durch die Zuordnung von Y, Y Y, zu Y, Y' ¥, resp.
Y, Y'Y, ist aber die Klasse' der Abbildung vollstindig bestimmt, weil durch
Aufschneidung lings Y,Y Y, die Zweilochkugel in die Einlochkugel iibergeht,
fiir die alle Abbildungen zur Einheitsklasse gehoren. Also ist die Gruppe der
Abbildungsklassen, wie im Anfang behauptet, im ersten Falle (bewegliche aber
nicht vertauschbare Rinder) die Einheitsgruppe und im zweiten Falle (feste
Riinder) die unendliche zyklische Gruppe, erzeugt durch die Abbildung /. Diese
Gruppe erzeugt in den die Verbindungslinien der Rénder darstellenden Zahlen
die Gruppe der Translationen. '

Ich babe den Beweis ausfithrlich dargestellt, weil hier in einfachster Form
die Erscheinung auftritt, dass Kurven (bis auf homotope Transformationen) durch
Zahlen gegeben sind, die Transformation dieser Zahlen durch eine bestimmte
Abbildung dann zur Bestimmung der Gruppe der Abbildungsklassen fiihrt.

¢) Fir die Dreslochkugel (L,) ist die Gruppe der Abbildungsklassen bei be-
weglichen Réndern die symmetrische Gruppe der Vertauschungen der drei Rd’nder,l
also bei beweglichen aber nicht vertauschbaren Rindern die Einheitsgruppe.®
Der Beweis hierfiir geschieht dadurch, dass man zwei (singularitidtenfreie) Ver-
bindungen derselben beiden Rinder betrachtet und nachweist, dass sie unter den
hier gemachten Voraussetzungen homotop sind. Wir zerlegen zum Beweise die
Kugel durch drei Verbindungen AB, CD und EF in zwei einfach zusammen-
hingende Flidchenstiicke (s. Fig. 3). Wir wollen nachweisen, dass jede Verbin-
dung ¥V von A und B auf L, mit AB homotop ist. Die Verbindung V ist fest-
gelegt durch die aufeinanderfolgenden Schnittpunkte mit AB, CD und EF.
Wir kénnen annehmen, dass keine unmittelbar aufeinanderfolgenden Schnittpunkte
auf derselben Strecke AB, CD oder EF liegen. Denn das diesem Paar von
Schnittpunkten entsprechende Stiick von ¥V kann homotop ersetzt werden durch
ein Stiick auf AB, CD oder EF und sodann kann durch weitere Verschiebung
V in V' mit zwei Schnittpunkten weniger verwandelt werden. Ferner konnen
wir in derselben Weise erreichen, dass der erste Schnittpunkt von A aus nicht
auf AB liegt. Liegt er auf OD, etwa in X, dann liegen alle ferneren Schnitt-
punkte auf AB und XC. Denn ein Schnittpunkt Y auf EF wiirde zur Folge

! In Ubereinstimmung mit MaeNUs, Math. Ann, 109.
* Das ist die Grundlage fiir die Arbeiten iiber Kurvensysteme auf Flichen von DERN, Autogr.
Vortrag, Breslau 1922 und R. BAER, Journ. f. Math. Bd. 156. 160.
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haben, dass alle ferneren Schﬁittpunkte auf YE und DX ligen, V konnte also
niemals zum Punkte B kommen. Wir haben also in diesem Falle fiir V eine
mehrfache Umkreisung des Randes BC, die durch homotope Transformation so
reduziert werden kann, dass V keine Schnittpunkte mehr mit den drei Verbin-

Fig. 3.

dungsstrecken hat, also mit AB ‘ein einfach zusammenhingendes Fliachenstiick
auf L; begrenzt, d. h. mit AB homotop ist. Es bleibt der Fall, dass der erste
Schnittpunkt X von V auf EF liegt (s. Fig. 4). Liegt dann der niichste Schnitt-
punkt auf D C, dann bleibt fir ¥ wieder nur Umkreisung des Randes CB iiber,

Fig. 4.

die weggeschafft werden kann. Wir konnen also annehmen, dass der niichste
Schnittpunkt Z auf AB liegt. Dann kann der dritte Schnittpunkt wieder auf
DC liegen, und wir haben Umkreisungen des Randes OB, die wir wegschaffen
kénnen. Oder aber der nichste Schnittpunkt U liegt auf X E. Aus demselben
Grunde konnen wir jetzt auch annehmen, dass alle ferneren Schnittpunkte ab-
wechselnd auf 4B und FE liegen. Wir haben damit Umkreisungen des Randes
AF, die wir ebenfalls wegschaffen kénnen. Hiermit ist der Nachweis erledigt,
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dass V mit AB homotop ist. Wir sehen aber aus dem Nachweis, dass bei
JSesten Rdndern V stets homotop ist mit einer -Anzahl von Umkreisungen des
Randes AF und darauf des Randes BC. Wir bemerken noch, dass auch folgt,
dass drei je zwei von den Riindern verbindende, sich nicht schneidende Linien
gleichzeitig durch Homotopie bei beweglichen Rindern in AB, D und EF
iibergefiihrt werden konnen. Das ergibt sich sofort, wenn man nach Uberfiihrung
von V in AB die aus Ly durch Aufschueidung lings AB entstehende L, und
die auf ibr laufenden Randverbindungen betrachtet.

Durch eine beliebige Abbildung @ der L, bei beweglichen Rindern moge
AB in V ibergehen. Durch eine Homotopie H moge ebenfalls AB in V iiber-
gehen. Dann unterscheidet sich die gegebene Abbildung @ von H durch eine
Abbildung # der Zweilochkugel, die aus L; durch Aufschneiden lings A B ent-
steht, auf sich, wobei -die Punkte 4 und B fest bleiben. Jede Abbildung einer
Zweilochkugel auf sich, bei der mindestens ein Rand bewegt werden kann, ist
aber eine Homotopie. Also ist ¥ eine Homotopie der Zweilochkugel, bei der
die beiden Stiicke, die auf dem einen Rande AB entsprechen, fest gehalten
werden konnen. Folglich ist # auch eine Homotopie der L,. Also ist @ von
H nur dorch eine Homotopie verschieden und gehort zur Einheitsklasse. Damit
ist bewiesen, dass die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die L, bei beweglichen
Rindern die Einheitsgruppe ist.

Die Gruppe der Abbildungsklassen der L, bei festen Rdndern ist die freie
Abelsche Gruppe mit drei Erzeugenden. Die drei Erzeugenden sind die Verschrau-
bungen lings der drei Riénder. Eine Verschraubung lings einer Randkurve entsteht
durch Verschraubung der Zweilochkugel mit festen Rédndern, die auf der Fliche
durch den Rand selbst und eine Parallelkurve ausgeschnitten wird. Wir wollen die
drei Parallelkurven in unserem Falle so wihlen, dass sie keinen Punkt gemeinsam
haben. Der Beweis fiir unsere Behauptung folgt leicht aus dem Vorhergehenden.
Denn durch die Abbildung @ der L, auf sich mége 4 B, eine Verbindungslinie des
ersten und zweiten Randes, in V iibergehen. Wie wir vorher gesehen haben, kénnen
wir durch Verschraubungen ., und 4, lings des ersten und zweiten Randes A B in
eine zu V (bei festen Rindern) homotope Kurve V iiberfiithren. D. h., wenn dazu #,
Schraubungen , und 7, Schraubungen- 4, nétig sind, so fithrt die Abbildung’
Y= grmA7™ H® AB in sich iiber, wenn H' eine Homotopie ist, die V in
V iberfiihrt. Schneiden wir wieder die L, lings AB auf, so entsteht eine L,.

! Die Reihenfolge der Operationen ist stets gegeben durch die Reihenfolge won rechts nach
links der die Operationen darstellenden Symbole.

19—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 11 janvier 1938.
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Eine Abbildung ¥ der L,, die AB punktweise in sich iiberfithrt und nach Vor-
aussetzung die drei Riinder der I, fest lisst, ist aber eine Abbildung, die L, bei
festen Riindern in sich iiberfithrt, und gehdrt also nach b) zu der Klasse einer

geeigneten Potenz der Schraubung ; lings des dritten Randes. Also ist
A7mdA7H @ = 4 H",
wo H'" eine Homotopie von L, mit festen Riindern, also auch eine Homotopie

von L, darstellt. Also ist, da die Homotopieen eine invariante Untergruppe der

Gruppe der Abbildungen ergeben,
o= H1 A% A A7 H' = H A A A7,

d. h. die Schraubungen lings der drei Rinder erzeugen die Gruppe der Abbil-
dungsklassen.

Dass diese Verschraubungen miteinander vertauschbar sind, ergibt sich aus
der Voraussetzung, dass die Gebiete, die durch sie transformiert werden, von-
einander vollstiindig getrennt liegen. Weitere Relationen zwischen diesen drei
Verschraubungen bestehen nicht. Das ergiebt sich leicht. Denn wire etwa
A" A A% =1 in der Gruppe der Abbildungsklassen, dann betrachten wir eine
Verbindung v,, des ersten und zweiten Randes. Diese wird durch A, bei geeig-
neter Wahl des Schraubungsstreifens lings des dritten Randes, tiberhaupt nicht
geiindert, durch " 4% pur dann in eine homotope Kurve iibergefiihrt, falls #,
und », gleichzeitiz null sind. Da aber eine Abbildung nur dann zur Einheits-
klasse gehort, wenn jede Verbindungslinie ¢, in eine homotope iibergefithrt wird,
so0 kann 4™ 4™* nur dann zur BEinheitsklasse gehoren, falls n;, = n, = 0 ist. Ebenso
erhalten wir auch #, = n; =0 als Bedingung. Also bilden 4,, 4,, 4; eine freie

Abelsche Gruppe.

§ 3
Spezielle Abbildungen der Vierlochkugel auf sich.

Die Vierlochkugel L, besitzt auch bei in sich beweglichen aber nicht mit-
einander vertauschbaren Rindern Abbildungen auf sich, die nicht zur Einheits-
klasse gehdren. Wir bezeichnen die vier Rinder mit ry, 1y, 9"3,'9'4 (s. Fig. 5) und
betrachten drei geschlossene Kurven YZ und ST und UV, die r, und r; von
ry und 7, resp. 7, und 7, von 7, und r, resp. 7, und 7, von ry und 7, trennen.
Wir betrachen nun (nach § 2) die Verschraubungen lings ZY, 8T und UV.
Dies sind Abbildungen, die auch bei beweglichen Réndern nicht zur Einheits-
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klasse gehoren, denn durch Verschraubung lings Z Y z. Bsp. entsteht aus ST
die Kurve f=S8Y,Z,TY,Z, (s. Fig. 5), die nicht homotop mit ST ist. Das
gieht man am bequemsten durch Betrachtung der Fundamentalgmppe der L,.
Diese ist die freie Gruppe aus den drei Erzeugenden r,73,7, und in ihr ent-
spricht ST einer Transformierten von 7, f aber einer Transformierten von
ryrgryr; . Dieses Element ist aber in der freien Gruppe keine Transformierte
von 7;7r,. Also ist f nicht homotop mit ST und die Abbildung (Schraubung),
die ST in f iibergefiihrt, keine Homotopie. Die Darstellung von fin der Funda-
mentalgruppe liest man aus dem Verlauf der beiden Kurven in der von einem
Punkte O aus durch Verbindungen nach den vier Ridndern aufgeschnittenen L,

Fig. 6.

“ab (s. Fig. 6). Dasselbe gilt fiir die Verschraubungen lings S7 und UV. Wir
werden spiter (§ 7) sehen, dass man aus den beiden Verschraubungen lings XY
und ST en jeder Klasse eine Abbildung der L, auf sich mit in sich beweglichen
aber nicht vertauschbaren Réndern erzeugen kann, dass also die betreffende Gruppe
der Abbildungsklassen durch diese beiden Abbildungen erzeugt wird. Wie unmittel-
bar ersichtlich, entsteht die Verschraubung lings ST aus der lings X Y durch
Transformation mit einer geeigneten Vertauschung der Rinder.

Im Falle, dass die Rénder unbeweglich sind, entsteht die Gruppe der Ab-
bildungsklassen aus der vorhergehenden durch Hinzufiigung der Verschraubungen
lings der vier Rénder. Diese sind miteinander und mit irgendwelchen Abbil-
dungen, die die Rinder festlassen, speziell mit den Verschraubungen lings S7,
Y Z und UV vertauschbar und es besteht eine einfache Beziehung zwischen den vier
Randverschraubungen und den drei Schraubungen lings XY, ST und UV (s.§7 g).
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§ 4.
Abbildungen des Ringes und des Einlochringes auf sich.

a) Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die Ringfliche R ist aus der
Funktionentheorie seit langem bekannt. Wir wollen sie aber doch im Zusammen-
hang mit den anderen Problemen nach unserer Methode behandeln. Wir geben
zuniichst zwei spezielle Abbildungen von R auf sich an, ndmlich die Verschrau-
bungen lings zweier sich in einem Punkt schneidenden geschlossenen Kurven,
etwa, (s. Fig. 7) lings a und b. Wir bezeichnen die Verschraubungen mit A,
und . A, ersetzt die Verbindung XY durech X Z,7,Y und 4, die Verbindung

Fig. 7. Fig. 8.

X Q durch XS¢. Ist dann = die durch @ und b erzeugte in Fig. 7 dargestellte
Zerlegung von R, so iiberzeugt man sich leicht durch sukzessive Ausfiihrung der -
betr. Transformationen, dass 4, 4, 4,(3), abgesehen von homotopen Transforma-
tionen, durch Fig. 8 gegeben ist. Diese Figur stellt aber eine Drehung des topo-
logisch reguliren Ringpolyeders von Fig. 7 mit den Kanten o und & und einer
Ecke X um diese Ecke dar, 4,44, gehort also zu einer Abbildungsklasse
endlicher und zwar vierter Ordnung. Wir erhalten (4, 4,1 4,)* = 1. Ebenso ist
natiirlich auch (4, 471 4p)* = 1. Wir werden spiter sehen, dass aus 4, und 4,
Reprisentanten jeder Abbildungsklasse von R erzeugt werden konnen.

44 und A5 sind auch Abbildungen der berandeten Ringfliche R, auf sich,
denn die Verschraubungen affizieren nur die Umgebungen von a und b.

Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die unberandete Ringfliche R ist
durch die Abbildung von ¢ und b mit Durchlaufungssinn bestimmt. Wenn némlich

@ und @' iibereinstimmend @ und b in &’ und b’ (mit Durchlaufungssinn) iiberfiihren,
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dann fihrt @ '@ die Kurven 4 und b in sich mit Durchlaufungssinn iiber.
Wir miissen beweisen, dass @' @ zur Einheitsklasse gehort. Zuniichst indern
wir @@ homotop so ab, dass bei dieser Abbildung @ und & punktweise fest
bleiben. Das ist moglich, weil durch @—!® die Kurven « und b in sich mit
Durchlaufungssinn ﬁbergehen. Schneiden wir nun R lings a und b auf, so
entsteht ein Elementarflichenstiick und @'—! @ fiihrt dieses Elementarflichenstiick
bei festgehaltenem Rand in sich iiber. Eine solche Abbildung ist aber bei fest-
gehaltenem Rand homotop mit der Identitit. Eine homotope Transformation
des Elementarflichenstiickes bei festgehaltenem Rand ist aber auch eine homotope
Transformation auf R. Also ist @' ® homotop mit der identischen Abbildung
und gehort demnach zur Einheitsklasse. Man beachte, dass eine homotope Trans-
formation des Elementarflichenstiicks bei nicht festgehaltenem. Rand im all-
gemeinen durchaus nicht einer isotopen Transformation von R entspricht, wenn
die vier Punkte auf dem Rande des Elementarflichenstiicks, die dem Schnittpunkt
von a und b entsprechen in beliebige Punkte oder ineinander, aber nicht in sich
selbst iibergehen.

b) Ahnlich folgt auch, dass die Gruppe der Abbildungsklassen des Einloch-
ringes B, mit bei Homotopie beweglichem Rand gleich der des unberandeten
Ringes R ist. Denn, machen wir genau dieselben Operationen wie im vorigem
Abschnitt, so fithrt @' @ eine Zweilochkugel mit einem festen und einem beweg-
lichem Rand in sich iiber. Aber auch fiir dieses Gebilde ist die Gruppe der
Abbildungsklassen die Einheitsgruppe. Denn, wie wir in § 26 sahen, ist jede
Abbildung der Zweilochkugel auf sich mit festen Rindern so homotop zu verindern,
dass bei ihr die Umgebung eines Randes unbeweglich bleibt, die Umgebung des
anderen aber verschraubt wird. Wird jetzt der zweite Rand als beweglich an-
genommen, so lisst sich die Abbildung homotop in die Identitit tiberfihren.
Folglich gehért @' @ zur Einheitsklasse.

§ 5.

Das arithmetische Feld auf der Zweiloch- und Dreilochkngel und auf der
Ringfliche.
a) Das arithmetische Feld auf den Flichen entsteht durch die Systeme der auf
den Flichen verlaufenden Kurven. ‘
Unser allgemeines Prinzip bei der Darstellung ist, Kurven, die mit einander
homotop sind, ununterscheidbar darzustellen. Ferner werden wir nicht einzelne

Kurven, geschlossene oder offene, sondern ganze Systeme solcher Kurven aber
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ohne Doppelpunkte und ohne gegenseitige Schnittpunkte als Punkte des arith-
metischen Feldes darstellen. Ferner werden wir aus solchen Systemen alle auf
einen Punkt oder auf einen echten Teil eines Randes zusammenziehbare Kurven
weglassen. Die Erfilllung all dieser Bedingungen ist nétig, um iiberhaupt eine
einfache Darstellung zu ermdiglichen. — Denken wir einen Augenblick an die
iibliche Darstellung von Flichenkurven durch Elemente der Fundamental- (oder
Wege-)Gruppe und die Unterschiede gegeniiber der unsrigen: die Elemente der
Fundamentalgruppe entsprechen einzelnen geschlossenen Kurven mit beliebigen
Singularititen. Aber die Kurven werden nur dann eindeutig dargestellt, wenn
ein Anfangspunkt in einem festen Punkt der Fliche und der Durchlaufungssinn
gegeben ist; Kurven, fiir die eine solche Bestimmung nicht getroffen ist, ent-
sprechen alle auns einem Element durch Transformation entstehende Elemente.
Bei unserer Darstellung werden die Kurven oder die Kurvensysteme durch eine
“feste Anzahl von ganzen Zahlen, der Dimension des arithmetischen Feldes ent-
sprechend, reprisentiert. Dagegen ist das eine Kurve darstellende Element der
Fundamentalgruppe durch eine beliebig lange Folge von ganzen Zahlen, den
Exponenten der verschiedenen FErzeugenden, gegeben. Unsere einfachere Dar-
stellung erméglicht es, die Wirkung der Selbstabbildung der Fliche auf diese
Zahlenkomplexe, auf das arithmetische Feld, sehr viel weiter zu verfolgen und

mit bekannten arithmetischen Transformationen in Verbindung zu bringen.

b) Kurvensysteme auf der Zweilochkugel.

Bezr beweglichen Rédndern wird ein System von Verbindungslinien der Riénder
allein durch deren Anzahl, etwa n, festgelegt. Denn je zwei Verbindungslinien
sind homotop, falls bei der Homotopie die Rinder beweglich sind. Zwei Systeme
von je n Verbindungslinien, die sich nicht schneiden, sind stets homotop in-
einander iiberfithrbar. Dabei kann man noch einer ILinie des einen Systems »
willkiirlich eine Linie des anderen Systems zuordnen. Dadurch ist dann die
Zuordnung vollstindig bestimmt. Aber mit diesen Verbindungslinien ist die
Mbglichkeit von nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Kurven noch nicht
erschopft. Hs gibt ja noch die geschlossenen Parallelkurven zu den Réndern.
Diese werden mit dargestellt, wenn wir jetzt bei der Homotopie die Rdnder fest-
halten: auf jedem der Rinder wihlen wir » feste Punkte, wihlen ferner eine
Normalverbindungslinie v der beiden Rinder und eine positive Seite von v. Dann
betrachten wir die algebraische Summe ¢ der positiven und negativen Uberkreu-

zungen von v, falls wir die » Verbindungen von dem »ersten> Rand zum »zweiten>
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Rand durchlaufen. Durch homotope Transformation mit festen Rédndern konnen
wir es erreichen, dass alle Verbindungen, da sie sich nach Voraussetzung nicht
schneiden, v nur in einem Sinne iiberkreuzen. Ist dann |J| zunichst kleiner als
n, dann gibt es genau || Verbindungen, die v schneiden. Sie entstehen aus Ver-
bindungen, die v nicht schneiden, durch einmalige Umkreisung eines Randes,
durch Verschraubung (s. Fig. 9). Also kann nach § 2 b keine Homotopie mit
festen Riindern diese Zabl ¢ dindern. Ist aber d ==»+ un mit |»| <, wo v dasselbe
Vorzeichen hat wie u, dann entsteht das System der Verbindungen durch einmalige

Verschraubung von » Verbindungen und darauf u-malige Verschraubung von allen

v

=3
Fig. 9.

n Verbindungen. Da nach § 2 b) die Anzahl der Umkreisungen jeder einzelnen
Verbindung nicht durch Homotopie mit festem Rand gedndert werden kann, so
ist also die Zahl 0 unabhingig von solchen Homotopieen.

Durch das Zahlenpaar (:;

deutig ein System von Verbindungen bestimmt. Ordnen wir jetzt noch dem

Symbol ((;) ein System von |d¢| mit Umlaufsinn versehenen Parallelkurven zu

) ist bis auf Homotopie mit festen Réndern ein-

den Réndern zu, die je nach dem Vorzeichen von ¢ die Normalverbindung v in

positivem oder negativem Sinne iiberkreuzen, dann ist die Zuordnung von Kurven-
systemen und Symbolen (:;) vollstindig und bis auf Homotopie mit festen Rén-

dern eindeutig.
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Die Abbildungen der Zweilochkugel auf sich, die die Rénder nicht vertauschen,

bestehen in Verschraubungen. Diese transformieren das Symbol (:;) (nach § 2 b)

in ( s _;2 /m), wo k eine positive oder negative ganze Zahl ist. Die Gesamtheit

dieser Transformationen jedes Symbols bildet fiir % F o0 eine mit der Gruppe der
Abbildungsklassen der Zweilochkugel einstufig isomorphe Gruppe. Im Falle n=0
transformiert die Verschraubung das Symbol in sich, die Gruppe der Transforma-
tionen dieses Symbols ist also die Einheitsgruppe. — Nur die geschlossenen
Kurven haben bei dieser Darstellung einen von den Symbolen abhingigen Durch-

laufungssinn bekommen.

¢) Kurvensystem auf der Ringfliche.

Wir zerlegen die Ringfliche durch zwei nicht zerstiickelnde, sich gegenseitig
nicht schneidende Kurven a, und 4, (s. Fig. 10) in zwei Zweilochkugeln L, und Ls.
Ein beliebiges Kurvensystem auf der Ringfliche, sofern es nicht aus lauter
Parallelkurven zu @, zusammengesetzt ist, besteht aus den Verbindungen von =
Punkten auf a4, mit » Punkten auf @, sowohl in L, wie in L,, wobei wir Selbst-
verbindungen von @, oder @, in L, oder L, durch homotope Transformation weg-
geschafft denken. Durch homotope Transformation mit beweglichem Rand etwa
in L, konnen diese je n Punkte in bestimmte » Punkte auf jedem der Riinder
iibergefiithrt werden und die Verbindungen in L, ebenfalls in bestimmte Verbin-
dungen. Dabei ist die Zuordnung der n festen Punkte und der n festen Ver-
bindungen in L, zu den » gegebenen Verbindungen noch durch eine zyklische
Vertauschung der #» Punkte und Verbindungen willkiirlich (s. b)). Dieser zyk-
lischen Vertauschung entspricht eine homotope Transformation der Ringfliche.
Werden jetzt die Verbindungen in L, festgehalten, dann ist L nur noch mit
festen Rindern homotop transformierbar. Die % Verbindungen der n» festen
Punkte auf den beiden Rindern in L, sind deswegen nach b) dargestellt durch

ein Zahlenpaar (g),wo d die algebraische Summe der Anzahlen der Uberkreuzungen

im positiven oder negativen Sinne einer Normalverbindung von @, und a, ist,
falls wir die Kurven des Systems innerhalb von L, stets von a, nach a, durch-
laufen. Als solche Normalverbindung wihlen wir etwa das in L, gelegene Stiick
einer a, einmal schneidenden Kurve b, (s. Fig. 10) und eine Seite von b, als die
positive Seite, die Uberkreuzung der Normalverbindung von der negativen nach
der positiven Seite werde als positiv gerechnet. Durch eine homotope Trans-
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fomation ist es zu erreichen, dass die Uberkreuzungen alle dasselbe Vor-
zeichen haben, sodass |6| die Anzahl der Uberkreuzungen darstellt. Ferner
nehmen wir das Stick von b,, das in L, verliuft, parallel zu den festen Ver-
bindungen in L, sodass also die Kurven des Systems mit b, genau |d| Schnitt-
punkte gemeinsam haben. Durch homotope Transformation konnen wir erreichen,
dass auch die Uberkreuzungen der Kurven des Systems mit einer Parallelkurve
by zu b, alle das gleiche Vorzeichen haben. Dann ist das Kurvensystem auch
aufzufassen als System der Verbindungen von |d| Punkten auf b, mit |d}

"

Punkten auf b, in den beiden Zweilochkugeln L, und L), in die die Ring-

fiiche durch &, und &, zerfillt. Endlich wollen wir noch dem Symbol (‘;)

Fig. 10.

ein System von |d| Parallelkurven zu a; und @, zuordnen. Damit haben

wir jedes Kurvensystem auf der Ringfliche durch ein Zahlenpaar (g) dargestellt,

wo n = 0 ist, J beliebig positiv, negativ oder null. Aber wir haben den Kurven,
mit Ausnahme der Parallelkurven zu a; kesnen Durchlaufungssinn gegeben und
dies kommt auch in unserem Symbol zum Ausdruck (z ist nur eine Anzahl).
Das hat zur Folge, dass eine Abbildung der Ringfliche auf sich erst durch
die Abbildung von drei Kurven festgelegt ist, da ja z. B. @, und b, gleichzeitig
in @, und b, mit umgekehrtem Durchlaufungssinn abgebildet werden konnen.
Auf den Flichen von hoherem Geschlecht ist bisher das Problem nicht geldst,
auch den Durchlaufungssinn arithmetisch darzustellen. Man kann da, bis jetzt
wenigstens, nur die obige Darstellung sinngemiss erweitern. Auf der Ringfliche

dagegen ist die Einfithrung des Durchlaufungssinnes der Kurven ohne Schwierig-
20—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 11 janvier 1938,
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keit moglich: Auf der Ringfliche sind alle Kurven eines Systems miteinander
homotop, sie sind Parallelkurven, wie aus topologischen Erwiigungen unmittelbar
folgt Denn durch Zerschneidung lings einer Kurve ¢ entsteht eine L, und alle
geschlossenen doppelpunktslosen Kurven auf der Lg, die nicht auf einen Punkt
zusammenziehbar sind, sind mit der Randkurve ¢ homotop. Wir geben den
Kurven des Systems einen Durchlaufungssinn und zwar sollen bei der homotopen
Transformation einer Kurve des Systems in eine andere auch die Durchlaufungs-
sinne sich entsprechen. Kommt man bei der Durchlaufung eines in I, gelegenen
Stiickes einer Systemkurve von a, nach a,, dann ist dasselbe fiir die Durchlaufung
jedes in L, gelegenen Stiickes dieser Kurve der Fall, weil wir vorausgesetzt
haben, dass durch homotope Transformation jede Selbstverbindung von a; oder
as in L, oder L, auf Kurven des Systems weggeschafft ist. Ebenso wie die
Stiicke einer Kurve des Systems verhalten sich die Stiicke aller anderen System-
kurven. Wir geben in diesem Falle » das positive Vorzeichen. Kommt man
aber bei der Durchlaufung eines in L, gelegenen Kurvenstiicks von @; nach a,,
dann soll #» das wnegative Vorzeichen bekommen. Ferner soll — abweichend von
der obigen Bestimmung — d das positive Vorzeichen haben, falls die Kurvenstiicke
in einem bestimmten der beiden Teile, in die b, und b, die Ringfliche zerlegen,
von b, nach b, gehen. Nehmen wir in Fig. 10 diesen Teil als die Riick-
seite . der Fliche an, dann hat die in der Figur dargestellte Kurve das Symbol

I . . o o .
(1)' Drehen wir den Durchlaufungssinn um, so erhalten wir fiir diese Kurve

das Symbol ( ;) Allgemein wird durch Umkehrung des Umlaufsinnes aus dem

Symbol (”) das Symbol ("") Endlich wollen wir noch dem Symbol (O) ein

d —d d
System von |d| Parallelkurven zu @, mit dem dem Vorzeichen von ¢ entsprechen-

den Durchlaufungssinn zuordnen.

d) Jetzt betrachten wir die Wirkung der Abbildung 4. und Ay (§ 4), der
Verschraubungen etwa lings a;, und b, in Lj resp. L., auf das Symbol (3) Nach
dem, was wir in § 5c¢) und § 2 iiber diese Abbildungen und die Abbildungen einer
Zweilochkugel auf sich gesagt haben, wird durch 4, die Zahl d in ¢ + % verwandelt,
durch 4y wird # in # + ¢ verwandelt. Wir kénnen also durch ., und 4, auf
das Symbol, wo # >0 angenommen sei, die Operation des euklidischen Algorithmus
anwenden und erhalten so durch eine geeignete Reihenfolge von Operationen
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n

0
obiger Festsetzung mit positivem Durchlaufungssinn. Wie wir in § 4 gesehen

1
A% und AF aus ( )'das Symbol ((n(,)&)) , also (n, ¢) Parallelkurven von b,, nach

haben, konnen wir durch 4, und o aus dem gegebenen System auch (n, d)
Parallelkurven von b, mit negativem Durchlaufungssinn erhalten oder (n, d)
Parallelkurven von a, mit positivem oder negativem Durchlaufungssinn. Dem
entspricht arithmetisch, dass wir durch unsere arithmetischen Operationen aus

n + (n,d) 0 .
( d‘) sowohl ( o ) als auch ( + (n, d}) erhalten konnen.

Besteht das urspriingliche Kurvensystem aus einer einzigen Kurve, so ist
(n,0)=1. Haben wir zwei Systeme je aus einer einzigen Kurve bestehend, so
kénnen wir die zu ihnen gehorigen Symbole durch den euklidischen Algorithmus
Ry
d
kurve zu &,, schneidet also die zweite Kurve in |d,| Punkten. Haben die beiden
+ 1, und durch

oder o, und 4 gleichzeitig auf ((I)) und ( ) reduzieren. (;) ist eine Parallel-

gegebenen Kurven nur einen Schnittpunkt, so ist also d,=
weitere Anwendung von 4 erhalten wir die Symbole fiir die beiden Systeme

transformiert in (:)) und (fl). Bei jeder Abbildung geht nun ein bestimmtes,
mit Umlaufsinn versehenes Kurvenpaar in das durch (;) (CI)) dargestellte, und

dasselbe Paar, bei dem aber die zweite Kurve den umgekehrten Durchlaufungssinn

hat, in das durch ((I)) (_?I) dargestellte Paar iiber. Jede Abbildung, die gleich-

zeitig (CI)) und (c:) oder ((I)) und (__OI) in sich iiberfithrt, gehdrt nach § 4 a)
zur Binheitsklasse. Also gehoren zwei Abbildungen, die dieselben Kurven in
(CI)) und ((I)) resp. ((I)) und (—?1) iiberfithren, jedesmal zu derselben Klasse. Die

Transformationen des arithmetischen Feldes bestimmen eindeutig die Abbildungs-
klassen. Andrerseits, wenn es eine Abbildung giebt, die ein Kurvenpaar in

(;) und (CI)) iberfithrt,dann kann es keine unter den hier betrachteten Abbildungen
geben, die dieses Kurvenpaar in ((I)) und (_OI) iberfithrt. Denn sonst wiire eine

der beiden Abbildungen eine die Indikatrix vertauschende Abbildung. Wir kénnen

! Unter (n,d) wollen wir hier den positiven grossten gemeinschaftlichen Teiler von # und [}
verstehen.
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demnach jedes Kurvenpaar, das durch eine Abbildung in (CI)) und (CI)) ibergeht,

auch durch #; und 44 in ((I)) und (c:) iiberfithren. Also ist in jeder Klasse von

Abbildungen ein Element durch 4, und 4, erzeugbar: ., und .7, erzeugen die
Gruppe der Abbildungsklassen der Ringfliche. '

‘'Wir haben in § 4 zwei Relationen fiir 4, und , aufgestellt. Durch folgende
Uberlegung finden wir eine weitere: Die Abbildung ;' 4, verwandelt die
Kurve a,, in bestimmtem Sinne durchlaufen, in b; mit bestimmtem Durchlaufungs-
sinn, also wird eine Schraubung lings a, oder 4, durch die Operation 4 4y 4"
transformiert in eine Schraubung lings ;. Dementsprechend ist

A AN A AT AT By A7 = ),

eine Relation, die leicht in der Darstellung von .7, und 4, durch lineare Trans-

formationen zu bestitigen ist. Setzen wir
Ay=31T71  =32T"1, mit der Auflésung:
= Ao A7, T=A7" Ay A"

in diese Relationen ein, so erhalten wir
B¥ri=1.
Andererseits folgt aus unserer friiher (§ 4) gewonnenen Relation

(J;l Jb ‘:’1(1_1)4 =1
die Relation
T = 1.

Wir haben also: die Gruppe der Abbildungsklassen wird erzeugt durch zwei
Operationen = und T, fiir die die Relationen

T =XT"=1

bestehen. Die Gruppe mit diesen beiden Relationen zwischen den Erzeugenden
ist, wie bekannt, die homogene Modulgruppe, also die Gruppe der Abbildungs-
klassen der Ringfliche. In der Tat, auf Grund der beiden Relationen stellt man
leicht eine Normalform fiir die Elemente her und beweist dann mit Hilfe der
Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung, dass die beiden Relationen fiir die
Definition der Gruppe der Abbildungsklassen ausreichend sind, also diese Gruppe
mit der homogenen Modulgruppe identisch ist.
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e) Kurvensysteme auf der Dreilochkugel.

‘Betrachten wir zunichst nur die ungeschlossenen Kurven. Diese verbinden
entweder zwei verschiedene Rinder miteinander oder zwei Punkte ein und des-
selben Randes. Im letzteren Falle bezeichnen wir sie als Selbstverbindung des
betreffenden Randes. Da wir keine Kurven betrachten wollen, die auf eine
Strecke des Randes zusammenziehbar sind, so muss eine zwei Punkte desselben
Randes verbindende Kurve die beiden anderen Rédnder von einander trennen,
diese konnen also dann keine Verbindung miteinander haben. Sind #,, n,, ng die
Anzahlen der Endpunkte der Kurven des Systems auf den drei Rindern, so ist
n, + ny + n; gerade. Ist ferner w; = »; die Anzahl der Verbindungen des ¢t
und %*® Randes, dann ist
n; + np— m,

n,—=v,-k+v” und Vip —= 2

falls keine Selbstverbindungen auftreten oder, was dasselbe ist, n; + n; stets
grosser als s ist. Ist aber z. B.

N > N+ m
dann ist

die Anzahl der Verbindungen des ¢*® Randes mit sich selbst. Ferner ist in

diesem Falle
Vei=— N, VYi;=n.

Durch ny, ny, 1y ist also in jedem Fall die Anzahl der Verbindungen von Rand zu
Rand eindeutig gegeben und das ganze System bis auf homotope Transformationen
besttmmt, falls bei der Homotopie die Rdnder beweglich sind. D. h. wir kénnen
filr gegebene Werte n; durch nicht randfeste homotope Transformationen jedes
System iiberfiihren in ein bestimmtes, das wir etwa Normalsystem nennen. Das
haben wir in § 2 ¢) fiir Verbindungen von verschiedenen Rindern bewiesen. Es
folgt aber auch leicht fiir Selbstverbindungen. Denn sei v,; eine solche Selbst-
verbindung etwa des ersten Randes, dann gibt es sich nicht schneidende Ver-
bindungen v, und v;; des ersten Randes mit dem zweiten und dritten Rande,
die v,y nicht schneiden, und eine Verbindung v,y des zweiten mit dem dritten
Rand, die v,, ein Mal schneidet. Ebenso ordnen wir einer zweiten Selbstver-
bindung v;, drei Verbindungen v,,, v,, und v,, mit denselben Eigenschaften zu.

Wenn wir aber v, v, und v,y nach § 2 ¢) gleichzeitig in v,, v;, und v,, durch
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Homotopie iberfilhren, dann geht hierbei v;; in v, iiber, das v, und v;, kein Mal
und v,, ein Mal schneidet. Also konnen wir v, und folglich auch v, in v',
homotop iiberfithren. Ist aber v,, fest, dann sind v;; und vy in vis und vis bei
beweglichem zweiten und dritten Rand homotop iiberfiihrbar.

Im Gegensatz zu den Verhiltnissen auf der Zweilochkugel oder der geschlos-
senen Ringfliche ist bei der Dreilochkugel die Zuordnung der gegebenen Ver-
bindungen zu den festen Verbindungen niemals zyklisch zu verindern. Denn bei
einer Reihe sich nicht schneidender Verbindungen etwa des ersten mit dem
zweiten Rande (s. Fig. 11) gibt es zwei ausgezeichnete Verbindungen v ; und
vio,m, lings denen aufgeschnitten L, in zwei Teile zerfillt, eine L;, auf der alle
anderen Verbindungen liegen, und eine L,. Kein Paar anderer Verbindungen

V11,!

Fig. 11,

hat diese Eigenschaft, dass auf der durch Aufschneiden entstehenden L, keine
weiteren Verbindungen liegen. vjyp 3 ist auch nicht mit vy » zu vertanschen, weil
dadurch die Indikatrix der Fliche umgekehrt wiirde. Ebenso gibt es auch unter
den Selbstverbindungen eines Randes zwei ausgezeichnete nicht miteinander
vertauschbare Verbindungen vy und vy, (s. Fig. 11).

Durch die Zahlentripel #, n, n; bezogen auf die drei Riinder werden alle Kurven-
systeme, die keine geschlossehen Kurven enthalten, dargestellt. Diese letzteren
erhalten wir, wenn wir nun wieder die Rdnder festhalten. Zur Untersuchung
benutzen wir dieselben Methoden wie bei der Zweilochkugel: Wir verbinden die
drei Rinder 7, 7,1, mit einander durch sich nicht schneidende Normalver-
bindungen v, v vy und schneiden die v;; durch Parallelkurven 77 und 7 zu 7
und 7 in zusammen sechs Punkten (s. Fig. 12, 13). Die Normalverbindungen und
die Randkurven bilden zwei Sechsecke S; und S;, ebenso Stiicke der Normalverbin-
dungen und die Parallelkurven die Sechsecke §’; und S, die Teile von S, resp. S;
sind. Wir bestimmen nun #; feste Punkte auf 7; und 7}, und zwar legen wir, falls

ne + np = g
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ist (Fig. 12, 7=1, k=2, [=3) alle Punkte von ; sowie von 77 in das Sechseck S;.
Ist aber
nE + om < ng
(Fig. 13), dann legen wir
Ng—ny— 1N
2
Punkte von 7; und 7} in S,,
N+ ng+ ng
2

Punkte in S,. Wir verbinden nun im ersten Falle die n#; Punkte auf »; mit

ng + ng— my

(#49

Fig. 12.

Punkten auf 7% und
#g -+ N — N
2
Punkten auf 77 durch sich nicht schneidende Verbindungen in §';, im zweiten
Falle verbinden wir
N — Np— N1
2
geeignete Punkte auf 77, die in §'; liegen, mit den
Ny— N — Ny
2
Punkten auf 7;, die in S, liegen, durch sich nicht schneidende Linien, die v;; und
v; nicht und vi; je ein Mal schneiden, ferner n; Punkte auf 7; mit den n; Punkten
auf r, m Punkte auf »; mit den #; Punkten auf 77 durch sich und die v;; nicht
schneidende, in S, gelegene Linien. In ein solches System von Verbindungslinien
kann jedes System von Verbindungslinien der Rinder, soweit es in §’; und §',
liegt, homotop mit festen Ridndern r; aber beweglichen s iibergefiihrt werden.
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Bleiben nur die Verbindungen in den drei L,; zwischen 7; und ri. Diese be-
handeln wir genau so wie oben und bestimmen dJ; als algebraische Summe der
Anzahlen der Uberkreuzungen von v;; in positivem und negativem Sinne, wobei
als positive Seite von v;; etwa die in S, liegende bestimmt wird. Die Durch-
laufung der Verbindungen sei von 7; nach r; gehend festgesetzt. Damit ist das
1y Ny Mg
61 62 63
Jormationen mit festem Rand micht dndert.

Symbol ( ) bestimmt. Wier wollen zeigen, dass es sich ber homotopen Trans-

Kommen keine Selbstverbindungen vor, dann koénnen wir genau dieselben
Betrachtungen anstellen wie oben bei der Zweilochkugel: Ist etwa ;= + u; 2,
dann bedeutet das, dass das System der Verbindungslinien aus dem (»ungestorten»)
Normalsystem, das aus lauter v, nicht schneidenden Verbindungen besteht,

A}
\\“\
M
v
Via ' 2\ 62'261)
Fig. 13.

dadurch hervorgeht, dass erst », Verbindungen ein Mal r, umkreisen und
darauf das ganze System in demselben Sinne y,-mal 7, umkreist. Diese Higen-
schaft und damit ¢, kann durch Homotopie nicht verindert werden, wie wir aus
der Untersuchung der Verbindungen verschiedener Rinder bei der Dreilochkugel
(§ 2 c¢)) wissen. Wir miissen aber noch den Fall der Selbstverbindungen betrachten,
die in § 2 ¢) nicht untersucht wurden. Zunichst bemerken wir, dass zwar alle
Selbstverbindungen eines Randes, wie wir oben sahen, bei beweglichen aber nicht
vertauschbaren Rindern in einander iibergefiihrt werden konnen, aber dabei
kénnen die Endpunkte nicht willkiirlich einander zugeordnet werden. Denn (s. Fig. 14)
die Selbstverbindung A B, von A nach B durchlaufen, bestimmt zwei verschiedene
Umlaufsinne fiir die beiden L, in die die L, durch A B zerfillt. Da in beiden
L, miteinander nicht vertauschbare Riinder liegen, so kénnen die beiden L, nicht
miteinander vertauscht werden. Ist also A’ B’ eine andere Selbstverbindung
desselben Randes, so kant nur dann A’B in AB, A’ in A und B in B iiber-
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gehen, falls A'B’ von A’ nach B durchlaufen den beiden L, resp. denselben
Umlaunfsinn gibt wie 4B von A nach B durchlaufen. Wenn das bei dieser
Zuordnung der Fall ist, dann ist es nicht der Fall, wenn A’ in B und B’ in 4
iitbergehen soll.

Ferner: Die Verbindungen des ersten und zweiten Randes etwa mit denselben
Endpunkten gehen durch Abbildungen mit festen Réndern simtlich in einander
iiber. Die Selbstverbindungen des ersten Randes dagegen zerfallen in zwei Klagsen
(s. Fig. 15). Die Verbindung A XCYB=v kann durch keine Abbildung mit
festem ersten Rand in die Verbindung AX CY'B=v' iibergefithrt werden.
Denn die beiden Teile ADB=7,, und AEB=r,, des ersten Randes bleiben

A8
Fig. 14. Fig, 15.

fest. Die geschlossene Kurve, die aus v und 7, zusammengesetzt ist, ist aber
auf der L, mit », homolog, die geschlossene Kurve, die aus v’ und r,; zusammen-
gesetzt ist, dagegen mit r;, also ist durch keine Abbildung mit festem Rande v in
v’ diberfithrbar. Machen wir wieder dieselben Uberlegungen wie in § 2 b), so
erkennen wir, dass alle Verbindungen von 4 und B (falls sie nicht mit einem
Stiick des Randes homotop sind, was ausgeschlossen ist,) aus v oder v" durch
Umkreisungen des Randes » entstehen.

Es sei nun in dem Falle dass n, > n, + n, ist, zuniichst |d,| <, Wir
wollen der Bequemlichkeit halber die Normalverbindung v,; durch v, als Normal-
verbindung ersetzen, wo jetzt alle festen Punkte auf », und die korrespondierenden
Punkte auf ' in einem der Sechsecke S, oder S,, etwa 8, liegen, die von v,,, vs; und
v,, sowie den 7; gebildet werden (s. Fig. 16). Die Zahl J, wird, weil sie durch
Uberkreuzungen von v, definiert wird, hierdurch nicht geéindert. Jetzt gibt es
wieder genau d; Verbindungsstrecken in der L, zwischen r, und »’;, die einmal

in Bezug avuf v, und v, r, umkreisen. Soweit diese Strecken zu Verbindungen
21—375634. Acta mathematica. 69. Imprimé le 11 janvier 1938.
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mit anderen Rindern gehéren, ist die Umkreisung, wie wir bereits wissen, durch
Homotopie nicht zu zerstoren. Wenn aber eine von den beideén zu einer Selbst-
verbindung gehorenden Strecken 7, umkreist, dann kann diese Selbstverbindung
durch Abbildung mit festen Riindern nicht in eine Selbstverbindung ohne um-
kreisende Strecken iibergefiihrt werden. Denn (s. Fig. 16) die ungestorte Selbst-
verbindung G M zusammen mit dem zu S, gehorenden Teil von 1, ist etwa mit »,
homolog, die gestorte Selbstverbindung G'M’ mit dem in S, liegenden Teil von
ry zusammen ist aber 7, homolog. Werden aber beide zu einer Selbstvefbindung
gehorenden Strecken in L, ; durch umkreisende Verbindungen ersetzt, dann ent-
steht die gestorte Selbstverbindung aus einer ungestorten Selbstverbindung durch

¢ G 6 ™M

M M
Fig. 16. Fig. 17.

Verschraubung in Ly, (s. Fig. 17). Dabei bedeutet das Wort »ungestort>, dass
die betreffende Verbindung dieselben Endpunkte auf », und »’; hat, aber in Ly
die Strecken v, (und vy) nicht schneidet (die MG’ in eine ungestorte Verbin-
dung verwandelnden Strecken in L, sind in Figur 17 gestrichelt eingezeichnet).
Zusammenfassend sehen wir also, dass die Zahl ¢; der Uberkreuzungen von v,
durch Homotopie mit festen Rindern auch in diesem Falle nicht geéindert werden
kann, denn sie bedeutet einen durch eine solche Homotopie nicht zu verindernden
Unterschied der gegebenen Verbindungen des ersten Randes mit anderen Rédndern
oder mit sich selbst gegeniiber den ungestorten Verbindungen. Und zwar ist dieser
Unterschied fiir positives und negatives J nicht derselbe.

Ist endlich |d,| > n,, etwa §, =, + u,n, wo u, dasselbe Vorzeichen hat wie
d;, dann haben wir Zu den durch », gegebenen Verinderungen noch u, Ver-
schraubungen des ganzen Systems der Verbindungen in L,; mit demselben Vor-
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zeichen, das d; hat, hinzuzufiigen. 31 ist nicht durch Homotopie mit festen
Réndern zu veriindern. Jedes System von Verbindungen liefert also unabhingig
von Homotopie bei Zugrundelegung von festen Réndern eindeutig das Symbol
(n1 R ng) )

d; d, d

 Wir ordnen jetz't fir »;=o0 (also keine Verbindung mit dem ¢‘*® Rand) der
Zahl ¢; | 6;] Parallelkurven zu r; mit einem dem Vorzeichen von d; entsprechenden
Umlaufssinn zu. Dann ist auch jedem solchem Symbol eindeutig bis auf homo-
tope Transformationen ein die festen » Punkte auf den drei Rindern verbindendes
Kurvensystem zugeordnet, und umgekehrt wird jedes System von geschlossenen
oder ungeschlossenen Kurven auf der Dreilochkugel durch ein solches Symbol
dargestellt. Jedes solche Kurvensystem zerfillt iibrigens hochstens in drei Ab-
teilungen von lauter bei beweglichen Riéndern homotopen Kurven. Die Anzahlen
der Glieder in diesen Abteilungen sind fiir die verschiedenen Fille

" + np—m —np—m

oder ”L_Z_-_‘ und #;, oder endlich d; (fiir »; = o).
Die Abbildungen der L, auf sich sind uns bekannt, sie bestehen in Ver-
schraubungen lings der drei Rinder. Sie transformieren unser Symbol in

(n1 g ny
O+ kymy O + kymy 05 + kgng)’
wo die k; ganze positive oder negative Zahlen oder Null sind.

Zum Schluss bemerken wir noch, dass wir héer den n; kein Vorzeichen geben
kénnen, wie das bei der Ringfliche méglich war.

§ 6.
Das arithmetische Feld oder die Kurvensysteme auf dem Einlochring.

a) Wir zerlegen den Kinlochring R} ebenso wie die geschlossene Ringfliche R,
(s. § 5 ¢)) durch zwei geschlossene nicht zerstiickelnde, sich nicht schneidende Kur-
ven @, und @, in eine Zweilochkugel L, , und eine Dreilochkugel Ls , (s. Fig. 18).
Ein Kurvensystem in R; hat etwa n Schnittpunkte sowohl mit @, wie mit a, und
2¢q Endpunkte auf dem Rande ». Wir konnen durch homotope Transformationen
mit beweglichen Riéndern auf L;, das Kurvensystem in Ls, iiberfithren in ein
solches mit » festen Punkten je auf a, und @, und 2 ¢ festen Punkten auf dem
Rande » und festen Verbindungen. Diese letzteren migen solche Kurven sein, die
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die Kurven b, und b, nicht schneiden, oder soweit sie Selbstverbindungen von + in
Ls . sind, je einen Punkt mit b, und b, gemeinsam haben. Und zwar ist diese
Zuordnung der gegebenen zu den festen Verbindungen nach dem, was wir tiber die
Dreilochkugel in § 5 e) sagten, eindeutig. Selbstverbindungen von «, oder g,
in L, konnen nicht vorkommen, da » nicht grosser ist als » + 2¢q. Wohl aber
haben wir Selbstverbindungen des Randes s, falls g > # ist. |
Es bleiben noch die Verbindungen der » Punkte auf ¢, und der n Punkte
auf a, in L., Diese werden durch eine positive oder negative Zahl J fest-
gelegt, (s. § 5 ¢). Ebenso wie bei der Ringfliche wollen wir jetzt den auf R,
laufenden ¢, und ¢, schneidenden Kurven
iibereinstimmenden Durchlaufungssinn und

damit auch » ein Vorzeichen geben. Aber

hier sind mnicht alle Kurven homotop.

Wir miissen deshalb etwas anders wie bei

! der geschlossenen Ringfliche die Uberein-

' stimmung der Vorzeichen erreichen. Wir
bestimmen, dass simtliche Kurven, die «a,

schneiden, @, in demselben Sinne iiberkreuzen.

Das kénnen wir erreichen, weil eine Kurve

iiberhaupt nur ein Mal a, iiberkreuzt oder

Fig. 18. aber (abgesehen von durch Homotopie weg-
zuschaffenden Punkten) a,, die Kurve &,
umkreisend, stets in demselben Sinne iiberkreuzt. (Hier ist der Punkt, wo die
Festsetzung des Vorzeichens fiir grosseres Geschlecht scheitert.) Durch diese
Festsetzung bekommt n ein Vorzeichen, positiv bei positiver Uberkreuzung, ne-
gativ bei negativer Uberkreuzung. Durch diese Festsetzung werden zugleich auch
alle diese Kurven in demselben Sinne b, iiberkreuzen. Fiir diejenigen, die a, nicht
schneiden, niimlich die Selbstverbindungen des Randes » in L;, setzen wir die

Durchlaufung so fest, dass die Uberkreuzung von b, durch alle Kurven in
demselben Sinne stattfindet. Auf diese Weise ist ¢ analog wie bei der ge-

schlossenen Ringfliche definierbar. — So erhalten wir durch (g q), wo # und 0

beliebige ganze Zahlen, ¢ eine Anzahl ist, ein beliebiges mit Durchlaufungssinn

versehenes Kurvensystem auf R,, wenn wir von Parallelkurven zum Rand absehen.

Bine Ausnahme bildet nur das durch das Symbol (Z q) dargestellte Kurvensystem.
Hier ist die Durchlaufung der ¢g—|n| Selbstverbindungen des Randes willkiirlich.
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Um auch die Parallelkurven zu 7 zu bekommen, miissten wir Homotopieen
mit festem Rand betrachten (ebenso wie bei der L;, § 5 e)) und eine Drehungs-
zahl fiir den Rand einfithren. Das geht genau so wie oben, aber wir brauchen
es im Spiteren nicht und wollen deshalb diese Kurven unberiicksichtigt lassen.
Wir werden aber weiter unten (s. ¢) in diesem §) iiber die Abbildungen mit
festem Rand einen Satz ableiten.

Das von uns eingefiihrte arithmetische Feld fir die R; ist dreidimensional
und enthiilt als Punkte alle mit Durchlaufungssinn versehenen Kurvensysteme
des R, mit Ausnahme der Parallelkurven zu 7.

b) Transformationen des arithmetischen Feldes oder des Symboles (; q) durch
die Abbildungen des Einlochringes auf sich. :

Die Abbildungen sind dieselben wie die der Ringfliche (s. § 4 b)), die Ab-
bildungsklassen werden erzeugt durch Verschraubungen .7, lings einer Parallel-
kurve a zu a, und A lﬁngs der a ein Mal schneidenden Kurve b. Wir denken
uns die Verschraubungen .7, in der Ls . zwischen g, und a, ausgefithrt, und die
Verschraubungen 4, in der L,; zwischen b, und b,. Diese Abbildungen induzieren
in den Symbolen (g) der Ringfliche R die Operationen des euklidischen Algo-

rithmus. Wie wirken diese Abbildungen auf die Symbole (gq)? Die Wirkung

von A, ist dieselbe wie auf das Symbol (:;) , denn durch sie wird nur die Zwei-

d+
nun nicht die Wirkung von .7, betrachten, sondern die von , 4;*' 4, Diese
Transformation fihrt ¢ in 5, b in a iiber (s. § 4 a)). Nun ist || stets die
irreduzible Anzahl der Schnittpunkte des Kurvensystems mit o, dagegen ¢ nur
dann die irreduzible Anzahl der Schnittpunkte des Systems mit b, falls |n]| = ¢
ist, d. h. wenn keine Selbstverbindungen des Randes in L3, vorliegen. Nehmen
wir nun an, ¢ sei nicht grésser als |#| und |d]|, so ist |#] die Anzahl der
Schnittpunkte des Systems mit b, also nach der Transformation A, 4" 4, die

lochkugel L., affiziert. Es ist also A, ((gq))=( nnq). Wir wollen aber

5q
~gesetzt ist. |#| ist die Anzahl der Schnittpunkte des Systems mit a, also nach
der Abbildung gleich der Anzahl der Schnittpunkte mit b, also gleich |¢'}|, weil
|#'| =|d| nach Voraussetzung = q ist. Die Vorzeichen von d und = sind leicht

Anzahl der Schnittpunkte mit a, also gleich |»’|, wenn 4, 4, 4, ((n )) = (:;, q)
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zu bestimmen, wenn man beriicksichtigt, dass 4, 4,4, als eine Drehung des
Systems @, b angesehen werden kann. Es ergibt sich so, ebenso wie bei der
geschlossenen Ringfliche, »'=— 0, ’=». Durch fortgesetzte Anwendung der
Operationen 4, und #;* und der Operation A, #;? 4, kinnen wir das Symbol

4 .
(g q) verwandeln in (g, q), wo nun |d'| < ¢ ist. So lange ¢ nicht grosser ist

als |n] oder |8], gilt der euklidische Algorithmus. Wir betrachten also jetzt
den Fall |n|> g >|d]| Sei wieder A, 414, ((gq)) = (:;, q) so ist noch

immer |#'|=|d]. |=»]| ist die Anzahl der
Schnittpunkte des transformierten Systems
mit b, aber da jetzt |#'| < ¢ ist, so ist
diese Anzahl auch gleich [d']| + ¢ —|#'],
denn g —|x’| ist die Anzahl der Selbst-
verbindungen des Randes in Ls,. fiir
das transformierte System. Also ist
|0"|=1n] +|d]— q. Das Vorzeichen ist
auch unschwer zu bestimmen, und es
ergibt sich, dass » das umgekehrte Vor-
zeichen von d hat, 0’ das Vorzeichen von .
Durch diese neue Operation ist aber
| n|<q geworden, und durch eine geeignete
Fig. 19. Anzahl von Operationen , oder 4!
wird jetzt auch |d| <|n|<g¢, sodass
wir jetzt den Fall zu behandeln haben g >|n|>|d|. Wir bezeichnen wieder
n

Aq 477 da_((aq

|6] + ¢ —1|=n], also ist |#'|=]d| + ¢ —|»|. Die Anzahl der Selbstverbindungen
des Randes in Ls, fiir das transformierte System ist ¢ —|n’| also = |n|—]4].
Also ist | 8| =|n| — (|n] —|6]) =|d]. Uber die Vorzeichen gilt dasselbe wie oben.

Es ist nun leicht zu sehen, dass es nur 12 verschiedene Kurvensysteme gibt,

)) mit (;‘ q). Die Anzahl der Schnittpunkte mit b ist jetz

die die Bedingung ¢ >|n|>|d]| erfiillen und ineinander transformierbar sind.
Denn in diesem Falle haben wir (s. Fig. 19) |2|—|d| Verbindungen von zwei
Punkten auf r, die 2 ein Mal und & kein Mal schneiden und miteinander homotop
sind, | 6] Verbindungen, die @ und b ein Mal schneiden und miteinander homotop
sind und endlich ¢ —]#| Verbindungen, die nur % ein Mal schneiden (die Selbst-
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verbindungen von r in Ls;,) und auch miteinander homotop sind. Das Kurven-

’

7
d,

system zerfillt also in 3 Abteslungen und es muss also, wenn (
ist, das in (g q) transformierbar ist und dieselben Ungleichungen befriedigt,

) ein Symbol

|#'| —|d'| und |d’| je gleich einer von den 3 Anzahlen fiir die 3 Abteilungen
sein. Durch die Wahl der beiden Abteilungen und die Zuordnung zu |#'|—|d’|
und |d’| sind aber |#’| und |6:'| bestimmt. Also haben wir im ganzen 6 ver-
schiedene Moglichkeiten fiir das Paar [#’|, |0'| und da die zweimal ausgefiihrte
Abbildung A, 4,7 4, bei n und J das Vorzeichen gleichzeitig éindert, haben wir,
wie behauptet, 12 verschiedene Moglichkeiten. Diese sind durch Anwendung von
Aod7 4y und 4,, wie wir gleich sehen werden, zu erreichen, sodass wir das
Resultat haben, dass wir durch 7, und A, .Jb“lda alle Abbildungen des gelochten

Ringes auf sich erzeugen konnen. Das ist nur eine Bestitigung des friiheren
Resultates, da aus der Erzeugbarkeit durch 4, und #, unmittelbar die Erzeug-
barkeit durch , und A, 44, folgt. Gleichzeitig folgt, dass jedes Kurven-
system auf dem Einlochring aus 3 Abteilungen besteht, deren Anzahl wir durch
unser Rekursionsverfahren bestimmen konnen (siehe die Beispiele).

Es fehlt noch die Ubersicht tiber die Erzeugung der 12 verschiedenen Mog-
lichkeiten fiir » und 6, falls ¢ > |n|>|d| ist. Das werden wir gleichzeitig mit
einer allgemeinen geometrischen Darstellung des arithmetischen Feldes und der durch
die Abbildungen wnduzierten Transformationen erledigen. Wir beschrinken uns
aber auf die Darstellung der Transformationen von |z | und | ¢|. Wir konstruieren
fiir diese Anzahlen ein gewdhnliches Quadratgitter (s. Fig. 20 und 21) und
zeichnen das Quadrat OQRS mit den Ecken (o, o), (g, 0), (g, ¢), (0, ¢ aus.
Dann stellen in dem Winkelraum ¢ < |#|, ¢ <|d| die gewdhnlichen Operationen
des euklidischen Algorithmus’

Inl) (Idl) || | = ‘)
(i) = (1) = (151)= ('
solche Transformationen dar. Durch diese Operationen kann man von jedem

Gitterpunkt des Winkelraumes in den rechtwinkligen Halbstreifen |n]|=q> Idl
gelangen. Aus diesem wieder durch die Operation

(151G ="3" 100

in den schiefwinkligen Halbstreifen ¢ >|n|<|d|. Aus diesem endlich, falls
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n == 0 ist, durch die Operation (Ig}) —»(I 6|Iﬁll ”l) in geeigneter Wiederholung

in das Dreieck O Q R ¢ >|n|>|d| Dieses Dreieck wird durch die Mittellinien
in 6 Dreiecke zerlegt. Ein Gitterpunkt kann durch die in geeigneter Wieder-
holung ausgefiihrten beiden Operationen

)= () e (150G 2l

JAhchse o
T
T (1]
g R
'P"
b
& ° n-Achse
Q
Fig. 2o0. ’ Fig. 21.

von einem der 6 Dreiecke in jedes der anderen Dreiecke gebracht werden.
Diese 6 Dreiecke entsprechen den 6 verschiedenen Permutationen der 3 Ab-
teilungen von Kurven oder den 6 verschiedenen Verteilungen der Abteilungen
auf die Abteilungen von a; und b; schneidenden und nur a; oder nur b; schnei-
denden Kurven. Auf den Mittellinien sind zwei Abteilungszahlen gleich. Auf
den Seiten des grossen Dreiecks ist eine Abteilungszahl gleich o, dementsprechend
sind in den Ecken zwei Abteilungszahlen gleich 0. — In eines der 6 Dreiecke
kann darch eine Operation, wie wir sahen, jeder Gitterpunkt gebracht werden,
falls er nicht auf (o, |d|) liegt oder durch eine Operation dahin kommt. (o, ]d])
im schiefwinkligen Streifen entsteht aber aus (l=[, o) im rechtwinkligen Streifen
|n]|>qg>|¢ | Dieser Gitterpunkt entsteht aus dem Punkt mit den Koordinaten
|#] und |d] fir (», §) = q. Alle Gitterpunkte, fiir die der grosste gemeinschaft-
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liche Teiler von #» und ¢ kleiner als ¢ ist, gelangen also durch unsere Operationen
in eines der 6 Teildreiecke. Alle Kurvensysteme, fiir die (#,d)= ¢ ist, sind
transformierbar in Kurvensysteme, bestehend aus (n, ) — ¢ geschlossenen zu
b: parallelen Kurven und ¢ Selbstverbindungen des Randes in L;,; Denn ein

solches System wird durch (Zq) fir |n| > g dargestellt. Eines der Teildreiecke

zusammen mit der Halbgeraden §=o0, |n| > q stellt also den Fundamentalbereich
auf dem arithmetischen Feld oder fiir die Kurvensysteme bei Transformationen
mit beweglichem Rand dar. Der Fundamentalbereich bei der geschlossenen
Ringfliche ist durch die Halbgerade 6 =0 gegeben. Denn man kann jedes

(g) auf ((n;d) ) reduzieren. Wir bemerken noch, dass je zwei verschiedene Gitter-

punkte in ein und demselben Teildreieck zwei verschiedene Tripel von Abteilungs-
zahlen ergeben.

Beispiele: 1) (?f 7), [#n] und [6]>¢. Man erhiilt durch 4,47 4, fiir die

absoluten Werte (Idl,q), d. h. (” 7), durch A£7%: (II 7). Jetzt sind wir im
=] 25 “\3

Bereich n > g > d, also erhalten wir durch 7,.7;'4, fiir die absoluten Werte

(Iﬂl—lg!" "”) d.h. (; 7) und durch 7% (:I)’ 7). Damit sind wir in einem

der Teildreiecke und erhalten also die Abteilungszahlen: [d|=1, [#|—]|d]|= 2,

g —|n|=14. Das werden wir durch direkte Betrachtung des Kurvensystems

(?i 7) bestitigen: Wir numerieren die Punkte auf @, und a, mit 1 bis 25. Die

ersten 7 Punkte auf a; und a, haben Verbindungslinien in Lj , mit 7, die ibrigen
sind in L;, wmit a, resp. a, verbunden. Der Ubergang von a, nach a, in Lo,
geschieht durch Addition von 11 modulo 25, der Ubergang von @, nach a, in
Ls, o durch Verbindung gleich numerierter Punkte. Wir gehen von r nach dem
Punkt 1 auf 4, und erhalten dann der Reihe nach:

1 (auf a,), 12, 23, 9, 20, 6 auf a, und, da dieser Punkt in L; , mit » verbunden
ist, ist 1 auf @; mit » verbunden nach g-maliger Umkreisung von b, 2-maliger
Umkreisung von a.

Von » nach 2 gehend, erhalten wir eine parallele Kurve: 2, 13, 24, 10, 21, 7;

dagegen von 7 nach 3 gehend die Reihe

3, 14, 25, 11, 22, 8, 19, 5, also 6-malige Umkreisung von b, 3-malige Um-
kreisung von a; .

22—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 13 janvier 1938
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von 7 nach 4, 5, 6, 7 gehend erhalten wir die vier gleichgebauten Reihen:

4, 15, 1

5, 16, 2

6, 17, 3

7, 18, 4, also je eine 1-malige Umkreisung von & und eine 1-malige Umkreisung
von a. Wir erhalten also in der Tat 3 Abteilungen mit resp. 2, 1, 4 Gliedern,
wie wir durch unser arithmetisches Verfahren oben bereits gefunden hatten. Wir
bemerken noch, dass die, hier aus topologischen Betrachtungen hervorgehende,
Tatsache, dass bei dem direkten Prozess, den wir zuletzt ausfiihrten, immer nur 3
Abteilungen mit verschieden langen Reihen herauskommen, einen rein arithme-
tischen Satz darstellt. Der rein arithmetische Beweis wird wohl kaum anders
zu fithren sein, als dass man nachweist, dass bei unserm »Verfahren> die Ab-

teilungszahlen erhalten bleiben.

(236
11 23 I 5 o

Wir haben also nur 2 Abteilungen mit einem Glied, resp. mit 6 Gliedern.
Wir bilden zur Kontrolle die Reihen

I, 12, 23, 11, 22, 10, 21, 9, 20, &, 19, 7;

2, 13, I

3, 14, 2

4, 15, 3

5, 16, 4

6, 17, 5

7, 18, 6,
die in der Tat in 2 verschiedene Abteilungen mit einem Glied, resp. mit 6 Gliedern
zerfallen.

Schliesslich bemerken wir noch, dass ein gemeinschaftlicher Teiler von #,
d und ¢ bei dem Verfahren nicht verloren geht und auch in den Abteilungs:

zahlen auftritt. Es stellt demnach das Symbol (iggq) die Kurven des Symbols

(gq) dar, jede mit ¢ — 1 Parallelkurven versehen. Wenn geschlossene Kurven,

die mnicht Parallelkurven zu # sind, auftreten, dann kann es nur 2 Abteilungen
geben. Denn schneiden wir R] lings einer solchen Kurve, etwa ¢ auf, so entsteht
eine Ls.. Kurven auf dieser L;,, die mit zwei Rindern keinen Punkt gemeinsam
haben wund nicht parallel mit dem dritten Rand sind, sind entweder Parallel-
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kurven zu diesen Rindern, also auf R; homotop mit ¢, oder Selbstverbindungen

des dritten Randes. Die solchen Kurvensystemen entsprechenden Symbole sind

stets von der Art, dass entweder » =0 oder (r, d) > ¢ ist.
Wenn keine geschlossenen Kurven auftreten, dann sind alle Kurven begrenzt

durch die 2 ¢ Punkte auf ». Diese zerfallen, wie wir wissen, in drei Paare von

Abteilungen. Wir sehen aus Fig. 19, dass ein Paar zusammengehoriger Punkte
einer Abteilung jedes Paar zusammengehériger Punkte einer anderen Abteilung
auf r trennt. Die Paare derselben Abteilung trennen sich nicht. Dies entspricht
genau dem iiber Polyeder mit esner Ecke ohne Einecke mit p = 1 frither Ent-
wickelten.! Der einen Ecke entspricht hier der Rand. Dieses Resultat ist ganz
leicht ohne Benutzung der Symbole fiir die Kurvensysteme, d. h. des arith-

metischen Feldes direkt abzuleiten.

¢) Einlochring RS mit festem Rand. Auf R! gehort bei beweglichem Rand
die Abbildung T*= (4y A7 4,)* zur Einheitsklasse. Es ist leicht zu sehen, dass
T* bei festem Rand eine Schraubung lings des Randes darstellt. In der Tat trans-
formiert eine Abbildung der Klasse T die Verbindungslinie 4,BA, (s. Fig. 22 w
23) in 4,CA,, eine Abbildung der Klasse T® A, BA, in A, D,E,BE,D,A,, eine

'A‘l A E1 D:_ , A,‘

-

= . e

E:_ ‘D4 A 2.
Fig. 23.

Fig. 22.

Abbildung der Klasse T* endlich A,BA, in A,D,E,BE,D,;4,, die durch Schrau-

bung , lings des Randes aus 4, BA, entsteht. Also fithrt 7%/ die Kurven

a und b sowie die Verbindungslinie 4,B A, in sich iber. Schneiden wir R} lings
A, BA, auf, so entsteht eine L,, fiir die die einzigen Abbildungen auf sich

!'s. Act. math. Bd 67. 8. 165 ff.
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Schraubungen lings des Randes, d. h. Schraubungen lings b sind. Aber durch
diese Schraubungen geht a nicht in sich iiber, also gehort 7'* 4! zur Einheits-
klasse der Abbildungen des R auf sich. Also gehort T* zur Klasse von 4, und
stellt eine Schraubung lings des Randes dar.

Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir R bei festem Rand wird erzeugt durch
die beiden Abbildungen 3 und T mit der Relation 3* 72 =1 (s. § 5 d). Demn
diese Relation gilt auch bei festem Rand, weil die Relation 3° T? =1 ausdriickt,
dass durch eine Abbildung (nimlich 4,4, 4,) die Schraubung 4 in die Schrau-
bung 7' iibergeht. Das muss auch fiir festen Rand gelten. Denn durch eine
Abbildung bei festem oder beweglichem Rand geht eine Schraubung stets in eine
Schraubung iber. Also kann ., nicht in die Schraubung ' verbunden mit
einer Schraubung lings des Randes iibergehen. Dagegen gilt die zweite Relation
T* =1 nicht. Denn A4, B A, und T*(4, B 4,) sind bei festgehaltenem Rand nicht
homotop, wie man durch Betrachtung der universellen Uberlagerungsfliche von
R! sofort erkennt. Durch Normaldarstellung der durch X und I erzeugten Ele-
mente auf Grund der Relation 3* 7% = 1 ergiebt sich dann, dass diese Relation
allein die Gruppe der Abbildungsklassen fiir den R} definiert, dass also drese
Gruppe mit der Gruppe der Kleeblattschlinge identisch ist.

§ 7.

Arithmetisches Feld und Kurvensysteme auf der Vierlochkugel.

a) Systeme geschlossener Kurven auf der L, (Fig. 24).

Wir zerlegen die L, durch zwei parallele Kurven @, und a, in zwei Dreiloch-
kugeln Ls , und L; . und eine Zweilochkugel L, ,. Da die Kurven der Systeme
alle geschlossen sein sollen, so sind auf den beiden Dreilochkugeln alle Kurven,
die nicht paralle]l zu den Rédndern oder zu a, und a, sind, Selbstverbindungen
des Randes a, resp. a,, Wir verbinden die vier Rénder der L, mit Normalver-
dungen Vi, Vi, Vi, Vi. Vu und V,, mogen a, und a, je in einem Punkt
schneiden. Die Kurven des Systems haben etwa 27 Punkte je mit a; und a,
gemeinsam. Dann legen wir je » von den auf a, und a, gelegenen Punkten auf
einen der beiden Teile zwischen ¥V, und V,; und legen in Ls o, und Ls . Ver-
bindungen je zweier solcher Punkte fest, die V,, resp. Vy, ein Mal, Vs und V4
kein Mal schneiden. Jedes System geschlossener Kurven auf L, das keine
Kurven parallel zu den Rindern oder a, und @, hat, ist innerhalb L3 o, und Ls q,

homotop mit beweglichen Réndern auf diese Verbindungen zu transformieren.
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Bleiben nur die Verbindungen in der L, ., die genau so wie die vorigen Male
durch eine Zahl d festgelegt werden. Die Kurven des Systems werden also durch

das Symbol (g) gegeben, wo d eine positive oder negative ganze Zahl oder Null,

o
0

entsprechend dem Vorzeichen von d versehene Parallelkurven zu @, zu. Den Kur-

n aber eine Anzahl ist. Dem Symbol ( ) ordnen wir ¢ mit Durchlaufungssinn

ven im allgemeinen einen Durchlaufungssinn zu geben, ist ohne weiteres nicht

n

i}
Systeme geschlossener Kurven auf der L, dargestelit, die keine Parallelkurven
zu den Rindern enthalten. Und zwar sind # und J unabhingig von homotopen

moglich; wir kommen spiter darauf zuriick. Durch das Symbol ( ) werden alle

Transformationen mit be.weglichen (aber nicht vertauschbaren) Rindern. Dies
kann man durch direkte topologische Betrachtungen, vielleicht etwas umstind-
lich nachweisen. Bequemer ist es wieder die Darstellung durch die Fundamental-
gruppe der L, zu benutzen, also die freie Gruppe gebildet aus 3 von den Opera-
tionen 7y, 7y, 1y, 14, die jetzt Umkreisungen der 4 Randkurven darstellen mogen.
Es ist in der Tat leicht, aus unserem Symbol die Darstellung des Kurven-
systems in der Fundamentalgruppe zu gewinnen. Wir wollen aber diese Aufgabe
zunichst dadurch vereinfachen, dass wir voraussetzen, dass unser Kurvensystem aus

einer einzigen Kurve besteht. Wir werden spiter sehen, dass, ebenso wie bei der
n

Ringfliche, das Symbol ( 6) dann und nur dann eine einzige Kurve darstellt,

falls (n,d) =1, ist, dass ferner das allgemeine Kurvensystem aus (%, d) Parallel-
kurven besteht. Fir den Nachweis unserer Behauptung der Homotopieinvarianz

von (:;) geniigt es also, den Fall (n, ) =1 zu betrachten. Ferner setzen wir zunichst

0 < d < n voraus. Dann ergibt sich durch Betrachtung des Verlaufs in der auf-

geschnittenen Fliche (vgl. oben 8. 147 und Fig. 25, wo (g) = (2) ist), dass die

Kurve (g) dargestellt wird durch einen 2 n-gliedrigen Ausdruck in den Erzeugenden

rElytlpf!l Die Erzeugende #F! kommt in diesem Ausdruck d-mal vor, die
Erzeugende r£!kommt # — d-mal und ¢! kommt %-mal vor. Da eine Transforma-
tion, wegen der Freiheit der Erzeugenden, nur eine zyklische Umordnung der
Glieder des Ausdrucks bewirkt (,falls in dem zyklisch geschriebenen Ausdruck
auf einander folgende Glieder von der Form & 9! weggelassen werden), so sind

n und ¢ durch diesen Ausdruck oder irgend eine seiner Transformierten eindeutig
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bestimmt, d. h. » und J bleiben in diesem Falle bei homotopen Transformationen
ungeindert. Ist |d|<n aber 0 >4, dann gilt dieselbe Uberlegung, wenn wir statt
der Erzeugenden r,; die Erzeugende r, einfithren und die Fundamentalgruppe durch
die freie Gruppe der Erzeugenden #,r,7; darstellen.

Es bleibt noch der Fall |d| > n. Diesen fithren wir durch eine »Koordinaten-
transformation» auf den vorigen zuriick, die iiberhaupt bei unseren Betrachtungen
der L, eine grundlegende Rolle spielt: wir bestimmen nimlich das Kurvensystem,
statt durch die » Schnittpunkte auf den Parallelen @, und g, und durch das
Mass d der Verschraubung der Verbindungen, durch die »' Schnittpunkte auf
den Kurven b, und b, (s. Fig. 24) und das Mass ¢’ der Verschraubung in der

0 A'BCD

oo

» W

0N Q

N
*@
K

A BODC
Fig. 24. Fig. 25.

Ly, s zwischen b, und b,. Wir legen b, und b, so, dass in der L, ; alle Selbst-
verbindungen der a; liegen. Dann haben wir genau | 0] Selbstverbindungen der
b;in den Lgy;. Also ist #'=]|d|, und alle diese Selbstverbindungen liegen in
der Ly o Durch Umkehrung der Betrachtung erhalten wir »=1]6"|. Wir geben
endlich ¢° das Vorzeichen von d durch eine geeignete Festsetzung iiber die
positive Seite von a,. Die Koordinatentransformation lautet dann »’ = |d]|,

0= I—gjn Der Unterschied gegen die analoge Transformation bei der Ringfliche

R! ist klar: bei der L, handelt es sich nur um eine Koordinatentransformation, bei
der R' kann diese auch als Abbildung angesehen werden. Aber das kommt fiir
die L, unter Voraussetzung von nicht vertauschbaren Réndern nicht in Frage,

weil die b; andere Paare von Rindern trennen als die ;. Bei Vertauschbarkeit
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der Rinder entspricht der Koordinatentransformation eine Vierteldrehung. Damit
haben wir nun den Fall |d] > # auf den Fall |d]| < » zuriickgefiihrt.
Es bleibt nur der Fall » =|d|= 1 iibrig. Aber in ein Symbol mit anderem

n oder d kann bei homotopen Transformationen ( iI I) nicht ibergehen, weil wir
fiir die anderen Symbole die Invarianz von » und [d| nachgewiesen haben.
Aber es kann auch nicht (:;) in (jd‘) iibergehen. Denn, transformieren wir
beide Kurven durch eine Verschraubung in L, ,, dann gehen sie in Kurven mit

den Symbolen ( )und (_ 62—2%) iiber, die, weil fir 640 die Zahl

n
d+2mn
| + 2n| von [ — & + 2n| verschieden ist, zwei nicht durch Homotopie in einander

iiberfithrbare Kurven darstellen. Also sind auch (2) und (_n 6) nicht durch
Homotopie ineinander iiberfiithrbar, und wir haben jetst allgemein die Invarianz
von (g) be: Homotopie nachgewiesen. Hierbei ist es, weil es sich um lauter ge-

schlossene Kurven handelt, gleichgiiltig, ob die Rénder als fest oder beweglich
angenommen werden.

b) Abbildungen der Vierlochkugel auf sich und die Wirkung auf das arithme-
tische Feld. Wir haben in § 3 spezielle Abbildungen der L, auf sich betrachtet,
Verschraubungen der L., und L, ;. Nach den fritheren Ergebnissen und dem
soeben Entwickelten wirken sie so, dass die erste Verschraubung # iiberfiihrt in #,
|| in |6 + 2%=]|, die zweite » in |n + 2% d], |6] in |6]. Wir haben also (zu-
nichst nur fiir die absoluten Werte) wieder den euklidischen Algorithmus, aber so,
dass wir stets nur ein gerades Vielfaches der einen Zahl zu der anderen addieren
oder von ihr abziehen konnen. Diese Operationen bilden eine (nicht invariante)
Untergruppe der Operationen des allgemeinen euklidischen Algorithmus. Wir wollen
sie als gerade euklidische Operationen bezeichnen. Ist |d|> % > 0, so konnen
wir % so bestimmen, dass |6 + 2kn| < n ist, ist aber » >|d| > 0, so kdnnen
wir ¥ so bestimmen, dass |n + 2% 6| =|d| ist. Das Verfahren bricht in fol-
genden drei Fillen ab: 1) n=o0, 2) 0 =0, 3) n=]d]. Im ersten Falle erhalten
wir | 6| Parallelkurven zu a,, im zweiten » Parallelkurven zu b;, im dritten Fall

haben wir d =1 »n Das Symbol (—nn) geht aber durch Addition von 2% zu

— n iiber in (n) Das sind » Parallelkurven zu einer bestimmten 7, und 7, von



176 M. Dehn.

r, und 7, trennenden Kurve, etwa ¢ (s. Fig. 24). Also haben wir zunichst das
Resultat: jedes System won geschlossenen, doppelpunkislosen, sich gegensertig nicht
schneidenden Kurven auf der Vierlochkugel kann durch eine vermittels der Schrau-
bungen ldngs a und lings b erzeugte Abbildung der L, auf sich iibergefiihrt werden
wn eine Anzahl Parallelkurven zu ermer von drei bestimmien die Rdnder paarweise
trennenden Kurven. Diese Anzahl ist gleich (n, 0), wenn das Kurvensystem durch

(g) dargestellt wird. Hierbei sind Parallelkurven zu den Rindern unberiicksich-

tigt geblieben. Damit haben wir die oben benutzte Tatsache, dass fiir (n,d)==1
‘das Kurvensystem nur aus einer Kurve besteht, abgeleitet. Wir haben dazu nicht
den Satz itber die Homotopieinvarianz der Symbole benutzt. _

Eine Abbildung nun, die etwa @; und @, in sich iiberfithrt, kann auf L; ,,
und Ls 4, durch Homotopie (mit beweglichen Rindern) erzeugt werden. In der

Ly, erzeugt sie eine Verschraubung, die der Transformation (g) - ( s +n7m)

entspricht. Fithrt nun eine Abbildung @ der L, auf sich zwei Kurven ¢; und
o in a; und g, iber, dann gehen durch eine geeignete Transformation @, die aus
Verschraubungen in Ls o und Ly zusammengesetzt ist, ¢, und e, in Parallelkurven
zu a,, b, oder ¢ iiber. Aber es miissen Parallelkurven zu o, sein, weil nach der
Voraussetzung @, und «, dieselben Riinderpaare trennen. Also ist E®(e,) = ay,
E®0'(a)=a, Folglich ist @@ bis auf Homotopie gleich einer Verschrau-
bung in L,,. Also sind aus Verschraubungen tn Ls , und Loy, die den geraden
euklidischen Operationen entsprechen, Reprisentanten jeder Klasse von Abbildungen
der Vierlochkugel auf sich erzeugbar. Ist aber eine gerade euklidische Operation
nicht die identische Transformation, d. h. fithrt sie nicht alle Symbole in sich
iilber, dann repridsentiert sie nicht eine homotope Transformation, die, wie wir

nachgewiesen haben, alle Symbole in sich iberfithrt. Andererseits fithrt eine
nicht homotope Transformation mindestens eines der Symbole (;) oder (?) nicht

in sich iiber, entspricht also nicht der identischen Transformation in der Gruppe
der geraden euklidischen Operationen. Also haben wir: die geraden ewklidischen
Operationen erzeugen eine der Gruppe der Abbildungsklassen der Vierlochkugel ein-
stufig isomorphe Gruppe'. '

! Herr W. MAGNUS teilt mir mit, dass sich hieraus unter Benutzung des Resultats von H.
FrascH, Math. Ann. 108 8. 245 ergiebt, dass die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die L, die
freie Gruppe von zwei Erzeugenden ist.
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¢) BEs ist leicht zu sehen, welche Symbole Kurvensysteme darstellen, die auf
ein bestimmtes der drei Systeme von Parallelkurven abbildbar sind. Denn be:
den geraden euklidischen Operationen bleibt der Charakter von n und d als gerade
oder ungerade erhalten. Wir konnen annehmen, dass #» und d nicht beide gerade
sind, weil wir sonst die griosste Potenz von 2, etwa 2!, die in beiden aufgeht,

herausnehmen konnen, und deswegen (n) ein Kurvensystem darstellt, das aus

é
n
: !
2! Kurvensystemen besteht, die je parallel sind zu dem Kurvensystem 2 , WO
2!

Zl und% nicht beide gerade sind. Wir haben dann drei Fille: 1) = und d

ungerade, (g) stellt ein Kurvensystem dar, das auf (», §) Parallelkurven zu ¢

é
auf (n, d) Parallelkurven zu a abbildbar ist. 3) » ungerade, d gerade, das Kurven-
system ist auf (n, d) Parallelkurven zu b abbildbar. Damit haben wir die In-
varianten cines Kurvensystems gegen Abbildungen aus den Symbolen abgeleitet.

abbildbar ist. 2} n gerade, d ungerade, (n) stellt ein Kurvensystem dar, das

d) Ein Durchlaufungssinn des Systems (g) iibertrigt sich auf den Durch-
laufungssinn etwa von 7, in der Weise, dass das Stiick von L, zwischen r, und
einer Kurve des Systems durch die Durchlaufung von r, und der Kurve die gleiche
Indikatrix bekommt. Bei der Abbildung geht 7, in .
sich mit Durchlaufungssinn iiber, also iibertriigt sich l
vermittels 7, der Durchlaufungssinn des Systems (:;
auf die Bildkurven, also auch auf die Kurven a, b hk

S ——

oder ¢ in deren eine (:;) abgebildet werden kann.

Es ist leicht (s. Fig. 26) diese Ubertragung des /

Umlaufsinns von 7, auf «, b, ¢ einerseits und —

durch die erste Selbstverbindung von @ in L. —
Fig. 26.
auf (g) andererseits herzustellen.

Wir wollen nun eine bestimmte Durchlaufung von », als positiv annehmen
n

und damit auch eine bestimmte Durchlaufung von a,, b,, ¢ und ( P

) als positiv. Wir

23—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 13 janvier 1938.
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g) oder im Falle (#, d) > 1 die in diesem Sinne

gleich durchlaufenen parallelen Kurven des Systems (

wollen die so durchlaufene Kurve (

ny . . n
d) wie bisher durch ( 6)
darstellen. Die in umgekebrtem Sinne durchlaufenen Kurven wollen wir von

-_—n

§ ) bezeichnen. Unsere Koordinatentransformation

jJetzt an mit dem Symbol(

(a > b) sieht dann so aus:

i — il 5194
n=" |6] o= F | =]

Auf diese Weise behilt das obere Symbol des Paares, also #, # u. s. w. stets
dasselbe Vorzeichen bei den Operationen der Koordinatentransformation und des
euklidischen Algorithmus. Wir wollen ferner, ebenso wie frither bei den Sym-
bolen fiir die Kurvensysteme auf der Ringfliche, jetzt dem Symbol d verschie-
dene geometrische Bedeutung geben, je nachdem » positiv oder negativ ist, und
zwar soll sich bei Wechsel des Umlaufsinnes der Kurven auch die Umkreisungs-

richtung fiir dasselbe d éndern oder, anders ausgedriickt, wenn (7;) ein Kurven-

—n
—d
laufung darstellen. Diese Festsetzung ist nétig, damit esne Abbildung fiir belie-

system darstellt, so soll ( ) dasselbe Kurvensystem mit umgekehrter Durch-

bigen Umlaufsinn durch dieselbe Transformationsformel ¢’ = d + kn dargestellt
wird (ohne diese Festsetzung wiirde % fiir dieselbe Abbildung mit dem Vor-

zeichen von 7 sein Vorzeichen wechseln).
Beispiele: 1)

= (i), durch Verschraubung in L, q — ( _II), durch Koordinatentrans-
formation @ - b:

- (:I), durch Verschraubung in L;; — (:), durch Koordinatentrans-
formation b — a:
I
- (3)

d. h.: durch eine Verschraubung in Ls o und eine Verschraubung in Lo entsteht

eine Abbildung, die ¢= ( i) in sich iberfiihrt, also eine Schraubung lings c.
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= ( ___ ) - (_:), durch Koordinatentransformation a - b:
I) — (_I) » » » 1}“’ a.
1 —1
I 1)
— I :

Das Resultat dieses Abschnittes ist: FEs ist die Gesamtheit der Systeme ge-

-

- I

schlossener, je mit demselben Umlaufsinn versehener Kuirven, abgesehen von Parallel-

n

d
positive oder negative Zahlen oder auch null, aber nicht beide null sein kinnen, zugeordnet.

kurven zu den Rdndern, eineindeutig der Gesamtheit der Symbole ( ), wo nw und ¢

¢) Geometrische Darstellung der Symbole (g)
n
)

), wo 7 eine positive
Zahl ist, betrachten. Die den Punkten auf a, und a, entsprechenden 2 # Zeichen

Wir wollen noch einmal das urspriingliche Symbol (

Sy ... 8, Sptr...8, werden vermige der Verschraubung in L, . auf sich
selbst abgebildet durch S;— S, wo ¢*=¢+ d mod 27 ist. Durch die Selbst-
verbindungen in L. geht nun S iiber in §;, wo i=2n+ 1— 14" ist, also
i=1—i—0Jmod 2n; i geht wieder durch Verschraubung in L, . iiber in 7'*
wo ¢*=7¢—d=1—7— 20 mod 2n ist, und dann endlich durch Selbstverbindung

in Ly o in ¢ =2n+1—7¢*=¢+ 2d mod 2 n.

Also liefert das Symbol (n

6) bei einer einmaligen Umkreisung von b eine
Substitution

‘'=1¢+ 20 mod 2 .

Diese Substitution ist zyklisch, also haben alle Zyklen, in die sie zerfiillt, dieselbe
Anzahl von Zeichen, und zwar gibt es genau (n, 6) solcher Zyklen. Dies ent-
spricht dem obigen Resultat; dass alle Kurven eines Systems Parallelkurven sind
und zwar in der Anzahl (n,d).

Der Zusammenhang des Symbols (n) mit der obigen Substitution fithrt dazu,

)
das Kurvensystem graphisch darzustellen (s. Fig. 27): Wir benutzen ein Quadratnetz
und zeichnen auf allen horizontalen Seiten die Punkte ;... S:» in derselben

Durchlaufungsrichtung mit dem gleichen Abstand ¢ voneinander und dem Abstand ;_e
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der Punkte S, und S, von den Ecken. Dann ist das Kurvensyste[_n, das durch (:;)

dargestellt wird, auch dargestellt durch alle Geraden, die einen Punkt S; mit der
Abszisse = etwa auf der unteren Seite

/ eines horizontalen Streifens mit einem
Punkte mit der Abszisse x + 2 § ¢ auf der

oberen Seite des Streifens verbinden.

S5
Dabei sind Geraden, die homologe Gera-
den des Netzes sind, d. h. solche, die

durch Parallelverschiebung des Netzes in

sich auseinander hervorgehen, nicht als

Sq £ Se verschieden anzusehen, die Geraden wer-
3 den nur »modulo des Netzes» betrachtet.
( ) Die Geraden liefern durch die Schnitt-
punkte mit auf einander folgenden hori-
zontalen Netzgeraden die den XKurven-

Sy 8y Sy 35,5" systemen entsprechenden Substitutionen.

Fig. 27, Statt auf einem Quadratnetz kénnen wir

die Kurvensysteme auch auf einer Ring-
fliche darstellen, deren universelle Uberlagerungsfliche das Quadratnetz ist. Aber
es ist selbstverstindlich unmdglich, das Quadratnetz als universelle Uberlagerungs-
fliche der Vierlochkugel aufzufassen.

.Das Kurvensystem auf der L, entspricht, wie wir soeben gesehen haben, einer
Substitution von 21 Symbolen, die erzeugt wird durch eine Spiegelung I,
nimlich die Indexsubstitution ¢ = 2#n + 1 — ¢, und eine zyklische Verschiebung
Z:7 =i+ dmod2n TUnd zwar ist diese Substitution, gleich I=*Z—'IZ und
stellt wieder eine Verschiebung dar: ¢ =27 + 2d mod 2». Dies ist nur der ein-
fachste Fall einer in der Topologie sehr hidufiz vorkommenden Erscheinung.
Betrachten wir z. B. den aus zwei Einlochringen Rji: und R durch Zusammen-
heftung lings des Randes r entstehenden Doppelring. Die Kurvensysteme auf
Riy und Ri. sind, wie wir in § 6 b) sahen, abbildbar auf Kurven dreier Ab-
teilungen. Diese teilen die 2 n Schnittpunkte auf r ein in drei Paare von Ab-
teilungen. Wir haben etwa fiir i, die Schnittpunkte

‘Sl e S'"l Snl+1 . Snx-)-ng Asvnl.*."g.*,] P S‘"l+"ﬂ+":«'—_‘"

\j
bnﬁ—-n, DRI Sn+1 Sn—i—n,—i Ny » = o Sn+n,+1 Sz n L Sn+n1+n2+1-
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Hierbei entspricht die Anordnung der Punkte auf r der natiirlichen Aufeinander-
folge der Indices von 1 bis 2 ». - In der oben hingeschriebenen Anordnung hingegen
stehen die durch die Verbindungen auf Rj, zusammengehérigen Endpunkte der
Kurven unter einander. Die hierdurch gegebene Zuordnung ist eine Substitution der
2n in natiirlicher Reihenfolge angeordneten Zeichen von der zweiten Ordnung,
etwa I. Ebenso haben wir eine solche Substitution I’ der 2 » Zeichen entsprechend
den Kurven von Rj . mit anderen Abteilungszahlen, etwa »',, #’y, #’5. Das Kurven-
system auf dem Doppelring entsteht durch Verschraubung Z lings r, d. h. einer
Substitution ¢ = + d(2#), und diesem Kurvensystem entspricht also die Sub-
stitution ZZZ'I'!. Tir andere topologische Gebilde haben wir ganz anders

Fig. 28.

gebaute Substitutionen zweiter Ordnung I, z. B. fir Kurvensysteme auf der
Sechslochkugel, wo die drei Abteilungspaare in der Reihenfolge 1, #, 7y 7, 1575
auf einander folgen, wie die Betrachtung der Fig. 28 zeigt. Bei dem einfachsten
Falle, den wir oben betrachtet haben, wo nur ein Paar von Abteilungen vorliegt,
und (was iibrigens ganz unwichtig ist) 1= I’ ist, war ZIZ 1T wieder eine
zyklische Substitution und der euklidische Algorithmus liefert uns ihre wesent-
lichen Eigenschaften. In anderen Fillen kennt man bisher nur recht uniiber-
sichtliche, auf topologischen Uberlegungen beruhende Verfahren. Es fehlt eben
eine einfache Transformation, die der obigen »Koordinatentransformation», also
der Vertauschung von # und d, entspricht. Vielleicht lisst sich aber die geo-
metrische: Darstellung des einfachsten Falles durch ein Quadratnetz auf kompli-
ziertere Fille durch regelmiissige Einteilungen der nicht-euklidischen Ebene iiber-
tragen.
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f) Kurvensysteme auf der Vierlochkugel mit Endpunkten auf einem Rand.
1) Wir wollen das Resultat anders wie beim Einlochring zuniichst direkt ableiten;
indem wir zu dem bisher Bewiesenen noch einige topologische Betrachtungen
hinzufiigen. Schneiden wir lings einer nicht auf r;, zusammenziehbaren Selbst-
verbindung ¢ des Randes 7, die I, auf (s. Fig. 29), so entsteht eine Ls ; und
eine Ly . Auf der L, , liegt noch ein zweiter Rand der L,, etwa r,. Die
Rinder »; und », bilden dann auf der Lj , die beiden anderen Rinder. Die
L, s wird ausser von 7y begrenzt durch eine Kurve, die zusammengesetzt ist aus
der Selbstverbindung ¢ und einem Stiick 71,2 des Randes », zwischen den End-

punkten von ¢. Ebenso ist die L; , ausser von 7, und », noch begrenzt durch

-

o>
..‘o‘.“""
P
—— ———
-

Fig. 29.

eine Kurve, die zusammengesetzt ist aus ¢ und dem anderen Stiick 7,34 von 7,
zwischen den Endpunkten von .

Wir betrachten nun eine Parallelkurve ¢ zu diesem letzteren Rand in L; ,.
Diese ist eine geschlossene Kurve auf der L,, die », und », von sy und r, trennt.
Folglich ist sie nach dem oben Bewiesenen durch eine Abbildung der L, auf sich
mit beweglichen, aber nicht vertauschbaren Rindern auf die Kurve a, abbildbar.
Durch diese Abbildung geht ¢ in eine Selbstverbindung 5 von s, iiber, die in
Ls o, liegt und nach dem frither (§ 3) Bewiesenen in eine bestimmte Selbstver-
bindung ¢ des Randes #, in L3 o homotop bei beweglichen Rindern, also auch
homotop auf I, iibergefithrt werden kann.

Haben wir mehrere (sich nicht schneidende) Selbstverbindungen ¢; von 1y,
die 7; von ry und 7, trennen, so schneiden wir lings derjenigen Verbindung o,
auf, fiir die das Randstiick 7;1,34 von 7, das zu Ls . gehdrt, keine Endpunkte von
anderen solchen Selbstverbindungen enthilt. Eine Parallelkurve « zu 6, 71,3 in
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L; s kann wieder durch Abbildung in @, iibergefiihrt werden. Jetzt liegen alle
diese Selbstverbindungen in L; ,, und konnen durch Homotopie mit beweglichen
Rindern in feste Selbstverbindungen von #; iibergefiihrt werden. Betrachten
wir nun die Dreilochkugel L;,. In ihr liegen alle vielleicht noch vorhandenen
Selbstverbindungen von 7, die nicht mit 6, homotop sind. Denn alle auf der
Zweilochkugel L, , liegenden (die nicht mit einem Stiick von 7, homotop sind) sind
mit ¢, homotop. Durch Homotopieabbildung der L, sind die Endpunkte jener
anderen Verbindungen auf 7 s beweglich, aber mnatiirlich nicht iiber g, ver-
schiebbar. Also haben wir hier den Fall des festen Randes und erhalten nach

Fritherem zwei verschiedene Arten von nicht miteinander und nicht mit einem

Fig. 29 a.

Randstiick, insbesondere nicht mit ¢, homotopen Selbstverbindungen von 7, die
sich dadurch von einander unterscheiden, dass die einen, etwa o}, mit einem Stiick
von 7,3 zusammen 7, einschliessen, die anderen, etwa o, ebenso 1, (s. 0. 8. 161
und Fig. 29 a). Die ersteren liegen nach der Abbildung von « auf a, auf der
Dreilochkugel Lz ;. Denn die Parallelkurve o', die zu o; ebenso konstruiert ist,
wie oben « zu ¢;, .schneidet, wie wir aus der Figur sehen (¢’ ist punktiert in
den beiden zusammengehorigen Figuren 29 a eingezeichnet), ¢ resp. nach der
Abbildung ¢ g, die Kurve @, zweimal, hat also (nach der Abbildung « — a,) das
I
i}

¢ abbildbar. Aber es kann nur b, sein (d. h. (;) und ¢ gerade), falls ¢’ wie vor-

Symbol ( ) und ist durch Verschraubung in L., auf (;) d. h. b,, oder (i) d. h.

ausgesetzt 7, und 7, von 7, und 7, trennt. Ebenso geht die Parallelkurve ¢’ zu
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1
i)

auch mit ¢’ zwei Punkte gemeinsam hat, so muss, falls ¢’ in b, abgebildet ist,

o/ durch die Abbildung in eine Kurve mit dem Symbol ( ) ‘Da die «” aber

¢” in eine Kurve mit dem Symbol ( !

N 1) ibergehen. Nun kénnen wir zwar

durch Verschraubung in L, , oder L;; die Kurve (__II) =¢f in (i)Ecl ver-

wandeln, aber dabei geht entweder b, oder @, in eine nicht homotope Kurve iiber.
Wenn die Parallelkurven g, zu s und b, zu s je in homotope Kurven iibergehen
sollen, dann ist nur noch eine homotope Abybildung moglich und Verbindungen
" mit der Parallelkurve ¢, nicht in Verbindungen mit der Parallelkurve ¢} iiber-
filhrbar. Die Verbindungen s liegen entweder in der mit ¢, = (;) gebildeten
Dreilochkugel Ls;. {in der r, liegt) oder in der mit & = (_II) gebildeten
Dreilochkugel Ls .t (in der r, liegt). — Zusammenfassend haben wir:

Jedes System wvon Selbstverbindungen eines Randes 1, kann durch eine einzige
Abbildung tibergefichrt werden in ein System von festen Verbindungen, das aus dre:
Abteilungen besteht, die je in Ls o, Ls v, Ls ¢, oder Ls a, Ls s, Ls,ct liegen.

Es ist klar, dass man eime von den Dreilochkugeln Ls . oder Ls.* vor-
schreiben kann, dann muss man aber neben L;, noch Ls,* oder neben Ls
noch ILj;3* zulassen, je nachdem man ¢, durch eine Schraubung lings b, oder
durch eine Schraubung lings 4, in ¢f verwandelt hat.

Bestebt aber unser Kurvensystem nicht nur aus Selbstverbindungen des Ran-
des r,, sondern auch aus geschlossenen Kurven, dann kénnen wir die geschlos-
senen Kurven siimtlich entweder in a@; oder in b, oder in ¢, verwandeln und damit
gehen die Selbstverbindungen von 7, alle iiber entweder in die zu a, oder in die
zu b, oder zu ¢, gehdrende Abteilung. In diesem Falle haben wir also, ebenso
wie beim Einlochring, nur zwei Abteilungen: die geschlossenen Kurven und eine

Abteilung von Selbstverbindungen.

2) Wir haben in 1) eine Normalform fiir Kurvehsysteme (ohne Umlaufssinn)
mit Endpunkten auf esnem Rand gefunden und wollen nun seben, wie diese Normal-
Jorm durch Symbole ausgedritckt wird. Wir fithren die Symbole ebenso wie frither ein:
wir zerlegen die L, durch g, und @,. Dann sind durch Homotopie mit beweglichen
Rindern die Kurven in Lj ., sowie in Ls 4, in feste Verbindungen iiberfiihrbar.
Bleiben nur die Verbindungen in L;,, die durch die Verschraubungszahl d in

Bezug auf eine bestimmte Verbindung, etwa das Stiick von b, zwischen @, und
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a, festgelegt ist. Dann ist durch die Anzahl 2% der Schnittpunkte auf ¢, und
a,, die Anzahl 249 der Endpunkte auf r, sowie ¢ das Kurvensystem bis auf

Homotopie festgelegt. Wir bezeichnen das Kurvensystem durch (g _q). Im Falle,

dass I geschlossene Kurven parallel zu a; resp. b;, resp. ¢, resp. ¢i und m Selbst-
verbindungen das Kurvensystem: bilden, haben wir die Symbole

(om ro m+ 1 v m+ 1 ) m+1 \
; sp. o ™) wesp-\, . m)resp.|_ " m

Im Falle, dass keine geschlossenen Kurven, dagegen m, Selbstverbindungen
parallel mit a,, m, Selbstverbindungen parallel mit b, m. Selbstverbindungen parallel
mit ¢, resp. ¢f vorhanden sind, haben wir die Symbole

Mg + Me

Mg + Mg
- ”/lc

Mq + mp + M) -
Me

Wq + My + mc) resp. (

Wir wollen dieses Koordinatensystem das (a, b)}-Koordinatensystem nennen (die
zweite Koordinate ist bestimmend fiir die Zahl §). Wiihlen wir entsprechend das (b, a)-
Koordinatensystem, so werden m, und m; vertauscht. Wir bezeichnen das Symbol

’
n

6’
ist, wenn mq #=o0 ist, ¢ >’ ist. Ist aber m.= m; = 0, dann fiilhren wir das

in diesem Koordinatensystem mit ( ) Wir sehen, dass wenn m; & 0 ist, ¢ > n

Koordinatensystem (¢, @) ein und erhalten als Symbol (2%23) im Falle, dass die

Selbstverbindungen alle parallel zu ¢, sind, was wir durch Verschraubung in

Ly o oder Ly, stets erreichen konnen. Im (e, a)}-Koordinatensystem bezeichnen

. ;
wir das Symbol mit (g,, q). Wir haben dann das Resultat, das fiir jedes Kurven-
system nach einer geetgneten Abbildung fiir ein geeignetes der drei Koordinaten-
systeme stets m resp. n’ resp. n” < q ist. Das (c, a}-Koordinatensystem ist nur er-
forderlich, falls » = | 3| = ¢ d. h. nach eventueller Verschraubung in Ls « n=0=4.
Das Kurvensystem ist in diesem Falle parallel mit ¢, und enthilt n—g ge-
schlossene Kurven.

Die topologischen Betrachtungen konnen wir umgehen, wenn wir die Trans-

formationen des Symbols (:; q) betrachten wie oben (§ 6) die Transformationen

des analogen Symbols fiir den Einlochring. Es ist kaum etwas anderes als eine

Wiederholung, mit der Anderung, dass hier nur die geraden euklidischen Opera-
n
3 q

24—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 13 janvier 1938.

tionen vorkommen: die Reduktion des Symbols ( ) findet so statt, dass durch
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d=20 + 2kn zuniichst |d| < »n gemacht wird. Dann gehen wir zum (b, a)-Koor-
"y

dinatensystem iiber und erhalten als Symbol ( s q), wo n, =|d| < n ist, d, sich
1
aber genau so bestimmt, wie im Falle ¢ = o (keine Randpunkte), falls |d| und

n beide = q sind. In diesem Falle ist 61———|%|n. Wir konnen also durch

gerade euklidische Operationen das Symbol (gq) in ein Symbol (?hlq) ver-
t—1

wandeln, fiir das |di—1| < ¢ ist. Das Symbol stellt entweder im (a, b)- oder im
(b, a)}Koordinatensystem ein Kurvensystem dar, das durch die den geraden
euklidischen Operationen entsprechenden Abbildungen aus dem vorgegebenen
hervorgeht. Ist aber n— > ¢ >|d—:| dann ist

S
n ==|6—| und & = Igj—i—l (-1 — ¢ + |61 )

(genau entsprechend wie im Falle des Einlochringes) und von (gtq) gelangen wir,
t

falls %= o0 ist, im Allgemeinen durch die Operation d% =0t + 2 kn; zu einem Symbol
(:;,q) in dem sowohl #; wie |d*| < ¢ sind.

Wir haben die Symbole hier nur soweit betrachtet, als wir es fiir die Be-
handlung der Probleme der Fiinflochkugel nétig haben. Wir wollen aber noch
bemerken, dass in der (zu einem bestimmten Koordinatensystem gehdrenden) (», d)-
Ebene ein Fundamentalbereich in diesem Falle das gleichschenklig rechtwinklige
Dreieck mit den Ecken (0,0}, (¢, q) (¢, — ¢q) ist zusammen mit den Halbgeraden
n=0>¢q; n=0,d>0 und n >gq, d =o0.

@) L, mit festen Rindern.

1) Wir sahen oben (d. Beisp. 1 & 3), dass eine Schraubung in L., und eine
Schraubung in L,; eine Schraubung lings ¢ erzeugt. Also werden bes festen
Rdiindern geeignete Schraubungen lings @, b und ¢ hintereinander ausgefiihrt eine
Kombination von Schraubungen lings der vier Rénder ergeben. Wir wollen jetzt
diese Kombination feststellen. Wir bezeichnen die Schraubungen lings a, b, ¢
und 1 mit Ay, Ay, 4., Ay, und setzen (s. Fig. 30, 30a) den Sinn der Schrau-
bungen folgendermassen fest:

X X, wird bei A, ersetzt durch X X, X, X,
YY, » > » » YY, Y, Y,,
RR, » > Ay, » » RR,R,R,,
ZZ, » s AT LI ZyZy Z,.
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Die Schraubungen ,, sind untereinander und mit den Schraubungen 4,, 45, #.
vertauschbar. .

Wir betrachten nun die Verbindungslinien 4,4, (s. Fig. 31) des ersten und
dritten Randes. 4 4,(4,4,) ist nach unserer Festsetzung homotop mit der

z2 2

Verbindungslinie A;B,C,C;B;4,. Diese entsteht ebenfalls aus A, 4, durch die
Abbildung A, 4,. Hs fiihrt also A 1A 1Ay 4, die Verbindungen 4,4, in sich
selbst iiber. Ebenso fithrt 4'.47'.4,4, die Verbindung A; 4, (s. Fig. 31) in
sich iitber. Da aber o, und ., die Verbindung A, A, nicht verindern, ., und
r, die Verbindung A;A; nicht verindern, so fihrt A ' A1A1 A1 4y 4. die

Fig. 31. Fig. 31 a.
beiden Verbindungen 4,4, und 4, 4, in sich iiber. Schneiden wir die L, lings dieser
beiden Verbindungen auf, so entsteht eine L,, die durch A3 A3 A A Ay A,
in sich iibergeht. Also ist diese- Abbildung eine Abbildung der L,, d. h. eine

Schraubung lings ¢, also gleich /™. Um m zu ermitteln, betrachten wir die
Verbindung F, F, (s. Fig. 31 a). Es ist

A3 AT A AT Ay A(F Fy) = A7 (Fy 1),
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wie aus der Figur hervorgeht. Also gehen durch A ' A A 1A de Ay A, die
Verbindungen A, 4;, A, 4, und I, F, in sich iiber. Algo ist diese Abbildung
eine Abbildung der Einheitsklasse, und es ist in der Gruppe der Abbildungsklassen

Aoty Ao = Ay dyy vy by,

2) Wir wollen das Resultat anwenden auf den Zuweilochring met festen Ran-
dern. Durch Aufschneiden lings a (s. Fig. 32) erkennen wir nach 1), dass bei
geeigneter Bezeichnung

Ao Aedg= Ao Ay dr A,
Nun ist 4 nach § 6 ¢ durch A, und o, zu erzeugen. Also ist 4, aus A,

Aay A0,y 4y und 14 zu erzeugen: die Schraubung lings des einen Randes ist zu

Fig. 32.

erzeugen durch Schraubungen lings des anderen Randes und lings den die Ring-
fliche nicht zerstiickelnden Kurven a, a,, & und d.

3) Flichen von hoherem (feschlecht mit einer Randkurve (RY).

Die Fliche zerfillt (s. Fig. 33) durch p — 1 zerstiickelnde Kurven C, ... (5
in eine R} und p — 1 R}. Nach § 6 ¢ ist die Schraubung lings des Randes C,
der R! durch Schraubungen lings Kurven zu erzeugen, die (einzeln) Rj, also erst
recht R? nicht zerstiickeln. Die Schraubung lings C; ist nach dem oben unter
2) Bewiesenen zu erzeugen durch Schraubungen lings C; und Schraubungen lings
solcher Kurven, die die Rj ¢, also auch die R? nicht zerstiickeln. Also lisst sich
die Schraubung lings C, erzeugen durch Sc_hralibungen lings Kurven, die R?
nicht zerstiickeln.

So fortfahrend erhalten wir das Resultat: die Schraubung lings des Randes
einer Fliche R? ist erzeugbar durch Schraubungen lings lauter die Fliche nicht
zerstiickelnder Kurven.
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-

ollle

Fig. 33.
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4) Schraubungen lings eerstiickelnder Kurven auf einen RP oder RP. Eine
zerstiickelnde Kurve auf einem R? zerlegt den R? in einen R? und einen R?9,
eine zerstiickelnde Kurve auf einem R? zerlegt den R? in einen R? und einen
Ry=9  Aus 3) folgt: die Schraubung lings einer zerstiickelnden Kurve auf einer
Fldche mit hichstens einer Randkurve ist erzeugbar durch Schraubungen lings lauter
die Fldchen wicht zerstiickelnder Kurven.

Da die nicht zerstiickelnden Kurven alle durch Abbildung der Fliche aus-
einander hervorgehen, d. h. #quivalent sind, Schraubungen aber durch Abbil-
dungen wieder in Schraubungen iibergehen, haben wir das Resultat: jede durch
Schraubungen erzeugte Abbildung einer Fliche mit hochstens einer Randkurve
ist ‘erzeugbar durch lauter Abbildungen, die in der Gruppe der Abbildungsklassen

ineinander transformierbar sind.

§ 8.
Die Fiinflochkugel.

a) Koordinatensysteme. Auf der L, haben wir drei geschlossene Kurven
@, b und ¢, die sich wechselweise in zwei Punkten schneiden und die bei der
Bestimmung von Kurvensystemen zu Grunde gelegt wurden. Auf eine von ihnen
ldsst sich jede geschlossene Kurve der L, (, die nicht auf einen Punkt zusammen-
ziehbar oder nicht mit einem Rand homotop ist,) abbilden. Analog wird man daran

denken, zehn geschlossene Kurven auf der L, einzufiihren, die je zwei von den

Réndern von den drei anderen tremnen. Bezeichnen wir eine solche Kurve mit

air= ar:(¢ + k), falls sie die Rinder r; und 7 von den anderen Rindern trennt,
dann miissen die zehn Kurven a;; die Bedingung befriedigen, dass sich a;: und
ar1 in zwei Punkten schneiden, aber a;y und ain (I =<, k; m == 4, k) keinen Punkt

gemeinsam haben. Das ist nun aber nicht miglich, weil, wie leicht zu sehen,
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die letztere Bedingung mindestens fiir ein Paar nicht
befriedigt werden kann. Das liegt daran, dass funf
Punkte auf der Kugel nicht so miteinander verbunden
werden konnen, dass die Verbindungsstrecken ausser
den fiinf Punkten keinen Punkt gemeinsam haben.
Wir begniigen uns deswegen mit fiinf geschlossenen
Kurven als »Koordinatenachsen» etwa ay,, @y, dgy, 04
und ay; (3. Fig. 34). Jede dieser Kurven a; 41 zerlegt
die Fliche in eine L,; und eine Ls;. In der Ls;

liegen die beiden Kurven, die mit @; .41 keinen Punkt
gemeinsam haben, nidmlich @;42:45 und @iy3:+4. Hierbei sind die Indices immer

modulo § zu reducieren.

b) Darstellung eines Systems geschlossener Kurven auf der Ls,. Wir zerlegen
die Fliche durch eine Kurve ai;+1 in eine L,; und Lj;. Es sei etwa ¢ = 4.
Wir zeichnen in L., und Ls, Parallelkurven a,, und a;, zu a,. Dann ist auf
der L4 4 das Kurvensystem gegeben durch die Anzahl n,, der Schnittpunkte mit
der Kurve a,,, eine Verschraubungszahl d,, und die Anzahl %, der Randpunkte
"auf a,,; ny ist auch die Anzahl der Schnittpunkte der Kurven des Systems mit
ay. Auf der L;, mit den Rindern a),, r, und r; besteht das Kurvensystem
abgesehen von eventuellen Kurven parallel zu a,; aus Selbstverbindungen des
Randes a,, ist also durch die Anzahl n,, (bei beweglichen Rand a),) gegeben.
Es bleibt noch das Kurvensystem auf der Lis mit den Riindern ), und a),,
das durch eine Verschraubungszahl J, bestimmt ist. Das Kurvensystem ist also

an "45)
n
(512 45) (345

Ebenso konnen wir die Fliche durch a,, zerlegen. Dann haben wir fiir

durch das Paar von Symbolen

vollig bestimmt.

dasselbe Kurvensystem ein Symbolpaar:

(TR W KT )
5 5 Ny
(612) (645 ®

Wir wollen diese Koordinatentransformation, eine Vertauschung von a,; und a,
mit Wy, bezeichnen. Fiihren wir andererseits auf L. einen Wechsel des Koor-
‘dinatensystems von (a5, ass) nach (ay, a;s) aus (s. 0. § 7 die Vertauschung von a-
und b-Achse bei der Vierlochkugel), dann erhalten wir das Paar
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Ist z. B. ny < ny, und < |d,|, dann ist
— (8], G O q d.—=d,+
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Beim Wechsel des Koordinatensystems in L, 4 miissen die Normalverbindungen
des Randes a,; mit der Achse a,, iibergefithrt werden in Normalverbindungen von
a4y, mit der Achse ay. Dadurch entsteht eine Verschraubung lings des Randes
a;; und die Beziehung d,, = d, + n,;. Wir wollen auf die Bestimmung des Vor-
zeichens in dieser Beziehung sowie auf die Herleitung der iibrigen mannigfachen
Koordinatentransformationen auf der Finflochkugel nicht eingehen. Fiir das
hier Abzuleitende sind sie ohne Bedeutung. Dagegen ist hierfiir das Folgende
von Wichtigkeit: Dem Koordinatensystem (a,,, ass) in Ly« entspricht durch W,
in L, das Koordinatensystem (a,;, @,,), aber dem Koordinatensystem (@, a,,) in
L, . entspricht durch Wy, in L, das Koordinatensystem (a,;, a).

¢y Reduktion der Symbole. Nach § 7 f) konnen wir durch Abbildung der
Ly, auf sich bei beweglichen Réndern das Kurvensystem iiberfilhren in eines mit

dem Symbolpaar (7;,” n45) (gi“) wobei 7, kleiner ist als n,;. Bei dieser Reduk-
e 45

tion wird im allgemeinen das Koordinatensystem unverindert, nimlich (@, dy)
bleiben kdnnen. Wenn aber das Kurvensystem im I, , nur aus zwei Abteilungen
besteht, dann kann es nétig sein, um die Reduktion 7, < ny zu erreichen, statt
des Koordinatensystems (a5, a,;) das Koordinatensystem (a,, a,5) zu benutzen.
Endlich ist, um #), < n,5 zu erreichen, das (a,5, a,5)-Koordinatensystem zu benutzen,
falls n;y =|d,3| > n,; ist. Diesen Ausnahmefall wollen wir spiter behandeln.
Wir haben dann nach Reduktion und Vertauschung W, der Vierlochkugeln das

Symbolpaar. '
Ry Rys
(6',,) (6;5 ")

wo jetzt ny > 7., ist und wo das dreigliedrige Symbol sich auf die L, und
das Koordinatensystem (a,;, ay,) oder, fiir den besonderen Fall, auf die L. und
das Koordinatensystem (ay;, a;;) bezieht. In jedem dieser beiden Fille kénnen
wir wieder das Symbol reduzieren, sodass 7, < »,, wird. Wir nehmen dann
wieder die entsprechende Vertauschung der Vierlochkugeln entweder W, oder
W, oder W, oder Wy, vor (die erste Vertauschung entspricht dem »allgemeinen»
Fall) und reduzieren in der neuen Vierlochkugel. Dieser Prozess hort auf, falls
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die Anzahl der Randpunkte in dem dreigliedrigen Symbol gleich null ist. Wir

i1 o
- oll.- .
(5:',:'+1 ) (5k,k+1)

Das Symbol bezeichnet |di+:] Kurven parallel zu ap 1 und (g i+1, 01,044)

haben dann etwa

Kurven parallel zu einer der dre: Achsen in Ly r4+:. Von diesen drei Achsen
sind zwei von der Form a;:+1 und bereits festgelegt. Es fehlt noch die Fest-
legung der dritten, die von der Form a; ;42 ist, wo [, { + 1,1+ 2, k, k + 1 alle von
einander modulo 5 verschieden sind. Wir miissen die fiinf Achsen a; 142 s0 festlegen,
dass sie die Achsen ai r+; nicht schneiden.

-
he ]

A5 Das ist in der Figur 35 getan, die dadurch

PN iibersichtlicher gemacht wurde, dass die Licher
’ ‘ auf Punkte, die Kurven a;; auf doppelt zu
a* durchlaufende Strecken zusammengezogen und

die Umkreisungen der Locher weggelassen sind.

4,3;Dass bei unserer Festlegung @y und ay, sich in
vier Punkten schneiden, ist fiir diese Fille

3 ohne Bedeutung.
Wir haben aber noch den Ausnahmefall
A5 zu bebandeln, nimlich etwa 7, =|d;| = ny;.

Fig. 35. Sei etwa a;; in L, und mit dem Koordinaten-
1
system (a,s, a,5) durch (1) dargestellt und #,,=d,,, was wir durch eine Schraubung

lings a,, stets erreichen konnen, dann stellt das Symbol

[GT] M5

(”12 n;b) (645)
lauter Kurven dar, die a,; nicht schneiden. Davon sind, falls #n,, > n,; ist,
N3 — ny; geschlossene Kurven parallel zu @, Die iibrigen sind geschlossene
Kurven, die in der durch g,; abgeschnittenen L, nicht parallel mit einem der
Riinder laufen, also durch Schraubung lings «,, und a;, sich abbilden lassen auf
Kurven parallel zu ay,, a; oder a,. Die Schraubung aber lings a,, ist in der
Lys aus den Schraubungen lings a,, lings a,, und der Schraubung lings des
Randes a;, zusammensetzbar. Fir den Ausnahmefall aber spielt es eine Rolle,
dass a;, und a,, sich schneiden, falls wir bei unserem Reductionsverfahren zu
den Kurvensystemen in L, oder Ls; kommen. Denn in der zu a,, gehiorenden

L, liegt die Achse a, nicht (sie schneidet ja a,,), und in der zu a,; gehérenden
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L, liegt a,, nicht. Also wihlen wir noch zwei weitere Kurven, a3; die a,, nicht
schneidet, und ais, die ayy nicht schneidet (s. Fig. 35). Diese benutzen wir nur,
falls wir die Kurven in den zu a,; oder zu az_, gehorenden L, darzustellen haben.
Der Ausnahmefall tritt stets erst am Ende des Reductionsverfahrens auf.

Eine Kurve a;; kann in keine Kurve a;n iibergefiihrt werden, falls nicht das
Paar (7, k) gleich dem Paar (/,m) ist. Andererseits ist eine Abbildung der L; auf
sich mit beweglichen Rindern, die zwei nicht parallele, sich nicht schneidende
Kurven a;; und a;, festhilt, eine Potenz von Schranbungen lings a;r und aim.
Denn diese beiden Kurven zerlegen die L; in drei L, Also haben wir jetzt
zusammenfassend

1) Durch Schraubungen lings a,y, Gy, gy, agy und ag lasst sich jede Abbildung
der Fiinflochkugel auf sich mit beweglichen Rdndern zusammenseteen, und durch eine
solehe Abbildung kann jedes System von geschlossenen Kurven, abgesehen von Parallel-
kurven zu den Rdndern, abgebildet werden auf geschlossene Kurven parallel zu zwei
sich nicht schneidenden Kurven aus insgesamt zwolf Kurven a;r, aiy und ass
(solcher Paare gibt es 15).

2) Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die Ly wird erzeugt durch miteinander

gekoppelte gerade euklidische Operationen fiir die Symbole (;2 m) und (Zl n)-

§ o
Erzeugung der Gruppe der Abbildungsklassen fiir die L.’

Wir wollen den Satz beweisen:

Zu jeder Abbildung einer n-Lochkugel auf sich kann eine zu derselben Klasse
gehorende Abbildung durch Schraubungen lings fest zu wdihlenden Kurven erzeugt
werden. Zum Beweise leiten wir in 1) bis 5) Hilfssiitze ab:

1) Zwei geschlossene Kurven, die dieselben Réinder auf der Ly von den #brigen
Rindern trennen, sind dquivalent, d. h. durch eine Abbildung der L, auf sich mit
festen oder beweglichen Rindern in einander iberfiihrbar. Es mogen etwa ¢

und ¢, beide die Rinder #,...7» von den Rindern 7m4;...7, abtrennen. Dann

! Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die La, wenn die Rander Punktierungen sind und
miteinander vertauscht werden diirfen, ist durch W. MacGNUs, Math. Ann. 109 8, 617 ff.,, untersucht
worden, Magnus findet nicht nur ein Erzeugendensystem, sondern auch ein System von definieren-
den Relationen. Hierbei wird benutzt, dass eine Verbindung besteht zwischen den Abbildungen
der Ly auf sich und den von E. ARTIN eingefiihrten »Zopfen». Fiir eine Untergruppe der Zipfe-
gruppe, die den Abbildungen der punktierten Kugel bei nicht vertauschbaren Rindern entspricht
hat” W. Burav, Abh. Hamb, Math, Sem. 9 8. 117 ff., Erzeugende und Relationen angegében. Es
ist zu vermuten, dass seine Resultate mit unserem Resultat in Beziehung stehen.

25—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 13 janvier 1938.



194 M. Dehn.

erhalten wir durch Zerschneidung von L, lings ¢, resp. ¢, die Flichen Ly+; und
Li—m+1 resp. Ly und Lp—n+1. Wir konnen etwa durch die Abbildung @ die
Fliche Lpyyi so auf Lgpi; abbilden, dass dabei die Rinder #,...rm auf Lyiq in
die Rénder r,...7n auf Ly und ¢; in ¢, iibergehen. Ferner konnen wir durch
eine Abbildung ¥ die Fliche L,—n41 auf L;_,.; so abbilden, dass dabei die
Rinder rpy4q1...7 auf der ersten Fliche in die Riinder #m+; ..., auf der zweiten
Fliche iibergehen, ebenfalls ¢; in ¢, und zwar derart, dass @ einen Punkt von
¢, in denselben Punkt von ¢, iiberfihrt wie ¥. Dann ergeben @ und ¥ zu-
sammen eine Abbildung (@, ¥) der ganzen L, auf sich mit nicht vertauschten
Rindern, bei der ¢, in ¢, iibergeht.

Ebenso beweist man: zwei Selbstverbindungen desselben Randes, die dieselben
Réinder von den anderen trennen, sind dquivalent. Dasselbe gilt von zwei Ver-
bindungen desselben Riinderpaares.

2) Zwei geschlossene Kurven, die denselben Rand von allen anderen Rdndern
trennen, sind (micht nur dquivalent, sondern auch) homotop. Denn jede von ihnen
ist homotop mit dem abgetrennten Rand, da sie mit ihm zusammen auf der L,
eine L, begrenzt.

3) Zwei geschlossene Kurven, die sich nmicht schneiden und die dieselben Rinder
vonernander trennen, sind (nicht nur dquivalent, sondern auch) homotop. Denn die
beiden Kurven begrenzen zusammen auf der L, eine L,.

4) Wenn ¢, die Rinder in zwei Gruppen einteilt, deren keine eine der beiden
Gruppen, in die ¢, die Rinder einteilt, umfasst, dann miissen sich ¢; und ¢,
schneiden. Wir nebhmen speziell ¢; als Kurve, die nur zwei Rinder » und 7y
von den iibrigen trennt, und c, als eine beliebige Kurve, die 7, und 7, vonein-
ander trennt. Durch homotope Transformationen von ¢, innerhalb oder in der
Umgebung von ¢, kann ¢, so verwandelt werden, dass alle Teile von ¢, die in
der von ¢, mit », und r, begrenzten L, verlaufen, Selbstverbindungen von ¢, sind,
die r; und r, voneinander trennen (s. Fig. 36). Da nun », und r, auf verschie-
denen Seiten von ¢, liegen, so ist die Anzahl dieser Selbstverbindungen un-
gerade und also die Anzahl der Schnittpunkte von ¢; mit (dem transformierten)
¢; nicht durch 4 teilbar. Jetzt betrachten wir ebenso die L.—; (s. Fig. 37), die
die Rinder 7y...7,, die auf der anderen Seite von ¢, liegen, mit ¢, bilden.
Wieder konnen wir durch homotope Transformationen alle solche ¢, angehdrende
Selbstverbindungen von ¢, wegschaffen, die keine der Rénder »; von den andern in
der L,—; trennen. Durch eine solche Wegschaffung wird die Anzahl der Schnitt-
punkte von ¢, mit ¢, verringert. Es entsteben dabei vielleicht wieder Selbstverbin-
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dungen innerhalb der L; auf der anderen Seite von ¢, die r, nicht von 7, trennen,
die wir also wegschaffen konnen. Diesen Prozess wiederholen wir bis sowohl in
der I,; wie in der L,—; durch jede Selbstverbindung mindestens ein Rand von
den iibrigen getrennt wird. So erbalten wir aus ¢, durch homotope Transforma-
tionen eine Kurve ¢! mit etwa 4m+2 Schnittpunkten mit ¢, und 2m + 1 Selbst-
verbindungen von ¢, in L; und L,—1, von denen jede in L; verlaufende », und r,
voneinander trennt, jede in L, verlaufende mindestens einen der Rénder von
den anderen trennt.

Wir betrachten nun weiter eine Kurve ¢, die ¢, nicht schneidet und die
wieder nur zwei Rinder, etwa », und r;, von den iibrigen Rédndern trennt, die
aber auf derselben Seite von c, liegen migen. Wir nehmen wieder in Bezug aunf

Ly und L, dieselben homotopen Transformationen mit ¢; vor, die wir vorher

DICEID;

Fig. 36. Fig. 37.

€y

mit ¢, in Bezug auf L; und L,—; vorgenommen haben, d. h. wir schaffen alle
Stiicke von ¢} weg, die nicht rinder-trennende Selbstverbindungen in I, und
Lu—: sind. Durch Herauswerfen von Selbstverbindungen in L, wird das System
der Selbstverbindungen in I, und L.—; tiberhaupt nicht geiindert. Wir wollen
zunichst nicht die Moglichkeit diskutieren, ob durch die Wegschaffung von
Selbstverbindungexi in ];,,_1, d. h. Ersatz von Teilen von ¢ durch Strecken, die
in L,, also ausserhalb von L; liegen und also ¢, nicht schneiden, Verinderungen
in dem Bestande von Selbstverbindungen in L, oder L,—, entstehen konnen.
Denn wenn solche Veriinderungen entstehen sollten, dann konnte nur die Anzahl
der Schnittpunkte von ¢; mit ¢, verringert werden, also auch die Anzahl der
Selbstverbindungen in L; und L,—;. Dann konnten wir wieder den obigen Pro-
zess fiir Ly und L,—, ansetzen und erreichten eine weitere Verminderung der
Zahl der Schnittpunkte von ¢, mit ¢;, bis wir wieder zu einer Kurve, etwa ¢;*
kommen, die nur rindertrennende Selbstverbindungen in L; und L;—; hat. Dann

operieren wir wieder mit L, und Zln—; und vermindern evtl. die Anzahl der
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Schnittpunkte der Kurve ¢}* mit ¢, Der Prozess muss einmal abbrechen, und
wir erhalten so schliesslich eine Kurve ¢, die sowohl in L, und L,—; wie in
L, und L,—; nur rindertrennende Selbstverbindungen liefert. Wegen unserer
Voraussetzung, dass r; und 7, auf verschiedenen Seiten von ¢, aber 7, und 7;
auf derselben Seite von ¢, liegen, hat ¢ gleichzeitig mat ¢, eine nicht durch 4
teilbare und mit & eine durch 4 teilbare Anzahl von Punkten gemernsam.

Jetzt wollen wir uns aber auch noch iiberzeugen, was ja fiir die Herstellung
von ¢ nicht notwendig vorauszusetzen war, dass der Reduktionsprozess, angewandt
auf ¢ in Bezug auf L, und L,—,, das System der Selbstverbindungen in L, und
Ln— nicht éindern kann. Wir haben hier nimlich den allgemeinen Satz: Zwes
geschlossene  doppelpunkislose sich schneidende Kurven auf einer Kugel bilden auf
jeder Seite jeder der beiden Kurven mindestens zwer Zweiecke. Der Beweis dieses
Satzes ergibt sich sofort durch Betrachtung der Selbstverbindungen, die von der
einen Kurve, etwa y, in einem der beiden Gebiete der anderen Kurve 5" gebildet
werden; denn die Paare der Endpunkte solcher Selbstverbindungen koénnen
sich auf 7 nicht trennen. Eine Selbstverbindung nun von ¢ in Lo, die keine
Rinder von den anderen trennt und deswegen wegzuschaffen ist, bildet mit einem
Stiick von ¢ eine Kurve y/, die die Kugel in zwei Gebiete teilt, in deren einem
kein Rand liegt. Wiirde nun jene Selbstverbindung und damit § die Kurve ¢,
schneiden, so wiirden nach unserem allgemeinen Satz die Selbstverbindungen von
¢, in diesem Gebiete mit 7' mindestens zwei Zweiecke bilden, in denen keine
Rinder liegen. Ein Stiick von y', das mit einem Stiick von ¢, ein Zweieck bildet,
ist aber eine Selbstverbindung von ¢; in L, oder L,—, die keinen Rand von den
anderen, also auch nicht r; von r, trennt. Also wiire gegen die Voraussetzung
unser Prozess fir die L; und L, ; noch nicht abgeschlossen gewesen. Also
schneidet keine wegzuschaffende Selbstverbindung von ¢ in L, die Kurve ¢;.
Und so kann die Wegschaffung einer solchen Selbstverbindung das System der
Selbstverbindung in L; und Lr— nicht dndern.

5a) Wir betrachten eine Selbstverbindung v des Randes 7 und eine beliebige
geschlossene Kurve ¢. Dann giebt es stets eine Selbstverbindung »° derselben
Punkte des Randes r, die dieselben Riinder voneinander trennt wie v und die
mit ¢ zwei Punkte oder keinen Punkt gemeinsam hat. Denn durch c¢ zerfillt die
L, in eine L, und eine Ly_m4q; 1 moge etwa auf L, liegen. Trennt v keine
der auf L,—m4; liegenden Riinder, dann giebt es eine Selbstverbindung ¢° von »
in Ly, die auf L, dieselben Riinder von einander trennt wie v und keine Schnitt-
punkte mit ¢ hat. Werden aber durch ¢ auf L,—n+2 Rinder von einander ge-
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trennt, dann giebt es zuniichst zwei Verbindungen von ¢ und », ¢}; und <}, die
zusammen auf L, dieselben Rinder von einander trennen wie v. Ebenso giebt es
auf Lp—mie eine Verbindung ) der Endpunkte von 1}, und <}; auf ¢, die dieselben
Ridnder von einander trennt wie . In diesem Falle erhalten wir die gesuchte
Selbstverbindung +° von 7 durch den ¢ zweimal schneidenden Streckenzug v, v 5.

b) Es seien v, und v, zwei Selbstverbindungen desselben Randes », deren
Endpunktpaare auf r sich nicht trennen. Dann wird ebenso wie bei a) be-
wiesen, dass v; durch Abbildung der L, in eine Selbstverbindung 1} iibergefiihrt
werden kann, die mit v, keinen oder zwei Punkte gemeinsam hat.

¢) Wir betrachten ein System vy, v5...vn von Selbstverbindungen von r
ohne gemeinsame Punkte und eine beliebige Kurve c¢. In dem einen Teil von r

Fig. 38.

zwischen den Endpunkten von ¢, mégen keine Endpunkte von v, ... un liegen,
in dem einen Teil von » zwischen den Endpunkten von ¢, nur die End-
punkte von v, u. s. w. Durch eine Abbildung der L, geht v, in ¢{ iiber, das
zwei Punkte oder keinen Punkt mit ¢ gemeinsam hat. Dabei gehen v,...vn
in 3...vy lber. Wir bilden eine geschlossene Kurve 7° aus ¢{ und dem Teil
von r, auf dem alle Endpunkte von ... vn liegen (s. Fig. 38, in der versehent-
lich » mit », und ¢} mit v, bezeichnet ist). Diese geschlossene Kurve begrenzt
auf der L, eine Ly, die alle Selbstverbindungen t¢%...vn enthidlt. Auf dieser
Ly liegt entweder kein Teil von ¢, dann schneiden ¢} . . .ty die Kurve ¢ iiberhaupt
nicht. Oder die ganze Kurve ¢ liegt auf Ln oder ein Teil ¢® von ¢ als Selbst-
verbindung von 7’ mit Endpunkten, die kein Endpunktpaar von 2%...v; auf »°
trennen. Wir wenden jetzt auf ¢ und ¢} resp. auf ¢” und ¢ die Betrachtungen
von a) resp. b) an und erhalten durch Abbildung von L, auf sich mit festem
Rand 7 also auch durch Abbildung der I, die Verbindung 1§ iibergefiithrt in
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v, wobei ¢ mit ¢ zwei Punkte oder keinen Punkt gemeinsam hat. Dabei ist
1} unveriindert geblieben, ¢3...vn in ¢f. .. ¢} ibergegangen. Ebenso behandeln
wir jetzt o, fahren so fort und erhalten endlich das Resultat: das System
Uy Vg ...V tst durch Abbildung von L. awf sich iberfiihrbar in ein System von
Selbstverbindungen, deren jede hichstens zwei Punkte mit ¢ gemernsam hat, die also
insgesamt hichstens 2m Punkte mit ¢ gemernsam haben. _

6) Der an den Anfang gestellte Satz ist (§§ 5, 7, 8) bewiesen fir n =< 5.
Wir wollen ihn jetzt (zunichst ohne Feststellung der Anzahl der Erzeugenden)
fir jedes » mit Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen. 'Wir nehmen also
an, er sei bereits bewiesen fiir eine Ly, falls m < » ist, und beweisen ihn auf
Grund dieser Annahme fiir m =n. Wir nehmen ferner an, es sei n = 5. Wir
betrachten drei Kurven ¢, ¢;, ¢; (s. Fig. 39), die die Riinder 7, r, resp. 7, 7
resp. 7y, 73 von den iibrigen Rindern trennen. Wir wihlen diese Kurven so,
dass ¢, mit ¢, zwei Punkte gemeinsam hat, ¢; mit ¢, und ¢, keinen Punkt ge-
meinsam hat. Wir bezeichnen ferner die L,—;, die von ¢, ¢; und ¢, auf der L,
begrenzt werden mit L, 1 resp. Li—: resp. Ls—i. Durch eine beliebige Abbildung
@ von L, geht ¢, in y, iiber. y, wird im allgemeinen mit ¢; Punkte gemeinsam
haben. Wir werden nun eine Abbildung %! von L, so konstruieren, dass
W1(y,) keinen Punkt mit c, gemeinsam hat, also in der La—; liegt. Nach 1)
wird dann durch eine Abbildung ¥;7* der L.—; die Kurve ¥~1(y,) in ¢, iiber-
gefilhrt werden konnen. Dann wird #71# 1 @ (c,) == ¢, sein. D. h. ¥7'¥ 1 @
ist eine Abbildung (¥,, £,), die zusammengesetzt ist aus einer Abbildung ¥, der Ly
und einer Abbildung 2, der Dreilochkugel (¢;, 75, 75) = Li. Also ist @ =¥ ¥, (¥F,, Q).
Nach unserer Induktionsannahme sind ¥;, ¥, und £, aus Schraubungen lings
einer endlichen Anzahl bestimmter Kurven in L;—;, Li—; und L; zusammensetzbar.
Es bleibt nur iibrig, die Abbildungen ¥#~! aus Schraubungen lings einer endlicher
Anzahl bestimmter Kurven zu erzeugen:

Durch homotope Transformationen verwandeln wir nach 4) 7, in die Kurve
7, die keine riinderfreien Zweiecke mit ¢, resp. ¢, bildet. Dann hat 32 2m,
Schnittpunkte mit ¢, 2my; Schnittpunkte mit ¢; gemeinsam, wo m, ungerade und
my gerade ist. Also ist my<my. Sei etwa m;<<m, Dann betrachten wir die Lp—i,
in der 9 aus m, Selbstverbindungen des Randes ¢, besteht. Nach 35) konnen
wir durch eine Abbildung ¥,, von L,—; diese Selbstverbindungen (mit festem
Rand ¢} so abbilden, dass sie hochstens 2, Punkte mit ¢; gemeinsam haben.
Die Kurve ¥, (") = % konnen wir ferner (nach 4) durch homotope Transforma-

tionen so verwandeln, dass sie keine rinderfreien Zweiecke mit ¢, und c; ein-
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schliesst. Auf diese Weise erhalten wir eine Kurve y3), die 2 m;, Punkte mit
¢, und 2 m,, Punkte mit ¢; gemeinsam hat, wobei m = m, und my < m; < my
ist. Also ist ev. nach homotoper Transformation, die wir mit ¥, vereinigt
denken, die Anzahl der Schnittpunkte mit ¢, sicher verringert, die mit ¢, nicht
erhoht worden, und es ist wieder m,, # my. Ist jetzt wieder m,; << mg, dann
verwandeln wir 93] durch eine Abbildung ¥, von L;—;. Ist aber mg <my,, dann
verwandeln wir 43 durch Abbildung ¥, der L;_;. Wir erhalten so eine Kurve
¥, die mit ¢ resp. Cs Mz = my; TESp. Mgy = My Punkte gemeinsam hat, wobe:
mindestens tn einem Fall das Kleiner-Zeichen gilt. So fahren wir fort und ver-
mindern dauernd die Anzahl der Schnittpunkte mit mindestens einer der beiden

Kurven ¢, und ¢,;, bis endlich eine Kurve y° entsteht, die keinen Punkt mehr

Fig. 40. Fig. 41.

mit ¢; gemeinsam hat. Damit ist das Ziel erreicht, die Abbildungen ¥ (/=1
oder 3) setzen die gesuchte Abbildung ¥~! zusammen, die aus y, eine Kurve
macht, die mit ¢; keinen Punkt gemeinsam hat. Die Abbildungen ¥ entstehen
nach unserer Induktionsannahme aus Schraubungen lings bestimmter Kurven in
L, ; und L;—;. Wir haben also zusammenfassend: jede Abbildung der L. ent-
steht durch Zusammensetzung aus Abbildungen von Li—y, Li—y und Lj—;. (Die
Abbildungen der L; auf sich konnen wir auffassen als Abbildungen der L;;.)

7) Als erstes Beispiel fiir die allgemeine Methode wollen wir jetzt noch
einmal die L; behandeln (s. Fig. 40). Wir bezeichnen die ¢, ¢,, ¢; des vorigen
Abschnitts genauer mit ¢, ¢y, ¢5; und dementsprechend auch die L,, die durch
cit abgeschnitten werden, mit Li{*. Die Abbildungen der L{’ (mit festen Rindern)
werden erzeugt (nach den Resultaten iiber die L,) durch Schraubungen lings
Css, Crz; Csso 71y sy 735 die Abbildungen der L7 (mit festen Rindern) durch Schrau-
bungen lings cg, Coy; Css, 7y 7y, 75; die Abbildungen der L} (mit festen Rindern)
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durch Schraubungen lings ¢, ¢y; €3, 7y, 75, 71 Also haben wir auf's Neue das
Resultat gewonnen, dass alle Abbildungen der L, (mit festen Rindern) erzeugt
werden durch Schraubungen lings ¢, ¢35, Coqy Cosy Caz5 710 7'y 75 Ty T'se

8) Allgemein ordnen wir wieder wie bei der L, und L; die Rinder r, ...,
auf der L, lings einer jede von den Réndern zweimal schneidenden Kurve
an (s. Fig. 41). Da§ Stiick von C zwischen 7; und 741 bezeichnen wir mit C;.
Wir verbinden ein Stiick (; mit einem Stiick Cy (¢ < k) durch eine Kurve ¢ ¢k
trennt die Rinder 7441...7 7 ...7; von den Rindern 741 ... 7. Wir wihlen die
Kurven ¢ so, dass ¢ und ¢y zwei Punkte gemeinsam haben falls (7, k) und
(¢/,¥) sich trennen, dass ferner ¢;; und c¢yy keinen Punkt gemeinsam haben, falls
(¢3,k) und (¢, k) sich nicht trennen. Fiir die durch ¢ abgeschnittenen Lg—y+1
und L,_(—s41 liefern die fiir die L, konstruierten Kurven ¢;, ohne Weiteres das
entsprechende System von Kurven. Da nun, wie wir gesehen haben, durch Schrau-
bungen lings eines Systems solcher Kurven etwa bei einer L, alle Abbildungen der
Ly erzeugt werden konnen, so folgt durch unsere Konstruktion der Abbildungen fiir
eine L, aus den Abbildungen fiir drei auf ihr liegende Ly-; und durch den Schluss
von n—1 auf », dass alle Abbildungen der L, auf sich durch Schraubungen
lings der " (nz——l) Kurven ¢;; erzeugt werden konnen. Hierbei sind die Abbil-
dungen als mit festen Rindern erfolgend betrachtet. Liisst' man die Réinder
beweglich, so ist die Anzahl der erzeugenden Schraubungen um die Anzahl der

n(n—3)
2

Rénder, d. h. » zu vermindern. Wir erhalten dann Erzeugende. Dies

Resultat gilt fiir » = 3, wihrend das Resultat fiir die Anzahl der Erzeugenden
fiir Abbildungen mit festen Réidndern fiir » = o gilt.

& 10.
Erzeugung der Gruppe der Abbildungsklassen fiir jede orientierbare Fliiche.

1) Durch Abbildung eines R? auf sich kann eine beliebige doppelpunktslose
Verbindungslinie v, zweier Ridnder r, und r, in eine beliebig vorgegebene diese
Rinder verbindende derartige Linie ¢f; verwandelt werden.

2) Zu zwei beliebigen Systemen von sich nicht schneidenden, doppelpunkts-
losen Selbstverbindungen 2% und ¥ eines Randes r, und eines Randes 7, auf
einem R? gibt es eine Verbindung v, von 7, und 7y, die die v und ¢} nicht

schneidet: Die Selbstverbindungen ¢! teilen zusammen mit 7, den R? in .ver-
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schiedene einfach oder mehrfach zusammenhingende Gebiete. Aber keines dieser
Gtebiete ist allein von Linien ¢! begrenzt, weil sie untereinander keinen Punkt
gemeinsam haben wund selbst ungeschlossen sind. Der Rand 7, liegt in einem
dieser Gebiete, etwa B. Die Selbstverbindungen ¥ von 7, liegen alle in diesem
Gebiet und teilen zusammen mit 7, das Gebiet B in Gebiete. Die ganze Begren-
zung von B gehdrt zu einem dieser Gebiete, etwa B. Zur Begrenzung von B
gehoren folglich sowohl Teile von », als auch Teile von »,, die also durch eine
die ¢! und +* nicht schneidende Kurve verbunden werden kénnen.

3) Wir nebmen jetzt an, dass wir bereits die Erzeugenden fiir alle R¢ auf-
stellen komnen, falls ¢ <p ist (fiir ¢ =0 haben wir im § 9 dies System auf-
gestellt) und konstruieren auf Grund dieser Annahme das System fiir B?. Wir
zerlegen die gegebene R? (s. Fig. 42) durch die Kurve C in eine Ri¢ und
eine Rﬁ:}c In der Rj ¢ betrachten wir ein kanonisches Schnittsystem a, b.

" 7 U
vy va Yy

O O

Fig. 42.

Durch eine beliebige ‘Abbildung @ der R? auf sich wird a iibergefithrt in «.
Wir konstruieren nun eine geeignete Abbildung ¥~ so dass ¥~ @ (a) = a ist.
Dann ist #~! @ notwendigerweise eine Abbildung der durch Aufschneiden lings
a aus RP entstehenden RZT) . also eine Abbildung, deren Erzeugende wir nach
Voraussetzung kennen. Unsere Aufgabe wird demzufolge erledigt sein, falls
wir eine solche ¥~ zusammensetzen aus Abbildungen der Rj ¢ und der RZ 7
die wir ihrerseits nach unserer Induktionsannahme ebenfalls erzeugen konnen.
Es sei noch bemerkt, dass wir das Abbildungsproblem fiir eine R auf diese
Weise nicht reduzieren konnen, weil die C-Kurve stets eine Ri abschneidet.
Aber die Abbildungen des R} auf sich haben wir bereits frither direkt erledigt
(s. § 6 b).

! Fir den einmal und den zweimal punktierten Ring hat bereits R. FRICKE Erzeugende und
definierende Relationen der Gruppe der Abbildungsklassen angegeben. Hierzu und fiir die mehr-
fach punktierte Ringfliche vgl. W. MAGNUs, Math. Ann. 109, 8. 634 ff. Fir die Gruppe der
Abbildungsklassen des Doppelringes R} ist schon frither durch die Methode des arithmetischen

Feldes ein System von Erzeugenden aufgestellt worden, s. M. DEHN, Autographie Breslau 1922 und
R. BAER, Journ. f. Math. 160, S. 1 ff.

26—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 10 février 1938.
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a} Die Kurve o wird, wenn sie a schneidet, in Ry ein Kurvensystem dar-
stellen, das aus Selbstverbindungen der Rinder a und & von RIT;  und aus Ver-
bindungen . dieser Rinder miteinander besteht. Greifen wir eine solche, etwa
v,; heraus. Nach 1) konnen wir sie durch Abbildung der RP;  auf die Ver-
bindung b von a und & in RL7} abbilden. In diesem Falle gibt es also nach der
Abbildung (nicht reduzierbare) Selbstverbindungen der Kurve a in der Ri, o also
kann nach § 6 b) die Anzahl der Schnittpunkte von ¢ mit @ durch Abbildung
des R}, auf sich verringert werden. Auf diese Weise konnen wir die Anzahl
der Schnittpunkte verringern, solange noch Verbindungen ¢, vorhanden sind.
Dieser Prozess muss, da die Anzahl der Schnittpunkte von ¢ mit a endlich ist,
émbbrechen, d. h. wir konnen durch abwechselnde Abbildungén der Rﬁ; , und
R} . auf sich alle Verbindungen ¢, wegschaffen. Durch diese Abbildungen

moge ¢ in «° ibergehen.

Fig. 43.

b) Entstehen durch «° Selbstverbindungen ! des Randes a und 2*

a

des
Randes @ auf RZ:;([, dann konnen wir nach 2) ¢ mit @ verbinden durch eine
Kurve B, die keinen Punkt mit den ¢ und v’; gemeinsam hat. Durch eine Ab-
bildung von RQ‘;;’ . auf sich kénnen wir nach 1) § in b verwandeln. Dann haben
also die Selbstverbindungen von « und @ keinen Punkt mehr mit » gemeinsam.
(Gehen wir wieder von der Rf::é’a zu der R? zurfick, dann haben wir die Rinder
a und @ zusammenzuheften. Dabei entstehen evtl. Schnittpunkte der Selbstver-
bindungen mit b, aber durch Schraubung lings ¢ konnen wir erreichen, dass
diese Anzahl kleiner ist als die Anzahl der Schnittpunkte mit «. Durch Abbil-
dung von R}, auf sich, nimlich Vertauschung von @ und b, konnen wir dain
also wieder eine Verminderung der Schnittpunktanzahl von ¢ mit a erreichen.
So fahren wir fort, solange iiberhaupt noch das transformierte o’ Verbindungen
von ¢ und @ oder Selbstverbindungen von « und & liefert. Dieser Prozess muss
abbrechen, d. h., wir konnen die Anzahl der Schnittpunkte von ¢ mit a auf

Null reduzieren. «° sei hierbei in ¢  iibergegangen.
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c) Entweder ist ¢’ homotop mit a, also in @ durch Homotopie iiberzufiihren,
womit unser Ziel erreicht ist, oder es ist eine mit @ nicht homotope, @ nicht
schneidende, nicht zerstiickelnde Kurve auf R?. Diese wird auf Rff:é,a entweder
nicht zerstiickelnd sein oder die Rinder a und a voneinander trennen, da sie ja
auf R? nicht zerstiickelnd sein soll. In beiden Fillen kiénnen wir o’ durch
Abbildung von BRI} in eine Kurve «” iiberfithren, die b ein Mal schneidet
(s. Fig. 42 und 43). Eine geeignete Umgebung des Kurvenpaares ¢’ und b auf
der R? bildet eine Ri. Durch Schraubungen lings ¢’ und b in dieser R! konnen
wir (§ 6b)) ¢’ in b iiberfithren, durch Schraubungen lings b und a ferner b
in a iiberfiilhren (in Ri ¢). Aber die Schraubung lings «” ist in jedem Fall
eine Abbildung des RZT] =~ auf sich. Wir haben also in der Tat durch Abbil-
dungen des R} , und RIT) | o in a iibergefiihrt, d. h. eine Abbildung ¥~ mit
der verlangten Eigenschaft konstruiert. Wir haben jetzt bewiesen: Alle Ab-
bildungen einer Fliche vom Geschlecht p und n Lichern auf sich kimnen erzeugt
werden durch Schraubungen lings einer endlichen Anzahl von bestimmten geschlos-
senen Kurven. — Ein solches System von Kurven werden wir weiter unten (3)
direkt aus der Normaldarstellung der R? ableiten.

4) Beispiele.
a) R (s. Fig. 44). Nach unserem Verfahren betrachten wir auf R} die R; o,
und die @, enthaltende Ri . Jede Abbildung der R} auf sich wird erzeugt durch
Abbildungen dieser beiden Flichen auf sich.

Die Abbildung der Ri ¢ wird erzeugt durch
Schraubungen lings ¢, und ;. Um die Ab-

bildungen der Rs o, zu bekommen, betrachten
wir auf der Ri,. die Ri% (mit a, und b,

als kanonischem Schnittsystem) und die
L4, a,q,- Alle Abbildungen der R; ,, auf sich
werden erzeugt durch Abbildungen dieser
beiden Flichen auf sich. Die Abbildungen der Ri% werden erzeugt durch die
Schraubungen lings a, und b,, die Abbildungen der Ly q . werden erzeugt durch

Fig. 44.

Schraubungen lings g, (und &), lings a, (und G,), lings a; und lings C. Die
Schraubung lings C ist aber (§ 6 c¢)) zusammensetzbar aus Schraubungen lings
a, und b, (oder auch aus Schraubungen lings a, und b,). Also haben wir: alle
Abbildungen der geschlossenen Doppelringfliche sind erzeugbar dwrch Schraubungen
ldngs der fiinf Kurven ay, a,, ag, b, und by.
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b) R (s. Fig. 45). Durch Zerschneidung lings «;, @, und a; entsteht aus
der R} eine L;, deren Rindern wir die Bezeichnung und Reihenfolge (s. § 9, 8))
geben: a, =1, ;=7 @;=13, Gy==7y, @ =75 O; =71 Wir betrachten nach
§ 9 die erzeugenden Schraubungen c;i, lassen aber cg, €y, ¢4y weg, weil sie aus
Schraubungen lings @, und &,, resp. a; und b, resp. a, und b; erzeugbar sind.
Wir erhalten so ¢;3=a,, €45 = a;, 05 ferner cy, C, €3 = ag. Wir behaupten,
dass auf Grund der Konstruktion in 3) alle Abbildungen des dreifachen Ringes
auf sich zusammensetzbar sind aus Schraubungen ldngs der 12 Kurven a, . .. ag,

Fig. 45.

by, by, b, €51, €4 und €y In der Tat, wir betrachten auf der Rj die durch cg
entstehende Ri,., und die durch Aufschneiden lings @, entstehende Rj .. Die
Abbildungen von Ri., werden erzeugt durch Schraubungen lings a; und b,.
Um die Abbildungen von R;, zu erhalten, betrachten wir auf dieser Fliche
die Ri, und die R{ ... Die Abbildungen der Ri., auf sich werden erzeugt
durch Schraubungen lings ¢, und b,. Um die Abbildungen der Ri 4, auf sich
zu erhalten, betrachten wir auf dieser Fliche die Rj ., und die Lg aq4,q,. Die
Abbildungen der Ri ., werden erzeugt durch Schraubungen lings a; und b, die
Abbildungen der I, sind in § 9, 8) erkannt als erzeugbar durch Schraubungen
lings der ai, b, ¢5, ¢y und ¢y;. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
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5) Allgemein ergibt sich fir die geschlossene Fliche R? folgende Betrach-
tung: Wir wihlen p zusammen nicht zerstiickelnde Kurven a;...q, und ein
zweites solchen System b,...b,, wobei b; mit a; einen Punkt, mit axr (k # 7)
keinen Punkt gemeinsam hat. Durch Zerschneidung lings der a; entsteht aus RZ
eine Lsp. Die Abbildungen dieser L., werden nach § 9, 8) erzeugt durch Schrau-

bungen lidngs *Zpy(zf—j) Kuorven. Aber dabei sind die Schraubungen lings der

p Kurven a; doppelt gezihlt, weil die Schraubung lings der a; auch Schrau-

Fig. 46.

bungen lings der & sind. Ferner sind p Schraubungen, wie wir oben bereits
mehrfach bemerkt haben, je aus Schraubungen lings «; und b; erzeugbar, die
andererseits die Abbildungen der Bi 4, anf sich erzeugen. Die Kurven ez 2i+2
(s. u.), lings der diese Schraubungen erfolgen, sind fiir p > 2 alle voneinander
verschieden, fiir p =2 fallen sie zusammen. Daher ist die fiir p > 2 sich er-
gebende Formel fiir die Anzahl von erzeugenden Schraubungen fir p =2 um 1
zu vermehren. Wir haben also im ganzen fiir p > 2: alle Abbildungen des R? (, die
die Indikatrix erhalten,) sind erzeugbar durch Schraubungen lings
2plezp—1)

S —2p+ p=2p(p—1) Kurven.
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Diese Kurven bestehen neben den a; und b; aus Kurven, die wir leicht an-
geben konnen, wenn wir die Rénder a; und a; durch die p Kurven b; und weitere
» Verbindungsstiicke auf einer geschlossenen Kurve anordnen, wie oben fiir p = 3.
Numerieren wir diese Verbindungsstiicke fortlaufend mit v, ... v, dann sind die
anderen Kurven fiir die erzeugenden Schraubungen gegeben durch Kurven ¢;;
die zwei Stiicke v; und v; je in einem Punkte schneiden, wobei ferner ¢;; und
¢y sich in zwei Punkten schneiden, resp. keinen Punkt gemeinsam haben, je
nachdem (¢, ) und (¢, ') sich trennen oder sich nicht trennen.

So erhalten wir fiir den R; im Ganzen 24 erzeugende Schraubungen. Unter
diesen haben wir zwei Schraubungen lings zerstiickelnden Kurven, nimlich
(s. Fig. 46) lings ¢, und lings ¢, Diese konnen nach § 7 f) 2) erzeugt werden
durch Schraubungen lings nicht zerstiickelnder Kurven, die in der Figur ange-
geben sind als ¢4 Und Cog,.

6) Wir fiigen noch eine kurze Bemerkung iiber das arithmetische Feld fiir
die L, und die R? hinzu. Das arithmetische Feld fir die L, erhiilt man, indem
man diese durch » — 3 geschlossene Kurven ¢ in n — 2 Dreilochkugeln s ; zer-
legt, die begrenzt werden durch ' 4

T TeCqy 1301 Coy v . V541Ci~1Cy . o« T2 Cp—mg Cp—3, 1'n¥p—1Cp—3. .

Ein Kurvensystem ist auf der L, mit festen Rindern gegeben durch die Schnitt-
zahlen und Verschraubungszahlen fiir die » Rinder »; und die » — 3 Kurven ¢,
also insgesamt durch 2% — 3 Zahlenpaare. Bei beweglichen Rindern fallen die
n Verschraubungszahlen fiir die Rinder weg. Zerlegen wir die R? durch p
zusammen nicht zerstiickelnde Kurven, so erhalten wir eine L,,. Ein Kurven-
system auf der R? liefert ein Kurvensystem auf der L., fir das die Schnitt-
zahlen auf je zwei Riindern gleich sind und die Verschraubungszahl lings je
eines der Rinder jedes Paares gleich Null gewiiblt werden kann. Wir erhalten
also nach dem eben Abgeleiteten zur Bestimmung der Kurvensysteme auf einer
R? ins gesamt 3p — 3 Zahlenpaare. Entsprechend erhalten wir zur Bestimmung
der Kurvensysteme auf einem R? ins gesamt 3p + 2% — 3 Zahlenpaare.

Wir haben in § 5 e) bewiesen, dass die drei Zahlenpaare die auf der Drei-
lochkugel ein Kurvensystem festlegen, durch homotope Transformation nicht
geiindert werden. Hieraus folgert man, dass auch das System der Zahlenpaare,
das wir eben fiir die Kurvensysteme auf der allgemeinsten Fliche angegeben
haben, durch homotope Transformationen nicht geiindert wird.



