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In den M o n a t s b e r i c h t e n  der  Kgl .  A k a d e m i e  de r  Wlssen-  
s cha f t en  zu Berlin, Sitzung yore i2. August i88o, hat Herr WEIER- 
STRASS gezeigt, dass eine Summe yon Potenzreihen mit gemeinsamen 
Convergenzbereich, soweit sie gleichmi~ssig convergent ist, eine monogene 
analytische Function darstellt. Es ist aber die Frage often gelassen, ob 
diese gleichmassige Convergenz nothwendig ist, damit eine monogene ana- 
lytische Function dargestellt werde. Im Folgenden soll an einem Beispiel 
einer Summe yon ganzen rationalen Functionen gezeigt werden, dass die 
gleichm~ssige Convergenz eines Ausdrucks nicht nothwendig ist, sondern 
dass dieselbe auf irgend welchen Linien in der Ebene der complexen 
Zahlen aufhsren kann, wahrend der Ausdruck dennoch aberall convergirt 
und eine monogene analytische Function darstellt. 

Der Ausdruck 
I 

lim 
. : |  , ~ ' ( . x  - -  I )  

convergirt far  alle Werthe von x und ist gleich :Null. Denn ist x von 
Null verscbieden, so wi:rd far  einen hin.reichend grossen Wertb yon n 
]nx- r } beliebig gross. Ist abet x gl~eich Null, so haben wit 

$ 1 ~ a o  

und das ist ebenfalls gleich Null. 
Acta mathematica. 6, Imprim~ 31 D6cembre 1~84, 
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Um den Punkt -I beschreibe man nun einen Kreis mit dem Radius 

I 
n~ und schneide denjenigen Streifen aus der Ebene der complexen Zahlen 

heraus,-welcher von diesem Kreise beschrieben wird, wenn man seinen 
Mittelpunkt parallel der imaginaren Achse in der positiven Richtung in's 
Unendliche sehiebt. Ferner schneide man Alles ab, was ausserhalb cines 
mit dem Radius n u m  den Mittelpunkt beschriebenen Kreises liegt. Was 
fibrig bleibt mSge mit A. bezeichnet werden. Alsdann verhMt sich 

I 

im hmern und auf der Grenze yon A,, regul'ar. Nach dem in der vor- 
stehenden Abhandlung pag. 238, Zeile 4 - -8  bewiesenen Satze l~sst sich 
dann eine ganze Functiou g,(x) bilden, welche irn Innern und auf der 

Grenze von A" um weniger als r - v o n  
lb 

I 

' , t , ( , , ,g - - -  1) 

versehieden ist. Folglieh wird limg,,(x) fur' alle endliehen Werthe yon 
x eonvergiren und gleieh Null sein. Denn greife ieh irgend einen Werth 
yon x heraus, so wird er f~ir einen hinreiehend grossen Werth yon n 
im Innern yon A, liegen und yon diesem Werthe von n a b  wird 

I ' 1  g,,(x) t) < -  

sein. Diese Convergenz yon limg,,(x) oder, was dasselbe ist, yon 

far alle endlichen Werthe yon x, ist nicht aberall eine gleichm~ssige. 
Far eine beliebig kleine Umgebung des Nullpunktes z. B. ist es un- 
mSglieh, dass fnr hinreiehend grosse Werthe yon n beliebig klein 

I I 
sei. Denn far x ~ - q - ~  ein Werth, weleher auf der Grenze yon A,, 

n 
liegt ist 

I I 
n ( n x  - -  I ) =  I und mithin Iv.(x)l > I - - - .  
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Daraus folgt zugleich, dass auf jeder geschlossenen Linie von endlicher 
L~nge, welche den Nullpunkt einschliesst, mindestens eine Stelle liegt, 
wo die gleichmassige Convergenz aufhSrt. Es gilt n~mlich der folgende 
allgemeine Satz: Wenn ein Ausdruck yon der Form limg,(x) auf einer 
geschlossenen Curve yon endlicher Lange gleichmassig convergirt, so ist 
er auch im Innern derseiben gleiehmi~ssig convergent. Oder, was das- 
selbe ist, ein zusammenhangendes Gebiet der gleichmlissigen Convergenz 
einer Summe yon ganzen Functionen ist stets einfach zusammenhangend. 
Es sei $ irgend ein Punkt im Innern der Curve C, so ist nach CAUCHY 

= [ "q"+" d x :  

(c) 

Wird nun $ auf ein Gebiet beschrankt dessen Entfernung yon C grSsser 
ist als r u n d  wird n so gross gewi~hlt, dass ]g,+.,(x)--g,,(x)] li~ngs der 
Curve kteiner als eine beliebig klein angenommene Grssse e ist, wie 
gross man auch m nehme, was naeh der auf C vorausgesetzten gleich- 
massigen Convergenz mOglich ist, so folgt 

d Ig.§ g.(e)l 

(wo l die L~nge von C bedeutet). M]t andern Worten es findet in der 
Nahe jedes Punktes im Innern yon C gleichmassige Convergenz start. 

Wendet mail diesen Satz auf unsren Ausdruck an, so folgt, dass er 
nicht li~ngs irgend einer den Nullpunkt einschliessenden Curve yon end- 
licher Lange gleichmi~ssig convergiren kann. Es muss auf derselben 
mindestens eine Stelle geben, wo der Ausdruck ungleichmassig convergirt. 
Diese kann nut auf dem positiven Theil der i maginaren Achse liegen. 
Denn jeder andre Punkt fMlt sammt einer hinreiehend kleinen Umgebung 
fclr hinreichend grosse Werthe yon n in das Innere ~,on A. wo 

I ' I ' 
also beliebig klein ist. Nur die Punkte des positiven Theils der ima- 
gini~rea. Achse haben die Eigenschaft, dass jede noch so kleine Umgebung 
derselben ft'lr einen hinreichend grossen Werth yon n fiber die Grenze 
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yon An hinausgreift. Langs des positiven Theils der imaginaren Achse 
muss nun aber die Convergenz iiberall eine ungleichm~ssige sein, well 
sich sonst eine den NUllpunkt umschliessende Curve ziehen liesse, langs 
deren die Convergenz gleichmi~ssig ist. 

H~tte man die Streifen, welche aus der complexen Ebene aus- 
geschnitten wurden, um An zu bilden, so gew~hlt, dass sie sich mit 
wachsendem n irgend einer andern yon Null his in's Unendliche laufenden 
Curve ni~herten, so wiirde auf dieser die Convergenz umgleichmi~ssig sein. 
Auch lasst sich an Stelle des Nullpunktes irgend ein andrer Punkt ein- 
fiihren. Durch Addition solcher Ausdrflcke kann man eine Summe yon 
ganzen Functionen herstellen, welche fiat alle endlichen Werthe yon x 
convergirt, deren gleichm~ssige Convergenz abet auf beliebig vielen yon 
irgend welchen Punkten in's Unendlichc laufenden Curven aufhsrt. Den- 
nocb wird dadurch eine einzige monogene Function n'~mlich die Null, 
oder wenn man irgend eine durch eine bestandig convergirende Reihe 
darstel|bare Function hinzuaddirt, diese Function dar.gestellt. 


