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Einleitung.

Die vorliegende Abhandlung enthilt eine Weiterfithrung der Untersuchungen,
die der Verfasser in zwei Abhandlungen unter dem gleichen Titel' in dieser Zeit-
schrift verdoffentlicht hat. Am Schluss der Einleitung zu II wurde die Frage
hervorgehoben, ob eine Fixpunktklasse von positivem Index einer topologischen
Flichenabbildung -sich bei unbegrenzt fortgesetzter Iteration der Abbildung als
solche behaupten kann. Diese Frage wird nun hier unter Benutzung eines
Satzes von H. Kn~Eser verneinend beantwortet (§ 1), und es wird gezeigt (§ 2),
dass der »charakteristische Exponent», d. h. die Iterationsstufe, bei der sich die
positive Fixpunktklasse in eine solche vom Index = o verwandelt, durch eine Funk-
tion des Geschlechts begrenzt ¢st. Die volle Ausnutzung dieser KErgebnisse bleibt
einer spiteren Publikation vorbehalten. Die Untersuchung beliebiger Abbildungs-
klassen lenkt niimlich von selbst die Aufmerksamkeit zunichst auf die Abbildungs-
klassen endlicher Ordnung; dabei heisst eine Abbildungsklasse von der Ordnung »,
wenn die n Mal iterierten Abbildungen der Klasse mit der identischen Abbildung
stetig zﬁsammenhangen, Man wird die besondere Rolle der Abbildungsklassen
endlicher Ordnung auch fiir den allgemeinen Fall aus folgender Uberlegung ver-
stehen konnen: Eine Fixpunktklasse von positivem Index wird durch eine solche
Abbildung der universellen Uberlagerungsfliche dargestellt, die auf deren Rand-
kreis F fixpunktfrei ist. Der laut § 1 existierende charakteristische Exponent
sei n. Dann hat die wte Potenz auf J Fixpunkte. Die in II eingefiihrten Be-
griffe des Haupt- und Kerngebietes bekommen dadurch auch fiir positive Fix-
punktklassen Bedeutung. Angenommen nun, die nte Potenz habe z. B. eine Fix-
elementgruppe mit » > 1 freien Erzeugenden. Dann entsteht ein Kerngebiet, das
auf der gegebenen Fliche eine berandete Teilfliche von niedrigerem Geschlecht
itberdeckt. Die gegebene Abbildungsklasse lisst sich dann, geeignet gedeutet,
in dhrer Wirkung auf diese Teilfliche allein als eine solche von endlicher Ord-
nung auffassen.

Demgemiss bilden die Abbildungsklassen endlicher Ordnung den Hauptteil
der vorliegenden Arbeit. Die § 3—6 beziehen sich aber noch auf den allgemei-

nen Fall; sie fithren als zusammenfassende Invariante einer Abbildungsklasse eine

! Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen, I, Acta math. B. 50
8. 189—358 und II, Acta math. B. 53 8. 1—76. Diese beiden Abhandlungen werden im Text mit
I bezw. II und der Paragraphen- oder Seitenzabl zitiert.
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Gruppe 7' von topologischen Abbildungen des Randes E der universellen Uber-
lagerungsfiiiche ein. 7' enthilt die Fundamentalgruppe £ der Fliche als Normal-
teiler, und die Abbildungsklassen endlicher Ordnung sind durch die Endlichkeit

mn

der zugehorigen Faktorgrippe Vi charakterisiert. Nun hat man Beispiele von

Abbildungsklassen endlicher Ordnung in den Abbzldungen endlicher Ordnung, d. h.
solchen »periodischen» Flichenabbildungen, von denen eine Potenz die identische
Abbildung selbst ist. Solche sind von verschiedenen Autoren, insbesondere von
L. BE. J. Brovwer und W. ScnERRER, untersucht worden, und Herr Brouwer
hat sie durch seinen Begriff der »Modulfliche der Involution» zu den Blitter-
vertauschungen reguldrer Riemannscher Flichen in Beziehung gesetzt. Dadurch
werden bekannte Anzahlrelationen der Riemannschen Fliichen, wie die Formel
von Hurwirz auf sie anwendbar. FEnthdalt nun aber eine Abbildungsklasse end-
licher Ordnung stets eime Abbildung endlicher Ordnung? TUnabhingig von der
Antwort auf diese Frage wird gezeigt, wie man im allgemeinen Fall aus der
Formel von Arnexaxprr die Formel von Hurwirz als eine Relation zwischen ge-
wissen gruppentheoretischen Anzahlen der obigen Klasseninvariante 7 herleiten (§ 8)
und weitere allgemeine Eigenschaften der Abbildungsklassen endlicher Ordnung
gewinnen kann (§ 9}, ohne dass von einer Riemannschen Fliche die Rede ist.
Dann wird aber in § 11 gezeigt, wie die Gruppe 7 selbst in einer Reihe von
fiir jedes Geeschlecht p giiltigen Beispielen durch ihr Gruppenbild auf die zuge-
hérige Riemannsche Ildche fishrt und damit in der zugehorigen Abbildungsklasse
periodische Abbildungen aufzeigt.

Alle in diesen Abhandlungen gesuchten Eigenschaften sind Invarianten von
Abbildungsklassen; sie sind iiberdies die gleichen fiir zwei Klassen, die dquivalent,
d. h. in der Gruppe aller Abbildungsklassen in einander transformierbar sind.
Notwendig fiir diese Aquivalenz ist die Ubereinstimmung in dem charakte-
ristischen Polynom, das zu der Exponentensummenmatrix der zugehorigen Auto-
morphismen der Fundamentalgruppe gehort. Diese Bedingung ist nicht hin-
reichend; nicht einmal die Ubereinstimmung in der Matrix selbst ist hinreichend.
Wie aber, wenn man die Fragestellung auf Abbildungsklassen endlicher Ord-
nung beschrinkt? Hier gibt es zuniichst zu gegebenem Geschlecht p nur end-
lich viele mbogliche Polynome. Fiir drei bestimmte solche wird am Schluss der
Arbeit gezeigt, dass sie in der Tat ein System von dquivalenten Abbildungs-
klassen eindeutig festlegen. Ob dies fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung

allgemeingiiltig ist, héingt davon ab, ob 7 immer durch das Gruppenbild zu
12—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 29 décembre 1931.
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einer Riemannschen Flache fithrt. Wenn das der Fall ist, so wird es verstind-
lich, warum fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung die notwendigen alge-
‘braischen Bedingungen fiir die Aquivalenz zweier Abbildungsklassen auch hin-
reichend sind. :

Fiir vielfache Ratschlige und wertvolle Hiilfe danke ich Herrn Dr. WERNER
Fuxcuer, Gottingen, mit dem ich wihrend seines Aufenthaltes in Kopenhagen

grosse Teile der vorliegenden Arbeit durchsprechen konnte.

1. Nicht-Bestiindigkeit positiver Fixpunktklassen.

Es sei z¢ eine topologische Abbildung einer geschlossenen zweiseitigen
Fliche ¢ vom Geschlecht p>1 auf sich. Mit "¢, #n=o0, werde die » Mal
iterierte Abbildung bezeichnet. Das Innere @ des Einheitskreises F einer kom-
plexen x-Ebene sei das Abbild der universellen Uberlagerungsfliche von ¢.
I" sei die aus linearen hyperbolischen Substitutionen bestehende Gruppe der
Decktransformationen von @ iiber . {® sei eine topologische Abbildung von
@ auf sich, die v iberlagert. Dann wird {@ durch eine topologische Abbildung
tF des Randkreises auf sich stetig abgeschlossen (I, 28). Dabei geniigt die topo-
logische Abbildung #(@ + F) der abgeschlossenen Kreisscheibe auf sich dem System

von Funktionalgleichungen

E(f () = fr(tx),

wo f die Gruppe I’ durchliuft und f; das dem Element f bei dem zu ¢ gehorigen
Automorphismus I von F entsprechende Element ist (I, 22). Wir schreiben

diese kurz
tf = fit. (1)
7% wird dann von {" iberlagert, und diese Funktion geniigt in @ + F den Funk-
tionalgleichungen
tnf‘:fln tn7 (2>
wo 1" der n Mal iterierte Automorphismus ist.
Die durch ¢ dargestellte Fixpunktklasse der Flichenabbildung ¢ (I, 31) hat

einen Index j(¢) (I, 37), der nach IT 14, 15 nur von der Struktur der Fixpunkt-
menge der Randabbildung ¢FE, also nur von [, abhingt und durch

3—4p =j{t) =1
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beschrinkt ist. Dabei ist j==1 nur dann, wenn {F fixpunktfrei ist. Wenn nun
tF iberhaupt Fixpunkte hat, also j=o, so hat "FK fir » > 1 offenbar genau
dieselbe Fixpunktmenge wie {1/, also ist

ey = ().

Bs soll nun in diesem Paragraphen die fiir das Folgende grundlegende Tatsache
gezeigt werden, dass sich die positiven Fixpunktklassen (j= 1) in dieser Beziehung
anders verhalten, dass also der Satz gilt:

Satz 1: Widihrend jede Fixpunktklasse von nicht-positivem Index einer Fldchenab-
bildung v sich be: beliebig hoher Iteration der Abbildung als IMixcpunkt-
klasse von @ met demselben Index behauptet, verwandelt eine Fixpunkt-
Flasse von positivem Index sich bei geniigend hoher Iteration der Abbildung
in eine solche von nicht-positivem Index.

Der Beweis wird indirekt gefiithrt. Wir nehmen im Gegensatz zur Be-
hauptung an, dass fir jedes positive » die topologische Randabbildung "I fix-
punktfrei sei, und haben zu zeigen, dass diese Annahme mit dem Bestehen der
Funktionalgleichung (2) nicht vertriglich ist.

BEs wird zweckmiissig sein, zunichst an die Eigenschaften einer mitsamt
allen ihren Potenzen fixpunktfreien topologischen Abbildung einer Kreislinie
(Jordankurve) auf sich zu erinnern.’ Sei F die Kreislinie, { die gegebene Ab-
bildung, *F also fiir alle 2= o0 fixpunktfrei, P ein beliebiger Punkt von % und
M die Menge der Hiufungspunkte der Punktmenge #*P. M hiingt nicht von I’
sondern nur von ¢ ab. M ist abgeschlossen und wird durch £ in sich abgebildet:
tM=M. M ist entweder mit ganz F identisch (wie z. B. bei einer Drehung
von F in sich um einen Winkel, der zu s ein irrationales Verhiltnis hat) oder
bildet eine perfekte, nirgends dichte Menge auf E. In letzterem Fall besteht
also die iberall dichte Restmenge E— M aus abzihlbar unendlich vielen Inter-
vallen, von denen keine zwei mit den Endpunkten aneinander stossen.

Ist nun F' eine andere Kreislinie und % eine topologische Abbildung von 1%
anf ', so ist ¢ =gty eine topologische Abbildung von E’ auf sich, die mit
allen ijhren Potenzen fixpunktfrei ist und deren Hiufungsmenge M’ dann und
nur dann ganz F’ ausmacht, wenn M ganz F ausmacht. Andert man aber im
Falle M < E die Definition von x so ab, dass % eine stetige Abbildung von K

! Vgl. meine Abhandlung: »Om topologiske Afbildninger af en Jordankurve paa sig selv»,
Matematisk Tidsskrift B, 1928.
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auf F bedeuten soll, bei welcher die iiberall dichte Intervallmenge E— M auf
eine iberall dichte Punktmenge der gleichen zyklischen Anordnung auf FE' ab-
%ty
von FE’ auf sich zu sprechen, indem bei ¢ zwei Punkte jener Punktmenge kor-

—1

gebildet wird, so hat es auch noch einen Sinn, von einer Abbildung ¢

respondieren, falls die ihnen entsprechenden Intervalle auf I bei ¢ korrespon-
dieren. ¢ ist dann eine mit allen ihren Potenzen fixpunktfreie Abbildung von
E’ auf sich, deren Hiufungsmenge ganz F ausmacht. Nun hat H. Kngser
gezeigt, dass sich die Abbildung 7 von K auf K’ hierbei immer so wihlen lisst,
dass die Abbildung ¢ von E’ auf sich eine Drehung von E’ in sich (um ein
irrationales Vielfaches von =) wird.®

Nun sei y so gewihlt. Ferner bezeichne s die auf ¥, ¢ die auf £ gemes-
sene Bogenlinge. Fiir einen beliebigen Teilbogen von £ koénnen wir von seinem
s-Mass und von seinem o¢-Mass sprechen, wobei das letztere durch die Tiinge des
Bildbogens bei yx definiert ist. Dabei ist das o-Mass eines Teilbogens nur dann
Null, wenn M < E und der Teilbogen ganz zu einem der I'— M ausmachenden
Intervalle gehért. o ist eine auf IY gleichmiissig stetige, monotone (und im Fall
M<E stiickweise konstante) Funktion von s. Sei m(i) die untere Grenze des
s-Masses eines Teilbogens vom o-Masse 4, wenn die Lage des Teilbogens auf F
verinderlich ist; dann ist wegen der gleichmiissigen Stetigkeit von ¢ m(d)>o
fiir A>o0. — Nun ist zufolge der obigen Wahl von y die gegebene Abbildung
tLf von der Art, dass die o¢-Liinge eines Teilbogens durch die Abbildung #, also
auch durch ihre Potenzen ", nicht geiindert wird. Also kommt die s-Linge der
Belder eines Teilbogens positiver o-Linge A ber allen Potenzen ' nie unter den
Betrag m(2).

Es soll nun gezeigt werden, dass diese Eigenschaft einer mit allen Potenzen
fixpunktfreien Abbildung tZ mit dem Bestehen der Funktionalgleichung (2) nicht
vereinbar ist. Zu jedem Element f von I” gehoren zwei » Kongruenzkreise» C(f)
und fC(f) mit gleichem (euklidischen) Radius »(f). (Vgl. I, S. 200 und II, 8. 8;
C(f) ist der Ort der Punkte |f'(z)|=1.) Fiir eine Folge von Elementen mit
gleicher nichteuklidischer Verschiebungslinge, fiir welche der euklidische Abstand
der Grundpunkte auf I gegen Null abnimmt, nimmt auch + gegen Null ab (II,
S. 9). Hieraus und aus der Tatsache, dass die in I’ vorkommenden Verschie-

! H. KNESER: »Regulidre Kurvenscharen auf den Ringflichen», Math. Ann. 91, S. 142—144.
Der Satz hingt mit Untersuchungen von H. PoincArE, E. E. LEvI und P. BoHI zusammen. Eine
ausfiithrliche Darstellung des KNESERschen Beweises findet man in meiner obengeénannten Ab-
handlung.
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bungslingen eine positive untere Schranke haben (I, S. 208), folgt, dass es nur
endlich viele Elemente von I gibt, deren Kongruenzkreisradius + oberhalb einer
gegebenen positiven Schranke R liegt, wie folgende Uberlegung zeigt: Sei « die
Achse einer (nicht notwendig zu F gehorigen) Substitution, deren Verschiebungs-
linge gleich der kleinsten in I” vorkommenden Verschiebungslinge ist und deren
Kongruenzkreisradius gerade B ist, und sei I' ein mit I konzentrischer Kreis,
der die Achse « beriihrt. Dann ist »= R fiir alle diejenigen Elemente von F/,
deren Achse nicht in I' eindringt. Sei ferner [ die Verséhiebungslénge einer

(nicht notwendig zu I gehorigen) Substitution, deren Konvergenzkreisradius R

P ddn)

I t"P

{ynt™P

P Wfyn)

wip

Fig. 1.

ist und deren Achse ein Durchmesser vou £ ist. Dann ist » < R fiir alle die-
jenigen Elemente von F, deren Verschiebungslinge =1 ist (vgl. II, S. 8, o).
Unter den Elementklassen von ¥, d. h. den vollstindigen Systemen in einander
transformierbarer Elemente von I, gibt es nur endlich viele, deren Verschiebungs-
linge <<l ist (I, 8. 208). TUnd nur endlich viele unter den Achsen einer Element-
klasse schneiden I'." Damit ist die Behauptung bewiesen. Wir kdénnen sie in
folgendem Hiilfssatz formulieren: In jeder wunendlichen Folge verschiedener Ele-
mente von I' geht der Kongruenzkreisradius gegen Null.

Nun sei (Fig. 1) f ein beliebiges Element von F, P ein von den Grund-
punkten von f verschiedener Punkt von E und fP sein Bild bei f. Mit y, werde
der Teilbogen von U(f) bis P und mit 2, der Teilbogen von fP bis V(f) be-
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zeichnet. Bei ¢ gehen die Grundpunkte U(f) und V(f) in U(fn) und V(/})
iiber. Ferner geht P in P und fP wegen (2) in

t(fP) = fult*P),

also ¥, in ¥, und #, in 2, iiber. Je nachdem nun #*P innerhalb oder ausserhalb
des zu f,, gehorigen Kongruenzkreises um U(f,) liegt, liegt f;.t" P ausserhalb
oder innerhalb des Kongruenzkreises um V(f,,). Einer der beiden Teilbigen ¥,
und 2, gehort also ganz einem Kongruenzkreise von f;, an (beide tun es in dem
Falle, dass P genau auf dem Kongruenzkreise um U(f,,) liegt). Nun sind die
Elemente der Folge f,. fiir n=0, 1, 2, ... alle verschieden, da nach Voraussetzung
alle ¢ F (n==0) fixpunktfrei sind. Also geht nach dem Hiilfssatz der Kongruenz-

Fig. 2.

kreisradius von f;, gegen Null. In mindestens einer der beiden Teilbogenfolgen
yn und z, hat daher die s-Linge der Teilbogen die untere Grenze Null. Wir
schliessen daher aus dem oben gefundenen, dass mindestens einer der beiden
Teilbogen 4, und z, die ¢-Linge Null haben muss. Somit kann die Hiufungs-
menge M nicht ganz F ausmachen. Ferner schliesst man nun, dass kein Grund-
punkt von I zu M gehéren kann. Denn es sei etwa der Grundpunkt V(f) des
Elementes f ein Punkt von M. Da kein Punkt von M isoliert ist, gibt es auf
mindestens einem der Teilbdgen, in die E durch U(f) und V{(f) zerlegt' wird,
M-Punkte, die sich gegen V(f) hiufen. Auf diesem wiithle man einen Punkt P
so, dass U(f)P positives o-Mass hat. fP V(f) hat positives o-Mass, da V{f)von
dieser Seite her Hiufungspunkt von M-Punkten ist. Man hiitte also Teilbdgen
¥o und 2z, der obigen Art mit positivem o-Mass, was wir ausschliessen mussten.
Fiir jedes Element f sind also die Grundpunkte innere Punkte der E— M bil-
denden Restintervalle. Wir betrachten einen Teilbogen U(f) V(f) von E, der
M-Punkte enthilt. Es seien A bezw. B die auf diesem Teilbogen liegenden End-
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punkte der Restintervalle, zu denen U(f) bezw. V{f) gehoren. Falls f4 dem
Bogen A B angehort (Fig. 2), so withle man einen Punkt fP zwischen f4 und B.
Der aus ihm durch f—! hervorgehende Punkt P gehort dann ebenfalls zu 4 B,
und sowohl der Teilbogen U(f)P wie der Teilbogen fPV(f) hitten dann posi-
tives o-Mass. Wir schliessen also, dass f4 in B oder in einen inneren Punkt
des Bogens BV(f) fallen muss. Da die gleiche Betrachtung fiir den anderen
Teilbogen U(f) V(f) gilt, falls auch dieser M-Punkte enthilt, falls also die Grund-
punkte von f nicht demselben Restintervall angehiéren, so sieht man, dass die
ganze Menge M durch jedes Element f von I in ein durch Hinzufiigung seiner
Endpunkte abgeschlossenes Restintervall verlegt wird. M und fM verteilen sich
also auf zwei zu einander komplementiire Teilbégen von . Nun kann man auf
der abgeschlossenen Menge M ein nichteuklidisch—konvexes Gebiet aufbauen,
indem man jedes der Restintervalle mit einem zu F orthogonalen Kreisbogen
iiberspannt (in derselben Weise wie bei der Definition des Hauptgebietes I1, S. 16).
Nach dem Gefundenen wird dies Gebiet durch keines der mit ihm bezgl. F' fiquiva-
lenten Gebiete iiberdeckt, es uberdeckt also ein gewisses Gebiet der Fliche ¢
einfach. Hs hat aber unendlichen nichteuklidischen Flicheninhalt, da M unend-
lich viele Punkte hat. Das steht im Widerspruch damit, dass ¢ den endlichen
Fliicheninhalt 4(p—1) hat (I1, 8. 22). — Die Annahme, dass alle "V (24 0)
fixpunktfrei sind, hat also zu einem Widerspruch gefiihrt.
Damit ist der Satz 1 bewiesen.

2. Beschrinkung des charakteristischen Exponenten durch das Geschlecht.

Sei wiederum ¢ eine Z-Funktion, fiir welche ¢F fixpunktfrei ist. Dann gibt
es nach Satz 1 eine kleinste ganze Zahl %> 1 derart, dass {"If Fixpunkte hat.
Diese Zahl #» heisse der charakteristische Exponent von t. Da {I nur von dem
induzierten Automorphismus I abhiingt, kann man » auch als charakteristischen
Yixponenten von [ bezeichnen. Von 7-Funktionen, deren zugehdrige Randab-
bildung Fixpunkte hat, werde gesagt, dass sie den charakteristischen Exponen-
ten 1 haben.

Diese Definition des charakteristischen Exponenten weicht von der I, 8. 242
gegebenen in dem Falle ab, wo tE fixpunktfrei ist und " F zwar Fixpunkte, aber
keine Fixgrundpunkte hat, sodass I" keine Fixelemente hat. Der Satz 2 a.a. O.
bleibt richtig, und es gilt mit der neuwen Definition auch seine Umkehrung: Zu-
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einer fixpunktfreien Randabbildung gehirt ein Automorphismus erster Art mit
einem charakteristischen Exponenten > 1.
Nun sei P ein beliebiger Fixpunkt von f"£. Dann sind die n Punkte

PP, &P, ..., 1P

alle verschieden, da " die niedrigste Potenz von ¢ ist, die auf I Fixpunkte hat.
Sie teilen ¥ in » Teilbogen
B,, By, ..., By,

die bei ¢ so vertauscht werden, dass
tB; == By,

wobei der Stellzeiger modn verstanden wird und ¢ zu = teilerfremd ist. Fir
jede ganze Zahl m gilt nun identisch:

£(tn(o) — t(t"().

Die Randabbildung # in dem Teilbogen B, wird also durch ein passendes #* in
die Randabbildung #* in B; abgebildet. Insbesondere bildet also ¢ die Fixpunkte
von "I wieder in Fixpunkte von {*E und Nicht-Fixpunkte in Nicht-Fixpunkte
ab; ferner fithrt ¢ insbesondere isolierte, beiderseits abstossende Fixpunkte von
t* wieder in solche iiber; ¢ bildet also die Punktmenge M*, die II, S. 15, 16 als
Randmenge des Hauptgebietes Q(I") erklirt wurde, umkehrbar eindeutig in sich
ab. Da ferner jede 7-Funktion die Grundpunktmenge auf F in sich abbildet,
so bildet ¢ die Menge der Fixgrundpunkte von ¢, also auch die Menge S(/")
der singuliren Punkte von # (II, 5), die IT, S. 27 als Randmenge des Kern-
gebietes A(I") erklirt wurde, umkehrbar eindeutig in sich ab.

Nun unterwerfe man ?* der Typeneinteilung von II, 12. Zunichst sei ¢
von einem Typus »=o0. "I hat 2ux Fixpunkte, von denen u beiderseits an-
ziehend sind; dabei ist (II, 6)

’ n=4p—2.
Da diese nach dem oben Gefundenen in » homoomorphe Abschnitte zerfallen

sollen, wird »n ein Teiler von g und also auch » der Beschrinkung durch das

Geschlecht
n=4p—2

unterworfen. Wegen » > 1 ist dabei > 1, also hat ¢ einen negativen Index 1 —p.
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Danach sei " von einem Typus »=1. Ks gibt dann genau 2 singulire
Punkte, und diese miissen durch ¢ vertauscht werden. Also folgt

n=2.

Ist dabei =0, hat also ¢* zwei periodische fixpunktfreie Intervalle, so muss die
Verschiebungsrichtung bei ¢* in diesen zyklisch dieselbe sein, da ja die Abbildung
des einen Intervalls auf sich bei #* durch ¢ in diejenige des anderen Intervalls
auf sich transformiert wird. (¢®F enthiilt also keine beiderseits abstossenden
Fixpunkte, sodass die Begriffsbildung eines (strichférmigen) Haupt- und Kern-
gebietes sich auch in diesem Fall aufrecht erhalten lisst.) Ist u>o0, so ver-
tauschen sich die reguliren Randfixpunkte von #* in den beiden durch das Fix-
element bestimmten Intervallen, ihre Anzahl mod H (I?) ist also in beiden Inter-
vallen dieselbe, und g ist daher gerade.

Sodann sei »>1. Die Fixelementgruppe H (I") ist also eine freie Gruppe
mit »<2p—1 Erzeugenden (II, 10), aber nicht ganz F. Da die Fixgrundpunkt-
menge von #* durch ¢ umkehrbar eindeutig in sich abgebildet wird, wird H (I")
durch den Automorphismus 7 isomorph in sich abgebildet. Nun seien

hyy hey ooty he

ein System unabhiingiger Erzeugender von H(I"). Durch I, das wir im Augen-
blick nur als Automorphismus von H(I") auffassen wollen, geht dieses in ein

neues -System unabhiingiger Brzeugender
1. 7 ’ 1. !
h's hy's oo hy

itber, wo diese Elemente durch gewisse eindeutig bestimmte Ausdriicke in den
hiy ..., h, dargestellt werden konnen. Man bilde die zugehdrigen Exponenten-
summen: Es sei y;; die Exponentensumme von h; in dem Ausdruck fiir 2/. So

erhilt man eine quadratische Matrix vom Grade »:
I'=(yu), L k=1,...,v.

Dem Automorphismus [™ von H(I") entspricht nun die Matrix I'™ und dem
Automorphismus I™, als dem identischen Automorphismus von H (I"), die Ein-
heitsmatrix F, vom Grade »: ‘

r=4u,.

13—31366.  Acta mathematica. 58. Tmprimé le 29 décembre 1931.
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Es bleibt noch der Fall, in dem I" der identische Automorphismus von I,
H(I"=F, also ¢" auf F die identische Abbildung ist. Hier hat H(I") 2p Er-
zeugende und ist keine freie Gruppe, aber da in der Grundrelation von F' die
Exponentensumme in allen Erzeugenden Null ist, ist die Exponentensummen-

matrix I" von I wieder eindeutig bestimmt, und wieder ist
= 1,,.

(I’ ist die schon I, S. 321 mit anderer Bezeichnung der Exponentensummen be-
nutzte Matrix, deren Spur in die Formel von ALExXANDER eingeht.)

Setzt man im letztgenannten Falle »—2p, so haben die beiden letzten Fille
auf die Aufgabe gefithrt, die moglichen endlichen Ordnungen n quadratischer
ganzzahliger Matrizen von gegebenem Grade » zu bestimmen, welche man wohl

am einfachsten durch folgende Betrachtung lost: Es sei
y() =|T—AE,|=(—1A+ a1+ + ¢, (3)
das charakteristische Polynom von I', mit
iy Doy ooy A,

den Higenwerten von I, als Wurzeln. Da I™=1/, nur den Eigenwert 1 hat,
sind die 4; n-te Einheitswurzeln. Die Koeffizienten von y(1) sind ganze Zahlen,
der hichste + 1. Man spalte y(A) in Faktoren

) =2 (W) ya(2) .. ywld), o (4)

die im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel sind. y;(4) ist ein ganzzahliges
Polynom mit hochstem Koeffizienten + 1, dessen Wurzeln ein vollstindiges Sy-
stem primitiver Einheitswurzeln eines Grades d; ist, der in » aufgeht. Der Grad
von 7;(A) ist also ¢(d:), wo ¢ die Eulersche Funktion bezeichnet. Man hat also

p(dy) + @lds) + -+ pldn) =». (5)

Die Bestimmung aller méglichen Ordnungen % zu gegebenem Grade v geschieht
nun so: Man bestimme die endlich vielen natiirlichen Zahlen d, deren Eulersche

Funktion der Bedingung
pld)=» (©6)

geniigt, bilde aus den Zahlen ¢(d) die endlich vielen moglichen additiven Zu-
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sammensetzungen der Zahl » gemiiss (5) und bestimme fiir jede solche Zusam-
mensetzung die zugehbrige Ordnung # als kleinstes gemeinsames Vielfache der
benutzten Zahlen d. Das ergibt bei gegebenem » endlich viele Moglichkeiten fiir #.

Da nun bei gegebenem Geschlecht p unserer Fliche fiir » die Méglichkeiten
2,3,...,2p in Frage kommen, so ergeben sich in den letzten beiden Fillen der
obigen Fallunterscheidung endlich viele Moglichkeiten fiir #». Da das Gleiche in
den beiden erstgenannten Fiillen galt, so haben wir den Satz bewiesen:

Satz 2: P die charakteristischen Ixponenten der T-Funktionen gibt es eine nur
vom Geschlecht der Fliche abhdingende obere Schranke.

Diese ist zugleich eine Schranke fiir die »Ordnung der Bestindigkeit> der
Fixpunktklassen von positivem Index auf einer Fliche gegebenen Geschlechts.

3. Algebraische Hiilfsbetrachtungen.

In diesem Paragraphen verfolgen wir die (grossenteils wohlbekannten) Eigen-
schaften der im vorigen Paragraphen betrachteten Matrizen aus Exponenten-
summen mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen noch etwas weiter. Wegen
der Beziehung zur Formel von Avexaxper (I, 43) beachten wir dabei die Spuren

$r=s(I")
der Matrizen und ihrer Potenzen. Dabei ist
sp= A+ A+ + A

die Potenzsumme rten Grades der Higenwerte von I'. Also hat man wegen (3)

die in den s, lineare Rekursionsformel:
(—1)Suqr + CrmaSseagr + - + €y8r = 0. (7)
Das Polynom niedrigsten Grades
#(A) =28 A hpa AT A - b Ky,

das durch Kinsetzung von I' die Nullmatrix ergibt, geht in y(A) auf. Da g<<v

sein kann, ergibt sich daraus eine im Allgemeinen kiirzere Rekursionsformel:

Sotr T kpaSe—14r 4+ kysr = 0. (7 a)
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Durch Vermitilung der Avexanperschen Formel ergeben sich hieraus Re-
kursionsformeln zur Bestimmung der Indexswmmen der Potenzen einer gegebenen
Lliachenabbildung.

Nun sei I' eine Matrix endlicher Ordnung:
I=E,.

Dann sind die EKigenwerte 4; nte Einheitswurzeln, also + 1 oder paarweise kon-
jugiert imaginir, und somit zu einander reziprok. y(i)=o0 ist somit eine rezi-
proke Gleichung, ihre Koeffizienten also von vorne und hinten gleich, eventuell
bis aufs Vorzeichen.

Nun bezeichne man
AM—1=A—n)A 1+ A2+ A4 1) = (A—1) Qu(l).

Die Wurzeln von ¢y(4) haben die Summe — 1. Die 4 sind im Falle I'"=F,
entweder gleich 1 oder Wurzeln von @n(4), die Eigenwerte von I'" sind die
rten Potenzen der ;.

1) Ist nun zuniichst » eine Primzahl, so ist ¢y(4) im Korper der rationalen
Zahlen irreduzibel, also, da y(A) ganze rationale Koeffizienten hat,

y(A) = (= 1)" (2 — 1)* @u(2)?
mit ¢ =0, §>0, und wegen des Grades ¥ von y(4):
a+ (n—1)3=r.

Fir die Spur s, = s(I") ergibt sich

Fiir 1 <» <n vertauschen sich die Wurzeln von ¢, bei Erhebung zur Potenz r,
also hat man
8 =8y == S =y — 0 |
B [ (8)
Sn =

(Dies ist natiirlich nur eine sehr spezielle Folge aus dem aus bekannten alge-
braischen Sitzen zu folgernden »erweiterten Frrmatschen Satz», dass fiir jede
ganzzahlige Matrix I" die charakteristischen Polynome von I und von I'™ nach
dem Modul % kongruent sind, wenn % eine Primzahl ist.)
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Aus

VY —a v

f=""C=

n—1 n—1I1

folgt noch

T E o)

2) Im Falle eines allgemeinen » greifen wir auf die Zerlegung (4) fiir y(4)
mit der Bedingung (5) fiir die Grade der einzelnen Faktoren zuriick. Hierbei
brauchen die d; nicht verschieden zu sein, also y(A) kann irreduzible Faktoren in
einer Potenz enthalten. Wir schreiben daher die Relation (4) mit neuer Be-
zeichnung:

P (1) = TLpalhde, (49)

din

mit ez =0, wobei  alle Teiler von = durchliuft, #» das kleinste gemeinsame
Vielfache der wirklich vorkommenden Teiler d-ist und

D eapld) =

ist. Die Wurzelsumme wu(d) von yq ist bekanntlich
u(d)="o, falls d einen Primfaktor mehrfach enthiilt,
u(d) = 1, falls d aus einer geraden Anzahl ungleicher Primfaktoren besteht,

f

wld)=—1,» d » »  ungeraden » » » »

Diese Wurzelsumme, mit & multipliziert, ergibt den auf den Teiler d von n ent-
fallenden Beitrag zur Spur von I'. Fiir s(I') ergeben sich also bei gegebener
Ordnung » endlich viele Moglichkeiten, die aus den médglichen d-Kombinationen
leicht abzulesen sind. Dabei gilt in Abhiingigkeit allein von dem Grade » von I':

—r=s(IN =, (10)

da der Realteil der Eigenwerte von I' zwischen —1 und +1 liegt; insbesondere
gilt wegen der endlichen Ordnung von I' s(I)=» nur fir I'=FE, und s(I'=—»
nur fir I'=—F,.

Um s=s(I") aus der zu I' gehérenden d-Kombination zu bestimmen, be-
trachte man einen irreduziblen Faktor ya(1) von y(i). TIst d=(r, d) der grosste
gemeinsame Teiler von » und d, und d=4d’, so wird eine primitive dte Einheits-

wurzel durch Erhebung zur Potenz r eine primitive d'te BEinheitswurzel, also
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Wurzel in yo vom Grade ¢(d’). Dem einzelnen Faktor y, in dem charakteri-

stischen Polynom von I’ entsprecheh also o) Faktoren y, in dem charakteri-

p(d)
stischen Polynom von I7. Hierdurch ldsst sich die d-Kombination von I aus
derjenigen von I' ablesen und die Spur s, bestimmen. Fir jedes zu 7 teiler-

fremde d bleibt der Beitrag zur Spur ungeindert. Speziell ist
s(I") = s(I) (11)

fiir jedes zur Ordnung » von I’ teilerfremde r.

Nehmen wir nun noch die Bedingung v=2p hinzu. Der Koeffizient ¢, in
7(%) ist der Determinantenwert der Matrix I', wegen der Ganzzahligkeit von I'~!
also + 1, und fiir die Matrizen der Automorphismen erster Art von F immer

+1.' Das charakteristische Polynom hat also die Form
yA) =20 — g 22— At T (12)

mit gleichen Koeffizienten von beiden Enden. Betrachten wir nun einen irredu-
ziblen Faktor ys() von y(4). Fir d > 2 ist der Grad ¢(d) von y. eine gerade
Zahl, und die Wurzeln von y,; haben das Produkt + 1, da sie paarweise konju-
giert imaginiire Einheitswurzeln, also paarweise reziprok sind. Da nun (12) zeigt,
dass das Produkt aller Wurzeln von y(i) ebenfalls + 1 ist, so muss die Anzahl
&, der linearen Faktoren y,==1-+1 mit der Wurzel —1 gerade sein. Und da die
Gesamtzahl der Wurzeln von y(A) 2p ist, so muss endlich auch die Anzahl &,
der linearen Faktoren y;—A—1 mit dem Eigenwert 1 gerade sein.

Endlich bestimmen wir noch im Falle I'"=1F,, die Spurensumme. Ein

Eigenwert 2 erfiillt die Gleichung
I+ )V_i_)v? N
]ofallsl# I
Also folgt durch Summation iiber alle Eigenwerte fiir die Spuren s,=s(1") die
Relation
S+ 8 F s+ - A Sy = g m,
und also wegen s,=2p

S s+ o F =g n— 2. (13)

! "Ein Beweis hierfir wird am Schluss dieses Paragraphen nachgetragen.
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Es bleibt noch ein Beweis fiir die oben benutzte Aussage iiber den Wert
der Determinante von I' nachzutragen:

Bezeichnet B die Bilinearform
B=w1yy =2y, + XaYy—yYs + - FDap1Yop—Tap Yap—1

und sind X und Y zwei Kurven auf der Fliche vom Geschlecht p, so gibt B die
algebraische Summe ihrer orientierten Schnitte an, wenn die 2; bezw. y; die
Exponentensummen von X bezw. Y in den a4, b, ..., ay, b, bedeuten. Unter-
wirft man die Flidche einer topologischen Abbildung, deren zugehdrige Auto-
morphismenfamilie die Exponentensummenmatrix I'==(y;) hat, so muss B bei
Ausiibung der Substitution I' auf beide Variablenreihen ungefindert bleiben oder
das Zeichen wechseln, je nachdem die Abbildung die Orientierung erhiilt oder
umkehrt, also je nachdem die Automorphismenfamilie von erster oder zweiter
Art ist. Bezeichnet man nun mit (m, 2) den Wert von B, wenn man fiir die
x; bezw. y; die Elemente der mten bezw. nten Spalte von I' einsetzt, so findet
man durch Einsetzen, dass die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,

dass B durch die Substitution I" sich mit dem Faktor 5 reproduziert, durch

(1, 2)=(3, 4)= - =(2p—1, 2p) =1

und das Verschwinden aller iibrigen (m, n) gegeben ist. (Und man sieht iibrigens

leicht, dass I" dieselbe Eigenschaft dann auch beziiglich der Zeilen hat.)
Andererseits gestattet jede Determinante |I'| der Ordnung 2p eine »Ent-

wicklung nach der Bilinearform B», d. h. nach den (m, #n). Denn man be-

zeichne mit {e; ¢, ...asy) die Zahl +1 oder —1, je nachdem a, @, ..., @)
eine gerade oder ungerade Permutation der Zahlen 1, 2, ..., 2p ist, und setze
V2i—1, Y2 i—1, ¢y
' = (e, 052)1‘
V21 e V20, 0
also ,
(g, @) = (o, @a)y + (e, @)y + o + (o, )y
Dann ist
_ _ NS
| )= 7a] = Z\% Gy Cap) Vi V2 Vi - - Vopey,,
(die Summe iiber alle Permutationen e, . ... @y, der Zahlen 1, 2, . .., 2 p erstreckt)

= 2{0‘1 Uy ... 0"217} (0‘1: “2)1 (asa 0‘4)2 . (aﬁzﬁhl, “217)17
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(die Summe iber alle Permutationen mit der Einschriinkung a1 << ay; erstreckt)

= N DNeay . casp)(ay, @, @y, @, - (€2p—, a2p), -
) ()

Hierin ist Z iiber alle Permutationen v, v, ...., », der Doppelzeilennummern
()
1,2,...,p und Z iiber alle Spaltenpermutationen mit e¢s;,—1 << @2; und
(@) '
€ << g << oy << < Qap—1

zu erstrecken. Dann kann man aber fiir die Permutationen (») auch Permuta-
tionen mit Wiederholung zulassen. Denn ein Glied der obigen Doppelsumme,
in dem etwa v, ist, gibt, wenn man fiir festgehaltene (v) die D) ausfiihrt,
(er)
eine Determinante, die aus den Doppelzeilen von I' so aufgebaut ist, dass jeden-
falls eine Doppelzeile zweimal auftritt, also den Wert Null. Fithrt man nun 2
Q]
in ‘den einzelnen Gliedern aus, so kommt die gewiinschte Entwicklung (als eine
fiir jede Determinante 2 pter Ordnung giiltige Tdentitiit):

| '] = 2 Ve s ey (g, @) (ag, @) o (@ap—1, @2p),

wobei die Summe iiber alle Spaltenpermutationen (¢) erstreckt wird, fiir welche
taim1 < @y UNd o < @y <5 < - < @y st

Soll nun B bei I' in 5B iibergehen, so enthilt nach dem oben gefundenen
jedes Glied dieser Summe mindestens einen verschwindenden Faktor ausser dem-
jenigen, fiir welches «y, oy, ..., as; die natiirliche Reihenfolge 1,2, ..., 2p ist,

und in diesem wird jeder Faktor gleich %, also

|| = n.

Somit folgt der Satz:

Dee Matrizen der Autoinorphesmen erster Art haben fiir jedes p die Determi-
nante +1, diejenigen der Awtomorphismen zweiter Art die Determinante +1 oder
-—1, je nachdem p gerade oder ungerade ist.

Bs sei bemerkt, dass sich dieser Satz aus den allgemeinen Untersuchungen
“von CayLey' itber Automorphismen von Bilinearformen folgern lisst, und ebenso,

! siche z. B. die franzosische Ausgabe der Enzyklopidie I, 2, 4, S. 482.
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dass man ihn aus der Form der von Poincark' angegebenen erzeugenden Auto-
morphismen der speziellen Bilinearform B gewinnen kann. Vielleicht hat aber
auch der hier gegebene direkte Beweis einiges Interesse.

4. Die zu einer Abbildungsklasse gehirige Gruppe 7.

Es sei eine Abbildung z¢ vorgelegt. Wenn unter den zugehérigen 7-Funk-
tionen solche mit fixpunktfreier Randabbildung vorkommen, so sind wir in den
beiden ersten Paragraphen dazu gefithrt worden, diese zu den zugehorigen
charakteristischen HExponenten zu erheben. Wir machen diesen Schritt jetzt
ganz, indem wir alle Potenzen ", —ow <<n << und alle zu diesen gehdrigen
T-Funktionen in Betracht ziehen. Es sei also ¢ eine T-Funktion iber =, und ¢
induziere den Automorphismus I von #. Dann induziert {* den Automorphismus
I", und es gilt fiir alle # die Funktionalgleichung (2). Wird nun durch

H=1 JSu e

eine Aufzihlung simtlicher Elemente von I[I" gegeben, so betrachte man das
System von 7-Funktionen

= fiE Syt
1 fit futt
I W Je

t fit St

t* fit? St

(14)

das zeilenweise aus der I’ bildenden Zeile durch Anfiigung aller #* entsteht.
Wegen (2) ist dabei

ﬁ tmﬁ; " ____f7f“m tm+ n,
(f;. tm,)—l — t—mj’;l — l—ﬁ_m =,

fitn - fi (fit) =t = fi fom 51

! Palermo Rend. 18 (1904), 8. 64.
14 — 31856. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 29 décembre 1931.
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Diese Gleichungen zeigen, dass das obige System (14) eine Gruppe bildet, die
mit 7 bezeichnet sei!, und ‘dass 7 die Gruppe I' als Normalteiler enthiilt, sodass’
die Zeilen des obigen Systems Restklassen (»Nebengruppen») nach I sind. Fasst
man T wur als Gruppe von Abbildungen des Randkreises I auf, so gehort T zu
der Abbildungsklasse von ©. Diese letztere Auffassung legen wir nun fiir die

T
I

Potenz von {F in die Gruppe I”; dann sind alle Elemente des oben angeschrie-

Bestimmung der Faktorgruppe zu Grunde. Im allgemeinen Fall fillt keine

-

benen Systems (14) verschiedene Abbildungen von K auf sich, und %ist die freie

Gruppe mit einer Erzeugenden (unendliche zyklische Gruppe). Sonst bestimme
man den kleinsten positiven Exponenten #, fiir welchen "I/ ein f; I ist. Dann
gehort ¢* zur Klasse der Identitit. Fiir n==1 ist = selbst eine Abbildung aus der

7]

identischen Klasse und 7' auf I/ mit I identisch. Fiir » > 1 ist ]j;die zyklische

Gruppe nter Ordnung.

Wir bezeichnen die mit ¢ beginnende Zeile in (14), also die vollstiindige
Familie der mit ¢ verwandten 71 Funktionen, mit 7,. Die Elemente von 7,
nennen wir »Funktionen rter Stufe». Zur mten Potenz erhoben ergeben sie

Funktionen miter Stufe, aber im Allgemeinen nicht ganz 7., So braucht im
g

Falle, dass ]l—w die endliche Ordnung » hat, das Element nter—oter Stufe f,—1

nicht notwendig die nte Potenz eines Elements erster Stufe zu sein, was spiiter

niher erdrtert werden soll.

5. Korrespondenz der Isogredienzklassen verschiedener Stufe
durch Potenzieren.

Das Element f;#™ von 7' induziert den Automorphismus I;-i_—l. Zu diesem

gehort eine Fixelementgruppe H (I;’Z‘f‘l), die wir auch mit H(f;#") bezeichnen;
Ji

sie ist die aus allen mit f;¢™ vertauschbaren Elementen von I’ gebildete Unter-

gruppe von F. Ferner werde an die in I, 18 gegebene Definition einer Isogredienz-
S p b) =Rt =) =

! Der Buchstabe 7' bedeutet nun also micht mehr die Gruppe aller 7-Funktionen, wie in
I, 21, sondern die Gruppe derjenigen 7 Funktionen, die itber einer gegebenen Fliichenabbildung =
und ihren Dotenzen liegen.
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klasse von. T-Funktionen (bezw. von Automorphismen) erinnert: Alle aus f; "
durch Transformation mit beliebigen Elementen von F hervorgehenden 7-Funk-
tionen bilden eine Isogredienzklasse; ihre Elemente sind alle von mter Stufe.
Ferner beachte man, dass das Element ¢ in (14) ein beliebig herausgegriffenes
unter den Elementen erster Stufe ist, und dass man, wenn man die 7' ent-
sprechende Gruppe fir +" bilden will, die Zeilen 7T, des obigen Schemas be-
kommt, unter denen dann 7. als von erster Stufe zu gelten hat. Will man also
das Verhalten der Elemente und Isogredienzklassen von 7 bei Potenzerhebungen
untersuchen, so ist es keine Einschrinkung, von dem Element ¢ auszugehen.
Sei H=H(I)=H(t) die zu I gehérige Fixelementgruppe und

F=H-+g H+gH+ -

eine Zerlegung von F nach H. Da die Elemente von H mit ¢ vertauschbar
sind, so bilden die Elemente

t,ogitovh getorl, ... (15)

die vollstindige Isogredienzklasse von . Man erhebe die Elemente von (15) zur

nten Potenz und erhiilt

g T gttty (16)

Hierbei enthiilt (16) alle mit #* isogredienten Elemente, da H (t) in H (") enthalten
ist. In (16) kommen gleiche Hlemente dann und nur dann vor, wenn H (") um-
fassender ist, als H(f); (aus git"g;! = git"g;* folgt g7'g:= ", aber nach Voraus-
setzung mnicht =¢). Also ist ¢F fixpunktfrei, H(f)=1, n ein Multiplum des
charakteristischen Exponenten von { und I* hat Fixelemente. In diesem Fall
durchlaufen also die Elemente g¢; in Wirklichkeit ganz I, und in (16) kommt
jedes mit ¢ isogrediente Element unendlich oft vor.

Nach dem eben besprochenen hat es einen Sinn, von der Erhebung einer
Isogredienzklasse zu einer Potenz zu sprechen, da eine vollstindige Klasse dabei
in eine vollstindige Klasse iibergeht. Wir untersuchen nun, unter welchen Be-
dingungen zwei verschiedene Isogredienzklassen erster Stufe durch Erhebung zur
nten Potenz zusammenfallen konnen. Wir kénnen repriisentierende Elemente ¢
und f¢ der beiden Klassen so auswiihlen, dass

(fop = | (17)

ist. Dabei liegt f nicht in H(f), denn aus f=1¢ wiirde
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also wegen (17) f*==1, also f=1 folgen. f liegt daher auch nicht in H(ft). Wegen
(17) ist t* mit f¢ vertauschbar, und da es mit ¢ vertauschbar ist, ist es auch mit /'
vertauschbar. Also f liegt in H (%), und H (t*) ist somit umfassender als H (t).
Ebenso ist H((f#)*) umfassender als H(f¢. Wir schliessen, dass sowohl ¢ wie [t
auf F fixpunktfrei sind. Ferner miissen beide den gleichen charakteristischen
Exponenten haben. Denn " und (ft)", fiir beliebiges m, fallen mit » potenziert
zusammen. Sie sind also entweder beide auf F fixpunktfrei, oder isogredient,
und dann notwendig gleich. Sie fallen also bei Erhebung zu ihrem gemeinsamen
charakteristischen Exponenten zusammen, und das obige » ist ein Multiplum
desselben.

Angenommen nun, » sei dieser charakteristische Exponent selbst. Hs ist

(fty=ffifr. .. fi—rty,

also f eine Losung der Automorphiegleichung
XXX, . Xl == 1, (18)

s gibt also so viele Isogredienzklassen erster Stufe, die in der nten Potensz mit
der Klasse von {* zusammenfallen, wie es bezgl. I nicht isogrediente Liosungen
von (18) gibt. Diese Anzahl ist endlich, da die Zahl der Fixpunktklassen end-
lich ist. Man vergleiche dies mit I, 44. Der Unterschied ist der, dass hier
nicht I"=1 zu sein braucht. Dies spricht sich auch in folgendem Sachverhalt
aus: Sei h eine Losung von (18) und % ein beliebiges Element von I7. Dann ist

ERETY(ERETY, . (RR AT s = kR

also nur dann 1, wenn % Fixelement bei I® ist. Hat man also zwei Losungen
hy und h, von (18), so sind sie nur danun bezgl. I isogredient, wenn fiir ein

geeignetes Fixelement k von I™ gilt
— 1
ho =k hy k777

Wir formulieren das Hauptergebnis dieses Paragraphen:

Satz 3: Die Elemente einer Isogredienzklasse beliebiger Stufe ergeben, zu einer
Potenz erhoben, alle Elemente einer Isogredienzklasse der Potenzstufe, und
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zwar wm  Allgemernen emmfach; wunendlich oft jedoch, falls die Ausgangs-
klasse auf I ﬁxpunki‘frei ist und die Potenzklasse Fixelemente hat.

Zwer verschiedene Isogredienzklassen kimnen nur dann bei Erhebung
zu ciner Potenz zusammenfallen, wenn sie einen gemeinsamen charakteri-
stischen Exponenten n > 1 haben und der Potenzexponént ein Multiplum
davon ist. Ste fallen dann schon wn der n**™ Potenz zusammen und haben
dort Iixelemente. Die Amnzahl der so jeweils zusammenfallenden Klassen
wird durch die Anzahl wicht <sogredienter Losungen der Automorphie-
gleichung (18) bestimmd.

6. Korrespondenz der Isogredienzklassen bei Transformation
mit Elementen von 7.

Das Symbol [f;#’] moge fiir den Augenblick die Isogredienzklasse bezeich-
nen, zu der das Klement f;#" von 7 gehort. Bezeichnet nun g ein Element von
I, so ist

togfitrg™t- Tt =grfirt g

Lisst man hierin ganz Ir durchlaufen SO durchliiuft auch gr ganz F und man
g =] 4 =] )
kann schreiben

)= (],

Daraus folgt, dass eine vollstiindige Isogredienzklasse beliebiger Stufe durch
Transformation mit einem beliebigen Element von 7' in eine vollstindige Iso-
gredienzklasse der gleichen Stufe iibergeht; die beiden Klassen konnen dabei ver-
schieden sein oder -zusammenfallen. Insbesondere zeigt die Gleichung

tfit- T =tfi= 0 it S

dass eine Klasse beliebiger Stufe, durch Transformation mit einem Element der
gleichen Stufe in sich iibergeht. Klassen der ersten Stufe sind daher mit ganz
T vertauschbar, und das Gleiche gilt von Klassen, die Potenzen von Klassen
erster Stufe sind. Es gibt aber noch mehr Klassen, die mit ganz 7T vertausch-
bar sind. Denn es sei » ein Fixelement des zu f;f gehorigen Automorphismus,
also k= fit, dann ist auch

Jite2 k(fit),
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also [k(fit)y]=7. Und nun gilt auch die Umkehrung: Ist [f#]e T, so lisst
sich ft" in der Form Z{gf)" mit k=gt schreiben. Denn nach Voraussetzung gibt

es ein Element ¢ von I so, dass

- R Y
~also gé=ft. Nun ist
(9t = grt" =g [T,

wenn man, wie in II, S. 60,

Jr=9ggrgr...gr—1
setzt. Das Element

k=fgt=ft (gt}
ist mit g¢ vertauschbar, da St und (gt~ es sind. Und es ist
S =Fk-(gt),

wie behauptet. % ist auch mit f# vertauschbar.

Nun sei gt ein Element von 7, und [g#] sei nicht mit ganz T vertausch-
bar. [g#] wird also nicht durch ¢ in sich transformiert. ™, m > 1, sei die
niedrigste Potenz von ¢, die [¢¢] in sich transformiert. Es ist m =< da ja
lgt"] durch t" in sich transformiert wird. Dann gehoren die Elemente

gt
t-gtr -t i=gst
t‘_) . gtf . t—‘z — .(]I'l tr

fm—1 . gt - Fn—1) o— gm—1t"

zu m verschiedenen Isogredienzklassen rter Stufe, die sich bei Transformation
mit # zyklisch vertauschen. m muss somit in r aufgehen. Diese m Klassen
werden also von denjenigen und nur denjenigen Elementen von 7' in sich trans-
formiert, die zu «™ gehdren, also von allen Elementen mgter Stufe. Nach dem

obigen Satz gibt es daher eine Darstellung

gtr =k - (ht™ym,  k=htm, ‘ ‘ (19)

wobei £ mnatiirlich auch 1 sein kann. % ist auch mit g# vertauschbar. Wir

konnen, um einen kurzen, bezeichnenden Ausdruck zu haben, etwa sagen, dass
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die Klasse [g#"] — und ebenso natiirlich die anderen Klassen des m-gliedrigen
Zyklus, dem sie angehdrt — »auf der m'*™ Stufe wurzelt>. Dann lisst sich das

Ergebnis dieses Paragraphen wie folgt zusammenfassen:

Satz 4: Die Elemente ciner vollstindigen Isogredienzllasse beliebiger Stufe gehen
durch Transformation mit cinem beliebigen Element von T in die Elemente
einer vollstindigen Isogredienzklasse derselben Stufe iiber. Zu einer Klasse
reer Stufe gibt es eine Zahl m, 1 = m = r, die in v aufgeht, so, dass die
Klasse durch ™, aber durch keine niédrigere Potenz vom t, in sich trans-
Sormiert wird. Fine Klasse rte* Stufe, die so »auf der m*® Stufe wurzelts,
gestattet eine Darstellung gemdss (19). Sie gehirt einem Zyklus von m
Klassen 7 Stufe an, dic alle auf der m*® Stufe wwrzeln und sich bei
Transformation mit Llementen von 1T, deren Stufenzahl kein Multiplum

von m ust, zyklisch vertauschen.

I Al

7. Der Fall endlicher Faktorgruppe !F—

Nun erdrtern wir diese Tatsachen und ihre Konsequenzen in dem Fall, wo
(immer 7' als Abbildungsgruppe des Randkreises I/ allein aufgefasst) die Faktor-

Fr
nehmen wir #» > 1 an. Dann ist 7, mit 7,=1" identisch. Fiir die Flichenab-
bildung 7¢ bedeutet dies, dass "¢ in die Abbildungsklasse der Identitit fiillt
und dass dies fiir keinen niedrigeren Exponenten von z der Fall ist. Fiir den

gruppe -, endlich, also die zyklische Gruppe einer gewissen Ordnung # ist. Dabei

zu ¢ gehdrigen Automorphismus [ bedeutet dies, dass I” ein innerer Automor-
phismus von [ (evtl. die Identitiit) ist. Fiir die Matrix I" von I ist dabei im-
mer IM=1I,.

Die Isogredienzklassen der Stufe 7,=—=1F sind nichts anderes als die Klas-
sen in einander transformierbarer Elemente von F. Unter diesen ist eine aus-
gezeichnet, die nur aus dem einen Element fy=1 besteht. Diese wurzelt auf der
ersten Stufe, da 1 mit ¢ vertauschbar ist. Die iibrigen Klassen kinnen auf ver-
schiedenen Stufen wurzeln.

Nun greifen wir ein Element ¢¢" der rten Stufe heraus, wobei 1 =7 <n

ist. Sei (n,r) der grosste gemeinschaftliche Teiler von # und . Dann liegt
n .
(gtr)mm) in T, ist also entweder 1 oder ein Element f= 1 von I
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a) Aus der Annahme

folgt
Sz,

also gehoren zu ¢t Fixelemente. Zu jeder Potenz davon gehdren dann dieselben
Fixelemente. Die ﬁte Potenz ist aber auf F die Operation f, hat also nur

die zwei ‘Grundpunkte von f zu Fizxpunkten und als Fixelementgruppe daher die
dazugehorige zyklische Gruppe, also die durch ein gewisses primires Element f*
erzeugte Gruppe {f*), wenn f eine Potenz von f* ist. Also ist {f*} auch die
Fixelementgruppe von g, es entstehen bei g Il zwei periodische fixpunktfreie
Intervalle mit zyklisch entgegengesetzter Verschiebungsrichtung, und der Index
der zu gt gehdrigen Fixpunktklasse von ¢ ist Null. (¢# ist vom Typus
y==1, u==0.)

b) Aus der Annahme

(g7 = 1

folgt aber, dass g¢g#" vom Typus y=o0, u==o ist, also auf F/ fixpunktfrei ist und
somit fiir "¢ eine Fixpunktklasse vom Index +1 ergibt.

Diese beiden Moglichkeiten des Verhaltens sind aber in Wirklichkeit Aus-
sagen uber die Isogredienzklasse, zu der g¢" gehort, da Elemente derselben Iso-
gredienzklasse sich in dieser Beziehung gleich verhalten. Im Falle b) stellen
wir noch die Frage nach der Stufe, auf der die betreffende Isogredienzklasse von
T, wurzelt. Es sei dies die mte. Dann gestattet g¢" nach Satz 4 eine Dar-
stellung (19), wobei % ein gemeinsames Fixelement fiir 2™ und fir ¢gt" ist. gt

hat aber, als auf F fixpunktfrei, keine von 1 verschiedenen Fixelemente. Also
ist =1 und g¢¢" die '7%136 Potenz eines Elements mter Stufe 2#™. Dies muss selbst

auf FE fixpunktfrei sein, da eine Potenz davon es ist. Und es wurzelt selbst
auf der mten Stufe, da es sonst selbst eine reine Potenz wire und ¢g¢" auf einer
niedrigeren Stufe wurzeln wiirde. Die betrachtete Isogredienzklasse der rten
Stufe ist also mit allen 7,, und nur diesen, vertauschbar, und da sie offenbar
mit 7, vertauschbar ist, geht m auch in » auf. Nach Satz 4 ist die betrachtete
Isogredienzklasse ster Stufe nun Mitglied eines Zyklus von m Klassen der rten
Stufe, die sich bei Transformation mit ¢ zyklisch vertauschen (die Klassen von
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gty grt’, ..., gm—1t). Diese ergeben also jede eine Fixpunktklasse vom Index
+1. In Wahrheit ist ein solcher Zyklus ht™, hit™, ..., hypn—1{™ schon auf der
mten Stufe vorhanden und behauptet sich durch alle Stufen, deren Ordnungs-
zahl ein Multiplum von m ist (also auch der rten), bis sie auf der nten Stufe
in der identischen Randabbildung zusammenfallen.

Wir haben es hier auf der Fliche ¢ mit m Punktgruppen zu tun, die sich
bei 7, 7%, ..., ! zyklisch vertauschen und erst bei 7™ als m getrennte Fixpunkt-
klassen in die Erscheinung treten. Man konnte sie »konjugierte Fixpunktklas-
sen» von ™ nennen. Natiirlich kann 7™ noch weitere Systeme von je m konju-
gierten Fixpunktklassen enthalten und dazu noch andere Fixpunktklassen, die
schon bei einer niedrigeren Potenz von = auftreten, entsprechend Isogredienz-
klassen von Ty, die auf F fixpunktfrei sind, und schon auf einer niedrigeren
Stufe wurzeln.

Hierdurch ist die in I, 45, insbesondere dem dortigen Satz 23, enthaltene
Aussage in deutlicheres Licht gesetzt und auf alle Fille endlicher Faktorgruppe

%, erweitert: Sei wieder » die Ordnung der Abbildungsklasse von ¢, d.h. 7" zur

Abbildungsklasse der Identitit gehorig. Alle Potenzen <, 7% ..., "' haben
nur Fixpunktklassen vom Index 4+ 1 oder Null. FKin Zusammenfallen urspriing-
lich verschiedener Fixpunktklassen findet nur in der Potenz " statt, die ja nur
eine wesentliche, und zwar negative Fixpunktklasse hat. Untereinander ver-
schiedene positive Fixpunktklassen von ¢ behaupten sich als verschiedene positive
Klassen bei 72, ..., 7", Ausser diesen kionnen bei denjenigen ™, fiir die m in
n aufgeht, neue positive Klassen hinzukommen, und zwar ist die Anzahl der bei
7™ zuerst auftretenden Klassen in Multiplum von m. Und diese treten dann

7
auch bei 27, .. z(’” ])m und nur dort auf. Die Anzahl der Klassen von 2" ist
also grisser oder gleich der Anzahl der Klassen von z, und demnach gilt fiir

die Spuren der Matrizen

IA

s(I'")y = s(I) (20)
oder allgemeiner geschrieben

s(Tem) < s(1m). | - (209)

8. Die Formel von Hurwitz.

Diese Ergebnisse benutzen wir nun -— immer noch im Fall einer zyklischen

Faktorgruppe nter Ordnung, also einer »Abbildungsklasse nter Ordnung» — zu
15—31366. Acta mathematica. 58, Imprimé le 29 décembre 1931.
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einer Abzihlung der Summe & der Klassenzahlen von z, 7%, ..., . Ein m-glie-
driger Zyklus obiger Art gibt Anlass zu m Fixpunktklassen vom Index + 1, die

n
| 2 i) | |
bei ™, ¢2™ .. | r("‘ und sonst nirgends auftreten. Thr gesamter Beitrag zu ©
ist also ( — I)m. Dieser Beitrag ist nun so oft zu rechnen, wie die Anzahl
m

A solcher m-gliedrigen Zyklen angibt. Und dann hat man noch m alle Teiler

von n durchlaufen zu lassen. So bekommt man

G = > Au(n—m).

m|n

Andererseits hat ja +" die Klassenzahl gleich der Indexsumme, da ja nur Fix-
punktklassen vom Index o (die nicht mitzihlen) und 1 auftreten, also ist die
Klassenzahl nach der Formel von AiuXANDER 2-s, wo s die Spur der rten
Potenz I'" der Matrix I' von [ ist. Somit kommt

S=2(mn—1)—(s,+8+ - +s-1)
=2R—2—&n+2pP

unter Benutzung von (13). Hierbei war ¢ die Vielfachheit des Eigenwertes 1

in I, und &, war eine gerade Zahl. Somit kommt

b

D An(n—m) = 2p—2—nle,—2). (21)

min

Setzt man noch n=m{ und verabredet, statt den Faktor A, anzufiihren, den

n

esnzelnen Wert [ so oft in Rechnung zu stellen, wie die Anzahl der F gleedrigen
Zyklen angibt, so schreibt sich (21)
n
25(§—1):2p—2~—n(61~~2). (21 a)

i

Diese Formel soll die »Hurwirzsche Formel» unseres Problems heissen, weil sie
fiir n-periodische Abbildungen einer Fliche (Blittervertauschungen einer reguliren
n-blittrigen Riemannschen Fliche iiber einer Modulfiiche!) zur Hurwitzschen

! Yiehe W. SCHERRER: »Uber periodische Transformationen von Flichen», Vierteljahrsschrift
der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, Bd. 70 (1925).
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Formel im gewdhnlichen Sinne wird; dann werden die Zahlen {—1 die zu den
einzelnen Verzweigungspunkten gehorigen Verzweigungsordnungen, es ist iiber
alle Verzweigungspunkte zu summieren, und ¢ wird das doppelte Geschlecht der
Modulfliiche. '
Es kann natiirlich auch eintreten, dass alle Elemente von 7' auf F Fix-
punkte haben, also der Fall b) des vorigen Paragraphen iiberhaupt nicht eintritt.
Dann haben 7,7, ..., 7" ! keine Fixpunktklassen mit von Null verschiedenem

&

Index. Es sind dann alle 4,=o0, und (21) lehrt, dass dann ’e — 1 in p—1 auf-

geht, und dass der Quotient die Ordnung von %, angibt. Man sieht, dass in
diesem Fall aus » > 1 folgt p>2. Zwar gibt es bekanntlich auch fiir p =2 topo-
logische Abbildungen der Fliche auf sich mit Erhaltung der Indikatrix und ohne
Fixpunkte. Aber von der Klasse einer solchen Abbildung gilt nach dem soeben
gefundenen, dass sie entweder keine endliche Ordnung hat, oder, falls sie von
der Ordnung » ist, dass schon bei einer niedrigeren Potenz als der nten wesent-
liche Fixpunktklassen auftreten. )

Dass alle Flichen p>2 Abbildungsklassen endlicher Ordnung » (und sogar
n-periodische Abbildungen) gestatten, die mit allen Potenzen bis zur (n— 1)ten
fixpunktfrei sind, wird in § 11 an einem naheliegenden Beispiel erdrtert (dor-
tiges Beispiel 2).

In den §§ 4—8 ist nur von unendlichen oder endlichen zyklischen Gruppen
von Abbildungsklassen die Rede gewesen. Man wird aber erkennen, dass manche
der Betrachtungen eine Erweiterung auf andere Gruppen, insbesondere endliche

nicht-zyklische Gruppen von Abbildungsklassen zulassen.

9. Eigenschaften der Abbildungsklassen endlicher Ordnung.

Sei I' die Matrix einer Abbildungsklasse endlicher Ordnung ». Man spalte
das zugehorige charakteristische Polynom y(1) gemiss (4), § 2 bezw. (4a), § 3.
Das System der dabei wirklich auftretenden Teiler d von n, jeder so oft gesetzt,
wie seine Vielfachheit ¢; >0 angibt, heisse die »d-Kombination» von I'. Es sei

3 14 rr 14 174
d,d',d’, .. ,0,d0,d0,.. .,1,...,1

eine d-Kombination, in welcher alle d > 1 und alle d > 1 und alle d zu allen d
teilerfremd sind. Bezeichnen dann D bezw. # das kleinste gemeinsame Viel-
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fache der d bezw. der J, so ist D teilerfremd zu o/ und D/=xn. Nun bilde
man die Matrix I'?. Der Beitrag, den die Eigenwerte 1 zur Spur sp liefern,
ist derselbe, wie fiir s;. Dasselbe gilt fiir den Beitrag, der von den Teilern o
herrithrt, da der Exponent D zu allen ¢ teilerfremd ist. Alle zu den Teilern d
gehorigen Eigenwerte von I' verwandeln sich aber durch die Potenzierung mit D
in + 1. Also ist sp>s, im Widerspruch zu (20):

Satz 5: In der zu einer Abbildungsklasse endlicher Ordnung n gehirenden Kombina-
tion von Teilern wvon n in der Zerlegung des charakteristischen Polynoms
der zugehirigen Matrix lassen sich die auftretenden von 1 wverschiedenen

Teiler nicht in zwei zu etnander tetlerfremde Systeme zerlegen.

Es ist stets
8(1j>281§ 2, (22)

da die Klassenzahl

ist. Wegen (10), § 3, hier fiir » = 2p, ist

Z =2+ 2p,

und das Gleichheitszeichen ist nur fiir #=2 und nur fir I'=— K, erreichbar.
Fir n=2 ist dberdies
Z =2+ 2p (mod 4)
=2 —2p (mod 4),
denn
§;=2p— 268 =2p (mod 4),

da &, gerade ist. Ist » eine ungerade Primzahl, so ist wegen (9), § 3, hier
fiilr v =2p,

Z =2-—2p (mod n)
und

Z<=2 -+ 2D _.
n—1

Es ist also fiir ein k>0

Z:z~2p+7cn§2+%—2_f91

)
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und hieraus folgt

2p
k

IA

n +i1=2p+ 1.

Aus (13), § 3, und (20), § 7, folgt fiir beliebiges »

(n—1)s, = eyn — 2p,
(e1—s)n =2p —sy.

Fiir ¢, — s, > o _hat man also

29 —8 2p— ¢
n<2PT0 L 22T A o
&8 . & — 8

117

Ist z. B. & >0, also ¢ =2, da & ja gerade ist, und hat die Grundpotenz der

Abbildung wesentliche Fixpunktklassen, also s; =1, so ist stets n=2p—1.

Ist &,—o0 und s,=o0, so muss wegen (13) in (20) fiir wenigstens ein r <<

das Ungleichheitszeichen gelten.

Satz 6: Ivir Abbildungsklassen endlicher Ordnung n einer Fliche vom Geschlecht p

ist n durch eine Funktion von p beschrinkt (§ 2). Die Klassenzahl Z wird

durch Z=2—s, bestemmt und zst durch
Z=2+2p

beschriimkt, wnd das Gleichhertszeichen kann nur fir n=2 eintreten.

die Ordnung n eine Primzahl, so ist sie durch
n=2p+1

beschrémkt. Z ist in diesem Falle durch

Z =2+ 2P
n—1

beschrinkt und geniigt der Kongruenz
Z=2—2p (modn),
die sich fiir n=2 zu

Z=2—2p (mod 4)

verschdrfen ldsst.

Ist
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Ist (fiir beliebiges n) in der Matrix 1" dee Vielfachheit &, des Ezgen-
wertes 1 grisser als die Spur s, so gilt insbesondere

10. Aufstellung aller Matrizentypen der Abbildungsklassen endlicher
Ordnung fir p=2.

Fir p=2, also v==2p=24, kommen als Teiler der Ordnungen wegen (6),
§ 2, nur die in der folgenden Tabelle angefithrten Werte von d in Frage. Es
ist dabei noch fir jeden Wert von d die Summe u(d) der Wurzeln von ya(l),
also die Summe der primitiven dten Einheitswurzeln angegeben, die in § 3 be-

stimmt wurde.

d p(d) 1(d)
. .
2 I —1
3 2 —1
4 2 o
5 4 —1I
6 2 I
8 4 o
10 4 I
12 4 0

Nun hat man aus diesen Werten d-Kombinationen zu bilden, denen gemiiss
(5) eine additive Zusammensetzung der Zahl 4 aus den zugehorigen ¢(d) ent-
spricht. Dabei beriicksichtigen wir zugleich, dass, wie am Schluss von § 3 ge-
zeigt, sowohl d =2 als auch d=1 nur in gerader Vielfachheit auftreten diirfen. Man
bekommt dann zunichst die in der Tabelle Seite 119 aufgefiihrten Moglichkeiten.

In der zweiten Spalte ist die Ordnung # als kleinstes gemeinsames Vielfache
der benutzten d angegeben. In der dritten Spalte ist die Spur s, als Summe
der entsprechenden u(d) angegeben. Von den so gefundenen Moglichkeiten
widerstreiten aber eine ganze Reihe den frither gefundenen Eigenscbaften der
Matrizen von Abbildungsklassen endlicher Ordnung und sind daher auszumerzen,
entsprechend den Angaben der letzten Spalte. So scheidet die Kombination
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d-Kombination 1 Ord;;ung ‘ Sg lur Widerspricht
| ‘ 1 ;
12 12 o 8y = 8;
10 10 1
8 8 o |
5 ‘ 5 —I ‘
6 6 | 6 2 I
6 4 | 12 I Satz 5 (quadriert)
6 3 6 o
2 2 | 6 —~1 8y = 8
I ‘ 6 3 | s =2
L4 )
12 —1 Satz §
4 2 2 ‘ 4 -2 8y = 8§
4 1 1 4 2
3 3 3 -2
3 2 2 ‘ 6 -3 Satz 5
3 1 1 1 3 1
2 2 2 2 : 2 —4
\ 2 2 1 1 2 o

(6, 1, 1) aus, weil ihre Spur > 2 ist im Widerspruch zu (22). (Die letzte Kom-
bination (1, 1, 1, 1) entspricht der Abbildungsklasse der Identitit und hat die
Ordnung n=1. Sie gehort also in gewisser Beziehung nicht in die Aufstellung
hinein, es ist aber im Folgenden bequem, sie mitzuzithlen.) Die Kombinationen
(4, 3) und (3, 2, 2) widersprechen dem Satz 5. Fiir die Ausmerzung weiterer
Typen ist die Quadrierung der betreffenden Matrix erforderlich, die man nach
dem in § 3 gegebenen Verfahren direkt an der d-Kombination vollziehen kann.
Das Quadrat einer Matrix vom Typus (6, 2, 2) ist eine Matrix vom Typus (3, 1, 1),
und diese hat eine grissere Spur, was der Bedingung s, =s, aus (20), § 7, wider-
streitet. Ebenso fithrt (4, 2, 2) quadriert auf (2, 2, 1, 1) mit grosserer Spur.
(6, 4) fithrt quadriert zu (3, 2, 2) und scheidet also aus. (12) fithrt quadriert auf
(6, 6) mit griosserer Spur und scheidet also aus. '
Die tibrigen 12 Typen sind mit den bisher aufgestellten Bedingungen ver-
triglich. Das wird aus der folgenden Tabelle erhellen, die diese 12 Typen,.die
sich durch Potenzieren reproduzieren, mit siimtlichen Potenzen darstellt. Dabei
filhren wir eine feste Numerierung dieser 12 Typen mit rémischen Ziffern, nach
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Typus dﬁ%ﬁgl' n I ] 3 4 5 6 7 8 9 1o Matrixgleichung
I
i IT{rrr1| 1 4 I'—-E,=o
; I I '
II|2211 2 o 4 ‘I*—E,=o0
. i
: b x
IIT 2222} 2 —4 4 I'+E,=o
6
ol |1
V| 311 |8 1 1 4 I‘*—E,=o
; I I
vV |V 3
v 33 3 ||—2z |—z2 4 I MP+Ir+E,=o
R
! VI | I | VI | I
VI 411 | 4 2 o 2 4 | M—I+I—E,=o0
[P [ — U “ N — — ‘._ [ S
. VII | IIT | VII I
VIL | 44 i 4 o |—4 o 4 MM+E,=o
{ ! 2 6 2
[ N SO NN DU S N S . L .
3 Dy VOI| VL VI | T j
| I
VIII | 5 CB =1 =1 =1 -1 4 }I'4+F3+P2+P+E4=o
3 3 3 3 H
IX v 1I v IX 1 :
19.4 6 3 6 o |—2 o |-z o 4 I'+1r*+E,=o
2 4 2 4 2
X | v |m| v | x| 1
X 66 6l 2 |—2 |—4 |—2 2 4 | I*—~TI'+E,=o
o 4 6 4 ) ‘
XI | VII | XI | III | XI | VII | XI I § .
. j
X1 8 8 o o o |—4 o o o 4 I''+E,=o0
2 2 2 6 2 2 2
XII | VIIL| XII | VIII| IIT | VIII| XII | VIII| XII I :
XII 10 10 1 |—1 I -1 |—4 |—1 I |—1 1 4 | D=+ I~TI't+E,=o0
I 3 1 3 6 3 I 3 T
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steigender Ordnungszahl » geordnet, ein. In den mit 1 bis 10 iiberschriebenen
Spalten sind fiir die Potenzen jedes Typus angegeben: zu oberst die Typen-
nummer der Potenz, in der Mitte die Spur und zu unterst die Anzahl positiver
Fizxpunktklassen. (Die einzige negative Klasse, vom Index —2, die zum Typus 1
gehort, ist nirgends mit aufgefithrt.) Endlich ist in der letzten Spalte die in § 3
mit x =0 bezeichnete Gleichung niedrigsten Grades angegeben, die von der Matrix
des betreffenden Typus erfilllt wird. Sie ist ein Teiler der charakteristischen
Gleichung vierten Grades der Matrix und bestimmt nach § 3 die Rekursions-
formel fiir die Spuren der Potenzen der Matrix.

Die im n#chsten Paragraphen fiir beliebiges p gebildeten Beispiele ergeben,
fiir p=2 spezialisiert, Belege fiir alle Typen der Tabelle mit Ausnahme der Typen

IV und VI, deren Existenz fraglich gelassen werden muss.

11. Beispiele fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung.

In diesem Paragraphen soll eine Reihe von typischen Beispielen fiir Ab-
bildungsklassen endlicher Ordnung fiir beliebige p angegeben werden. Fiir p=2
spezialisiert, ergeben sie Beispiele fiir alle Typen obiger Tabelle, mit Ausnahme
der fraglich bleibenden Typen IV und VI. Als Ausgangspunkt wird jedesmal
eine geeignete abstrakte Darstellung der Fundamentalgruppe F genommen, die
eine Automorphismenfamilie endlicher Ordnung in Evidenz setzt. Sodann wird
das Augenmerk auf die im § 4 aufgestelite Gruppe 7' gerichtet, die I als Nor-
malteiler enthilt. Sie entsteht durch Hinzufiigung einer Erzeugenden ¢ zu F',
die einer Relation "= f geniigt, wenn » die endliche Ordnung der Abbildungs-
klasse und f ein Element aus I7, eventuell die 1, bedeutet. Hine abstrakte Daxr-

stellung von 7' erhdlt man, wenn man iiberdies noch die endlich vielen Relationen
tet™! =e;

hinzufiigt, wo e ein Erzeugendensystem von F durchliuft und die Korrespondenz
¢—er den durch ¢ induzierten Automorphismus I von F angibt, und wenn man
noch ein vollstindiges Relationensystem fiir 7' in den e angibt. Diese abstrakte
Darstellung von 7' wird nun durch Umformungen so vereinfacht, dass sie das
»Streckengruppenbild> im Sinne von Drun' zu konstruieren gestattet. Dies er-

gibt sich hier immer als ein metrisch regulirer Streckenkomplex der mnicht-

! M. DenN, Uber die Topologie des dreidimensionalen Raumes, Math. Ann. 69, § 1.
16—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 30 décembre 1931.
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euklidischen Ebene @, der eine mit 7' isomorphe Gruppe von Deckbewegungen
in sich gestattet. Als Fundamentalbereich derselben kann man die einzelne
Masche des zum »Streckengruppenbild» dualen »Polygongruppenbildes» nehmen,
dessen Eckpunkte die Maschenmitten des Streckengruppenbildes sind. I ist eine
invariante Untergruppe dieser Deckbewegungsgruppe 7. Die modulo F redu-
zierte Ebene @ ist die geschlossene Fliche ¢ vom Geschlecht p. Die modulo T
reduzierte Ebene ist eine geschlossene Fliche M von einem gewissen Geschlecht
. Dabei ist ¢ =@ mod I" eine n-blittrige regulire Riemannsche Fliche iiber

@ mod I'=M, und den Elementen der Faktorgruppe % entspricht die zyklische

Vertauschungsgruppe dieser # Blatter. Damit ist fiir diese Beispiele gezeigt,
dass die betrachtete Abbildungsklasse endlicher Ordnung 7 unter ihren Abbil-
dungen solche enthilt, die n-periodisch sind, d. h. deren nte Potenz nicht nur
zur Klasse der Identitiit gehort, sondern selbst die identische Abbildung ist.
Und M ist die zugehérige »Modulfliche der Involution» im Sinne von Brouwsr.!
Positive Fixpunktklassen werden dabei immer durch je einen Punkt (Verzweigungs-
punkt von ¢ iiber M) dargestellt und Fixpunktklassen vom Index o ganz ver-

mieden. Die Hurwitzsche Formel des § 8 wird dabei zur Hurwitzschen Formel
der Riemannschen Fliche, und das Geschlecht 7z von M hat daher den Wert il,

wo ja ¢ die Vielfachheit des Eigenwertes 1 in der Matrix 1" von [ war.

Man konnte einwenden, dass man, wenn es sich nur um die Aufstellung
von Beispielen fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung handelt, den Ausgangs-
punkt umgekehrt in den Gruppen von Blittervertauschungen regulirer Riemann-
scher Flichen nehmen konnte. Demgegeniiber sei hervorgehoben, dass die fol-
genden Beispiele vor allem zeigen sollen, wie die in den vorstehenden Paragra-
phen gegebene gruppentheoretische Analyse fiir beliebige Abbildungsklassen end-
licher Ordnung von selbst in den hier behandelten Beispielen auf die zugehdrigen
Riemannschen Flichen fiihrt. Das ist von Wichtigkeit fiir die Frage (die hier
-— in den folgenden Paragraphen — nur zum Teil gelost wird), ob eine Abbil-
dungsklasse endlicher Ordnung immer eine Abbildung endlicher Ordnung enthdlt.
Die folgenden Beispiele suchen einen Weg zur Beantwortung dieser Frage an-
zubahnen, indem fiir die abstrakte Darstellung der Gruppen 7' und fiir die Dar-
stellung der Automorphismen von F' eine typische Normalform angestrebt wird.

' 1. E. J. BROUWER, Uber topologische Involutionen, Amsterdam Proceedings, Vol. XXI.
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Auch fiir die Entscheidung der Frage, wann zwei Abbildungsklassen in einander
transformierbar sind, ist dies von Bedeutung.

Beispiel 1.
Die Darstellung der Gruppe I’

F=A{a, by, ..., a, by}
R=rlky. .. kpy=1 (/@.—;aibmrlb?l)

setzt den Automorphismus der Ordnung p

@ — Qi+

I } (i mod )

bi— bi11

in Evidenz. Br werde durch die Abbildungsfunktion #(@ + E) induziert. Fiir
alle Potenzen # hat man die Spur s,=o0 und also die Klassenzahl Z, = 2
(r=1,2,...,p—1). Das charakteristische Polynom von ¢ ist

7)== 1)

Fir die Matrix 1" von I ist also ¢ =2.
Die Gruppe 7' wird (auf FE)

11: {ala bl) sy Uy, bpa t}
R=1 t=1 tat— = [li+1] (Z modp)
tbit_—l = bi+1f '
Mittels der letzten Gleichungen fir ¢=1,...,p— 1 kann man as, by, ..., ap, bp

eliminieren. Die beiden letzten
tapt™' = a; thyt™!=b,
sind dann wegen t?=1 identisch erfiillt. Ferner wird

by = 1k ¢ -1
also
R = (k) t—>,
Somit bekommt man
T ={ay, by, t}
tr = (kyt)? = 1.
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Fiithrt man noch ¢ ={¢{"147? als iiberziihlige Erzeugende ein, so hat man

T: {a'li bl) ta tl}

=11 =ttabaTibT =1.

t und ?; reprisentieren die beiden positiven Klassen.

Legt man der Herstellung der Gruppe I' in @ das in I, 3 benutzte im
Einheitskreise zentral vgelegene regulire 4p-Eck zu Grunde, so ist in diesem Bei-
spiel die Abbildung ¢ auf I einfach die Drehung von F in sich um den Winkel

?{:—r—, -also eine elliptische lineare Substitution. Also ist die Abbildungsgruppe 7'

von F auf sich durch eine Gruppe linearer Substitutionen gegeben, die F in-
variant enthiilt. Nun betrachtet man dieselbe Gruppe tn ®@. Man kann als ein
Beispiel der erzeugenden Funktion der hier betrachteten Abbildungsklasse die
p-tel Drehung von @ um den Mittelpunkt O nehmen, denn sie geniigt den rich-
tigen Funktionalgleichungen. Nun betrachte man den zentralen Fundamental-
bereich von I:

4 aufeinanderfolgende Seiten desselben korrespondieren zu Paaren bei a,
und &;. Man verbinde die beiden freien Endpunkte mit dem Zentrum O von E.
Das so entstehende 6-Eck ist Fundamentalbereich von 7. Die beiden neu hin-
zugekommenen Seiten korrespondieren bei {. Daraus folgt das Polygongruppen-
bild von T'. ¢ ist p-blittrig iiber M mit 2 Verzweigungspunkten (p — 1)ter Ord-
nung: derjenige in () entspricht der Klasse von ¢, derjenige in den Ecken des
urspriinglichen 4p-Hcks der Klasse von f;. M hat das Geschlecht 1 entsprechend
& =2.

Ist + ein Teiler von p, und betrachtet man die Abbildungsklasse von #,

so ist diese von der Ordnung 2} und hat auch zwei positive Klassen, gegeben

durch ¢ uwnd #/=kk,... kt. Der Eigenwert 1 bekommt die Vielfachheit 27
und die Modulfiiche M das Geschlecht ».

Man kann sich diese Abbildungsklasse im Raume so veranschaulichen:
A sei ein Durchmesser einer Kugel. Man bringe p »Henkel> rotationssym-
metrisch um 4 auf der Kugel an. Dann ergibt die p-tel Drehung um 4 die
obige Abbildungsklasse, und die Endpunkte von A sind die einzigen Fixpunkte
bei allen Potenzen.
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Beigpiel 2.

Die im Beispiel 1 benutzte Darstellung von I" lidsst auch folgenden Auto-
morphismus erkennen:

a0

b, = k;1h,

}(z’zz,...,p—l)

ap — a4 aya7"

ai > di+1

b; — bit1

—1
by — a;byai,

denn die alten Erzeugenden lassen sich durch die neuen ausdriicken, und R geht
itber in

a k7 b a0 kg key L kpaykgaTt = a kT aT - R oagkaa!

Die Potenzen I" werden fiir r=1,2,...,p—1:

ay = a4

I T et )

.
}('-——2,3,...,p~7')

Ap—r+j = Oy Qi1 al’l ] (

I

Qi > Qi+r

by biyr

J=1,2,...,7).
bp—r+j = aybjrra

Fir r=9—1 hat man

_ —1
ay =0 — a4, 0,4,

by = k71 k7 by = aybart (wegen B —1)

}(jZI,Z,...,p—I).

Q145 = Q14507

b1+j -, b1+j Lll—l

Also ist IP7! der innere Automorphismus (Io)a;—l- Wir haben es also mit einer

Abbildungsklasse der Ordnung p—1 zu tun. Sei ¢ eine I induzierende Abbil-
dungsfunktion. Dann ist auf E

—1
tr—t =aq,.
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Die Matrix von [ ist beziiglich der ersten beiden Erzeugenden die Einheits-
matrix F, und bezuglich der ibrigen gleich der Matrix aus Beispiel 1 mit p—1
statt p. Also wird das charakteristische Polynom

y(A) =@ — 1@t —1)?

und ¢ =4. Die Spuren werden fiir alle Potenzen I fir r=1,2,...,p—2

Sy = 2

also die Klassenzahlen
‘ Zy=0.

HEs treten also in der ganzen Gruppe I' keine Klassen mit positivem Index auf.
Man kann sich hiervon auch leicht durch direkte Ausrechnung iiberzeugen. Denn
es sei fi" ein beliebiges Element aus 7' und ¢ die Exponentensumme von «, in f.

Diese dndert sich nicht bei Ausiibung von I. Nun ist
Ot =ffpnfrer - Sro—ae OV = ff S d = R

ein Element aus F, und seine Exponentensumme in @, ist

(p—1)e+r

also o0 fiir r=1,2,...,p—2. Also ist h nicht homolog Null und daher h=:1.
Fiir die Gruppe 7' hat man nun folgende Ausgangsdarstellung:

1= {a17 b1> <y Op, bIN t}

R=1 t1l=gq, tatl1=uq,
th 1 = kth,
ot = m“}(i:z, o p=—1)
Ebit™r = bigq )
tapt™! = q aa7!

thpt™ ' =a byat.

Nun kann man mittels der zweiten Relation die Erzeugende g; und mittels der
den Buchstaben ¢ enthaltenden Relationen die Erzeugenden a,, b;, ..., ap, by
eliminieren. Setzt man {berall ein, so werden in der letzten Relationengruppe



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fliachen. III. 127

die erste und die beiden letzten Relationen identisch erfiillt. Ks bleibt also nur
die zweite stehen, die wir

B == tbt 07 aybya; by =1
schreiben. Die Einsetzung von a,, a5, b5, ..., bp in R ergibt

R=tr1p =00t by o bkt Bhyt™2 o - P2k (02
= tr1p, P01 (k2 t)f"“l —(p—1)
Nun ist aber wegen R =1
kot = b b,
also
R o= tr—1 . (b tb )= 1p—1) - (b, th1)p—1 - (=1 — |

eine Folge aus R'=1. Somit hat 7 = {¢, b, a,, by} nur die eine Relation R’ =1.
T ist also der zu einer Fliche M vom Geschlecht 2z gehorigen Fundamentalgruppe
isomorph, und das Gruppenbild ist bekannt. (7 ist also wiederum als Gruppe
linearer Substitutionen darstellbar.)

F ist diejenige invariante Untergruppe (vom Index p—1) von 7', deren
Elemente in der Erzeugenden ¢ eine durch p-—1 teilbare Exponentensumme ha-
ben. Man kommt umgekehrt von 7 zu F, indem man #?~!=g¢, und die Trans-
formierten

ragt™ = agr (

tr ’)2 " = b2 4r

r=1,2,...,p—2)

einfiilhrt und bedenkt, dass #b,7—" wegen R'=1 durch die iibrigen ausgedriickt
werden kann. Dann induziert ¢ in I den Automorphismus I.

T ist Decktransformationsgruppe der universellen Uberlagerungsfliche der
geschlossenen Fliche M vom Geschlecht 2 — dies stimmt mit ¢, =4 —, und die
 Fliiche ¢ vom Geschlecht p ist wegen des Index p—1 von I' in T eine p— 1-
blittrige Uberlagerungsfliche von M. Deren Blitter werden bei Durchlaufung
des dem Element ¢ auf M entsprechenden Weges zyklisch vertauscht; man
kann sie als ldngs einer solchen geschlossenen Kurve von M zyklisch zusam-
menhingend auffassen, die dem mit ¢ gekoppelten Element b; entspricht. ¢ ist
unverzweigt tber M.! Die betrachtete Abbildungsklasse enthilt also eine mit
allen Potenzen fixpunktfreie (p — 1)-periodische Abbildung.

! Zur Frage der unverzweigten Uberlagerungsfiichen und ihrem Zusammenhang mit den
Untergruppen von endlichem Index der Fundamentalgruppe der Grundfliche vergleiche man auch
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Fir p=2 ist ¢ selbst Klasse der Identitit und ¢ mit M identisch. Wir
haben es also nur fiir p>2 mit einer Abbildungsklasse einer Ordnung >1 zu
tun. Vergleiche hierzu den Schluss von § 8. Im Raume kann man sich diese
Abbildungsklasse so anschaulich machen: An einem Torus, der sich bei Drehung
um eine Achse A in sich verschiebt, bringe man p— 1 Henkel rotationssym-
metrisch um 4 an. Dann ist die (p— 1)tel Drehung um 4 die hier betrachtete
Abbildungsklasse der Fliche vom Geschlecht p.

Bei der Abbildungsklasse von ¢ hat, wenn » in p—1 aufgeht, die Modul-
fliche das Geschlecht r + 1 und der Eigenwert 1, wie man leicht bestiitigt, die
Multiplizitit 2 + 2.

Beispiel 3.

Zuniichst soll nun die Gruppe I auf eine neue, fiir dies Beispiel geeignete
Darstellung umgeschrieben werden. Von der in den ersten beiden Beispielen
benutzten Darstellung ausgehend, setze man

¢ = abart
G == by tasbya;?

Cg = bt aybyar

— J—1 —1
ey = bpglapbpap .

Dann ist F={a,,...,ap, ¢, ..., ¢}, denn die b; lassen sich aus diesen aus-

driicken, und zwar kommt
a7l e aqc.a, . .. ciay.

Nun fithre man noch zwei iiberzihlige Erzeugende cp41 und ap+; durch die De-

finitionsgleichungen
C1Cg ... CpCpt1 =1

Ay . .. Apldp+1 = 1

ein und setze zur Abkiirzung

INGEBRIGT JOHANSSON: Topologische Untersuchungen iiber unverzweigte Uberlagerungsflichen.
Norsk Vid. Ak. Skr. Mat. Natorv. X1, 1931, insbesondere 8. 57.
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(C)i = C1Cy ... Ci
(@) = aja, ...« i=1,2,...,p+1.
(ea)i = eya coay . . . cia;

Es ist also (¢)p+1=1(@)p+1=1 nach den obigen Definitionsgleichungen. Nun wird

b = (a)7ea):
also
ki = a7 b7 == (a), 2 (ea)is - o - (ca)T(a)i
und somit
R = lkyky ... ky={(c)pleca); ()
und wegen
(e)p = Cp_+11> (@) = %—4:1

7 —1 1 1 —1 . -1 , ,—1
k= Ap+1€, 10,y ((}d)ﬁ Gyiy = pt1 (C(’/)IH—I Ay

Also ist
F=Aey, ..., Cp11, ay, ..., a1}
(23)
(C)p+1 = (a)pﬂ = (Ca)p+l =1
die Darstellung von I in den neuen 2p -+ 2 Erzeugenden. — Wir verabreden

noch, die Stellzeiger in den ¢, a; und in den Symbolen (); nur modulo p + 1
za rechnen. Die urspriingliche Definition der Klammergrossen (); bleibt dabei
wegen (23) auch fiir 7> p+ 1 richtig.

Die Darstellung (23) fiir I/ setzt nun den folgenden, mit H bezeichneten

Automorphismus von 17 in Evidenz:

e~ a;
@ —> i1,
Denn es ist
(i = (a);
(a)n{ = ¢! (0)i+1
(ca)im= e (ea)iciv1,
also
(ep+1 — (@p+1
(@p+1 = e e)prrey

(ea)y+1— et (ea)prrcy.
17—131856. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 30 décembre 1931.
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Dabei ist

Ci =™ jep—1 . Ci = Ciip
H'_’r-—l. H‘_)r.

(i —>Ci:iy @ = ity

also H*»#V..1, Sei h eine H induzierende Abbildungsfunktion (frither mit dem
Buchstaben ¢ bezeichnet), so ist auf/ F h2rii=1.

Zur Bildung der Spuren und des charakteristischen Polynoms hat man auf
die in der Homologiegruppe unabhiingigen Erzeugenden ¢, ..., ¢y, a,, ..., a, zu-
riickzugehen, also wieder ¢,y1 und a,;; mittels der Relation (¢)p.1 1 und
(@)p-1==1 zu eliminieren. Man hat dann fiir F© die Darstellung

R A O TN Y,
i (24)
(calplel a1,

wobei jede Erzeugende in der Relation die Expouentensumme o hat. Bei der
Bildung der Spuren konnen nur diejenigen ¢ oder «; etwas beitragen, die gerade

in ¢,.; oder w,:; iibergehen. ¢,.: enthilt alle ¢; mit dem Exponenten — 1 und
kein «;, und a,;; enthiilt alle «; mit dem Exponenten — 1 und kein ¢;. Also wird

und

Sap == — 2 (fiir »=20omod p + 1).

Die ungeraden Potenzen von /£ haben also die Klassenzahl 7., —=2 und die
geraden die Klassenzahl 7, - 4. Fiir das charakteristische Polynom von H
tindet man:

s(R) == 120 4 )20

also & ==o0.
Ehe wir auf die Untersuchung der zugehorigen Gruppe 7' eingehen, lesen
wir aus der Darstellang (23) von I’ noch einen zweiten, mit S bezeichneten Auto-

morphismus abh:

denn man bestitigt durch Einsetzen die Gleichungen
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(c)is )(@7( )
(@is = (e)i (ca)?

und setzt man hierin iiberall p + 1 fiir ¢, so sieht man, dass das Relationensystem
in ein gleichwertiges iibergeht; ferner folgt aus der letzten Gleichung sofort
S?=1. S werde durch die Abbildungsfunktion s induziert, und auf 7 ist
also s*=1.

Geht man wieder auf (24) zuriick, so hat man in S einfach die beiden
letzten Transformationsformeln »fortzulassen. Man sieht, dass S die Matrix
— Fyy, also s,=—2p, Z,=2+ 2p und

)= 0+ 1)

als charakteristisches Polynom, also ¢ =0 hat.
Nur kurz erwihnt sei, dass man in diesem Zusammenhang noch in dhn-

licher Weise zwei andere Automorphismen zweiter Ordnung

¢ — (€)M e) ! - (@i ei(@); 2

ai = (0)ias(o); a; = ()i 107 (@),
feststellen kann, fir welche man die Beziehungen

(iy = H-1 G, H
(7 = (4] =1 v
S = GGy = GG, = G H G, H

bestidtigt. Daraus folgt, dass S als Produkt zweier Automorphismen gleicher
Art ein Automorphismus erster Art ist. Im iibrigen sind /; und (, von zweiter
Art. Die Determinante ihrer Matrix ist offensichtlich (— 1)?. Vgl. dazu den
Satz am Schluss von § 3.

Die in dieser Abhandlung dargestellte Untersuchung der Gruppen 1" be-
zieht sich nur auf Automorphismen erster Art. S und H sind solche (H hat
einen charakteristischen Exponenten > 2, vgl. I, 8. 242). Wir betrachten auf ¥
die Abbildungsgruppe U, die durch Hinzufiigung der erzeugenden Abbildungs-
funktionen s und % zu I entsteht:

U= les, ai, I, s} (f==1,...,p+ 1)
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Da F ;iurch h und s in sich transformiert wird, ist /' Normalteiler von U.
Durch Substitution von S in H findet man
e — (ea) - a7t - (ca)T?

HS: ! '
a;— (ca); - e}, - (ea)™

i+1 i

und durch Substitution von H in S

SH. ei— e ea)imc - @7 T ea) ey = eT ea)i o at - (ca)T ey

ai = ¢ ea)icivr - ¢ e (ca) e = 7 ea) - ¢ - (ea)Tre.

T+1

Bs bezeichne (' den inneren Automorphismus von 17, bei dem jedes Element [
in ¢ fer! iibergeht. Er wird durch das Blement ¢, induziert. Dann ist, wie
man sieht:

SH=HSC™.

Fiir die zugehorigen Abbildungsfunktionen gilt also

hs == ¢ tsh,

denn es ist ja z B.

hsfs =t ez hfsh= — (fSu - Jsn.

Die somit gefundene Relation

she™ i =2 ¢

zeigt, dass der Kommutator der beiden ausserhalb I liegenden Erzeugenden von
U in I liegt, dass also die Faktorgruppe ;, Abelsch ist. Sie hat die Orduung

4p+ 4 mit den Restklassen von s und /i als Basiselementen. Damit hat sich
folgende Darstellung von U ergeben:

U=, a;, I, &}

(@1 2= (@prr = (@)1 = 202 =*o 1 heh™' = a;
she 'l ==c,  haih™~ ¢is1

seiet = (ca)i— ¢ ea),
(25)

sais = (ca); a7 Hea)
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Das Relationensystem (25) ist vollstindig. Denn auf Grund desselben kann man
offenbar s und ) unter sich und mit allen Elementen von I’ vertauschen, also
jedes Produkt

(e, as, h, s)
in die Form

I(ei, a;) - h® - s”

-2

mit o=x=2p+1 und o=y =1 uwmsetzen, und fiir die Form der Produkte II,
sind die ersten drei Relationen von (25) vollstindig.

Aus

' ¢, =shs 1 = shsh™"

bekommt man durch Transformation mit den Potenzen von h der Reihe mnach
alle ¢; und a;: '

¢ = h22ghs h— 21 ,

. ‘ (26)

;= h*"lshs h—2°.
Also wird U bereits durch . und s erzeugt. Ein vollstindiges Relationensystem
erhilt man durch Einsetzen der Ausdriicke (26) in alle Relationen von (23).
Dabei sind zuniichst die den Automorphismus H ausdriickenden Relationen iden-

tisch erfiillt. Ferner wird wegen s*=1
(ca)y = sh*ish™,

Setzt man dies in die den Automorphismus S ausdriickenden Relationen ein,
so sind sie identisch erfiillt. Setzt man in der letzten Gleichung ¢=p -+ 1, so
findet man wegen h2*Pt2==1, dass die Relation (¢)p+1=1 identisch erfiillt wird.
s bleibt also nur noch, in die ersten beiden Relationen (25) einzusetzen. Man
findet

(¢); = (sh)**h—2¢

(@) = h(c)il™

und also aus jeder von beiden fiir ¢=p -+ 1 die Gleichung (sh)?*?>=1. Somit ist

U={h,s}

RAPHE = 5 e (g )PP = 1,

(27)

Tiithrt man noch eine neue Erzeugende k= h"'s ein, so kommt
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U= s, h, I}

23
St= PP = PR — ) =1, (28)

Bleiben wir bei der Darstellung (27). 1 ist derjenige Normalteiler von [, dessen
Elemente in s eine gerade und in & eine durch 2p + 2 teilbare Exponentensumme
haben. Die zugehorige Faktorgruppe wird durch die Restklassen der Elemente

e st oO=x<z2p+2,0=y<z,

reprisentiert. Sie entspricht einer Abelschen, aber nicht zyklischen Gruppe von
Abbildungsklassen der Fliche vom Geschlecht p. Die Ordnung dieser Gruppe
ist 4p + 4. Fir die Potenzen von h wurden
oben schon die Spuren und Klassenzahlen be-
stimmt. Da zu s die Matrix —F,, gehort,
wechselt die Spur bei Hinzufiigung des Faktors
s das Zeichen. Also haben die Abbildungs-
klassen h*"'s die Spur o und die Klassen-
zahl 2 und die Abbildungsklassen h*"s die
Spur 2 und die Klassenzahl o.

Das Streckengruppenbild von U in der
Darstellung (27) lisst sich sofort metrisch re-
gulidr in einer hyperbolischen Ebene @ zeich-
nen und ist in Fig. 3 angedeutet. Es besteht
aus reguliiren (2p + 2)-Ecken und (4p + 4)-Ecken
von gleicher Seitenlinge und solcher Grosse,
dass der Eckenwinkel des (2p + 2)-Ecks plus
zwei Mal dem Eckenwinkel des (4p + 4)-Ecks
2mt ergibt. Die Seiten der (2p + 2)-Ecke und
jede zweite Seite der (4p + 4)-Hcke sind h-Seiten und tragen Pfeile, die iibrigen

Fig. 3.

Seiten sind s-Seiten und wegen s®=1 nicht orientiert. Die Maschen des dualen
Polygongruppenbildes — in der Figur punktiert — sind kongruente Dreiecke
(oder vielleicht besser gesagt: Vierecke mit einem Winkel 7). Die erzeugenden
Deckbewegungen seien die Drehung 5 um den Punkt P der Figur durch den

Winkel ﬁ—l und die Halbdrehung s um ¢. @ mod U entsteht aus dem Funda-

mentaldreieck und hat den Zusammenhang der Kugel. Hzerdurch ist die Gruppe

U als Gruppe linearer Substitutionen dargestellt. 17 ist Normalteiler von 7 vom
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Index 4p+ 4, @ mod F also eine (4p + 4)-blittrige Riemannsche Fliche iiber der
»Kugel> @mod I. Ein Fundamentalbereich von ' wird von den 4p + 4 Drei-
ecken gebildet, die aus den beiden in der Figur gezeichneten durch alle Po-
tenzen der Drehung /i hervorgehen. Die 4p+ 4 freien Randseiten dieser I’
sternférmig umgebenden Figur korrespondieren zu Paaren bei den 2p + 2 Be-
wegungen ¢ und ¢« (7= 1,...,p+ 1), wie man leicht aus deren Darstellung
(26) sieht.

v

;— ist nicht zyklisch. Um Beispiele zyklischer Abbildungsklassengruppen

zu gewinnen, greife man zyklische Untefgruppen heraus. Wir heben die fol-
genden drei hervor. Sie sind als Untergruppen von [’ alle durch lineare Substi-
tutionen darstellbar, und es gehort also zu jeder eine Riemannsche Fliche.

1) Zu dem Automorphismus H gehort die Gruppe
T(H)==Ale;, a;, I}.
Sie ist derjenige Normalteiler von (7, dessen Elemente in & eine gerade Expo-
nentensumme haben, wird also durch # und
Iy she
erzeugt. Trigt man dies in die letzte Relation von (27) ein, so kommt

(shyre2 s (cheh* Lo - (A= 1,

Die Relation ¢* 1 ist wegzulassen, dafiir sind aber diejenigen Relationen hinzu-
yufigen, die durch Transformation der iibrigen mit ¢ entstehen. Die letzte Rela-

tion gibt dabei nichts neues; die erste von (27) ergibt A%7°%- 1. Somit wird
T{H) = h, h}
JEp 2 REp Y e () J)PEL sy
Neben diese Darstellung schreiben wir noch, einer angestrebten Normalform zu
Liebe, die folgende, die durch Einfithrung von h,==:h; ' /! entsteht:

TH)Y: b, by, byt

, (30)
AP = 2032 ot == oy b, o= 0

Ein Fundamentalbereich fiir 7 (H) ist die aus den beiden in der Figur 3
gezeichneten Dreiecken bestehende Figur. /7, ist die Drehung um P, &, die
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L . 27
Drehung um P, um -den Winkel e

Die Modulfliche M = @ mod T (H)

hat das Geschlecht o entsprechend ¢ =0 (siehe oben). ¢ =@ mod F ist (2p + 2)-
bliittrig itber M mit 2 Verzweigungspunkten (2p + 1)ter Ordnung in P und P,
und einem Verzweigungspunkt, in dem zweimal'je p -+ 1 Blitter zusammen-
hiingen, in P, (und P,). & und h, reprisentieren die beiden positiven Klassen
der Grundpotenz der Abbildungsklasse, h, (und das konjugierte hh,h™?) die beiden
in den geraden Potenzen hinzutretenden Klassen. Die letzte Relation in (30)
driickt die Zusammenziehbarkeit eines alle drei Verzweigungspunkte auf M um-
schliessenden Weges aus.

2) In T(H) stellen wir weiter den Normalteiler 7'(H*) auf. TFiir gerades p
ist (B =h?=h"2 also T (HY=T(H?). Daher sei p ungerade vorausgesetzt.
Dann geht 4 in 2p + 2 auf. - T (H*) ist derjenige Normalteiler von 7(H), dessen
Elemente in h eine durch 4 teilbare Exponentensumme haben. HEs war

hy=shs=1ch.
Nun setze man
ht =
h4
(hyh)?
(Rh)? = (he h)? = (@, h?)? = a,a,h* = u,.

|

(c It = ¢ a;coa.h* = u,

(e 1®)? = ¢ coh* = u,

H

Aus der ersten und den beiden letzten Gleichungen folgt

— p—1 ~—1
ey = 67 Uy
U (31)
g = @71 mg00
Triigt man dies in die zweite ein, so kommt die Relation
e 6T et A g == 1. (32)
Nun ist
4 41 N
T(H)— {Cia ai, h } = {01: @y, O3, Uy, I }7
da ja

Ci4o — ht Cih_4
@iyo = hrah™*

ist. Also ist weiter wegen (31)
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T(H4) = {61) @y, Cg, Ay, u} = {Cl » Ay, Uy Uy, us} = {017 Qs U, Uy, Uy, ”3}»

wobei (32) als Definitionsgleichung fiir %, gelten kann. Durch Einsetzen in (29)
folgen fiir diese Erzeugenden die Relationen

ptl pti ptl

M2 :u12 2M22 = 1. ' (33)

Um ein vollstindiges Relationensystem fiir 7 (H*) zu erhalten, hat man (32) und
(33) mit denjenigen Relationen zu ergiinzen, die aus ihnen durch Transformation
mit den nicht in 7'(H*) liegenden Elementen h, h* und h® hervorgehen. h,=c¢h
braucht nicht besonders beriicksichtigt zu werden, da ¢; in ¥, also in T (H*) liegt;
k und h; sind also hierbei gleichwertig. Nun findet man

huh™ =hh*h'=h*=u

hush=' = h(cyay caas B ! == a eyayc3h* = ¢ u bt egh* = 67 ey
hugh™ = h(h h)* k! = (hh)* = u,

hugh™' = hayay h* = = cye3h* = ¢ - ¢yeah® - hteght == 7 uye, .

p+1
o

Also gibt in (33) nur die letzte Relation noch u, > =1. Und wegen (31) findet

man, dass die linke Seite von (32) durch Transformation mit %, in sich iibergeht.
Somit ist
T(H*) = {cy, a,, u, uy, uy, Usg}

pEl p+1 pt1 pt1
2y 2 gy % g 3
uC =y Uy Ug 1 (34)
1

Cra T U T uguT = 1.

Um die letzte Relation symmetrischer zu gestalten, kann man

Uy =10
Uy =,
amaTl =v
14, 8

au;tat =,
setzen und erhilt
4y
T(H)_ {01» ay, Ul: UZ’_ 03’ 1;4}

pt1 ptl Pl ptl
2 2 . 2 g %
== Uy == Ug =1 - =1 (33)

Vi Ve Vg ¥y == Cya, ¢ at

Uy

18 — 31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 30 décembre 1931.
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Zu H* gehort fir ungerades p ¢, =2, wie man leicht aus dem obigen Poly-
‘nom y(i) fir H folgert. Ein Fundamentalbereich fiir 7'(H*) entsteht aus dem
Doppeldreieck der Fig. 3 durch A° h', A* und h® und ergibt eine Modulfliche M

vom Geschlecht 1. ¢ ist iiber dieser pj; va—-bléittrig mit 4 Verzweigungspunkten

der Ordnung 7’7421}, —1, entsprechend den ersten 4 Relationen (35). Die letzte
Relation sagt aus, dass eine Umlaufung aller Verzweigungspunkte einer voll-
stindigen Durchlaufung eines kanonischen Schnittsystems der Modulfiiche dqui-
valent ist.

3) Endlich betrachten wir noch die Untergruppe 7 (SH?) von U. BEs ist

. e~ a7te Mea) - i - (ea)teay
O waterea)i - al - ()T eay,

i+1 i+1
und dieser Automorphismus von F wird durch {=h%s induziert. Zur Bildung
der zugehoricen Matrix hat man ¢, . und a,4+1 zu eliminieren, und man erhilt
g 7 p ) )
wenn man erst ¢;, ..., ¢, und dann a,, ..., g, anschreibt, in der Hauptdiagonale

zweimal die Teilmatrix p-ten Grades

o —1I O o
&) o —1I - O
(6} (0] (6] —1

und sonst lauter Nullen. Daraus ergibt sich das charakteristische Polynom
R R e S

das fiir gerades p ¢;=0 und fir ungerades p & =12 ergibt.
Nun ist
12 = (h?s)? = h®sh*s = h®h} = h*(c, h)® = cya, h*.

Also ist T{(H*) in T (SH? enthalten. Fiir gerades p ist mit h* auch &2, also
auch h—2t=s in T(SH?) enthalten, und diese Gruppe ist daher derjenige Nor-
malteiler von U, dessen Elemente in h eine gerade Exponentensumme haben.
Im Folgenden soll die Form von 7 (SH?) nur fiir ungerades p aufgestellt werden.



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. III. 139

Wir kénnen in diesem Fall die oben gefundene Darstellung (34) des Normal-
teilers 71'(H*) benutzen und die dortigen Bezeichnungen beibehalten. Es ist
cpazh* = a7 le; uy, also

' 2 =a le . (36)

Also gehort
p+1

= (a7 e uy) 2

zu F, und die Abbildungsklasse von ¢=h®s ist von der Ordnung p + 1. (Fiir
gerades p ist sie von der Ordnung 2p +2.) Man braucht jetzt nur noch anzu-
geben, wie sich die Erzeugenden des Normalteilers 7'(H*) bei ¢ transformieren.

Man findet, indem man erst mit s und dann zweimal mit h transformiert,

te b = uuy o

ta it = e uyuy 60y

tut™ = a7t u e ay (37)
tu = u

tuat™! = a7 ugay

tugt™! == ¢ uye,.

Also entsteht 7 (SH?), indem man zu (34) die Erzeugende ¢ und die Relationen
(36) und (37) hinzufiigt. Endlich kann man mittels (36) #, und dann weiter
mittels (37) #, uy und w, eliminieren, und man erhilt durch Einsetzen folgende

einfache Darstellung:

ZY(SH2) = {Clv al) t}

p+1 p+1 (38)

(cyait®) * = (c,tat) * = 1.

@ ist (p + 1)-blittrig iiber einer Modulfliche vom Geschilecht 1 mit 2 Verzweigungs-
punkten. In jedem héngen 2 Systeme von Q—l;l Blittern zusammen. Die un-

geraden Potenzen der Abbildung sind fixpunktfrei, die geraden haben 4 Fix-
punkte.!

! Dies letzte Beispiel entspricht der die Indikatrix erhaltenden Abbildung im § 2 meiner
Arbeit: »Uber fixpunktfreie topologische Abbildungen geschlossener Flichen», Math. Ann. 8I

(1920) 8. 94.
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Beispiel 4.

Zunichst wird F' auf eine neue Darstellung umgeschrieben. Von der Dar-

stellung in Beispiel 1 ausgehend, setze man

Ve=1
Ve="0,Vo1="0:bp—1 ... 030y, (r=1,2,...,p)
und definiere 2p neue Erzeugende d,, d;, . .., dap durch
dor—1 = V,.__llar
dQT - br ar—l -V;‘—l - br ar_l b;—l Vr.
Dann ist
dordor—r == by,
also

dardor—y ... dody =V,
und somit auch die @; durch die d; ausdriickbar. Andererseits ist

dor—ader = VY arbra, 202 Vs,
also
by = arbra b7 = Vierdap—rdar V7
und
R=rkky ... kp=didydsd, ... daprdap- V"
=dydy ... dopdidT . d,

Somit hat man fiur /' die Darstellung

F={dy, dy, ..., dop}

(39)
didy . dapdThdT L dy =T
Diese Darstellung lisst den Automorphismus
_ di —d7} f=1,2,...,2p—1)
I 1 (40)
. dgp - dl

erkennen, da hierdurch die linke Seite der Relation (39) um 2p + 1 Schritte
~ zyklisch vertauscht in sich iibergeht. Man findet

I*r 4 —d, (i=1,2,...,2p) (404)



Untersuchungen zur Topologie der geschlossénen zv(zeiseitigen Flichen. I1II. 141

also I*?=1. Die Spuren der Matrix von I sind offenbar alle Null mit Aus-
nahme von s$p= ——2p, die Klassenzahlen der Potenzen dieser Abbildungsklasse
also alle 2 mit Ausnahme von Z;,=2 -+ 2p. Fiir das charakteristische Polynom
von I kommt
y() =2 + 1,

also ¢, = 0.

Nun sei ¢ eine I induzierende Abbildungsfunktion. Dann hat man fiir die
Gruppe T'(I) auf E die Darstellung

T= {dlv d27 c e d2p, t}
dydy ... dopdiTHdT ) =

tr =1 (41)
tdit?r=d Y (i=1,2,...,2p—1)
tdet_l: dl'

Nun bedenke man, dass es ausser ¢ wegen Z,= 2 noch genau eine positive Klasse
auf der ersten Stufe gibt. Es ist wegen (40) und (40a)

. di — dia (t=1,2,...,2p—1) (40b)
dzp - dl_l, ’
also wird
(d, 2P = d dy japra dy ppapt1) - - - Gy jap—1) @p+) - (EPFIAP

=ddy ... dopdTd;t .. d;;l . pp(2p+1)

=1
wegen der ersten beiden Relationen von (41). Man fiithre
t, = d, 2o+

als neue Erzeugende von 7 ein und kann dann nach (40b) alle d; durch £ und ¢,

ausdriicken:
d; = P E—1 g ¢—Rp+1 6D
— P11 ¢ g 0P T =12, 2y *
Bei Einsetzung von (42) in die letzte Relation von (41) unter Benutzung von
t*?=1 ist diese identisch erfillt, bei Einsetzung in die vorletzte ergibt sich fiir
alle Werte von ¢ nur
(Gt =1,
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und bei Einsetzung in die erste Relation von (41) unter Benutzung der eben ge-

fundenen noch #?=1. Somit ist

T: {t> tl}

4
o= fip = (1) = 1. 43)

Schreibt man
tlzgli t—-12527 ttl—] =23,

so hat man die Normalform

T= ez, 2y, 23}

(44)
P =ptP =l =z 22, =1,

in welcher 2, und 2z, die beiden positiven
X Klassen der Grundstufe repridsentieren und

23 den in der 2p-ten Potenz hinzutretenden

‘
1
I
}
|
!
|
10§
!
l“
-
:
T

N
&

Zyklus von weiteren 2p Klassen reprisentiert.

-

<

<
3

Das Streckengruppenbild von (43) lisst

A

< gich in der hyperbolischen Ebene @ metrisch
regulir zeichnen und ist in Fig. 4 angedeutet:
1Ty An jede Ecke stossen zwei regulire Vier-

>

ecke und zwei regulire 4p-Ecke, alle mit

N
D
v

gleicher Seitenlinge. Die mit einfachem

A
# f

bezw. doppeltem Pfeil bezeichneten Seiten
Fig. 4.

sollen dabei ¢ bezw. ¢, entsprechen. Das
dazu duale Polygongruppenbild ist in der Figur durch Punktierung angedeutet.
Die Maschen desselben sind kongruente Vierecke, in denen das eine Paar gegen-

iiberliegender Winkel (bei @ und @,) die Grosse g, das andere (bei O und P)

die Grosse ;—p hat. ¢ bezw. ¢, seien die 4p-tel Drehung um 0 bezw. P. T ist

dadurch als Gruppe linearer Substitutionen dargestellt. 2/ = ® wod T hat den
Zusammenhang der Kugel entsprechend ¢, =0. Einen Fundamentalbereich von F'
erhiilt man, indem man zu der gezeichneten Vierecksmasche (dem Fundamental-
bereich von T) ihre Bilder bei t, ¢2, ..., t*»~1 hinzufiigt. Der so entstehende

Vierecksstern um O bildet ein regulires 4p-Eck mit dem Eckenwinkel 2210

PP, ist eine Seite desselben (die Winkel bei @ sind ja Rechte). Die Bewegung
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t 2P =

fithrt offenbar die PP, gegeniiberliegende Seite dieses 4p-BEcks in PP, iber.
Wegen (42) tun die iibrigen d; dasselbe fir die iibrigen Paare gegeniiberlie-
gender Seiten. (Die Verschiebungsrichtung dieser hyperbolischen Substitutionen
wechselt dabei bei der Drehung um O ab, ausgenommen bei der Folge dapd,.)
Hs ist dies also die Hervorbringung einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht
p durch Tdentifizierung der Gegenseitenpaare eines 4p-Eicks. — @ = @ mod F' ist
4p-blittrig iiber M= @ mod 7' mit je einem Verzweigungspunkt (4p — 1)ter Ord-
nung in O und P und einem Verzweigungspunkt in €, in welchem 2p Systeme
von je 2 Blattern zusammenhingen.

Beispiel 5.

Wir i#ndern die Darstellung (39) von F ab durch Hinzufiigung der iiber-
zihligen Erzeugenden

dgp.g_l == dl—l (lz—] oodt

2p
und gelangen so zu der Darstellung
Ir'=1d,, dy, ..., dap, d2p+1}
dydy . .. ... dapdopi1=1 (45)
d2p+1d2p . d2d1 = 1I.
Diese lisst den Automorphismus
I: di — d7Y (46)

erkennen, wo der Stellzeiger zmod 2p + 1 gerechnet wird, denn die beiden Rela-

tionen von (45) gehen dabei in einander iiber. Es wird

Pt d s d (47)

also I4P+?=1. Zur Bildung der Spuren und des charakteristischen Polynoms
hat man auf die in der Homologiegruppe unabhingigen Erzeugenden d, ..., dsp
zuriickzngehen und dabei zu bedenken, dass dapsy in allen diesen den Exponenten

—1 hat. Wegen (47) ist s2pt1= —2p, also Zspr1=2 -+ 2p. Fir alle anderen

+

Potenzen trigt nur dasjenige Element zur Spur bei, das gerade in d7}, iiber-

geht, und zwar fiir ungerade Potenzen + 1 und fir gerade —1. Die ersteren
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haben also Spur und Klassenzahl gleich 1, die letzteren die Spur —1 und die
Klassenzahl 3. Als charakteristisches Polynom findet man

p(A) == 12P— 201 . 422 ) g1,

Es ist wieder ¢ =o0.
t sei eine I induzierende Abbildung. Dann hat man fiir die Gruppe 7'(I)
auf I die Darstellung

T= {dla d27 s d2P+1) t}

d1d2 ...d2p+1———“1
d2p+1 dgp e d1 =1 . (48)
t4p+2 =1
tdit™ = d7}. (zmod 2p + 1)

Um T einfacher darzustellen, suche man, da es auf der Grundstufe wegen Z, =1
ausser ¢ keine weitere positive Klasse gibt, eine solche auf einer geraden Potenz-
stufe, z. B. der (2p + 2)ten. Es ist wegen (47) und (46)

122 dp—dyyy, (49)
also
(d, 224220+ = (. d, . .. dppyq tEPTIPT == 1
Man setze
d1t2p+2 — tla
also

d1 =1 —(2p+2)
und weiter wegen (49)
ds = 1P+~ g~ p+2) )

= ${2p+2) (i—l)tl 2pt2)i

fir £=1,2,...,2p+ 1. BEinsetzung in die letzte Relation (48) ergibt

() =1. (50)

Einsetzung in die erste Relation ergibt

$p+1 . =R @p+l) = |
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und die hierin auftretende Potenz von f ist 1. Kinsetzung in die zweite ergibt

_ (14 et = 1
Xs ist aber wegen (50)
Vg =

sodass nur wieder {??*! =1 kommt. Man hat also

T = {t) tl}
2 3 = (1 = (57

oder in der Normalform:

—f 3\
T =12, 23 235

4 2 __ .2 1__ o2 —_
AP =200 = 2 = 2 2z, = 1. (52)

2, reprisentiert die positive Klasse der Grundstufe, z, den Zyklus von 2z weiteren
Klassen in den geraden Potenzen, Z, den Zyklus von weiteren 2p Klassen in
der (2p+ 1)ten Potenz.

Das Streckengruppenbild von (51) folgt genau so, wie in Beispiel 4 das-
jenige von (43). Es kann durch dieselbe Fig. 4 verdeutlicht werden. Man hat
sich nur jetzt das Polygon mit dem Mittelpunkt O als regulires (4p+2)-Eck
und dasjenige mit dem Mittelpunkt P als regulires (zp+1)-Eck zu denken.
Dementsprechend ist die Bewegung ¢ die (4p+2)-tel Drehung um O und ¢, die
(2p+1)tel Drehung um P. M=@ mod 7 hat das Geschlecht o entsprechend
&,=0. @=@ mod F' entsteht wieder aus dem Vierecksstern um O. Hier liegt
die Herstellung einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht p durch Identifizie-
rung der Gegenseitenpaare eines (4p-+2)-Ecks vor. Ein Unterschied gegen
das vorige Beispiel ist, dass die Ecken desselben hier zwei verschiedene Flichen-
punkte ergeben, wiihrend sie bei dem 4p-Eck nur einen Flichenpunkt ergeben.
— @ ist (4p+2)blittrig tiber M mit einem Verzweigungspunkt (4p+ 1)ter Ord-
nung in O, einem Verzweigungspunkt in P, in welchem 2 Systeme von je 2p+1
Blittern zusammenhiingen, und einem Verzweigungspunkt in ¢, in welchem
2p+1 Systeme von je zwei Blittern zusammenhingen.

Spezialisierung der Beispiele fiir p = 2.

Man spezialisiere die in den vorstehenden Beispielen erhaltenen charakteri-
stischen Polynome fiir p=2.
19—313566. Acta mathematica. 58. Imprimé le 30 décembre 1931.
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1) Beispiel 1 ergibt fiir p=—2 das charakteristische Polynom
y (W)= —1)'=(A-—1)* (A +1)%,

also die d-Kombination 22 11 des Typus II der im vorigen Paragraphen auf-
gestellten Tabelle.

2) Bespiel 2 kommt, wie in demselben schon genannt, eigentlich nur fiir
p > 2 in Betracht. Fiir p=2 ergibt es die Klasse der Identitit, also den Typus I
der Tabelle. y(A) wird fir p=2

3) Das charakteristische Polynom von H im Beispiel 3 wird fiir p=2
yA)= 4+ 1=A =2+ 1) A+ A+ 1),

ergibt also die d-Kombination 6 3 und damit den Typus IX.
4) S im Beispiel 3 ergibt

7(A) = (A +1)4,

also die d-Kombination 2 2 2 2 des Typus IIL
3) SH? im Beispiel 3 ergibt

y(A) = (A —2+ 1),

also die d-Kombination 6 6 des Typus X.

6) Beispiel 4 ergibt
y(h) =2+,

also d=8 und damit Typus XI.
7) Beispiel 5 ergibt ,
y(A) = M—A3+ 22—+ 1,

also d=10 und damit Typus XIT.

Damit ist zugleich die Existenz der Typen V, VII und VIII nachgewiesen.
Denn sie sind die Quadrate der Typen IX (oder X), XI und XII.

Bs bleiben nur die Typen IV und VI ibrig, fiir die mir kein Beispiel be-
kannt ist. Verschiedene Anzeichen scheinen darauf zu deuten, dass diese Ma-
trizentypen nicht bei Abbildungsklassen endlicher Ordnung fiir p=2 auftreten

konnen.
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12. Fragestellungen im Anschluss an die Beispiele.

Die im vorigen Paragraphen behandelten Beispiele geben Anlass, eine Reihe
von fundamentalen Fragen zu stellen.

I) Gegeben sei eine endliche Anzahl N von Klassen topologischer Abbil-
dungen einer Fliche vom Geschlecht p auf sich, die eine Gruppe bilden. Ldsst
stch in jeder Klasse eine reprdsentierende Abbildung so auswdhlen, dass diese N
Abbildungen eine Gruppe bilden?

IT) Oder auf zyklische Gruppen spezialisiert: Enthdlt eine Abbildungsklasse
endlicher Ordnung stets eine Abbildung endlicher Ordnung?

Wenn Frage Il zu bejahen ist, so werden die Invarianten der Abbildungs-
klassen endlicher Ordnung in vollem  Ausmass durch die endlichvielblittrigen
reguliren Riemannschen Fldchen veranschaulicht. Die Klassenzahl Z, die in
allen Fillen eine untere Schranke fiur die Minimalzahl der Fixpunkte bei der
betreffenden Abbildungsklasse ist, ist dann gleich dieser Minimalzahl. Statt nach
Abbildungsklassen endlicher Ordnung # zu fragen, kann man dann von vorne-
herein nach #-periodischen Abbildungen geschlossener Flichen fragen, wie
Brouwrr' und Scuerrer?® es getan haben. Der Brouwrrsche Begriff der Mo-
dulfliche fiihrt dann auf die Darstellung der gegebenen Fliche als Riemannscher
Flidche iiber dieser; und man kann bekannte Relationen fiir die Konstanten
Riemannscher Flichen (wie die Formel von Hurwirz und andere von ScHERRER
. c. angefiibrte) auf die n-periodischen Abbildungen anwenden. Dem gegeniiber
ist in dieser Arbeit gezeigt, wie man, unabhdngig davon, wie die Antwort auf die
Irage II ausfillt, eine solche Relation wie die Formel von Hurwitz als eine
Beziehung zwischen gewissen gruppentheoretischen Anzahlen fir Abbildungsklassen
endlicher Ordnung herleiten kann, und in den Beispielen des vorigen Paragra-
phen ist zu Tage getreten, wie die Randkreisgruppe T, die eine Invariante der
Abbildungsklasse ist, durch ihr Gruppenbild zu der zugehorigen Riemannschen
Fliche fithrt. Die Frage IT erscheint dadurch als dquivalent mit der folgenden:

IIT) Ist die zu einer Abbilduwgsklusse'ehdlz'cher Ordnung gehorige Randkreis-

gruppe T tmmer als Gruppe linearer Substitutionen darstellbar? Genau formuliert:

! L. E. J. BROUWER: Amsterdam Proceedings, Vol. XXI, No. 5, 9 u. 10 (1918—1919) und
Comptes rendus (Paris), t. 168, pg. 677 und pg. 845 (1919) und + 171, pg. 89 (1920).

? W. SCHERRER: »Uber topologische Involutionen» und »{ber periodische Transformationen
von Flichen». Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, Bd. 70 (1925).
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liegenden Grundpunkten vor. KEin Automorphismus erster Art I von F induziert
eine topologische Abbildung ¢ von F auf sich. Ist I™ ein innerer Automorphismus,
so ist ¢" ein Element aus I’. Frage: Lisst sich E so auf einen Kreis £’ topo-
logisch abbilden, dass die transformierte Abbildung ¢ von E’ auf sich eine
lineare Substitution wird, dass die transformierte Gruppe I’ eine Gruppe von
solchen bleibt und dass dabei die Funktionalgleichungen erhalten bleiben; dass
also die transformierte Gruppe 1° eine Gruppe linearer Substitutionen auf E’
wird? TUnd ferner: Ist diese Abbildung von E auf E’ eindeutig bestimmt bis
auf die selbstverstindlich freibleibende Transformation mit einer linearen Ab-
bildung von E’ auf sich? ‘

Man konnte versuchen, eine solche topologische Abbildung von E auf Z'
unter Anlehnung an die Funktionalgleichung direkt zu konstruieren. Die Bei-
spiele verweisen auf den anderen Weg, fiir die Gruppe 7' eine solche abstrakte
Darstellung zu suchen, dass sich das Gruppenbild iibersehen ldsst. Das fiihrt
auf die Fragen:

IV) Ist die in den Beispielen auftretende Normalform fiir die abstrakte Dar-
stellung der Gruppe T fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung allgemeingiiltig?

V) Gibt es eine aus dem charakteristischen Polynom folgende, durch Erzeugen-
denwechsel erreichbare kanonische Darstellung derjenigen Automorphismen von F,
von denen eine Potenz ein innerer Automorphismus ist? (in Analogie mit den durch
Wechsel der Variablen erreichbaren rationalen kanonischen Formen der Matrizen
linearer Substitutionen). Und endlich:

V1) Sind zwei Abbildungsklassen endlicher Ordnung mit gleichem charakteri-
stischen  Polynom douivalent? D. h. wenn zwei Abbildungsklassen 4, und A,
endlicher Ordnung dasselbe charakteristische Polynom haben, gibt es dann einen
(zu ihrer Ordnung teilerfremden) Exponenten ¢ und eine Abbildungsklasse 4, so,

dass
A, = A5 A9 A7
ist?

13. Sitze iiber Automorphismen zweiter Ordnung.

Sei I ein Automorphismus erster Art zweiter Ordnung, I%==1, ¢ eine [
induzierende Abbildungsfunktion, also *=1 auf E. Sei f= 1 ein Element von
F, das zu einer Abbildungsfunktion zweiter Ordnung fiithrt:

V== () =St = f1,
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also

Jr=J/"" (53)

Die Achse von f kehrt sich bei I um, d.h. ihre Grundpunkte vertauschen sich
bei der Randabbildung ¢. Alle zu einer sich bei I umkehrenden Achse gehdrigen
Elemente geniigen (53). Insbesondere gilt das fiir das zu der Achse von f ge-
‘hbrige primiire Element f*, von dem f eine Potenz ist. Nun ist

S = S
‘f* 2r+1 :f*rf* (f*‘r)lj‘\;.f*j

wenn das Zeichen = die Isogredienz zweier Elemente von # beziiglich I bedeutet.
(Bs wird also g=f geschrieben, wenn es zu den Elementen ¢ und f von F ein
Element & von I" so gibt, dass

gt="nhfth='=hfh't,

9=hf

also

ist. Nicht-Isogredienz wird durch =+ bezeichnet.) BEs ist damit nichts dariiber
entschieden, ob f*=1 ist, oder nicht; aber jedenfalls gibt eine sich bei / um-
kehrende Achse hochstens zu einer von der Klasse von ¢ verschiedenen Isogre-
dienzklasse von Abbildungsfunktionen vom Index +1 Anlass.

Angenommen nun, f sei primir, # 1 und geniige (53). Angenommen ferner,

das transformierte Element g f¢g—! geniige (53). Es ist also

gfgNr=9/"97,
andererseits

(9f9 V= gufro7 = grf o7

Durch Gleichsetzen folgt : _
g tgref

Das Element ¢~ 'gr ist also einerseits =1, andererseits eine Potenz von f und

darum notwendig eine gerade Potenz, denn
frril=far,
g or=f" ="

Aus
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folgt, dass ¢/f" ein Fixelement von I ist. I hat aber wegen I?=1 nur das Fix-
element 1, also folgt g=/"" und ¢gfg—'=f TUnter den iiber f gemachten An-
nahmen wird also keine mit der Achse von f liquivalente Achse durch I umge-
kehrt, oder anders gesprochen: f ist in seiner Elementklasse das einzige Element,
dass (53) geniigt.

Die Anzahl der positiven Klassen der zu / gehorigen Abbildungsklasse wird
durch die Anzahl der bezgl. I nicht isogredienten Losungen von (53) gegeben.
Als eine Losung werde dabei f=1, also ¢ selbst als Reprisentant der einen posi-
tiven Klasse genommen. Alle weiteren Lésungen konnen nach dem gefundenen
primir gewidhlt werden, und alle Losungen gehoren zu verschiedenen Element-
klassen von I

Sei P ein beliebiger Punkt von [, ¢t P sein Bild. Die beiden durch P and
tP auf FE bestimmten Bogen vertauschen sich bei f. Ist also @ ein beliebiger
von ihnen verschiedener Punkt, so werden P und ¢ durch ¢P und {@ nicht ge-
trennt, Ist ¢ ein Element von F, so schneiden also die Achsen von g und g;
einander nicht. Ist ferner f eine Losung von (53), so schneiden die Achsen von
Jrgf7" und figrf—* fiir beliebige » und s einander nicht. Denn

Lif = =L g (P
und (f*+7¢)?=1.

Nun werde von einer primiren Lésung f von (53) mit f # 1 angenommen,
dass die der Achse von fauf der Flidche ¢ entsprechende geschlossene geoditische
Linie Doppelpunkte aufweist. Sei £ ein Element von 17, fiir welches die Achse
von kfk~! die Achse von f schneidet. Es geht bei I in k;f—'k;? tiber; die
Achse dieses Blements schneidet anch die Achse von fund zwar in umgekehrtem
Sinne. Die Achsen von k%' und k;f%k;" schneiden die Achse von f'in gleicher
Uberschneidungsrichtung. k;f%;! geht nicht aus % f& ! durch eine Potenz f7 von

S hervor, denn sonst wiirde es sich bei f"f umkehren, und bei f"¢ kehrt sich
bereits das damit #Hquivalente f um. Betrachtet man die Achsen der Elemente

fr k f/f'] f—r
fs kr f k1—1 f-—s

fir beliebiges » und

fiir beliebiges s, so schneiden die Achsen jedes einzelnen Systems einander nicht
wegen ihrer Lage zur Achse von f, und eine Achse des ersten und eine des

~zweiten Systems schneiden einander nicht wegen des im letzten Absatz gefun-
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denen, denn sie gehen bei Transformation mit einem f¢ in einander iiber. Diese
Achsenmenge zerlegt also @ in quer zur Achse von f gelegene Streifen, und
ein Verschiebungsstiick auf der Achse von f durchschneidet genau zwei Streifen.
Die beiden Systeme vertauschen sich bei ¢, und es gibt genau ein Paar, die sich-
vertauschen und einen Streifen begrenzen, also durch keine der anderen Achsen
getrennt werden. Es seien dies

ShfE T =mfm !
und

STk SR = mrfmt

I

Fig. 5a. Fig. 5 b.

Man beachte, dass der Transformator m durch diese Forderung noch nicht véllig
bestimmt ist, sondern noch durch mf! fiir beliebiges ¢ ersetzt werden kann.
Davon machen wir jetzt Gebrauch, indem wir aus dem Achsenpaar m™'fm und
m; ' fms, welches die Achse von f in dem zum vorherigen entgegengesetzten Sinn
iberschneidet, wieder alle ffm— fmf— und ﬂml”l JSmrf~7 herstellen und genau
wie oben folgern: ¢ lisst sich so wiithlen, dass die Achse von f*m™ fm f—* mit der bei
I entsprechenden einen Streifen begrenzt, also durch keine der anderen getrennt

wird. Insgesamt haben wir also aus dem urspriinglichen Transformator % einen

neuen

h=mf7=frkf+
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abgeleitet, so dass folgender Sachverhalt vorliegt, der durch die Figuren 5 a und
5 b veranschaulicht wird: Die Achsen von hfh~ und hzfh;? schneiden die Achse

von f in zwei Punkten B und 4, deren Entfernung kleiner ist als die Ver-
schiebungslinge [ von f. Die Achsen von h~!fh und h;?fhr schneiden die

Achse von f in den Punkten A~'B und h;* 4, und deren Entfernung ist auch

< l. Im iibrigen kann die Lage der ersten beiden Achsen zu den letzten beiden
beliebig sein; sie konnen einander z. B. auch schneiden; um hieriiber keine An-
nahmen zu machen, sind die Figuren getrennt gezeichnet. A und A™! treten in

dieser Aufstellung gleichberechtigt auf, und man darf daher annehmen, dass
AB = (k7' A) (1 B)

ist. Nun erginze man das grossere von beiden zu ! durch Bildung des komple-
mentiren Stiicks von A™'B bis f*h;'4, wo é=+1 oder —1 je nach der posi-

tiven Richtung der Achse f. Das Bild dieses Achsenstiicks bei % liegt auf der
Achse von hfh™' von B bis hf¢h;'A. Seine Linge ist )

I—(h'B)(h71A4) = |—AB.
BEs gilt daher fiir die geradlinige Entfernung
Ahfeh* A) < AB+Bhfeh* 4) = 1.

Die Endpunkte der links stehenden Strecke entsprechen sich bei dem Klement
hfeht.  Also ist auch die zu diesem Element gehorige Verschiebungslinge <</

Und es ist
J= hfehl=fc=f.

Moglicherweise ist das neue Element /' nicht primdr. Dann ist wegen
f=f+1
f=f=r

wo.f'* das zugehorige primidre Element ist, also. eine kiirzere Verschiebungslinge

notwendig

als 7' hat. Entspricht nun f'* wieder einem Kurventypus mit Doppelpunkten,
so wende man auf dies Element die gleiche Schlussweise an. Nun kommen aber
in der Gruppe I nur endlich viele Verschiebungslingen unterhalb einer gegebenen
Schranke vor (I, 5). Das Verfahren muss also abbrechen. Wir haben also:
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Satz 7: Fne Klasse mit positivem Index, die von der Klasse von ¢ verschieden ast,
ldisst seeh durch ein solches ft darstellen, be: dem [ primdr ist und einem
Kurventypus ohne Doppelpunkte entspricht.

Nun betrachten wir zwei verschiedene Klassen dieser Art. Es sei also:
fr=f"Y gr=97 f#4g, S+ 1, g% 1, fund g primir; und sowohl f wie g ent-
spreche auf ¢ einem Kurventypus ohne Doppelpunkte.

Die Achsen von f und g schneiden einander, denn beide kehren sich bei ¢
um. Die ihnen auf ¢ entsprechenden geodiitischen Linien haben also mindestens
einen Schnittpunkt. (Diese beiden geodiitischen Linien sind verschieden; denn
f und g gehdren, wie oben gezeigt, nicht zur selben Elementklasse von F.) An-
genommen nun, sie haben mehr als eznen Schnittpunkt. Dann ergibt sich ein
Achsenbild wie in Fig. 6. Ein Verschiebungsstiick von f reicht von 4 bis fA.
Nach Voraussetzung wird dieses Stiick von der Achse eines KElementes hgh™!
in einem Punkte ( geschnitten. Diese Achse verliuft ganz in dem Streifen

zwischen den Achsen von ¢ und fg¢ /™!, da g einem Kurventypus ohne Doppel-
20—31356. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 31 décembre 1931.
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punkte entspricht. Die beiden letztgenannten Achsen gehen bei I in die Achsen
von ¢ und f~lgf iiber, also verliuft die Achse von hrg k' ganz in dem durch
diese bestimmten Streifen und schneidet die Achse von f in einem Punkte B.
Untersuchen wir zuniichst, ob B und € idquivalente Punkte sein, also demselben
 Flichenpunkt entsprechen kénnen. Sie liegen auf der f entsprechenden geodi-
tischen Linie, die nach Voraussetzung doppelpunktfrei ist. Also konnte nur C=fDB
sein. Da auch ¢ doppelpunktfrei ist, miisste dabei

hgh = fhrgh7' /™,
also
Fifhi=g

W fhr =g

und daher

sein. Dann wire aber f~g oder f= 1, und beides ist nach Voraussetzung aus-
geschlossen. Also sind B und € nicht dquivalent. Die von A verschiedenen
Schnittpunkte der f und ¢ entsprechenden geodétischen Linien treten also zu
Paaren auf, diese haben also eine ungerade Anzahl von Schnittpunkten. Daraus
Jolgt, dass sowohl [ wie g micht homolog Null 7st.

JB fillt in einen von C verschiedenen Punkt zwischen 4 und f4. Ange-
nommen jfB fillt zwischen 4 und C. Dann ist BC > [I(f), wenn I(f) die Ver-
schiebungslinge von f bedeutet. Dann fiillt auch f—' (' zwischen A und B und

(T ONFB) < I(f)

Dann lasse man die Elemente fhigh;"f ' und f~'hgh™'f an die Stelle der

beiden bisher benutzten treten. Mit andern Worten: Man ist berechtigt anzu-
nehmen, der Transformator 2 sei so gewiihlt, dass B C < I(f) ist.

Durch die Bewegung 7' geht (' in einen Punkt '=/—' C auf der Achse
von g iber. Nun beachte man, dass h durch das bisherige nur bis auf eine

freibleibende Potenz von g bestimmt ist:
hgh™=hg"-g-¢g"h

Man kann daher h so wihlen, dass A1 C = (" zwischen 4 und gA fillt.
Dann fillt die Achse ~A™'fh in den Streifen zwischen den Achsen von f und
g9fg"; die Achse k! fhr fillt dann in den Streifen zwischen den Achsen von f

und ¢! fg und schneidet die Achse von g im Punkte B'=h;'B. — Man konnte

auch 2 so wihlen, dass O’ zwischen 4 und g~—' A fillt, dann fallt B’ zwischen
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A4 und gA. — Fiir einen dieser Fille gilt B’ ¢’ < l(g), und fiir diesen entschei-
den wir uns. (In der Figur ist der erste Fall angenommen, aber die folgende
Betrachtung beriicksichtigt beide Moglichkeiten.)

In der bisherigen Aufstellung sind f und g gleichberechtigt. Wir kénnen

daher
BO=F

annehmen. Dann sel e= 11 so gewihlt, dass
O'(g*B)=1lg)—B

ist. (In dem Fall der Figur ist dazu e=-+1 zu wihlen.) Dies Achsenstiick
verlege man mittels der Bewegung h. Dann liegt es auf der Achse von hgh™
und reicht von k C'=C bis hg*B'=hg*h7'B. Dieser letztere Punkt geht aus B

durch die Bewegung
g =hght =g
hervor, und dabei ist

Ug') = Blhgth 7' B) < BO+ Clhgehi? B) = BC+1(g) — B ¢’ < I(y).

Man Fkann also g, ohne seine Isogredienzklasse zw verlassen, durch ein Element ¢
mit kleinerer Verschiebungslinge ersetzen. Ist g’ micht primiir, so ersetze man es
durch das zugehorige primire Element (es ist ja ¢'=~g # 1), was einer weiteren
Verkleinerung der Verschiebungslinge entspricht. Ist es nicht doppelpunktfrei,
so ersetze man es auf Grund des Satzes 7 innerhalb seiner Klasse durch ein
doppelpunktfreies, was einer Verkleinerung der Verschiebungslinge entspricht.
Hat man dann wieder ein primires doppelpunktfreies Element g, der Klasse
erreicht, und hat dies mit f noch mehr als einen Schnittpunkt, so wende man
das -obige Verfahren auf das Paar f und g; an und fahre so fort. Das Ver-
fahren muss abbrechen, da die Summe der Verschiebungslingen von f und g
dauernd abnimmt. Hat man mehr als zwei verschiedene Isogredienzklassen, so

kann man das Verfahren auf je zwei von ihnen anwenden. So erhilt man den

Satz 8: Fiir die Gleichung (53) ldsst sich ein vollstindiges System

-fl:I?f‘Q?f‘sa "'7fZ

nicht isogredienter Losungen so finden, dass die den f,, ..., fz entsprechen-
den geoddtischen Linien auf der Fliche ¢ nicht begrenzen und doppel-
punktfrer sind und zu je zweien genaw einen Schnittpunkt haben.
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14. Abbildungsklassen mit dem charakteristischen Polynom (4 + 1)*2.

Nun sei eine Abbildungsklasse der Ordnung 2 mit der Maximalzahl Z=2p+ 2
von positiven Fixpunktklassen vorgelegt. Das Vorkommen von solchen zeigt der
Automorphismus S des Beispiels 3, § 11, sowie der Automorphismus I?? des
Beispiels 4 (=1I°*! des Beispiels 5). Die zugehorige Matrixspur ist also s=—2p,
die Matrix selbst ist — Fsp,, und das charakteristische Polynom ist (4 -+ 1)22.

Sei ¢ ein Element zweiter Ordnung der zugehorigen Gruppe 7, also #*=1
auf Z. ¢ induziere den Automorphismus I, und es ist I°=1. Die Gleichung

xxr=1 (54)

hat dann z+2p beziiglich I nicht isogrediente Losungen. Wiihlt man z=1 als
die eine von ihnen, so konnen fir die iibrigen nach dem Ergebnis des letzten

Paragraphen solche Klemente

f;’ ./:b c zf?]?+1 ’ ‘ (55)

gewiithlt werden, dass

1) diese Elemente primiir sind,

2) die ihnen entsprechenden geschlossenen geoditischen Linien der Fliche
doppelpunktfrei und nicht homolog Null sind,

3) diese geodiitischen Linien sich zu je zweien in genau einem Punkte
schneiden.

Nun denke man sich von einem Punkt O einer Fliche ¢ vom Geschlecht
p aus » doppelpunktfreie geschlossene Kurven u; auf der Fliche gezogen, die
sich in O iiberschneiden und sonst zu einander fremd sind; wie dies durch die
punktierten Linien in Fig. 7 fiir gerades » und in Fig. 8 fiir ungerades » ange-
deutet ist. Als Umgebung jeder Kurve zeichne man einen bandférmigen Streifen
auf der Fliche. Diese » Biander konnen als an einem O umgebenden Elementar-
flichenstiick anfangend und endigend gedacht werden. Dieses mit den » Biin-
dern zusammen bilde den Flichenteil ¢* von ¢. Wir unterscheiden nun, ob =
gerade oder ungerade ist, und lesen an den Figuren ab:

a) Ist n=27, so hat ¢* nur eine Randkurve, und bei passender Bezeich-
nung der u; und passender Durchlaufung der Randkurve ist diese durch das
Element ’

B=wuy ... wpre7 0yt gt (56)
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der Fundamentalgruppe gegeben. R ist homolog Null, und die Restfliche ¢ —¢*
hat dieselbe Randkurve RE. Ist diese Restfliche ein Elementarflichenstiick, so
ist R=1, r=p, und die Gruppe

U={u, uy, ...}

ist die Gruppe I in der im Beispiel 4 benutzten Darstellung. Ist die Resttiiche
nicht ein Elementarflichenstiick, so ist B = 1, » <p, U eine echte Untergruppe
von F, und zwar als Fundamentalgruppe eines Flichenstiicks ¢* vom Geschlecht
» und mit einer Randkurve eine freie Gruppe. Die Restfliche ¢—¢* hat das

Fig. 8.

Geschlecht p~—#» und eine Randkurve. Man kann sich in diesem Fall die ge-
schlossene, doppelpunktfreie und der Null homologe, also ¢ zerlegende geoditische
Linie auf ¢ gezogen denken, die dem Element I von U entspricht. Sie zerlegt
@ in zwei bezw. mit ¢* und ¢@—¢@* homéomorphe Bestandteile. Wir kénnen
geradezu annehmen, dass die Randkurve schon diese geodiitische Linie ist. Thr
Bild in der Uberlagerungsfliche @ von ¢ und alle aus diesem durch die Unter-
gruppe U hervorgehenden Orthogonalkreise zu E grenzen die universelle Uber-
lagerungsfliche @* von ¢* in @ ab. ®@* ist die konvexe Hiille der Achsen-
menge der Untergruppe U.

b) Ist n=2741, so hat ¢ zwei Randkurven, und diese entsprechen den

Elementen
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R1:u1u2 e Unrg

(57)

By = uorqitiar ... 4

von U. Besteht ¢——-q)* aus zwel von diesen beiden Randkurven berandeten Ele-
mentarflichen, so ist R,=R,=1, r==p, und U ist die Gruppe F in der im Bei-
spiel 5 benutzten Darstellung. Ist sowohl B, = 1 als auch R, 41 in F| so ist
U die (freie) Fundamentalgruppe einer Fliche vom Geschlecht » mit zwei Rand-
kurven. Die Achsen von B, und B, und alle aus ihnen durch U hervorgehen-
den Achsen begrenzen dann in @ einen konvexen Bereich, der die konvexe Hiille
der Achsenmenge von U ist und die universelle Uberlagerungsfliche von ¢*
darstellt.

Wir bauen nun mittels des Lisungssystems (55) schrittweise ein solches
Kurvensystem «; auf der Fliche ¢ auf. f, erzeugt die Gruppe U, = {f). [ ist
nicht Element von U, da es nicht Potenz von f; ist. Sei O der Schnittpunkt
der Achsen von f; und f; in @. Wir nehmen die durch sie bestimmten geodi-
tischen Linien als erste Kurven », und u, anf ¢. Dadurch entsteht ein Torus
mit einer Randkurve R gemiiss (56), da p > 1 ist. Die Randkurve ist die Achse

des Elements

E=ffof T 5

und diese grenzt zusammen mit ihren bei U iquivalenten ein konvexes Gebiet

£2,, die konvexe Hillle der Achsenmenge von
AV
LTZ———\L/IM);!
in @ ab. £, ist universelle Uberlagerungsfliche des berandeten Torus.

Nun nehmen wir f; hinzu und iiberzeugen uns zunichst davon, dass f;

nicht Element von U, ist. Denn angenommen, es sei

wo auch sowohl = wie y entweder ff! oder fF! ist. Diese Darstellung ist ein-

deutig, da U, frei ist. Nun ist einerseits,
Sor=a IL(f7 /7y,

Ssr=fyt=y I 2,

andererseits

also wegen der Bindeutigkeit der Darstellung in U,: z=-y und also
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So=alr=qxc~II

Js kann also, ohne seine Isogredienzklasse zu verlassen, durch den kiirzeren
Ausdruck IT(f;,f;) ersetzt werden. Ebenso kann dieser weiter verkiirzt werden,
und zum Schluss kommt entweder fy~1 oder =ft! oder =~f¥! alles gegen die
Voraussetzung iiber (55).

Js gehort also nicht zu U, und f; 2, liegt ganz ausserhalb O, Die Achse
von f; schneidet 2,, da sie die Achsen von f; und f, schneidet, aber der Schnitt
wird natiirlich im Allgemeinen nicht gerade in O stattfinden. Die Achse von
Jo schneidet auch f; ©,, aber zwischen £, und f; 2, kein anderes mit @, iiquiva-
lentes Gebiet; denn ein Verschiebungsstiick der Achse von f;, das in 2, anfingt,
endet in f; 2, und kann nach Voraussetzung nicht zwischen diesen beiden Ge-
bieten Achsen, die mit denen von f; und f, diquivalent sind, schneiden. Verbin-
det man also den Punkt O, der in , liegt, mit dem Punkt f, 0, der in f; 2,
liegt, durch eine nichteuklidisch geradlinige Strecke, so trifft diese keine ihrer
dquivalenten. Auf ¢ ergibt sie ein geoditisches Linienstiick, das von O ausge-
hend, ohne sich selbst zu tiberschneiden und ohne die beiden schon vorhandenen
Kurven ausserhalb O zu treffen, wieder nach O zuriickkehrt und sich dort schliesst
(im Allgemeinen unter einem Knick) und dabei die beiden ersten Kurven iiber-
kreuzt.

Nun benutzen wir diese drei Kurven als wu,, #, und %, und haben zwei
Randkurven entsprechend (57). Es ist jetzt, cventucll nach einer Umimmmerierung
der ersten drev f:

iy :f1f2fa
Iy :fsf;fn

und diese Elemente von [ sind nicht beide 1, da ¢ ein Geschlecht p > 1 hat.
Dann sind sie aber notwendig beide = 1, da

Byr= ]{2_1

ist. Also ist

wieder frei, und die Achsen von R, und R, grenzen auf ¢ einen Torus mit
zwei Randkurven ab. Dessen Uberlagerungsfliche, also die konvexe Hiille der
Achsenmenge aus U, heisse $,. Genau wie oben schliesst man nun, dass f
nicht za U, gehort, dass seine Achse die Achsen von fi, f, und f; in @, schnei-
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det, dass f, £, ganz ausserhalb £, aber durch kein anderes iquivalentes Gebiet
von ihm getrennt liegt; und man fiithrt die Verbindungsstrecke von O mit f, O
als u;-Kurve ein. Ist p > 2, so hat man nun auf ¢ eine Teilfliiche vom Ge-
schlecht 2 mit einer Randkurve und freier Fundamentalgruppe

U4 :{fl, f27 .f;h fA}

us.w. Das Verfahren bricht erst ab bei Einfithrung von fi;, da ¢* erst dann
das Geschlecht p der Fliche ¢ erreicht. Und man hat dann eventuell nach
geeigneter Umnummerierung der f, ..., fo,:

Usp=F={f1, for -0, op}
Fofooo fonf =

Durch Vergleich mit Beispiel 4 sieht man, dass auf ¢ durch die benutzten Kur-
ven ein 4p-Eck mit paarweise inzidenten Gegenseiten gezeichnet ist. Das Kle-
ment fap+1 von (55) ist bisher nicht erwihnt worden. Es steht uns noch frei,

als dieses das Element

Soprr =TT 3—,,1

zu wiahlen. Denn dieses entspricht der Diagonale des 4 p-Ecks, also einem pri-
miren, doppelpunktfreien Kurventypus. Und es ist weder mit 1 noch mit einem
der bisher benutzten f; isogredient. Das sieht man so: Man hat f, ..., fo, als

unabhiingige Erzeugende in der Homologiegruppe. Ist nun
g=xhx,

so haben ¢ und h in jeder Erzeugenden Exponentensummen gleicher Paritit,
denn x und 7! haben wegen fir=f;" in jeder Erzeugenden die gleiche Expo-
nentensumme. Und fo,41 erfiillt diese Bedingung weder mit 1 noch mit einem
der f;. — Endlich geniigt fop+1 auch (54), wie aus der Relation von I folgt.
Der hier mit I bezeichnete Automorphismus wird durch denjenigen Auto-

morphismus von f, der durch

fi—d; (t=1,2,...,2p)

ausgedriickt wird, in den im Beispiel 4 mit 727 bezeichneten Automorphismus

transformiert.
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Satz 9: Alle Abbildungsklassen erster Art, zweiter Ordnung mit (A+1)*? als cha-
rakteristischem Polynom, also wmit 2+2p positeven Frxpunkthklossen, sind

. etnander transformierbar.

Zur Darstellung der Gruppe 7' in Normalform hat man zu setzen:

t, =/ 7
ty=fot
tap—1== [,y t
tap :fwt

baprr=f1fo - - Japt.
Dann kann man alle f; durch ¢ und die ¢; ausdriicken und erhiilt:

mf A
T="{ b, by - o, bapsay

tgzt?: :t§p+1:tt1t2... t-gp+1: I.

Damit sind die Fragen 1D)—VI) des § 12 fiir die hier betrachtete (Gesamt-
heit von Abbildungsklassen bejahend beantwortet.

15. Abbildungsklassen mit dem charakteristischen Polynom 1*’ + 1
und solche mit dem Polynom 2?7 — 20— 4 ... — 1 + 1.

Vorgelegt sei eine Abbildungsklasse endlicher Ordnung mit dem charak-
teristischen Polynom A*?+ 1. Beispiel 4, § 11, zeigt, dass es solche Abbildungs-
klassen gibt. Eigenwerte, Ordnung, Spuren und Klassenzahlen sind dann die-
selben wie im Beispiel 4. Die Ordnung ist also 4p, und es gibt zwel positive
Klassen in allen Potenzen ausser der 2 p-ten, und in dieser 2p+2 Klassen. Sei
t eine Abbildungsfunktion der Grundstufe mit #?=1 auf £ und I der zugehorige
Automorphismus. Dann ist T*r=1. |

I?? fillt unter den allgemeinen Fall des vorigen Paragraphen, da dieser
Automorphismus die Ordnung 2 und die Matrix —¥#,, hat. Die Gleichung

X x2p =1 (58)

hat also 2+2p bezgl. I?” nicht isogrediente Losungen. Fir unsere jetzigen

Zwecke miissen diese aber besonders ausgewidhlt werden. Dazu greifen wir auf
21 — 31366. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 31 décembre 1931.
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die allgemeine Theorie des § 6 zuriick. Von den 2+2p positiven Klassen der
2p-ten Stufe wurzeln zwei auf der ersten Stufe; die tibrigen 2p» bilden einen
Zyklus, der auf der 2 p-ten Stufe hinzukommt. Aus einem vollen Losungssystem
von (58), das die im Satz 8 beschriebenen Eigenschaften hat, greife man ein
Element f so heraus, dass f*? nicht auf der ersten Stufe wurzelt, sondern eine
der auf der 2p-ten Stufe hinzukommenden XKlassen darstellt. Dabei ist also

Iig. 9.

gegeben, dass f primidr und inhomolog Null ist und einem doppelpunktlosen

Kurventypus entspricht. Nach § 6 repriisentieren dann die Elemente

oS Sy S (59)

den 2 p-gliedrigen Zyklus. Sie sind alle primdr und <nhomolog Null und ent-
sprechen alle doppeltpunktiosen Kurventypen, da sie aus einer Kurve mit diesen
Eigenschaften durch die Potenzen einer topologischen Flichenabbildung hervor-
gehen. Aber es bedarf eines neuen Beweises, dass sie iiberdies so gewihlt wer-
den konnen, dass sie auch die letzte im Satz 8 genannte Eigenschaft haben, also
zn je zweren genau ernen Schnittpunkt habern. Der Beweis wird durch eine Ver-
allgemeinerung der der Fig. 6 zu Grunde liegenden Betrachtung gefithrt. Die
Verschiebungslinge auf der Achse von f werde wieder durch I(f) bezeichnet,

ferner setze man

L{f) =1\ + W)+ - + Ufreem).
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Irgend zwei Achsen des Systems (59) schneiden einander, da sich beide bei I2?
umkehren. Die sie auf ¢ darstellenden geodiitischen Linien haben also zu je
zwelen mindestens einen Schnittpunkt. Angenommen nun, zwei von ihnen haben
mehr als einen Schnittpunkt. Das gleiche gilt dann von den Achsenpaaren als
geoditische "Linien auf ¢ betrachtet, die aus diesem Paar durch die Potenzen
von I hervorgehen. Wir konnen daher annehmen, es handle sich um fund fir,
I=r=2p—1. Nun betrachte man Fig. 6 und lese fi* statt ¢ und 1?7 statt I.
Im iibrigen kann man alle in § 13 iiber diese Figur angefiihrten Betrachtungen
beibebalten, nur dass wir die dort aus berechtigten Symmetriegriinden einge-
fithrte Annahme B(C = B'(’ hier fallen lassen. Um anzudeuten, dass B’ und
(" auf der Achse von f; liegen, schreiben wir diese Punkte B, und C,, und
fiir B und C schreiben wir B, und (, Uber das gegenseitige Verhiltnis von
B, €y und B, C, wird nichts vorausgesetzt, aber die Voraussetzung B, C,<I(f),
B, C. < I(fr) bleibt giltie. Wir kommen so zur Fig. 9 und betrachten die Strecke
von C, bis f*B, (e=11), die B, C, zu I(f) ergiinzt. Verlegen wir diese durch
h=' so liegt sie auf der Achse von A~ !fh und reicht von 2™ C,= C, bis
2 fe By=h—f*hp2p .. Man hat also die Ungleichung

Lh=Lfehpr) < By Cot-1(f)—B, O,

Ersetzt man alle auftretenden Elemente durch die ihnen bei I* entsprechenden,
so bekommt man ein Achsenbild in villig analoger Lage, kann also, wenn man
die B, und C; auf der Achse von fi¢ entsprechenden Punkte mit B; und C; be-

zeichnet, die Ungleichung
l(h;slf;s h,‘lp—}—s) < -B7'+S Or-{»s"l‘ l(fj‘s) “‘BQ Cs .

fir alle s aufstellen. Fir s=2p ist fis=f"" und die Punkte B, und C, werden
einfach vertauscht, die (numerisch gerechneten) Strecken kommen also nur nach
dem mod 2p gerechneten Wert ihres Stellzeigers in Betracht. Man bekommt
also aus der letzten Ungleichung

ap—1 2 p—1

Z l(h;lf;s}l12p+s)< Z WS,

$:=0 §=0

da die B (-Strecken sich paarweise aufheben. Nun ist

S =h"1fchpp = f
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beziiglich 127, repriisentiert also dieselbe Klasse, und die f';s repriisentieren also
die damit konjugierten Klassen. Die letzte Ungleichung zeigt nun, dass die
Grosse L kleiner wird, wenn man f durch f” ersetzt: L(f’) < L(f).

Ist das neue Element f” nicht primiir, so ersetze man es durch das zuge-
horige primire, was eine weitere Verkleinerung der Grosse L bedeutet. Wie
aber, wenn f keinem doppelpunktfreien Kurventypus entspricht? Dann verall-
gemeinern wir, indem wir wieder f statt f’ schreiben, die zu den Fig. 5a und
5b von § 13 gehorige Betrachtung. Wir erhalten Fig. 10a und 10b mit der

j‘;“f” fhyen

A B {éﬁ {

o f 1

Fig. 10 Fig. 10b.

Beziehung A* = h_,_,»i, A, B*=I—'B, und machen hier keine Voraussetzung iiber
dies Grossenverhiltnis von A B und A* B*. Ks ist
hfnA® = frhy A =f A
WA = B fehgen A* = f A7,

wenn man

f’ == th” /L;‘Z) (77: * I>
fw — h-_1j's ]I/IQP (é‘: _i'_ I)

einfithrt. Die Figuren lehren dann, dass

1)< AB + I(f) — A* B*
L(f") < A*B* + 1(f)— A B,

also
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)+ U7 <21

ist. Bei Ausiibung von /* bekommt man Achsen in analoger Lage und schliesst

daher
L) + L) < 21(fr)

und durch Summation von s=o0 bis s=2p—1

L(f) + L{f") < 2 L(/).

Bs ist also entweder

L(f) < L{f)

oder

L(f") < L)

Und beziiglich 7?7 ist sowohl f'=jf wie f"=j/. Man kann also wieder durch
Auswechseln von f innerhalb seiner Klasse die Grosse L verkleinern.

Dies setzt man fort, bis man nach endlich vielen Schritten ein primires
doppelpunktfreies /' hat. Hat das neue System (59) dann noch nicht zu je
zweien nur einen Schnittpunkt, so setze man wieder das erste Verfahren an und
wechsle so ab. Weil es nur endlich viele Moglichkeiten fiir L unterhalb einer
gegebenen Schranke gibt, fithrt das Verfahren zu einem Ende.

Wir konnen also jetzt iiber das System von 2p Elementen (59) noch die
Voraussetzung hinzunehmen, dass die ihnen auf ¢ entsprechenden geoditischen
Linien zu je zweien genau einen Schnittpunkt haben. Dann lassen sich aber,

"wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, durch einen Punkt O der Fliche
2 p einfache geschlossene Kurven legen, von denen jede in O alle anderen iiber-
kreuzt und sie sonst nicht ftrifft. Und dabei entsprechen diese Kurven fiir O
als Anfangs- und Endpunkt dem System der Elemente (59). Wir bezeichnen die

Kurven mit demselben Buchstaben. Bei Linksdrehung um O sei f;—:l die zu-

niichst auf f**' folgende. Dann ist r zu 4p teilerfremd. Wir betrachten nun

die Potenz
J=1" oder J=I2Pt"

je nmachdem f;;l oder f;l auf f+1 folgt. In beiden Fillen ist J eine primitive

Potenz von I. Die positiven Richtungen der Elemente

fa flfvf.ﬁ: ...,f,]21)—1 (60)
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folgen dann bei Linksumlauf um O auf einander. Durch Vergleich mit Fig. 7
folgt dann fiir die Elemente (60) die Relation

FIT frf s o o f " fr o fyap—s = 1. (61)

Die Substitution
Sfr2r— daysq

f,2r+1 - d;.l_”,
wo die d; die Krzeugenden des Beispiels 4 bedeuten, bildet dann einen Automor-

phismus 4 von [’, denn sie fithrt die Relation (61) in die Relation (39) iiber.

Und nun ist
AJ A =],

wenn I (zam Unterschied von dem jetzigen I) den im Beispiel 4 mit I bezeich-

neten Automorphismus bedeutet. Damit ist zugleich gezeigt, dass
AL A = A Je 471 = ¢

ist, wenn ¢ eine Losung der Kongruenz

ll

or=1 ] .
bezw. -mod 4 p
eleptr)=1]

[

ist. [¢ ist eine primitive Potenz von I. Die Gruppe 7'(/) liisst sich also ebenso
wie die mit ihr isomorphe Gruppe 7'(I) im Beispiel 4 in die Normalform brin-
gen. Alles am Beispiel 4 ausgefiithrte ist also allgemeingiiltig fiir die hier be-
trachteten Abbildungsklassen. Die Fragen II)—VI), § 12, sind fiir diese bejahend
beantwortet.

"Nur kurz erwihnt sei noch, dass man in genau entsprechender Weise die
Abbildungsklassen mit dem charakteristischen Polynom

R S T LR B 3

das im Beispiel 5, § 11, auftrat, erledigen kann. Hier ist die Ordnung 4p + 2,
die Grundstufe hat eine positive Klasse, in der zweiten Potenz tritt ein Zyklus
von 2 Klassen hinzu, und in der (2p+ 1)ten Potenz tritt ein Zyklus von 2p+1
Klassen hinzu. Man fingt wieder damit an, den letzteren durch geeignete
Elemente

.f: ffv fl?y .- .,(f[‘-’i)
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darzusteilen, und zeichnet diesen entsprechend ein System von 2p-+1 sich in
einem Punkt iiberkreuzenden einfachen Kurven auf der Fliche. Entsprechend
der Fig. 8 ergeben sich dadurch fiir diese Elemente zwei Relationen. Und dann
sieht man analog wie oben, dass sich eine primitive Potenz des betrachteten Auto-
morphismus der Ordnung 4p+2 in den im Beispiel 5 behandelten Automor-
phismus transformieren lisst. Damit sind auch fiir diese Abbildungsklassen die
Fragen IT)—VI) des § 12 bejahend beantwortet.



