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Introduction.

La théorie des systémes d'équations différentielles linéaires adjoints est
classique, mais le mode d’exposition synthétique utilisé dans les ouvrages suggére
le besoin d'une étude plus analytique.

Deux systémes d’équations différentielles linéaires du méme ordre

n

dx; .
(1) df = D aix(t) 2, (G=1,2,...n)
k=1
(2) d Xz >

dt :ZAzk(t)Xk, (’i-:I,Z,...’IZ.),
k=1

sont dits adjoints s'il existe une relation bilinéaire & coefficients constants entre

les deux intégrales générales x;, s, ... 2, et X, X5, ... X, de la forme
(3) Zm;k x; Xi = indépendant de ¢.
ik

On peut toujours, par une substitution linéaire effectuée sur les inconnues
de l'un de ces systémes, mettre la relation (3) sous la forme

Z‘.’L'zXz: e,
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Aprés ce changement, les coefficients des deux systémes se déduisent les

uns des autres par les relations
Aik(t):—(t/”;(t).

La question que l'on peut se poser est alors de savoir si la fonction bi-
linéaire au premier membre de (3) peut étre remplacée par une fonction analyti-
que différente. Ne pourrait-on pas aussi, plus généralement, considérer des
systémes d’ordres différents?

Une telle généralisation est évidemment possible avec des systémes parti-
culiers d'équations; mais elle ne peut présenter de l'intérét que si elle peut
s'appliquer aux systémes les plus généraux.

Dans ces conditions, nous verrons que la relation bilinéaire s'impose. D'une
maniére plus précise, nous allons démontrer que

Sz deux systemes d’équations différentielles linéaires d’ordres n et p, les plus
généraux possible, sont tels que dewx systémes d'intégrales générales x; et Xj vérifient

une méme relation analytique
Flxy, 2y, o oan; Xy, Xo, oo Xp)= O,

ces dewx systémes d'équations sont nécessairement du méme ordre, la fonction analyte-

que F' est nécessairement bilinéaire, de sorte que cés dewx systémes sont adjoints.

CHAPITRE 1.
Rotations d’un systéeme d’équations différentielles linéaires.

1. Considérons un systéme d'équations différentielles linéaires, & # inconnues,

et a coefficients analytiques,
d 2; , .
(S) fo 2 aie(t) o, (=1, 2,...n).

Si ai(t) (h=1, 2, ... n) sont 7 systémes d'intégrales linéairement distincts,
c'est-a-dire tels qu’il n'y ait aucun systéme de relations linéaires a coefficients

constants de la forme

§22
Emhwm-zo, (i=1,2,...n),
h=1
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l'intégrale générale de (S) est

n
(I) CCL:Z Cn Lhiy
h=1

les o étant » constantes arbitraires.
Le déterminant des an; différe alors nécessairement de zéro. En effet, si
ce déterminant était nul, il existerait un systéme de relations de la forme

. n

(2) ZMh(t) xni(t)=o0, (i=1,2,...%);

h=1

pour t{=t,, on aurait donc

i ﬁ[h(to) x,”.(to) —=o0.

h=1

Les fonctions

xi:Z" Mh(t()) xhi(t)) (Z‘Ily 2, ... 71))

h=1

formeraient alors un systéme d’'intégrales de (S), nulles pour =, et il résulte
du théoréme d’existence qu’elles seraient identiquement nulles. Les x;; ne seraient

donc pas linéairement distinets.

2. Réciproquement, un systéme de »n? fonetions xn:(f), & déterminant non
nul, peut étre considéré comme un systéme fondamental d'intégrales d'un certain
systéme d'équations (S), dont les coefficients sont définis par les équations

dx i & .
(3) ?l—;‘l — Zaikxhk, (h,i=1,2,... n).
k=1

On peut associer aux un;(f) d’antres fonctions que les coefficients a;; de ce
systéme (S), en exprimant chaque dérivée de n;, non plus en fonction des

xnilk=1,2,...n), mais en fonction des xw;(k=1, 2, ... 1n); soit
(4) dan; _ 7er GEY (h,2=1, 2 n)
i & nk\t) Zes, 'y y2,...1).

Les fonctions 7rr ainsi obtenues constituent ce que nous appellerons, un
systéme de rotations de (S). Etant donné le systéme (S), les rotations 7,y ne sont
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pas compleétement déterminées, car le systéme fondamental des xn; n'est défini
qu'a une substitution linéaire prés. Etudions leffet,. sur les rotations, d'une
telle substitution

n
4
&' ni= D, tnj Lji,
=1

les cpj étant des constantes arbitraires, de déterminant non nul. Si l'on désigne

par ¢"J les éléments réciproques, on a encore
n
1 ’
xjif‘—:z 'y,
h=1

Les rotations +'5; associées aux x's; sont données par

ou
n n

peor ok St
Zﬁhjljw xli—zf IR

gk, 1=1 =1

Le déterminant des x;; n’étant pas nul, ceci entraine

n
4 LB
(2) Vik=D) eij " rjn,
gy h=1

de sorte que les rotations d'un systeme (S) sont définies a une substitution
linéaire (3) prés.

3. D’aprés ce qui préeéde, il semble que les rotations ne peuvent caracté-
riser un systéme d’équations différentielles linéaires; cependant il faut remarquer
que les propriétés d'un systéme (S) ne sont pas modifiées lorsqu’on effectue sur
les inconnues x; une substitution linéaire i coefficients constants; deux systémes

(8) qui peuvent étre rendus identiques par une substitution
n
%:2 bij xj, (t=1,2,...n),
j=1

peuvent &tre considérés comme équivalents. Au systdéme fondamental d'intégrales

xni correspondent, aprés la substitution, les
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n
LI,‘,“.ZZ b[j Thi,
=1

ce qui ne change pas les rotations. Par contre les coefficients a;; de (S) sont
modifiés par une telle substitution, et 'on vérifie aisément, comme nous l'avons

fait au § précédent pour les rotations, (u'ils subissent une substitution linéaire
de la forme de (3)

n
a;'k=2 bij brh jh,
J h=1
les 3** étant les éléments réciproques des b;;.

L'ensemble des rotations caractérise donc les propriétés d'un systéme (S),
au méme titre que ses propres coefficients.

Une classe trés générale de systémes d'équations différentielles linéaires (S)
comprend ceux dont les #* rotations sont des fonctions de ¢ linéairement distinctes,
c'est-a-dire non liées entre elles par aucune relation linéaire & coefficients constants.
Ces systémes seront appelés systémes a rotations linéairement distinctes. Cette
propriété est évidemment intrinséque.

En particulier il est impossible de choisir les rotations dun systéme a
rotations linéairement distinctes de maniére que l'une d’elles s'annule identi-
quement.

C'est de systémes (S) possédant un pareil degré de généralité que nous
nous occuperons au chapitre suivant.

4. Groupe des transformations (3). Les transformations (3) constituent
un groupe a »® variables et n® paramétres essentiels. Ce groupe contient la
transformation identique, correspondant aux valeurs

Cik= &k (Sni—“— I, &r=0 s1 Z'=#=l‘)
des parametres — les transformations infinitésimales s'obtiennent donc en posant
Cir=¢&ik+ Yik,

les y; étant des infiniment petits de méme ordre. Le déterminant (c) des ¢ix
est, aux infiniment petits de 2° ordre prés,

(0): I +yll-*—722+ o +7!L7|;
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avec la méme approximation, on a

00

2 oy
ale) .
Do VD 1k

et, par suite,
oF=gi L.

La transformation infinitésimale (3) est donc

n
671].:2 (Vih 7"hk_7hk7'ih) (Z, ]c:I, 2,. .. 72),

h=1

et les n® opérateurs qu'on en déduit sont

Vsk — 1V kr 5y
01k Orrs

er l/T: Z

< ( oU oU )
k=1

Parmi ces »® opérateurs linéaires, n(n—1) au moins sont linéairement distincts.
Plagons nous en effet dans les conditions trés particuliers ol tous les coefficients
7es sont nuls, sauf

P1e=TFyg=1yy= " ~In-1,n7 L.
X,s U=0 se réduit alors a

oU oU

Orr, s41 Orr—a,s

b

et U'on peut former le tableau suivant:

L oU_oUu__ar
p e 07‘12“07‘13— _07‘111—;
e, QU _OU U _oU _ U _
P T 0ry Org 01y 07, 0ran
e OU_OU 0U _0U oU __0U _
POUE 723, s Org Oryy  Orgs 07 Orsn
oU oU oU oU oU oU oU
pour r=mn, - = - R ' = 0;

— R = . . L= ,
Orn —1,1 Orpe Ory —1,2 Ons 7 Yn—1,n—1 Ornn 07'1;—.1, n

ces n(n—1) équations sont bien linéairement distinctes.
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Le groupe (2) admet donc » invariants au plus. 1l en admet effectivement
7, et on peut les former aisément & partir des équations finies du groupe.
En effet, on vérifie de suite que l'on a

g g o | dahy pighs iohy e .
21 tiy iy 1 i1y —Zcmlczm N N AL L T N W W
XN ity
dude +-dp
iy

= 27".7‘1.7'2 Viagy « - - Pipdis
jljz-" . ~jp

d’ott 'on déduit les » invariants

Il - Z ¥ii

I2 = Z LA
414

I,= Z Vgt Vigty « -« Vigyiy 5
L

it . .1,

enfin, ces 7 invariants sont bien distincts, puisque, lorsque les 7 (¢z==%) sont
nuls, 1}, I,, ..., I, sont les sommes des puissances 1°, 2°, ... 7° des » fonctions

Y115 Yagy -+ o5 T

5. Ces n invariants sont, par définition, indépendants du choix du systéme
fondamental de (S). Ils doivent donc s’exprimer & I'aide des coefficients a;; seuls.
Il résulte également de la définition des rotatioms qu’ils ne sont pas changés
par une transformation linéaire des inconnues.

- Or, relativement a ces transformations, les a;; admettent, d’'aprés ce que
nous avons vu au § 3, » invariants

JIZZ i

J2 = Z a3, Qisiy

iy

J":Z Qiyiy Qi - -« Wipiy.

Gty .. iy

24--25380, Acta mathematica. 48. Tmprimé le 8 février 1926.
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Les I, I,,..., I, doivent donc é&tre des fonctions des J,, J,,...J,. Ces deux
groupes d’'invariants sont d’ailleurs idemtiques. On tire en effet, de (3) et (4),

n n
Z i Lhk 22 Tt X,
k=1 1=1

ou encore, en désignant par x* les éléments réciproques des w;y,

n
7‘hz:2, Xnk X arg;
i, k=1

on passe donc des a;; aux 1y par une substitution de la forme (2), ce qui dé-

montre bien que

I.=dJ, (e=1,2,...n).

En résumé, 3 un systéme (S) de » équations différentielles linéaires, sont
associées n fonctions I, de . Ces n invariants ne suffisent évidemment pas pour
définir le systéme (S), mais, pour une valeur donnée de la variable ¢, on peut
toujours, par des substitutions linéaires convenables, donner aux 7;x {ou aux ;)
des valeurs numériques arbitraires, sous la seule condition que soient conservées

les valeurs de ces » invariants.

CHAPITRE IL

Probléme général des systémes adjoints.

6. Considérons deux systémes d'équations différentielles linéaires, d'ordres

n et p,
dx; < .
(S) _d—t_:Zaik(t)xky (l:I, 2)"‘7”)7
k=1
’ dX] » .
(S) WZZA]l(t)Xla (j:Ia 2;---11’)a
=1

Choisissons, pour chacun d'eux, un systéme fondamental d’intégrales xn;, X;.

Leurs intégrales générales sont respectivement
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n
\ . .
-lr‘r*-z Qp Lhi, (z= 1,2,... u),
Lh=1

K »
lXj;“Z}ulelj) (j:I:Z""p)’

=1

les @, et 4; étant des conmstantes arbitraires.
Nous dirons que (8) et (S') sont adjoints, s'il existe, entre les deux systémes
d'intégrales générales, une relation de la forme

(6) Flx, ws, ... xn; X, X,, ... X;)=indépendant de ¢.

Le probléme & résoudre est donc double. Tout d'abord, il faut déterminer
les formes possibles de la fonction analytique F, sachant que les deux systémes
(S) et (S') ont un certain degré de généralité, que nous préciserons dans le cours
du calcul. A priori, nous en connaissons une solution particuliére, savoir la fone-
tion bilinéaire.

Ensuite, étant donné I et un systéme (S), il s'agira de déterminer (§).

Le probléme étant supposé possible pour la fonction analytique I, la valeur
de (6), indépendante de ¢, est fonction des seules constantes ¢ et 4. On peut
donc écrire

(7) Flwy, oy Xy, Xovo o Xo)=V{ay, @, v o nj Agy Aoy A),

V étant évidemment analytique.

7. Commencons par déterminer les formes possibles de V; tout le pro-
bléme réside d'ailleurs dans cette détermination.

. ¥ oF . . oV ov
Pour cela, nous exprimerons les dérivées -, - en fonction des Y A
().l.’,- 0XJ Oah ()}.l
et écrirons ensuite que
dr °
dt '

La dérivation de (7) par rapport & e et i, donne, d’aprés (5),

n‘x .(91"_Q_V
Z M()xi_ﬁah

=1

Gy, 0F 0V
Z“Jaxj‘ ok’

j-1
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et, par suite,

(8)

I1 vient ensuite

dl‘ (9Fd%, oF adX;
() Z’&'xi dt ZaXJ dt
ou
1 d 2 d Xoj v
— h t 1j 2 Amy .
(9") Olhzklgfz & +ZXJ ]'mdlz

En désignant par s et Rj; les rotations assocides aux x;; et Xj;, on a

n i d 2 e

YL Thh
Z_ dat ’
i=1

Z Xl] ml,

et (o) donne, pour déterminer V, V'équation linéaire aux dérivées partielles

(10) Z“”’ +Z R A df

Z, k=1

V est indépendante de ¢. Elle ne peut étre identiquement nulle, ou méme con-
stante, car, d’aprés (8), I serait indépendante des x; et Xj.

L’équation (10) est donc une relation linéaire & coefficients constants entre
les n®+p* rotations de (S) et (8'), et contient, en outre, les »+p paramétres
arbitraires o; et 4;.

L’équation (10), dérivée p fois par rapport & ¢, donne

LoV der aV du{],
kz D ¥ Z Tok dp

J, =1

donc les déterminants d'ordre n-+p du tableau & %-+p colonnes
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n d(' 4 n
Z dtul' Z

=1 =1

doivent étre tous nuls;

d Tin

dt!‘zj

d‘Rﬂl

d!‘ Ejp

TP AL T

e} A7 dans le premier de ces déterminants, savoir

w=0,1,2,...

189

en particulier, doit s’annuler le coefficient du monéme

751 2. .- Tinm le Ce ij
d¥ 1y Cd"rin 4" Ry _d“Rjp
at” dte  d dt |=o.
dn+p—1 21 dn+p—1 ij
T P T ,-__W_

Les n+p rotations de la premiére ligne sont donc les intégrales d'une méme
équation différentielle linéaire d’'ordre n+p--1, et sont par suite liées entre elles

par une relation linéaire, a coefficients constants, de la forme
n

(11) U
k=1

Les np couples de valeurs des 2 indices 7 et j fournissent ainsi #p relations
linéaires entre les rotations de (S) et (S).

»
¢ 1ie (D) + D) NI Ry (t)=

=1

Faisons maintenant 1’hypothése, que nons conserverons jusqu'a la fin, que
ces deux systémes d'équations différentielles sont i rotations linéairement distinctes.
Donnons & # les valeurs 1, 2,...#, j restant fixe; p peut étre supposé <n;les n
relations (11) correspondantes sont linéaires par rapport aux p rotations Rj1, Rje, . ..
Rjp, et contiennent chaque rotation 7:: une seule fois au plus; elles ne seraient
donc compatibles, dans le cas ou p serait inférieur a 2, que si les 7i; n'étaient
pas linéairement dinstincts.

Il faut donc nécessairement que p=mn, et que les # relations relatives &
un indice j quelconque se résolvent par rapport aux rotations R (I=1, 2,...n).

On obtient ainsi #? relations linéaries i coefficients constants

n
Bji= D 0ilrux,

7, k=1

(12) (j,l=1, 2,...n).

Ces relations (12) peuvent d’ailleurs se résoudre par rapport aux rik, par réciprocité
des roles de (8) et (8.



190 René Lagrange.

Y

En résumé, deux systémes (S) et (S') i rotations linéairement distinctes et
adjoints, sont nécessairement du méme ordre, et les rotations de l'un sont fone-

tions linédaires des rotations de l'autre.

8. Ceci établi, portons les expressions (12) des R; dans l'équation (10);
il vient
Z ( Z L 5 ,1) F=0.
i k=
Les parenthéses étant indépendantes de ¢, et les 7, étant linéairement distincts,

on obtient enfin, pour déterminer ¥, #? équations linéaires aux dérivées partielles,
de la forme

- . g vV
(ﬁ) I'ZAI’—O!: +Z 22)\.1'0—1—0

Remarque. Les rotations de chacun des systémes (S) et (S') étant définies & une
transformation du groupe (E} prés, il en est de méme des coefficients 6, cette
transformation pouvant avoir cffet sur les indices inférieurs, ou sur les indices

supérieurs. On aura, par exemple,

2 Cjr et 01

7, 8=1

Il en résulte que l'on peut donner aux coefficients de 1'une des équations Iy, V=0
des valeurs arbitraires, restriction faite des » invariants de ces »n? coefficients. Par
exemple, on peut annuler tous les 6! & indices supérieurs distincts; les valeurs

nouvelles # des #/ sont alors définies sans ambiguité par les n équations
Dt=>,04]
J J
b= 077 0%)
J

jlj'z
Z e Z @iz Giads .. 09&]}
Jo G

9. Etude du systéme (F). Le systéme {F) comprend »® équations. La
parenthése de deux d’entre elles
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v n

]’,h V—a,f)— +Z ()} =0,
oV L AV

FuV=ay +2 O % g3, =

est

oV i oV

" y [ m fm jm gm
(Fik, Fn)) V==gn O!;(,)‘a—[—s,[ ah - +.le )l (20] 0 1 0;” Oikf)zo’

d'ot 'on déduit, par les combinaisons
(Fig, Frt) V—een Foo Ve Fip 7,
les conditions d’intégrabilité

< [N [ajmg oy
(13) 2 [Z (O#n(};'nlj gnngmf) — & 01!+8'10hk] l, )/f 0.

Jif==1

Le premier membre de (13) ne fait intervenir que les variables 4;. Nous sommes
done conduits a4 nous demander si ¥V peut vérifier effectivement des équations de
cette nature, ou, ce qui revient au méme, des équations de méme forme par

rapport aux «;.

ov
Tout d'abord, ¥V ne peut satisfaire & une équation de la forme G, O CRT les

parentheses

o .\, 0V -
((%é-’lik)V:(?— =0, (k-1,2,...2),

[} a

exprimeraient que V est indépendant des ai, et, par suite, que F' ne contient que
les Xj, ce qui est impossible puisque le systéme (S') est a rotations linéairement
distinctes.

Supposons gue V vérifie une équation de la forme

4= --LZA Zf-

=2

les A;(e) étant des fonctions de «, ,,...a,. 1l vient alors
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. ()V "9A OV
(4, Fre) T lZOaL da; =0

d’'autre part pour A=z, on a

78 «w0A; 0V

(A, Fyx )V_Aha a ahzam PP

la. combinaison de ces deux équations donne donc

oV

00 ~—{a, Ap—ap)=0,

ce qui exige, d'aprés la remarque précédente,

En résumé, la seule équation possible est

AV= Zal -)a,' =0,

qui exprime que V est homogéne et de degré zéro par rapport aux «;. De méme,

la seule équation en 1; et que puisse vérifier V est

FYR

oV
Lv= Z%;_

Remarquons que le systéme (F) est invariant par les 2 transformations
infinitésimales AV et LV; on vérifie immédiatement que les parenthéses (4, Fiy)
et (L, Fi) sont identiquement nulles. Ceci était d’aillenrs a prévoir, car il est
clair que si Ve, .. an; Ay, .. ;) est une intégrale de (F), il en est de méme de
Vica,,...can; &y, ... A), qui s'en déduit en multipliant les intégrales x; de (S)
par la constante arbitraire c.

Nous séparerons la résolution du systéme (F) en deux parties, suivant que

l'intégrale cherchée V vérifie, simultanément ou non, les deux équations 4 V=0,
L V=o.

ro. Intégrales qui ne vérifient pas l'équation L V=—o. Lorsque ¥ ne
vérifie pas simultanément les 2 équations 4 V=0, L V==0, on peut évidemment
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supposer L V0. Dans ces conditions, les premiers membres des équations (13)
. A . . . . . wt(n?—1)
doivent étre identiquement nuls, et les »* constantes 6// satisfont les -
équations algébriques

"

(1) Z(O;’i" gl —@Gim 0:"’-[)‘{"6‘,1 ()f;'{._‘é‘hk 0-[?.{——'0,

hi it
m=1
et les opérateurs I, sont les transformations infinitésimales d'un groupe, dont la

structure est définie par les équations
(14) (Fik, Fr)=ern Fyi—eir Fur.

Cette structure est identique & celle du groupe linéaire (3); ces 2 groupes
sont d'ailleurs semblables au groupe linéaire et homogéne a » variables
Y,
Vie iy,
Les équations (I) sont évidemment invariantes lorsqu'on effectue sur les
6/ une transformation du groupe (Z), puisque cela résulte de la transformation
analogue effectuée sur les rotations de 1'un des systémes (S) et (8). La vérifica-
tion directe est inmédiate.
Ces remarques faites, il résulte de (14) que les équations Fy V=0 se dédui-
sent toutes, par formation de parenthéses, des 2 »—1 équations particuliéres dont
les premiers membres sont

’ . ) ,
1‘11, Fls, sy I, Fgl, ‘qLy e - - ]’,,1,

et 'on a

ankE(Fm, Fii), si h=k,
(15)
thhEFn“l“(FhI, Fxh)-

Les équations (I) correspondantes, qui ont les indices ;==!=1, déterminent les
017 (h,k=2) en fonction des coefficients des 2 »—1 équations principales Fi; V=0
(z ou k=1); elles s'écrivent
n
(1) O)h==ens ] + X (017 01— 613 7).
m--1
En outre, les coefficients des équations principales sont eux-mémes liés entre
eux par les équations (I) d'indices ¢=-7=1, h ou k=1, savoir
25—25389. Acta mathematica. 48. Tmprimé le 9 février 1926.
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]0{{- =S @roy—erop, ket
okl = Do —rio,

Ceci posé, simplifions toutes ces équations en utilisant la remarque du § 8.
Soient 6/ =0 pour j=+f, et posons 6/ =¢;. Les équations (B) deviennent

[61'/_(1-—{-+t )=o0 k>1,
’ 1k Ju )y
(B) ;

|04 (1 +ti—t)=0,  h>1;
enfin, les équations (7) d'indices /=Fk==1, h, I>1 s'écrivent
() 01/ (ti—ts)=o0, h,l>1.

Je dis que si #;==%;, on ne peut avoir |t—?#/| = 1. Supposons, par exemple,
o<|t—ti}+1; (B) et ((") entrainent 0i/=0i{=6i'=o0(h, k=2) et 'on a, par
hypothése, #//=0; done R;;=o0, ce qui est impossible.

11 résulte de cette remarque que les #; ne peuvent avoir que deux valeurs
différentes, et se partagent en deux groupes au plus. On peut évidemment les
supposer écrits dans 1'ordre

flzta:"':fq<tq+1:-‘f,,+r_):"':fn,. oS(]Sn,

avec fgr1—¥#,==1.

Pour déterminer ¢, remarquons que, d'aprés (B') et (), les rotations Rjy,
dont les 2 indices (j<f) ne sont pas du méme groupe, sont les seules qui peu-
vent s'exprimer i l'aide des s,1(h>1), et ne peuvent s'exprimer, d’autre part?,
a laide des 71z, 7az(h, £>1), et r,;. Pour que ces Kj; soient linéairement distinc-
tes, ainsi que les 741, il faut done qu'elles soient en nombre égal, ce qui donne

aln—q)=n—1,
ou

(g—1)(n—q—1)=-0.

Nous voyons donc que les deux seuls groupements possibles sont

In) tl—‘—tz:; s =t =l—1

29) t+ 1=ty=t,= =t

! Pour les r,,, cela résulte des ¢quations (4}, compte tenu des (B') et (.
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11. Discussion du groupement {,=f,=:---==f, ;=f,—1. On peut évidem-
ment supposer »>2, les deux groupements étant identiques pour n—2. Les
équations (B’) donnent

17 g s -l
ary o}

FyyV=aqa, (,)al ; (I)Ml,, ]‘210;"112.]':0, (}l=2, 3, ... ')I);

-==0, ce qui est

ces équations sont au moins au nombre de 2, et entrainent P
@y

impossible.

Ce premier groupement ne conduit donc i aucune solution.

12. Discussion du groupement ¢ +1=-f,— - =¢,. D'aprés les équations
(B'), les seuls coefficients non nuls des équations principales sont 6}7 et
7% (h, k,j, f=2). Par contre, les équations (C') montrent que les 01/, &' (h, &, j, f=2)
sont tous nuls; les valeurs des autres coefficients des équations ¥y (h, k= 2) sont
données par les équations (4)

n
11 _— 1m gm1
()hk——é‘),_k b+ 20,” 0”_

m=2
(16) ) L
O =ene t,—0L 03], =2,
O= OO, JS=2,

Or les équations (/) dont les indices sont i=f==1; h, j, k=1=2, §'écrivent
01103, — 3 007 611 —e1.6]1 o,
m==2
ce qui devient, compte tenu de (16),

B O —eait)-o;

les 63 ne pouvant étre tous nuls quel que soit j, sans quoi Fi;}=o entrainerait
av
Jay

(I 7) 0,171‘.1—* Enk f2 .

-0, il vient enfin

Ceci posé, on peut vérifier que toutes les équations (/) sont identiquement

satisfaites. Considérons alors les 2 n—1 équations principales, jointes a I'équation
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[y V=20, Le déterminant des coefficients de ces z 1 équations doit étre nul, et
n

s'éerit, en posant thk-——-Z(),'sz/,_,-,
71

a, O0...0 Hk bk ..tk

o o...¢ L 0...0

@ 0...0 o O¥i .. . 04

¢, O...0 o 024 ... 01"

n1 nl

(6] ¢, ... 0 [E'Z‘L L:’:,_b, e 113'2

DRy, By, ... By "-)-, et doit étre nul. Or les
D 1oy, 7310 -+ Fnt) :

Rix(k=2) ne dépendent que des 1,:(h=2), et leur déterminant fonctionnel ne peut

Le coefficient de o est ¢, A"

étre nul sans quoi ils ne seraient pas linéairement distincts. La conclusion

nécessaire est done {,—=o, et, par suite,

h=—1, =ty =0,

Ceci établi, les équations (16) donnent

n

L= _0;.{ Z ailk hj=—0,] Ly,

h
j=2

et l'on vérifie aisément que les équations du systéme (F) se réduisent & 2 n—1

équations linéairement distinctes, formant un systéme complet, savoir les équa-

tions principales

L/ A/ o
111’ —al(')al '10}'1_'07
(18) 2 -
.Inkl——alaak+le(,)ll—o, k=2,
. 24 - oV
Fr, V= aha—ll—%llf”lﬂ}‘flgzzo, h=2




~
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Pour résoudre ce systéme, effectuons sur les variables i; la substitution
n
51 1. 71 .. i19. A .
=k, A=—1t — ZO{,{L, k=2;

2

ce changement de variables est légitime, puisque le déterminant des &} n'est

pas nul. La premiére équation (18) n'est pas modifiée; les autres deviennent

. oV .oV
Fi V=r¢ e /';‘5): +7 0,
, oV < oV
FyV= (Zh'(?—a - )*1 20})1" 0;"‘.1 PR == 0;
! k, m=-2 *
et comme, d'aprés (16) et (17), on a
N
SO on—en,
on est enfin ramené au systéme
R L A A
W 9e, Tor
, )V oV
(19) FiuV=q, (a—&“ L5 =0, k=zz,
. .,
. oV oV
j'hII/EahbT—‘ 102’;'-20, h=2
1

Son intégrale générale est fonction de
a by taghy+ o e i

Telle est la premiére solution obtenue pour V¥, que l'on peut écrire, a une
substitution linéaire prés des «; ou des i,

V:=(ZJ ll+a2).2+ oty .

Nous vérifierons plus loin quelle correspond aux systémes adjoints, au sens
clagsique du mot.
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13. Intégrales de (/) qui vérifient 'équation L} '—o0. Les équations (13)
sont ou identiquement vérifiées, ou équivalentes & LV=o0, et les équations (I)
sont remplacées par les équations plus générales

n
1) 2Ol 0 =00 05 ) —exn 1] + &1 6= 557 M,

m =1

les M ni étant des constantes symétriques gauches par rapport aux 2 couples
d’'indices ¢k et hi.

Plagons nous encore dans les conditions &/ ==0 si jf, et posons &7 —¢;.
Les équations (IT) d'indices {==/=1, h ou k—1, s'écrivent

[O{'Q(I‘—[j'*’t_f)'—_'éjfﬂ[ll;,u, k= 2,
laf.fl(l b~ ty)=¢js Mis,n1, h=2;

celles d'indices /=4=1, I, /=2 g'écrivent
077 (ti—tr )=¢j 7 M, u1,

¢t comme le cas j==f exige que M1, n;=0, ces derniéres équations sont identi-

ques aux équations

() 84 (t;— t)—o.

Pour j=4f, les équations (B”) ne différent pas des (B’), de sorte yue le
raisonnement du § 10, d’aprés lequel les ¢ se partagent en deux groupes au plus

t1:t2: Co :t(1<t(l+1=t(1.,'.2: T :tn,

avec fg+1—f;=1, est encore valable. On voit méme que 1=¢=<n—1, car si tous
les ¢; étaient égaux, il résulterait de (B”) que

v rLoV

V=g é’dk-f-Mxk, 1 le(’)_lj
j—1

ov

(')ak

li

+ﬂ[1k,11 LV:O,

oy

-

. 0 . . .
et, par suite, Ja 0 e qui est, impossible.
:
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Ceci établi, les équations (B”) montrent que les B;, tels que f=¢+1 ne
peuvent s’exprimer qu'a l'aide des 11x(k=2), et ne peuvent donc étre linéairement
distincts que si

gln—g)<n—r1,
ou

(g—1)(n -g—1)=o0;

la condition 1=<¢=<n—1 exige donc ¢g=1 ou g==n—1.
Nous retrouvons ainsi les deux cas discutés plus haut. Remarquons encore

que ce dernier raisonnement aurait pu s'appliquer dans les conditions du § 10.

14. Discussion du groupement f =t,— - - =f,_;=f,—1(#>2). On déduit
de (B”) et (C)
. oV av'g
I’“Vzah-(')a, ’()17'2‘077L/J+M11h1L]—0
et, par suite,
() v
i, o, S0

on arrive donc a la méme conclusion qu'au § 11.

15. Discussion du groupement ¢ + 1-=f,=f,==-- =:t,. Les équations (B")
t ((”) permettent de remplacer les équations principales du systéme (IY) par

. av . av
1V —t,LV= — %0 =

u L “ g, 110).1 0
— oV aV
B '(')ak_' 04

FuV—MyuLV

WV —MllhlLV—and} + ! ()‘If_
e,

et le déterminant des coefficients de ces 2#—1 équations, jointes & LV = o,
doit étre identiquement nul. En posant encore Li;= 20 + 45, il vient domec
j—‘)
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@, ©O o —i o o}
0 « o L}, o] o)
1
o o...a Lj, 0...0 _
:O,
@ o...0 04 621 ... 04
11 12 1n
an O0...0 O 2 6224 ... 04
0O 0...0 4 As oo A

le coefficient de «} A" doit étre nul, ce qui donne

12 13 1n
0‘)1 021 ct 9‘_’1
R e
012 013 0111

nl1 n1 nl
et comme, d'aprés (B”) et (), on a
n
, . .
1))1]'220,'2]1'[';,1, '}22,
-2

la conséquence précédente exigerait que les R;; ne fussent pas linéairement
distincts, ce qui est contraire & l'hypothése faite.

16. En résumé, dans les conditions de généralité admises pour (S) et (§),
le systéme (¥) n'admet d'intégrale que dans les conditions du § 12. Cette inté-

grale, forme bilinéaire des a; et i;, peut é&tre mise sous la forme

(20) V= Z ;i A,
i=1

grice & un choix convenable des systémes fondamentaux d'intégrales xp: et Xi..
Pour former la fonction ecorrespondante ¥, exprimons les «; et 4; au second

membre de (20) en fonction des z; et X;. On tire de (5)

n
«p = Z.?:h‘m,-,
i=1

Iy == 2 X" X;,

31
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et, par suite

(21) V= Z:C’"' XMoo Xj= Fle,, xe, ... an; Xy, Xoy ..o Xon; B).

k7, g1

Or le systéme (F') exprime, par sa formation méme', que le dernier membre
de (21) ne contient pas la variable ¢ indépendamnment des z; et X;. C'est donc
la fonction F' cherchée. On peut d'ailleurs vérifier directement que les coefficients

Zx’“'th au second membre de (21} sont des constantes. Nous voyons ainsi
R

que la fonction F est nécessairement bilinéaire, et que les deux systémes (S) et
(8") sont adjoints au sens habituel du mot.

Les relations entre les coefficients de deux systémes adjoints pouvant
affecter la forme particuliérement simple

Aik=—akf,

sont donc, dans leur forme la plus générale,
n
(22) 11:‘1;:'—2 cij rhan;.
i h 1

On obtient aisément des relations analogues entre les rotations des 2 sy-
stémes. Lorsque le systéme (F) est ramendé a la forme (19), les &/ sont nuls,
excepté les

Pl—i—fk_y  f=2,
et, d’'aprés (16),
G —1, hf=z2.

Les équations (12) relatives i la forme particuliére (20) de ¥ sont done
(23) Rip=—r;,

et leur forme générale, qui s'en déduit par une substitution générale du groupe
(2), est

(24) 1{“‘:_2’ Cij Ckhf'hj,
Joh=—1

de méme forme que (22).

! Cf. I'équation g).
e ———— _

26—26380. Acta mathematica. 48. Imprimé le 27 février 1926.



