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Introduct ion .  

La th6orie des systgmes d'6quations diff6rentielles lindaires adjoints est 

classique, mais le mode d'exposition synth6~ique utilis6 dans les ouvrages sugggre 

le besoin d'une 6rude plus analytique. 

Deux systbmes d'6quations diff6rentielles lindaires du m6me ordre 

( I )  dxi~_~ -- Zaik(t)xk, ( ~ = I  , 2 , . . .  '~) 

(2) d X i  " 

k ~ l  

sont dits adjoin~s s'il existe une relation bilindaire ~ coefficients constants entre 

les deux intdgrales g6n6rales x~, x~ . . . .  x=, et Xx, X~, . . .  X,~, de la forme 

(3) ~.~ mi~xi  Xk  ~- ind@endant de t. 
i, k 

On peut toujours, par une substitution lin~aire effectu6e sur les inconnues 

de l'un de ces syst~mes, met~re la relation (3) sous la forme 

~_~ xi X~ = C %  

i 
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Apr~s ce changement, les 

uns des autres par les relations 
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coefficients des deux syst~mes se d~duisent les 

La question que l'on peut se poser est alors de savoir si la fonction bi- 

lin~aire au premier membre de (3) peut ~tre remplacde par une fonction analyti- 

que diff6rente. Ne pourrait-on p as aussi, plus g4ndralement, consid~rer des 

syst~mes d'ordres diffdrents? 

Une telle gS.n~ralisation est dvidemment possible avec des syst~mes parti- 

culiers d'6quations; mais elle ne peut presenter de l'int~r~t q u e s i  elle peut 

s'appliquer aux syst~mes les plus gdn6raux. 

Dans ces conditions, nous verrons que la relation bilindaire s'impose. D'une 

mani~re plus pr6cise, nous allons d~montrer que 

Si deux systOmes d'dquations diff6rentielles lin~aires d'ordres ~ et p, les plus 

g6n6raux possible, sont tels que deux syst~mes d'int6grales g6n6rales xi et X~ v6rifient 

une m~me relation analytique 

F(x~, x~, . . .  x,,; X~, X~, . . .  X~)= C t~, 

ces deux systOmes d'dquatio~s soat n6eessaireme~t du mOme ordre, la fonction aJ~alyti- 

que F est nicessairement bilin6aire, de sorte que ces deux systbmes sont adjoints. 

CHAPITRE I. 

Rotations d'un syst~me d'~quations diff~rentielles lin~aires. 

I. Consid6rons un syst~me d'6quations diff6rentielles lin6aires, s ~ inconnues, 

et '~ coefficients analytiques, 

dt  ' ' 
k = l  

Si xhi(t) ( h = I ,  z, . . .  n) sont n syst~mes d'int~grales lin~airement distincts, 

c'est-s tels qu'il n'y aR aucun syst~me de relations lin~aires ~ coefficients 

constants de ta forme 
?t 

y ,  x h i = o ,  ( i =  2, . . .  
h = l  
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l'int~grale g~n~rale de (S) est 

h = l  

les ah 4tant n constantes arbitraires. 

Le d&erminant des xhi diffSre alors n4cessairement de z4ro. En effet, si 

ce d6terminant 4tait nul, il existerait un systSme de relations de la forme 

h . ~ l  

( i - - I , 2 ,  . .~) ;  

pour t=to, on aurait donc 

Les fonctions 

F, i~(to) x,.(to) - O. 
h = l  

*~=F~ M~(to)x~,(t), (~'= i ,  : ,  
h = l  

formeraient alors un systgme d'int6grales de (S), nulles pour t=to, et il r&ulte 

du th~orgme d'existence qu'elles seraient identiquement nuUes. Les xhi ne seraient 

donc pas lindairement distincts. 

2. R~ciproquement, un systSme de n 2 fonctions xhi(t), 's d~terminant non 

nul, peut 8t~re consider5 comme un systSme fondamental d'int6grales d'un certain 

syst~me d'~quations (S), dont les coefficients sont d~finis par les ~quations 

dxhi  " (1,, i = ~ ,  2 , . . .  , ) .  
(3) clt - -  ~ a,k x ~ ,  

On peut associer aux xhi(t) d'autres fonctions que les coefficients aik de ce 

syst~me (S), en exprimant chaque d&iv6e de xhi, non plus en fonetion des 

x h k ( k : I ,  2 , . . .  n), mais en fonction des xki (k=I ,  2 , . . .  ,); soit 

dxhi  '~ (h, i =  i, 2 , . . .  n). (4) ~tt - ~ " ~ ( t ) x ~ i ,  
k ~ l  

Les fonetions rhk ainsi obtenues constituent ce que nous appellerons, un 

systL~ de rotations de (S). Etant  donn6 le systgme (8), les rotations rhk ne sont 
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pus compl~tement d6termin6es, 

qu's une substitution lin6aire 

telle substitution 

car le syst~me fondumental des xhi  n'est d6fini 

pr~s. Etudions l'effet,, sur les rotations, d'une 

Xth i~  Z Chj Xji~ 
j : l  

les Chj 6rant des constan~es arbitraires, de d6terminant non nul. Si l'on d6signe 

par c hj les ~16ments r6ciproques, on a encore 

X j i ~ Z  C hj x'hi. 

t t Les rotations rht associ6es aux x a~ sont donn6es par 

O U  

~X'hi __ ~ t p 
a~ r hl X ~i 
~T.,U 

l : l  

Z l k ' - - Z '  ' 
Chj ~ j k ~  X li  E '~*hl X l i .  

j, k, l~l 1~1 

Le ddterminant des X'li n '~tant  pas nul, ceci entralne 

(•) ~"ik : Z  Bij C k ]i r'h 
j, h~l 

de sorte que les rotutions d'un syst~me (S) sont 

lin6aire (~) pr~s. 

d6finies s une substitution 

3. D'apr~s ce qui precede, il semble que les rotations ne peuvent caraet6- 

riser un syst~me d'6quations diff6rentielles lin6aires; cependant il faut remarquer 

que les propri6tds d'un syst~me (S) ne sont pas modifi6es lorsqu'on effectue sur 

les inconnues xi  une substitution lin~aire s coefficients constants; deux syst~mes 

(S) qui peuvent 6tre rendus identiques par une substitution 

cr 

x,  = ~  b i j x  i ,  ( i ~ - I ,  2 . . . .  ~), 
j=i 

peuvent 6tre consid6r6s comme 6quiv~lents. An syst~me fond~mental d'int6grales 

xhi  corresponden t, aprSs la substitution, les 
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?L 

Z x,,j, 
j~l  

ce qui ne change pas les rotations. Par contre les coefficients ai~. de (S) sont 

modifids par une telle substitution, et l'on vdrifie ais~ment, comme nous l'avons 

fair au w prdcddent pour les rotations, qu'ils subissent une substitution lin~aire 

de la forme de (~) 
n 

j , h = l  

les b kh @rant les ~l~ments r~ciproques des bij. 

L'ensemble des rotations caractgrise donc les propri~t~s d'un syst~me (S), 

au m~me titre que ses propres coefficients. 

Une classe tr~s ggngrale de syst~mes d'~quations diff~rentielles lin~aires (S) 

comprend ceux don~ les n ~ rotations sont des fonctions de t lin~airement distinctes, 

c'est-~-dire non li~es entre elles par aucune relation lin~aire & coefficients constants. 

Ces syst~mes seront appel~s syst~mes fi rotations l in~airement disti~;cte,~. Cette 

propri~td est dvidemment intrins~que. 

En particulier il est impossible de choisir les rotations d'un syst~me h. 

rotations lindairement distinctes de mani~re que l'une d'elles s'annule identi- 

quement. 

C'est de syst~mes (S) possgdant un pareil degrd de ggn6ralitd que nous 

nous occuperons au chapitre Suivant. 

4. Groupe des transformations (2~). Les trunsformations (v) constituent 

un groupe s n ~ variables et n 2 param~tres essentiels. Ce groupe contient la 

transformation identique, correspondant aux valeurs 

cik= eik ( t . :=  I, ~ik--o si i + k )  

des param~tres - -  les transformations infinit~simales s'obtiennent donc en posant 

Cik~$ik +)lik, 

les yik ~tant des infiniment petits de m~me ordre. 

est, aux infiniment petits de 2 e ordre pros, 

Le d~terminant (c) des cik 

( e ) - -  I + 7~1 -/- Y ~  + " " " + T, , , ,  ; 
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avec la m~me approximation,  on a 

et, par  suite, 

o (,) _ ( + _ . / .  
O eii 

o (e) 
Oe~k 7ki, i # k  

o i k ~ 6 i k - - - ~ k i  . 

La t rans format ion  infinit6simale (Z) est donc 

71, 

r i k = ~  (7ih ~"h k - -Th  k rib) 
h=l 

(i, k =  I, 2 , . . .  ~), 

et les ~ op6rateurs qu 'on en d6duit  sont 

"r ~ i  a u  o u ]  
X r s ( /=~. , , j  | l's lc ~ r  ~- 1"k r ~F  k s / " 

k=l \ rrlr 

Parmi  ces n ~ op6rateurs lin6aires, n ( n ' I )  au moins sont l in6airement distinets. 

Plagons nous en effet darts les conditions tr~s part iculiers off t o u s l e s  coefficients 

r ~  sont nuls, saul  
} ' 1 ~ r 2 3 ~ ' 3 ~  ~ " " " ~ } ' ~ -  1, ; ' I  ~ I , 

Xrs U = o  se r6duit  alors s 

OU OU 

OFr, s+l O~'r- l ,s  
~ O ~  

et l 'on peut  fo rmer  le tableau suivant:  

OU OU OU 
pour  r== I ,  O r 1 2  0 r13  (~l ' l  ~t - -  0 

OU OU OU OU OU 
pour  r = 2 ,  O r ~  = Or~2' & ' ~  Or_~i Or~_,~ - o 

pour  r ~ 3 ,  
OU OU OU OU OU OU 
Or~. 1 Ora~ Or2~ Or3a Orai Ora,~ o 

OU OU OU OU OU OU OU 
. . . . . . . . .  , - -  , . . - ,  - - - - ~  - -  - -  O ;  

pour  r - -n ,  Orn-l, 1 Or,~2 Or,, 1,2 O r , , 3  O r n - - 1  n - 1  Ornn Orn~l ,  n 

ces n ( n - - I )  6quations sont bien l in6airement distinctes. 
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Le groupe (2) admet done n invariants au plus. 11 en adme~ effeetivement 

~, et on peut les former Ms4meut s partir des 4quations finies du groupe. 

En effet, on v4rifie de suite que l'on a 

Z rttlie" I " i ' i 3 " ' "  ? / i p i l  ~ Z e ia j ,  Ci~_je �9 , �9 Cip j p  C iehl C i3h~" . �9 �9 e i ihp  ~ , h a  . �9 �9 rjphp 
i~& . . . ip il & , ..ip 

J~j.....Jp 
hz h~ . . . hp 

= ~ ~.~ rj .~,. . .  ~.~p~, 
J,J~. . .Jp 

d'ofi l'on d4duit les ~ invariants 

li= Z r i i  
i 

�9 . o . . . . . . .  

A Z riaiu r i~ i  a �9 �9 �9 r i n i  a ; 

ix i e . .  �9 i n 

enfin, ces .n invariants sont bien distincts, puisque, lorsque les rik(i~=k)sont 
nuls, I1, ~ ,  . . . ,  In sont les sommes des puissances I e, 2 ~, . . .  n ~ des n fonetions 

r l l  ~ r 2 2  ~ , . .~ r n ? ~ .  

5. Ces n invariants sont, par d4finition, ind4pendant s du ehoix du systbme 

fondamental de (S). i l s  doivent done s'exprimer s l'aide des coefficients aek seuls. 

I1 r4sulte 4galement de la d4finition des rotations qu'ils ne sont pas ehanggs 

par une transformation lin4aire des inconnues. 

Or, relativement s ces transformations, les aik admettent, d'aprbs ce que 

nous avons vu au w 3, n invarian~s 

2 4 - - 2 5 3 8 9 .  Acta  mathematica,  

J l ~  Z ([i i 

i 

J 2  = Z a i l  i~ a i~i ,  

J,  Z (li~ i~ ai~i3 �9 �9 �9 a i  n i , .  

Q i ~ . . .  i n 

4 8 .  l m p r i m 6  l e  8 f 4 v r i e r  1 9 2 6 .  
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Les /1, I~ , . . . ,  L~ doivent doric ~tre des fonctions des J~, J ~ , . . .  J~. Ces deux 

groupes d'invariants sont d'ailleurs identiques. On tire en effet, de (~) et (4), 

Z (lik Xhk : ~  rhl Xli~ 
k=l l~l 

ou encore, en ddsignant par x ik les dl6ments rdciproques des x~.k, 

77, 

r h l ~  Z Xhk X 7i aki; 
i, k~l 

on passe donc des aik aux rhz par une substitution de la forme (~), ce qui d~- 

montre bien que 

I , = J ~  ( a = I ,  2 , . . .  n) .  

En r~sum~, s un syst~me (S) de n dquations diffdrentielles lin~aires, sont 

assocides n fonctions Is de t. Ces n invariants ne suffisent dvidemment pas pour 

d6finir le syst~me (S), reals, pour une valeur donnge de la variable t, on peut 

toujours, par des substitutions lindaires convenables, donner aux rik (ou aux aik) 

des valeurs num~riques arbitraires, sous la seule condition que soient conserv~es 

les valeurs de ces n invariants. 

CHAPITRE I[.  

Probl~me g~n~ral des syst~lnes adjoints. 

. 

e t p ,  

Consid~rons deux systSmes d'~quations diffdrentielles lin6aires, d'ordres 

(s) "' " ) '  

k = l  

(s') d t -~ ~_~ Aj~(t) X~, ( j =  I , z ,  . . ., p ) ,  
1 ~ 1  

Choisissons, pour chacun d'eux, un syst~me fondamental d'intdgrales xh,i, Xzj .  

Leurs intdgrales gdndrales sont respectivement 
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(5) 
/ '2 , ( i =  ~ ~, ,,), ' l , ' i  ~ - f f h  X h  , ~ ~ �9 . �9 

h : l  

] x~--y,~., x,~, ( j = ~ ,  ~ . . . .  ~,), 
I - 1  

les ah et ~z ~tant des eonstantes arbitraires. 

Nous dirons que (S) et (S') sont adjoi~ds, s'il existe, entre les deux syst~mes 

d'intggrales g~n~rMes, une relation de 1~ forme 

(6) /"(x~, % . . . .  x,,; X~, Xe, . . .  Xp)=ind@endant de t. 

Le probl~me s r~soudre est donc double. Tout d'abord, il faut ddterminer 

les formes possibles de la fonction analytique /~, sa~hant que les deux syst~mes 

(S) et (S') ont un certain degr5 de g~n~ralit~, que nous pr~ciserons dans le cours 

du calcul. A priori, nous en connaissons une solution particuligre, savoir la fonc- 

tion bilin~aire. 

Ensuite, ~tant donn~. I,' et un syst~me (S), il s'agira de d~terminer (S'). 

Le probl~me dtant suppos5 possible pour la fonction ana ly t ique /~  la valeur 

de (6), ind@endante de t, est fonction des seules constantes a et ~. On peut 

donc ~crire 

(7) /"(Xl, x2 . . . .  xn; Xl, X2 . . . .  Xp)-- ]r(al, a 2 , . . ,  an; ~'1, '~'-~,.'. ~'p), 

V 6ta~t ~videmment analytique. 

7. Commen~ons par d~tenniner les formes 

blame r6side d'ailleurs dans eette d4termination. 

O F  OF 
Pour eela, nous exprimerons les d6rivdes t)xi '  

OXj 

et 6erirons ensure  que 

d l" 
:~ = O .  

dt 

possibles de V; tout le pro- 

O V  OV 
en fonction des 

Oah' O)~z 

La ddrivation de (7) par rapport ~ a h e t  ).t donne, d'aprSs (5), 

o1,, o v  

i - = i  X i  

l, _. oI, '  O V  

j - 1  
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e~, par suite, 

(8) 

I1 vient ensuite 

OF x~i~) V 
0 Xi  : Z  Of f  h 

h : l  

OF _ ~  _~.O V Aa 
O X~ -- z~ 0 ~.~ 

l = l  

d I ;  ~ O 2 ' d x ~  ~ OF dX.~ 
(9) o= d-7,= Ox~ dt + ~ O X j  dt 

O U  

(9') 
n d x k i  0 V , p ~ z j c l  X,, t j  0 V 

i, h, k=l  j ,  l, m : = l  

En d~signant par rik e~ Rj~ les rotations associ~es aux xik et X/t, on a 

Z xh~ d xki 
d t  ~rl:l~, 

i=1 

J' d Xm.j 
~_jXO dt =Rm~, 
j = l  

et (9') donne, pour d6terminer V, l'6quation lin6aire aux d~riv6es partielles 

(io) '~ OV ~. OV 

i, k ~ l  j ,  l ~ 1  

V e s t  inddpendante de t. Elle ne peut &re identiquement nulle, ou m~me con- 

stante, car, d'apr~s (8), F serait ind~pendante des xi et X/. 

L'dquation (IO) est donc une relation lindaire g coefficients constants entre 

les n~+,v ~ rotations de (S) et (S'), et contient, en outre, les n + p  param~tres 

arbitraires ai et ~j. 

L'dquation (IO), d&ivde ~ fois par rappor~ g t, donne 

'~ O V d# ri~ P O V d" Rjt 

i, k ~ l  j ,  l~-I 

donc les ddterminan~s d'ordre n +/9 du tableau ~ n + p  colonnes 
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c~i d t" 
i : 1  i = 1  . / t = 0 ,  

doivent 6tre tous nuls; en particulier, doit s'annuler le coefficient du mon6me 

a ~  ~' dans le premier de ces d6terminants, savoir 

ril ri,~.., tin R j l . . .  ll~p 

d~ril d 'r in  d ' R j l  d,  Rjp 
dt~ �9 dtt ~ dt~ dt~ = o .  

. . . . . . . . . . . . . .  . , 

d n + p - 1  r i l  d n + p - I  R i p  

d t ,  dt~' 

Les n + p  rotations de la premiere ligne sont donc les int6grales d'une m6me 

6quation diff6rentielle lin6aire d'ordre n + p - -  I, et son t  par suite li6es entre elles 

par une relation lin6aire, s coefficients constants, de la forme 

n p 

(ii)  (t) + (t)=o. 
k ~ l  I ~ 1  

Les n p  couples de valeurs des 2 indices i e t  j fournissent ainsi np  relations 

lin6aires entre les rotations de (S) et (S'). 

Faisons maintenant rhypoth~se, que nons conserverons jusqu's la fin, que 

ces deux syst~mes d'6quations diff6rentielles sont ~ rotations lin6airement distinctes. 

Donnons s i les valeurs I, 2, . . .  n, j restant fixe; p peut 6tre suppos6 --<n; les n 

relations (I I) eorrespondantes sont lindaires par rapport aux p rotations B j l ,  Bj2, �9 �9 �9 

Rip, et contiennent chaque rotation r~k une seule fois au plus; elles ne seraient 

donc compatibles, dans le cas off/9 serait inf6rieur s n, que si les r,k n'6taient 

pas lindairement dinstincts. 

I1 faut donc n6cessairement que p = n ,  et que les n relations relatives 

un indice j quelconque se r6solvent par rapport aux rotations B i t ( / = I ,  2 , . . .  n). 

On obtient ainsi n ~ relations lin6aries s coefficients constants 

(I2) B j , =  ~OJ~.r,k, ( j , l : I ,  2 , . . . n ) .  
i, k=l  

Ces relations (I 2) peuvent d'ailleurs se r6soudre par rapport aux rik, par r6ciprocit6 

des r61es de (S) et (S'). 
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En r~sum~, deux syst~mes (S) et (S') ~ rotations lindairement distinctes et 

adjoints, sont ndcessairement du m6me ordre, et les rotations de Fun sont fone- 

tions lin~aires des rotations de l'autre. 

8. Ceci &abli, portons les expressions (~2)des Rjt dans l'dquation (IO); 
il vient 

i , k = l \  ~ j , l = l  

Les parentheses &ant ind@endantes de t, et les rik &ant lin6airement distincts, 

on obtient enfin, pour d&erminer V, n ~ gquations lin~aires aux d6rivdes par~ielles, 

de la forme 

(F) l ~  V=_ o v  ~ o v  
Oak ~ " 

j ,  l : l  

Remarque. Les rotations de chacun des syst~mes (S) et (S') ~tant d~finies ~ une 

transformation du groupe (2~) pros, il en est de m~me des coefficients 0 jt cet~e 

transformation pouvant avoir effet sur les indices inf~rieurs, ou sur les indices 

sup~rieurs. On aura, par exemple, 

Oi~ l ~ cj~ d ~ 0" ~ .: i k"  
r, 8~1 

I1 en r6sulte que l'on peut donner aux coefficients de l'une des 6quations/~'ik V = o  

des valeurs arbitraires, restriction faite des n invariants de ees n ~ coefficients. Par  

exemple,  on peut annuler tous les 0J~ ~ indices sup~rieurs distincts; les valeurs 

nouvelles tj des 0JJ sont alors d~finies s~ns ambiguit~ par les ~ ~quations 11 

y, tj= y, 
J J 

Z ~2 = Z 0 Jl'~'211 Oj~jtll 

J JlJ'., 

11 11 . . . .  11 
J J lJ2. .  "Jn 

9. Etude du systeme (F).  Le syst~me (/F) comprend n 2 ~quations. La 

parenthbse de deux d'entre eUes 
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l~',kV--= OV " . OV 
ffq Oak -~ ~ '  O j r  " - -  ik Lj [-)-g = 0 ,  

j , . f= l  

est 

_ 0 V '~ . . 0 V 

j,.f- 1 

or" o r  " or/y,o.,or/_o.,oT A=o,! 
j , f - -1  " \ m ~ / 

d'ofi l'on d6duit, par les eombinaisons 

(~;k,  l"ht) V - -~ . t ,  1 / ,  V + ~ i l  I.,),~: 1", 

les conditions d'int@rabilit6 

, ,  , ] o,r 
(I 3) E (011:' "hO""r--, --,,OJmZ --, 0'~/~ l -- ~.k h Oi{ + ei, OLf ., 0 )'i ' 0 .  

j,f==l 

Le premier membre de (I3) ne fair intervenir que les variables ~j. Nous sommes 

donc conduits '~ nous demander si V peut v6rifier effectivement des 6quations de 

eette nature, ou, ce qui revient au mSme, des 6quations de mSme forme par 

rapport aux a~. 

O V  
Tout d'abord, V ne peut satisfaire 's une 6quation de la forme 0-ai =o ,  car les 

parenthbses 

0~. 1"~ V =  O~k = o ,  (k ~I, 2 , . . . , ) ,  

exprimeraient que V e s t  ind6pendant des a~, et, par suite, que F ne contient que 

les Xj, ce qui est impossible puisque le systbme (S') est ~L rotations lin6airement 

distinctes. 

Supposons que V v6rifie une 6quation de la forme 

:t ~  

i=2  

les As(a) 6rant des fonetions de aL, a~ . . . .  a,,. I1 vient alors 
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(A 1,'~k)V- = O V  ~ O A ~  O V  
' 0~. - c q  Occk Oa,: 

/--2 

=-o; 

d'autre part pour h.>--2, on a 

o F " oA_, r  

/ = 2  

la combinaison de ces deux dquations donne donc 

0 V. 
(a I Ah--ah)~O, 

ce qui exige, d'apr~s la remarque pr~cddente, 

Ah-- a~. 

En r~sum~, la seule 6quation possible est 

O V  
A V ~  a~ . . . . .  o, 

O tzi 
i - 1  

qui exprime que V est homog~ne et de degr6 z~ro par rapport aux ai. De m~me, 

O V  
la seule 6quation en Xj et o~i que puisse v~rifier V e s t  

j = l  

Remarquons que le syst~me (F) est invariant par les 2 transformations 

infinit6simales A V et L V; on v6rifie imm6diatement que les parentheses (A,/~'ik) 

et (L, _Fik) sont identiquement nulles. Ceci 6tait d'ailleurs s pr~voir, car il est 

clair que si V(a l . .  a,; 21,.. 2,) est une int6grale de (F), il en est de m6me de 

V ( c a j , . . .  ca,,; Z~,...).,), qui s'en d6duit en multipliant les int6grales xi de (S) 

par la constante arbitraire c. 

Nous s6parerons la r~solution du syst~me (F) en deux parties, suivant que 

l'int6grale cherch6e V v~rifie, simultan6ment ou non, les deux ~quations A V = o ,  

L V--o.  

Io. Int~grales qui ne v6riflent pas l'equation L V=o.  Lorsque V ne 

v~rifie pas simultan~ment les 2 6quations A V = o ,  L V ~ o ,  on peut ~videmment 
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supposer L V=Vo. Dans ces conditions, les premiers membres des 6quations (t3) 

, , '  ( . ~ -  I) 
doivent 6tre identiquement nuls, et les ,~ eonstantes 0if satisfont les 

2 

&luations al~dbriques 
#t 

(I) ~, mJ= ~, .+-o~~ 0Jr ~ 0;!{=o, 

et les op6rateurs I'}k sont les transformations infinitdsim~les d'un groupe, dont la 

structure est ddfinie 1)ar les dquations 

(~4) (/%, &,)=~,,,, .,~;,-~,, F,,~. 

Cette structure est identique 's celle du groupe lindaire (~); ees e groul)es 

sont d'ailleurs semblnbles au groupe lindaire et homog~ne "t J~ variables 

y . <)f +~"!"-:"~0,~' 
Les dquations (I) sont dvidemment invariantes lorsqu'on effeetue sur les 

OJ./ une transformation du groupe (A'), lmisque cela r~sulte de la transformation i k  

analogue effectude sur les rotations de l'un des sysff~mes (S) et (S'). Ln v@ifiea- 

tion direete est inmddiate. 

Ces remarques faites, il rdsulte de (~4) <1 ue les dquations ) ;k V = o  se dddui- 

sent routes, par formation de parentheses, des 2 , - - I  dquations l)articuli~res dont 

les premiers membres sont 

et l'on a 

I"11, FI+. . . . .  , 1"1,,, F+_I, / ' s t , ' . .  1'!1,1, 

T h k = - - ( ~ h l ,  ~lk) ,  si h:~X', 

-Fhh~ ;",, + (Fh,, F,h). 

Les dquations (1) correspondantes, qui ont les indices i - = l = - l ,  ddterminent les 

0~ (h,X.>~2) en fonction des coefficients des 2 Jz--I &luations principales T}k V ~ o  

(i ou k = I ) ;  elles s'@rivent 

(d)  ~lh f - -  "~ h l: ~ fl "[- Z ( ~hnll Ora f - -  k l k . . . .  O h h 
m--1 

En outre, les coefficients des 6quations principales sont eux-m~mes lids entre 

eux par les &luations (I) d'indices i=---l=I, h on k~:I ,  s~voir 
25--25389. Acta mathematica. 48. lmprimd, lo 9 fdvrier 1926. 



194 Rend Lagrange. 

/" i ~Vll Vlk Vll lk/~ 

(B) " 

i--h.l --II --hl --II ]~ 

Ceci pos6, simplifions routes ces 6quations en utilisant la remarque du w 8. 

Soient 0{lf=O pour j~=f, et posons 04 i=tj. Les 6quations (B) deviennent 
�9 II 

(I~') [ 0 1 { ( I - - t j  ,A-~f )=O , k > I ,  

[0 j f  (I + t j - - t , ) = O ,  h ~ > I  ; 

enfin, les 6quations (I) d'indices i = k = : I ,  h, l > I  s ' fcrivent  

(C') O]f( t j -- t f )--o,  h, ~> I. 

fie dis que si tj~,tf, on ne peut  avoir ]O--tj] 4= I. Supposons, par exemple, 

o < ] t j - - t ~ ] 4 =  i; (B') et (C') entralnent  O~f=O~.{=O~:~-o(h, k>_2)e t  l 'on a, par 

hypoth~se, ~ f ~ o ;  donc B j / = o ,  ce qui est impossible. 

11 r6sulte de cette remarque que les tj ne peuvent avoir que deux valeurs 

diff6rentes, et se par tagent  en deux groupes au plus. On peut 6videmment les 

supposer 6erits dans l 'ordre 

t~=l~_ . . . . .  tq<tq+~='Lt+2 . . . . .  t,, o--<q-<J~, 

avec tq+l--t,f=-: I. 
Pour  d6terminer q, remarquons que, d'apr~s (B') et (C'), les rotations Rjf ,  

dont  les 2 indices ( j < f )  ne sont pas du m6me groupe, sont les settles qui peu- 

vent s 'exprimer s l 'aide des o ,~ (h>l ) ,  et ne peuvent s'exprilner, d 'uutre part ~, 

's l 'aide des rxk, r~k(h, k >  ~), et rn .  Pour  que c e s  l~.).f soient l in6airement distinc- 

tes, ainsi que les rhi,  il fau t  donc qu'elles soient en nombre 6gal, ce qui donne 

q(~--q)-- ~--  I, 
OU 

(q--I) (n- -q- -  i)=~o. 

Nous voyons donc que les deux seuls groupements possibles sont 

I ~ t,=-t~ . . . . . . .  t . - - l=t , , --I  

2 ~ t a + I = t.o = t s . . . . .  t,. 

Pour  les rhk,  eela rdsulte des 6quations (A), compte tenu des ()~') et (C". 
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I I .  

ment supposer ~ > 2 ,  les. deux groupements 

@uations (B') donnent 

n -1 

l~ ,h l  ~/r clh. () l "  , ~)_V Z ~,~, ).j:O 
Oa t Oi,, i , 

j-=l 

Discussion du groupement t~=t~ -  . . . . .  t,, l=f i , - - I .  On peut 6videm- 

6rant identiques pour n=-2. Les 

(h=2,  3, - �9 �9 "); 

6quations sont au moins au hombre de 2, et entralnent 
OV 

. . . .  o, ce qui est 
Ocq 

ces 

impossible. 

Ce premier groupement ne conduit donc 's aucune solution. 

~2. Discussion du groupement ti + i=--t~ . . . . .  tn. D'apr~s les 6quations 

(B'), les seuls coefficients non nuls des 6quations principales sont 0~f et 
j l  01k(h, k,j, .f~>2). Par  contre, les 6quations (C') montrent que les 0~, ~.(h,  k , j , f ~ 2 )  

sont tous nuls; les valeurs des autres coefficients des 6quations l"hk(h, k >--2)sont 

donn6es par les 6quations (A) 

(i6) 

- -  ~ ~ h l  
Ill - -  2 

~ I k ~ h l  ~ 

. j~2 ,  

,j, f>_ z, .j 

Or les 6quations (I) dont les indices sont i _ f - - I ;  h, j ,  k--l>--2, s'dcrivent 

?t 

0 J l 0 1 1  . _ _ ~  /~jmjQml . . . .  D]I  -c) 
l k  hk  / J - - h k  V l k  "n tC-- lk  - v ~  

~ - - 2  

cc qui devient, compte teuu de (I6), 

il (fpl _ t2) -- O; 
I k XVh k ~,h k 

les 0~. ne pouvant &re tous nuls quel que soit j ,  sans quoi I"ax.V~o entrainerait 

0 V  
=-o ,  il vient enfin 

0 ak 

(I7) 0 ~ -  ehkt,,. 

Ceci pos6, on peut v6rifier que routes les 6quations (I) sont identiquement 

satisfaites. Consid6rons alors les 2 .n--I ~quations principales, jointes 's l'6quation 
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1".,.._, I ~ = : o .  

s'derit, en posant  Lf'h~--,~-- ~ OiY~ )..v, 
j - 1  

Rend Lagrange. 

Le d6terminant  des coefficients de ces 2 u 5quations doit 8tre nul, et 

tq o . . . o  t~).~ t_~).~...t~Z, 

o ~ , . . . o  Ll1~  o . . . o  

o o . . .  cq L~,, o . . . o  

1 2  " O !  n 
a o 0 ... 0 0 02~Z1 ' �9 �9 ~1 "i 

a,, o o o 0'" ).~ 01"), 
�9 ' ' n 1 ' ' ' ? l  1 * 1  

o a,, o t~). t L.~ L" 
- " ' "  - . " ' "  2 2  

O .  

Le coefficient de a'~ est to)?: D'RI~'(  
lt,.~, R1,) 

" D(,'el(~'.~, " " , ' , , 1 ) '  et dolt ~tre nul. Or les 

Rlk(k-->2) ne d~pendent que des rhl(h--~2), et leur d~terminant fonct ionnel  ne peut  

~tre nul sans quoi ils ne seraient pas lin~airement distincts. La conclusion 

n~cessaire est donc t~----o, et, par suite, 

t~ = - -  l ,  6 = :  t s  . . . . . .  : 6,- -o. 

Ceei ~tabli, les ~quations (I6) donnent  

t t  

et l 'on v~rifie ais~ment que les dquations du syst~me (F) se %duisent  ~ 2 n - - I  

dquations lindairement distinctes, formant  un syst~me complet, savoir les ~qua- 

tions principales 

Ol" Ol" 

(I8) l / j k V ~ a l 0 l "  L1 O] ~ ~-i  + ' ~ g z , -  o, k >_ : ,  

- - ,  ~ 1  i) V 
1'\, V ~ ~' O0 ).IV ~_ ).1 ~ 01,{ Oks = o , h. --> 2. 

,f--2 



c e  

pas 

Sur les systbmes adjoints d'6quations diff6rentielles lin~aires. 197 

Pour r6soudre ce systbme, effectuons sur les variables )4 la substi tution 

Olk) . j ,  Z ' ~ 2 ;  " -  -2] : '  I'I --)'l, k k - 
,/=2 

changement  de variables est 16gitime, puisque le d6terminant  des ~ .  n 'est  

nul. La  premi6re 6quation (I8) n 'est  pas modifi6e; les autres deviennent 

1"1 A- V ~ 0 V .] 0 V " '  : " :  o ,  

' / t  

"l' h l V ~ a h O ~  1 i)  [ -- l -- )" 1 [ '  ~ : - - ]  ~ O~ [ [ " ' 0 "[ 1 ~ [ l 0 0 ) ~ V " - -  " " - -  - -  O ; 

et comme, d'apr~s (16) et (17) , on a 

~t 

~kl ,o1 m 0 m 1 _. 
.~.d t]h l lk ---ehk~ 

71t - -  2 

on est enfin ramen~ au syst~me 

, O V  d V  

# V  t , 0 } "  

1 ' h l  V (:) g ~u 0 V 

Son intdgrale g4n~rale est fonction de 

;d .-.+e,,).~, 

h ~ 2 .  

Telle est la premiere solution obtenue pour V, que l 'on peut 6crire, ~'t une 

substi tution lin6aire pros des a~ ou des hi, 

V== aj 21 + a 2 ).~ + ... + a,, ).,,. 

Nous v~rifierons plus loin quelle correspond aux syst~mes adjoints, au sens 

classique du mot. 



198 Ren6 Lagrange. 

13. In~gra les  de (F) qui veriflent l '~quation L V - - o .  Les 6quations (I3) 

sont ou identiquement v6rifi6es, ou 6quivalentes ~ L V=,o, et les 6quations (I) 

sont remplac6es par les ~quations plus g6n6rules 

(H) ~ ~oJ,,,~,,:--~:.,~o,.,l-~ J, 50:~ .~j:J~[,k hz, ~-ik Vhl Vhl vik : .khO'i" i +Ei !  hk �9 , 
711 =1 

les -M~k, az 6rant des constantes sym6$riques gauches par rapport aux .~ couples 

d'indices i k  et h l .  

Pla~ons nous encore dans les conditions 505--0 si j < / ' ,  et posons ~.{ =-tj. 

Les 6quations ( I I )  d'indices i - - - - l = I ,  h ou t---I ,  s'6crivent 

[ (~'f ( I - - [ j - } - t , f ) - - , ~ j : ' J r l k ,  U, ~: ~ 2 ,  

l ~,4 (I + t j - - t / )=~j /  ~Z,,,,,,, h >-- 2; 

celles d'indices [ = ~ ' = I ,  h ,  [>--2 s'6crivent 

o{{(O-t:)-- ~j: i , , , , ,~ ,  

ct comme le cas , j ~ f  exige que ,t[n, ht=o, ees derni6res &luat ions sont ident i-  

ques aux 6quations 

(c') o~{ ( t j -  : : )= o. 

Pour j 4 f ,  les 6quations (B" )  ne diif6rent pas des (B'),  de sorte que le 

raisonnement du w :o, d'apr~s lequel les tj se partagent en deux groupes au plus 

t~ --- t~ . . . . . . .  tq < tq + ~ := tq + o. . . . . .  t,,, 

avec t q + : - - t q = I ,  est encore valable. On voit m~me que l--<q--<n - 1 ,  car si tous 

les tj ~taient ~gaux, il r6sulteraR de (B" )  que 

OV ~.OV 
J[i~lk V '~ -  ~1 ~-gk"~-Mlk,  11 /~J~j 

j--1 
OV 

=--- ~1 ~a +M~k,. L V-- o, 

OV 
et, par suite, 0 ~ - - - o ,  ce qui est impossible. 
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Ceci gtabli, les gquations ( B " )  montrent que les i~j/ tels que tj=-tf+ ~ ne 

peuvent s'exprimer qu'~ l'aide des ra~(k~2), et ne peuvent done ~tre lingairement 

distincts que si 

q ("l--q) ~ ' ~ - -  I ,  

OU 

(q - i ) ( , ,  -q-,)_<o; 

la condition l<--q<--n--I exige done q : I  ou q==n- 1. 

Nous retrouvons ainsi les deux cas discut~s plus haut. Remarquons encore 

que ce dernier raisonnement aurait pu s'appliquer dans les conditions du w xo. 

14. Discussion du groupement t~==t~ . . . . .  t , _  ~ ----: t , , --  I (n>2).  

de (B") et (C') 

n - - 1  

1'), ~ V ~ ah ~)~ V + 0 V ~ aJ,, ; '+3/11 h.~ L V = o  

et, par suite, 

o v  o v  

j = l  

on arrive done h, la m~me conclusion qu'au w i I. 

On d~duit 

I5. Discussion du groupement t l + I ~ L . = t s  . . . . . . . .  t.,,. Les ~quations (B") 

et (C') permettent de remplacer les gquations principales du syst~me (l") par 

O V  
1,' n V - - L L  V ~ a  10al  

__ ),i O V  
0 )~ = o,  

?1 

-Flk V - -  ~Iix, u L lr---~- Oq Oa~ , O ]~i ~_~ l k ) , j  - - -  O ,  X ' ~  2, 

O V  " O F  + 
J'~2 

- - ~ o ,  h----~2, 

et le ddterminant des coefficients de ces 2~2--I 6quations, jointes 's L V : =  o, 
71 

dolt ~tre identiquement nul. En posant encore L~k~ ~--~01~.):i, i1 vient done 
j = 2  
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a 1 0 . . .  0 ~ ' 1  0 . . .  0 [ 

I 
1 o e t . . . o  Lr, o . . . o  

0 0 . . .  Ce l L 1 1 n  o . . .  o 

11 ^ ~12 I n  ~ [ 
C/2 0 . . .  0 021 2~1 21 )'1 " ' "  021 ~1 

I 
?t v . . . u n l  ~1 ~*~.1 1 ' " " ' ~ t l l r ' l  [ 

I o o . . .  o ~ ~ . . . .  '~,, I 

= o ;  

le coefficient de al L ).'~' dolt 8tre nul, ce qui donne 

812 ~13 ~1 ?1 [ 

1 -~I ~21 . . . . .  '.,1 I . . . . . . .  =:= 0 

] ~ 1 2  ~ 13 ~ i  n [ 
i - -n  1 -?~ 1 . . . .  ?z 1 i 

et comme, d'apr~s (B") et (C'), on a 

?1 

/r = E o'{,.,1, .i -> : ,  
1.~:2 

la cons6quence pr6c6dente exigeruit que les R l j  ne fussent  pas lin6airement 

distincts, ce qui est contruire g l 'hypothSse f a re .  

I6. En r6sum6, dans les conditions de g6n6ralit6 admises pour (S) et (S'), 

le systSme (F) n 'admet  d'int6grale que dans les conditions du w I2. Cette int6- 

grale, forme bilin6aire des a,. et )u, peut  8tre raise sous la forme 

7l 

(2o/ v=-  y,  ~, ~,, 
I"=1 

grgce g un choix convenable des syst~mes fondamentaux d'int6grales xh; et X1,i. 

Pour  former la fonction correspondante F ,  exprimons les ai et ,~i au second 

membre de (20) en fonction des xi et Xj. On tire de (5) 

?~ 

i-=1 

~.~ = ~ x ~  x~, 
j - - I  
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eg, par suite 
~t 

(2~) v ~  y , x " "  X"J:~, Xj----- F ( : q ,  x . ,  . . . ~',,; X , ,  x .  . . . .  x , ;  t). 
h,f,j=-I 

201 

Or le syst~me (F) exprime, par sa formation m~me 1, clue le dernier membre 

(2I) ne contient pus la variable t ind(~pendamment des xi et  X j .  C'est donc 

sont donc, dans leur forme la plus g6n~rale, 

7L 

(22) A,~=-5', c,: : , ,  , , , j .  
j,h 1 

O n  

statues. Lorsque le 

exeeptd les 

et, d'aprbs (I6), 

(23) 

et leur forme g~n@aie, qui s'en d~duit par une substitution g~nt~rale du groupe 

(2"), est 

(24) 

de m~me forme que (22). 

Cf. l 'dquation (9). 

? |  

l l i k =  - - Z  Cij C ~h rhj, 
j ,h--I  

26--25389. Acta mathematiea. 48. Imprim6 Io 27 f6vrier 1926. 

obtient ais~meng des relations analogues entre les rotations des 2 sy- 

syst~me (F) est ramen5 "~. la forme (19) , les ~ song nuls, 

Ol I _  ~ _  ~k..  , k >  - -01~--Okl - - . - - I  2, 

OJ//j ~- - - I ,  j , . f  >-- 2. 

Les ~quations (I2) relatives .~ la forme particuli~re (2o) de V song done 

Rik~--rki, 

A i k ~ - - U k i ~  

de  

la fonction F cherchc~e. On peut d'ailleurs v~rifier directement que les coefficients 

~_ax~iXhj au second membre de (2i) sont des constanges. Nous voyons ainsi 
h 

que la fonction F est ndcessairemeng bilin~aire, et que Ies deux syst~mes (S) et 

(S') song adjoints au sens habituel du mot. 

Les relations entre les coefficients de deux syst~mes adjoints pouvant 

affecter la forme particuli~.rement simple 


