ZUR FUNKTIONENTHEORIE.

Von

C. WEIERSTRASS.

(MATHEMATISCHES SEMINAR, 28, MAT1 1884.)

An meine Abhandlung vom Oktober 1876 hat sich eine Anzahl von Arbeiten
gekniipft, die zum Teil die Theorie der eindeutigen Funktionen in wesentlichen
Punkten weitergefithrt haben. Mervorzuheben sind die Arbeiten von MirTag-
LurrrER, leider grosstenteils in schwedischer Sprache geschrieben, sowie von
ArpPELL, PicarRD und Poiwcark. Diese Autoren sind zum Teil in anderer Weise
vorgegangen, in der That lisst sich vieles einfacher mit dem Cauchy’schen Satze
machen. Es erscheint daher zweckmissig hervorzuheben, was mich gerade zu
dem von mir eingeschlagenen Wege gefiihrt hat. Es hingt das zusammen mit
der Grundtendenz, die ich bei der Entwickelung der Funktionentheorie verfolge.
lch gehe nicht aus von einer mehr oder weniger willkiirlichen Definition einer
analytischen Funktion, sondern ich kniipfe den Begriff der Funktion, iiberhaupt
den der Abhiingigkeit von Grissen an die arithmetischen Grundoperationen.
Sobald diese definiert sind, ergiebt sich der Begriff von Funktionen, die mittelst
der Grundoperationen aus den betrachteten verinderlichen Gréssen abgeleitet
werden. Wenn man die Grundoperationen in endlicher Zahl anwendet, so kommt
man zu den rationalen Funktionen. HEs wird aber in der Arithmetik nachgewiesen,
dass Summen und Produkte auch definiert werden konnen unter der Voraus-
setzung unendlich vieler Glieder, und so gelangt man sofort zu Funktionen, die
in Form von unendlichen Summen und Produkten rationaler Funktionen dargestellt
werden konnen. Indem man dann die bleibenden Eigenschaften solcher durch
arithmetische Operationen wirklich dargestellten Funktionen auffasst und dieser
festhiilt, kommt man zu dem allgemeinen Begriff einer eindeutigen analytischen
Funktion.

1—2454. Acta Mathematica. 45. Imprimé le 5 mai 1924,
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Wenn man sagen wollte, eine eindeutige Funktion sei eine solche, die fiir
jeden Wert des Argumentes einen bestimmten Wert hat, so wire dies eine durch-
aus nichtssagende Definition, namentlich dann, wenn man dem Argument kom-
plexe Werte beilegt. Denn ist x=u +7v, so wiirde jede Grosse 2, deren reeller
und imaginirer Bestandteil reelle Funktionen von » und v sind, nach der gege-
benen Erklirung eine Eunktion von u#+7v sein. Das wiire aber etwas ganz will-
kiirliches; es lige gar kein Grund vor z als Funktion von #-¢v anzusehen, # ist
vielmehr eine Funktion von # und wv.

In der That wird ein Zusatz gemacht um die Art, wie z von « und v ab-
hiingt, genauer zu bestimmen. Hiergegen ist jedoch einzuwenden, dass eine solche
Definition durchaus nichts lehrt iiber den Umfang, den man der unabhiingigen
Veriinderlichen geben kann. Man hat das in fritherer Zeit nicht in seiner Be-
deutung erkannt. Man hatte zwar bald erkannt, dass man eine verdnderliche
Grosse y nur dann als Funktion einer andern Verinderlichen = ansehen diirfe,
wenn allgemein eine »regelmiissige» Abhiingigkeit der einen von der andern statt-
findet, und hat diese mehr oder weniger exakt definiert. Zuerst hatte man
geglaubt es reiche aus anzunehmen, dass y nicht nur fiir jedes  einen bestimmten
Wert habe, sondern auch, dass dieser sich stindig mit x #ndere, man glanbte
némlich dann die Existenz der Ableitung von y nach z beweisen zu kénnen und
hatte daraus eine Darstellung der Funktion in Form einer Potenzreihe mittelst
des Taylor'schen Satzes, wenigstens fiir einen beschrinkten Bereich, abgeleitet.
Allein man weiss jetzt, dass in der Stetigkeit einer solchen Funktion nichts liegt,
wodurch die Existenz einer Ableitung begriindet wird.! Das Resultat aber, zu
dem man kam, hatte seine gute Bedeutung, es wurde dadurch die urspriinglich
aufgestellte Definition stillschweigend durch eine andere ersetzt, die man so aus-
sprechen kann: Im allgemeinen, d. h. gewisse singulire Stellen ausgenommen,
lisst sich die Funktion in Form einer Potenzreihe P (x—a) darstellen, die kon-
vergiert, wenn x nahe genug an a liegt.

Auf diese Weise ist man zu dem Begriffe gekommen, dass eine eindeutige
Funktion sich in der Nihe einer bestimmten Stelle a regulir verhalte. Nun hat
man die Voraussetzung gemacht, die bei den bekannteren Funktionen bestitigt
wurde, dass ein solches regulires Verhalten iiberall stattfinde mit Ausnahme ein-
zelner Stellen. Zuerst hat man darunter verstanden eine endliche Anzahl einzelner
Stellen, dann konnten auch unendlich viele vorhanden sein, aber isolierte, die in

1 Aber selbst, wenn Ableitungen jeder Ordnung existierten, brauchte man, wie jetzt bekannt
ist, aus dem Taylor'’schen Satze durchaus keine konvergente Reihe zu erhalten.
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der Ebene ein System von diskreten Punkten bildeten. Spiiter ist man auch auf
Funktionen gekommen, wo die singuliren Stellen Linien bildeten. Schon, wenn
man auf dieser Stufe der Erkenntnis stehen bleibt, ist es schwierig sich eine klare
Vorstellung iiber den Bereich zu machen, den man der Verinderlichen geben
darf, es war noch in den sechziger Jahren allgemein die Meinung verbreitet, dass
eine analytische Funktion, wenn sie iiberhaupt existiere, in der ganzen Ebene
existiere mit Ausnahme von einzelnen Punkten und Linien. Aber auch diese
Ansicht hat sich nicht als halthar erwiesen, denn es giebt analytische Funktionen,
die nur fiir einen Teil der Ebene existieren und fiir den iibrigen Teil der Ebene
gar keine Bedeutung haben.

Man kann also mit jenen ilteren Definitionen gar nichts anfangen. — Alle
Schwierigkeiten verschwinden, wenn man — wie ich es gethan habe — von dem
Begriffe des Funktionenelementes ausgeht, also als Grundlage der Definition einer
analytischen Funktion eine beliebige Potenzreihe annimmt, die in der Nihe einer
bestimmten Stelle a gilt:

y=P(x—a)=A4,+ A4, (z—a)+ 4, (x—a)*+ -

Um den wahren Konvergenzbereich einer solchen Potenzreihe zu bestimmen, hat
man zuerst den Begriff einer abgeleiteten Potenzreihe festzustellen. Innerhalb
des Konvergenzbereiches von P (z—a), der geometrisch durch einen um den Punkt
a beschriebenen Kreis dargestellt wird, nehme man eine Stelle @, an und wandle
B(r—a) um in eine nach Potenzen von x—a, fortschreitende Reihe B, (x—a,).
Diese Reihe konvergiert sicher innerhalb eines Kreises um den Punkt a,, der den
Kreis um o von innen beriihrt, im allgemeinen aber wird der Konvergenzbereich
von P, (r—a,) grosser sein, er kann jedoch hochstens gleich dem Kreise um a
sein, der den Kreis um @ von aussen berithrt. Wenn es jetzt gelingt aus der
urspriinglichen Reihe B (z—a) eine andere B, (x—a,) abzuleiten deren Konvergenz-
bezirk einen Punkt z' der Grenze des Konvergenzbezirkes von B (x—a) umfasst, so
sagen wir, dass die Funktion, die innerhalb des Kreises um & durch P (x—a) definiert
ist, an der Stelle ' den Charakter einer ganzen Funktion besitzt. Wenn nun der
Kreis um @ den wirklichen Konvergenzbereich von P (x—a) darstellen soll, so
gilt der Satz, dass es an der Grenze mindestens eine Stelle 2’ giebt, an der die
Funktion aufhért den Charakter einer ganzen Funktion zu besitzen, das heisst
eine Stelle, fiir die es unmdoglich ist eine aus P (x—a) abgeleitete Potenzreihe
B, (t—a;) zu finden, deren Konvergenzbezirk z’ umfasst.
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Wenn es aber eine solche Potenzreihe giebt, so kann man aus B, (x—a,)

eine Potenzreihe 9B (z—z') herleiten, die in der Nihe von 2z’ gilt und die fiir die
Werte von x, die zugleich dem Konvergenzbezirke der urspriinglichen Reihe
angehoren, mit ihr iibereinstimmt. An der Grenze des Konvergenzbezirkes von
B (r—a) muss es also mindestens eine Stelle 2" geben, fiir die es nicht moglich

ist eine Potenzreihe P (x—x’) herzuleiten. Dieses kann seinen Grund z. B. darin
haben, dass die Funktion an der Stelle ' unendlich gross wird. Es kann aber
seinen Grund auch darin haben, dass eine der Ableitungen der Funktion an dieser
Stelle unendlich gross wird. Es kann aber auch die Funktion an der Stelle «’
unbestimmt werden, womit aber keineswegs alle Moglichkeiten erschopft sind.

Im allgemeinen wird eine abgeleitete Potenzreihe %, (x—a,) einen Konver-
genzbezirk haben, der teilweise mit dem von B (r—a) zusammenfillt, teilweise
iber ihn hinausragt; wir sagen dann, dass in dem gemeinschaftlichen Bereich
P (x—a) und P, (x—a,) coinzidieren. In dem hinausragenden Teile stellt die
Reihe eine Funktion dar, die wir eine Fortsetzung der urspriinglich definierten
Funktion nennen. Die urspriingliche Potenzreihe stellt also die Funktion nicht
vollstindig dar, sondern nur einen Zweig davon, und wir nennen deshalb P (x—a)
ein Element der Funktion.

Ausgehend von einem Funktionenelement B (x—a) nehme man innerhalb
des Konvergenzbereiches eine Stelle a, an, und leite eine Reihe B, (x~—a,) ab.
Mit dieser verfahre man ebenso und leite aus ihr P, (x—a,) ab, uv. 5. w. Alle
Funktionenelemente, zu denen man auf diese Weise gelangt, heissen aus dem
urspriinglichen Funktionenelement abgeleitet. B, (x—a,) heisst unmittelbar aus
B (x—a) abgeleitet, indem diese Reihe eine unmittelbare Umformung von B (x—a)
ist, P (x—ag), u. 8. w. heisst mittelbar aus P (x—a) abgeleitet, und zwar
Bn (x—an) durch Vermittelung von ay,a,,...as—1; die Annahme der Stellen
ay, s, . . . 18t willkiirlich, nur muss @, innerhalb des Konvergenzbezirkes der ersten
Reihe, a, innerhalb des Konvergenzbezirkes der zweiten Reihe liegen, u. s. w.

Wenn man aus 9 (x—a) unmittelbar oder mittelbar § (x—a’) abgeleitet hat,
so lidsst sich zeigen, dass man auch stets, entweder unmittelbar oder mittelbar
B (c—a) aus P(x—a') ableiten kann. Wenn man also aus irgend einem gege-
benen Funktionenelemente auf die angegebene Weise andere herleitet, deren Zahl
unbegrenzt ist, so konnen aus jedem Klemente die iibrigen wieder abgeleitet
werden. Hieraus erhellt, dass alle diese Funktionenelemente ein in sich geschlos-
senes Ganzes bilden, zu dem man nichts hinzufiigen und von dem man »nichts
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wegnehmen kann. In der That, leitet man auf zwei verschiedenen Wegen aus
P (r—a) die Reihen P (x—a’) und P (r—a”) her, so kann man riickwirts aus
B@—a) und B (z—a”) die Reihe P(r—a) herleiten, also auch P (x—a’) aus
P (x—a”) und umgekehrt.

Wenn aus P (x—a) die Reihe P (x—a’) hergeleitet wird, so kann diese
Herleitung auf die mannigfaltigsten Weisen geschehen, indem die vermittelnden
Stellen auf unendlich viele Arten gewidhlt werden konnen. Nun kann zweierlei
eintreten. Entweder erhilt man, wie man auch verfahren moge, stets dasselbe

Funktionenelement S (z—a’) oder man erhiilt, auf verschiedene Arten verfahrend,
verschiedene Funktionenelemente. Wenn man beweisen kann, dass in der Um-
gebung jeder beliebigen Stelle 2’, fiir welche es iiberhaupt ein aus P (z—a)
hergeleitetes Funktionenelement giebt, nur ein einziges Funktionenelement er-
halten werden kann — wie man auch bei der Ableitung verfahren mége — so
sagt man, dass durch das Funktionenelement PP (x—a) eine eindeutige analytische
Funktion definiert werde.

Dass es solche eindeutigen Funktionen giebt, muss erst bewiesen werden.
Fiir den ersten Augenblick konnte es scheinen, dass man wegen der Willkiirlich-
keit der vermittelnden Grossen @, @,,... in der Regel fiir eine Stelle a’ ver-
schiedene Funktionenelemente erhalten wird. Die Ausdriicke, die man erhilt,
gind in der That verschieden, allein man braucht nur folgende Uberlegung
anzustellen. Wenn man eine bestindig konvergente Potenzreihe zum Ausgangs-
punkte nimmt und aus ihr eine andere auf irgend eine Weise ableitet, so ist die
neue Reihe auch bestindig konvergent und stellt immer noch dieselbe Funktion
dar. Durch eine bestindig konvergente Potenzreihe wird daher eine eindeutige
Funktion dargestellt.

Die Gesamtheit der Stellen z’, zu denen man von a aus auf die angegebene
Weise gelangen kann, bildet ein Kontinuum, da jede Stelle in einer gewissen
Umgebung einer der Stellen x’, ebenfalls zu den Stellen z’ gehort. Dieses Kon-
tinnum ist notwendig begrenzt, auch in dem Fall einer bestiindig konvergenten
Potenzreihe, da man durch Fortsetzung niemals zu dem unendlich fernen Punkte
gelangen kann. Die Begrenzung des Kontinuums kann aber auch aus einer
endlichen Anzahl von Punkten, aus unendlich vielen diskreten Punkten, ja sogar
aus Linien bestehen. Ich sage, dass ein Punkt a’ an der Grenze des Kontinuums
liegt, wenn es in jeder Nihe von g’ Punkte giebt, die zu dem Kontinuum gehiren
und auch Punkte, die nicht dazu gehoren; gehoren alle Punkte der Umgebung
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von 4 zu den definierten, so liegt a’ innerhalb des Kontinuums, gehért keiner
dazu, ausserhalb. Fiir jede eindeutige Funktion nenne ich eine solche Grenzstelle
eine singulire Stelle und unterscheide wesentlich und ausserwesentlich singulédre
Stellen. Eine Stelle a’ heisst ausserwesentlich singuliir, wenn es zwar nicht

mbglich ist fiir sie ein Funktionenelement B (x—a’) herzustellen, wohl aber die
Funktion multipliziert mit (x—a')®, wo m eine positive ganze Zahl bedeutet, sich
in der Form einer solchen Potenzreihe darstellen lisst. Wenn dieses aber nicht
eintritt, heisst die Stelle wesentlich singulir.

Um zu entscheiden, ob die unendlich ferne Stelle eine regulire, oder eine
ausserwesentlich oder wesentlich singuliire ist, verfahre ich in folgender Art. Fiir
Werte von « in der Nihe von a haben wir f(x) nach Potenzen von x—a ent-
wickelt, d. h. nach Potenzen einer linearen Funktion von x, welche die Eigenschaft
hat fiir x=a zu verschwinden. Ich hitte dafiir auch eine andere lineare Funktion
nehmen konnen, z. B.

r—a
c+dax

wo ¢ und d willkiirlich sind, aber ¢+ad von Null verschieden ist. Man iiber-
zeugt sich leicht, dass man aus P(x—a) eine Reihe herleiten kann, die nach
Potenzen dieser linearen Funktion von x fortschreitet. Wenn ich also f(x) in der
Nihe der Stelle x= w darstellen will, so muss ich eine lineare Funktion von

x wihlen, die an dieser Stelle verschwindet. Eine solche ist ;Ic Ich sage daher,

f{x) verhiilt sich an der Stelle x= o regulir, wenn f(x)=R (%) ist, wo P (%)
zom Teil mit einem Funktionenelemente ‘.—ﬁ(x—a') coinzidiert, das aus dem ur-
spriinglichen Elemente P (r—a) abgeleitet ist. Erhilt man aber

E) - re=%(2),

so ist die unendlich ferne Stelle ausserwesentlich singulir und wenn keine solche
Darstellung vorhanden ist, wesentlich singulir, vorausgesetzt immer, dass diese
Stelle eine Grenzstelle sei.

Es kann Stellen im Gebiete von x geben, die weder Grenzstellen sind noch
golche, fiir welche die Funktion existiert. In diesem Falle muss man sagen, dass
der Bereich der Verdnderlichen x, innerhalb dessen die Funktion definiert ist,
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nicht die ganze Ebene umfasse, man hat dann eine Funktion mit Liicken. Hieraus
geht hervor, dass man, wenn eine Funktion irgendwie definiert wird, den Bereich
der unabhiingigen Veriinderlichen nicht willkiirlich festsetzen darf. Man darf
also zum Beispiel nicht sagen: ich will eine Funktion dadurch definieren, dass
sie einer bestimmten Differentialgleichung geniigt und ihr Bereich ein bestimmter
Teil der Ebene ist.

Die Einsicht, dass fir jede Funktion der Bereich der Verinderlichen voll-
kommen bestimmt ist, lisst meiner Ansicht nach keine andere Definition der
eindeutigen analytischen Funktion zu als die, welche im Vorhergehenden gegeben
worden ist. Hs soll zum Beispiel die Definition durchgegangen werden, auf die
Cavery zuerst aufmerksam gemacht hat und die spiter von RiEmMaNN zu Grunde
gelegt worden ist. Cauchy sagt er wolle unter einer Funktion f () eine solche
von der Verinderlichen x abhingige Grosse verstehen, die erstens: fiir jeden Wert
von x innerhalb eines gewissen Bereiches einen bestimmten Wert habe, zweitens:
80 beschaffen sei, dass eine Ableitung existiere, womit die Stetigkeit vorausgesetzt
wird, und dass die Ableitung in dem Bereiche einen bestimmten Wert habe und
stetig sei. Die Ableitung wird dabei definiert als die Grenze, der sich der Quotient

fleth)—flx)
h

nithert, wenn die komplexe Veriinderliche % unendlich klein wird. Die Frage, ob
diese Grenze existiere oder nicht, wird von Cauchy gar nicht beriihrt; zu seiner
Zeit nahm man allgemein an, dass eine solche Ableitung immer existiere, aller-
dings nur fiir reelle Grossen. Man sieht sofort, dass es bei komplexem % einen
Unterschied machen wird wie sich der Null nihert. Cauchy nahm als Definition
an, was ihm freistand, die Abhiingigkeit der Grosse f(x) von z solle derart sein,
dass dieser Quotient, wie auch A sich der Null nihert, sich einer bestimmten
Grenze f'(r) nihert. Es ist klar, dass eine solche Definition gestattet ist.. Ob
sie zweckmissig ist, das ist eine andere Frage.

Zuerst ist ein Mangel, dass man nicht weiss, was man unter dem Bereich,
fiir den die Funktion definiert ist, zu verstehen hat. Ihn willkiirlich festsetzen kon-
nen wir nicht; wenn die Definition in concreten Fillen exakt sein sollte, miisste
nicht gesagt werden: ein gewisser Bereich, sondern der Bereich miisste bestimmt
angegeben werden.

Ferner wird nichts dariiber gesagt, ob die Funktion iiber den festgesetzten
Bereich hinaus fortgesetzt werden kann.
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Die Hauptsache aber ist, dass erst ein Lehrsatz aufgestellt werden muss,
nachdem diese Definition gegeben ist, denn, wie man sich drehen und wenden mag,
man kommt dariiber nicht hinweg bestimmte analytische Formen, z. B. Potenzreihen
zu Hilfe zu nehmen. In der That zeigt Cauchy, dass eine Funktion f(x), die
seiner Definition geniigt, wenn a ein bestimmter Punkt innerhalb des Bereiches
ist, sich in Form einer Potenzreihe von z—a ausdriicken lisst. Er kommt durch
diesen Lehrsatz eben zu dem Punkte, von dem wir ausgegangen sind, denn alles,
was von jetzt ab von einer Funktion gesagt wird, ist aus der Natur der Potenz-
reihen abgeleitet.

Den Beweis fiir die Entwickelbarkeit von f(x) nach Potenzen von x—a fiihrt
Cauchy durch Einfiihrung des bestimmten Integrals genommen zwischen komplexen
Grenzen. Er reicht also keineswegs aus mit den ersten Elementen der Analysis,
sondern muss den Integralbegriff zu Hilfe nehmen. So grosse Wichtigkeit nun
auch der Integralbegriff fiir die ganze Analysis hat, mochte ich doch die Funk-
tionentheorie begriinden blos mit Hilfe der elementaren Sitze iber die Grund-
operationen. Wenn ich die Gleichheit zweier Ausdricke beweisen will, suche ich
den Beweis moglichst zu griinden auf Umformungen der beiden Ausdriicke, die
vermittelst der Grundoperationen moglich sind, sodass man, wenn auch die Um-
formungen nicht vollstindig durchgefiihrt werden konnen, doch zu der Einsicht
gelangt, dass die eine Form durch eine geringere oder grissere Anzahl von Trans-
formationen in die andere iibergefiihrt werden kénne; was dann einen direkten
Beweis giebt. Wenn man aber die Gleichheit dadurch beweist, dass man z. B.
beide Ausdriicke in Form von bestimmten Integralen darstellt, so hat man beide
Grossen in unendlich kleine Elemente aufgelost, die, in verschiedener Weise
angeordnet, die gleiche Summe geben. Das ist kein so direkter Beweis, als wenn
man den einen Ausdruck wirklich in den andern iiberfithrt. Ich sage nicht, dass
man in jedem Fall einen solchen direkten Beweis fithren soll oder fithren kann;
diese Frage lasse ich unentschieden. Aber ich suche die direkten Beweise soweit
durchzufiihren, als es eben geht und michte mich bei der Begrindung der Funk-
tionentheorie dieser Methode vorzugsweise bedienen.

Die Definition von Cauchy lisst sich noch in anderer Weise durchfiihren.
Setze ich

rx=u+iv, y=@+2Y,
und vermehre x um die reelle Grésse h, so ist:

fle+h)—f@)=h.f @+,
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vermehre ich aber  um die rein imaginire Grisse 2%, so ist:

fletib)—flo)=2k.f (x)+---.

Gehe ich also zur Grenze iiber, fiir A=0 und Z=o, so erhalte ich

2 —p @, 2 =if @),

und bekomme also

S
&
ll
«,
D
sle

Diese Gleichung hat Riemaxxy als Definition fiir die analytische Abhingigkeit
des y von z=uwu + zv aufgestellt. Seine Definition Lisst sich auch so aussprechen:
Indem man die Grossen ¢ und ¢ einfiihrt, hat man

dp_ Oy dgp_ 0y
dv 0w O0u v

Dann sagt Riemann: Sind ¢ und 1 zwei reelle Funktionen der reellen Verinder-
lichen # und v und geniigen @ und 3 diesen beiden Differentialgleichungen, so
nenne ich @ +71 eine analytische Funktion von u+:v.

Diese Definition erscheint auf den ersten Blick willkiirlich. Riemann recht-
fertigt sie aber in folgender Weise. Er sagt, dass bei allen Abhingigkeitsver-
hiltnissen, die zwischen zwei Grossen y und z stattfinden und durch arithme-
tische Formen dargestellt werden konnen, diese beiden Gleichungen bestehen, also
eine gemeinsame Eigenschaft aller bekannten Funktionen ausdriicken, die er eben
als Definition der analytischen Funktionen hinstelle. Schon Cauchy hat diese
Gleichungen gehabt, er hat auch ihre geometrische Bedeutung erkannt, legt sie
aber nicht als Definitionsgleichungen zu Grunde.

So ist Riemann's Definition vollkommen gerechtfertigt, es machen sich aber
gegen sie dieselben Bedenken geltend, wie gegen die urspriingliche Definition
Cauchy’s. Auch hier weiss man nicht wie man sich eine Vorstellung machen
soll von dem Bereiche der Variabeln u+7v. Dagegen hat diese Definition den
Vorzug, dass sich an sie sehr leicht der Begriff der Fortsetzbarkeit kniipfen lisst.
Hat man nimlich zwei Funktionen ¢ und 1, die innerhalb eines Bereiches beiden
Differentialgleichungen geniigen, und gelingt es fiir einen zweiten Bereich, der
mit dem ersten einen Teil gemeinschaftlich hat, zwei Funktionen ¢, und 1, auf-
zustellen, die ebenfalls den Differentialgleichungen geniigen, und innerhalb des

gemeinschaftlichen Teils, bezw. mit ¢ und 9 iibereinstimmen, so nennt Riemann
2—2464. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 mai 1924.
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@,+7y, eine Fortsetzung von @+7vy. Er sagt, dass die beiden Funktionen ¢
und v den Differentialgleichungen gemiss fortgesetzt werden.

Um die Moglichkeit der Fortsetzung zu beweisen, ist Riemann gezwungen
gewesen, was sich in seinen gesammelten Werken nicht ausgefiihrt findet, was er
aber in seinen Vorlesungen gethan hat, zu den Potenzreihen seine Zuflucht zu
nehmen. Er musste also aus den Differentialgleichungen denselben Lehrsatz ab-
leiten, der sich auch bei Cauchy findet, er musste zeigen, dass u +iv=x, p+1y=y
gesetz, y sich als Potenzreihe von x — x, darstellen lidsst. Vermittelst dieser Potenz-
reihen wird dann gezeigt, dass die Funktion iiber den urspriinglichen Bereich
moglicherweise fortgesetzt werden kann und es werden Bedingungen dafiir auf-
gestellt. Um aber jenen Lehrsatz aus den Differentialgleichungen abzuleiten,
muss man eine ganze Reihe von Sitzen aus der Integralrechnung zu Hilfe nehmen,
es konnen also die Elemente der Funktionentheorie nicht an die Theorie der
rationalen Funktionen angeschlossen werden.

Es kommt hinzu, dass bei der Definition durch die Differentialgleichungen
die Existenz der Ableitungen von Funktionen reeller Verinderlichen vorausgesetzt
wird, sodass hier eine Hypothese gemacht werden muss. Wenn man ferner Funk-
tionen von zwei Verinderlichen betrachtet und genau analysiert, was vorausgesetzt
wird, wenn man die Existenz von Ableitungen solcher Funktionen annimmt, so
iberzeugt man sich, dass eine grosse Zahl von Voraussetzungen gemacht wird,
die sich noch vermehrt, wenn man aus den urspriinglichen Differentialgleichungen
die Gleichungen:

2 2 2 2
23 50m0 505

ableitet und dadurch ¢ und vy definiert. Geht man dagegen von den Potenzreihen
aus, 80 braucht man nur die ersten Elemente der Arithmetik vorauszusetzen.

In der Ansicht, dass man von den Potenzreihen ausgehén muss, werde ich
dadurch bestirkt, dass man mit grosser Leichtigkeit denselben Weg einschlagen
kann fiir Funktionen mit mehreren Verinderlichen. Auch die Definitionen von
Cauchy und Riemann lassen sich auf Funktionen von mehreren Verinderlichen
ausdehnen, wenn man aber z. B. nur fiir Funktionen von zwei Verinderlichen
die Sache durchfithrt, so erhiilt man eine Reihe von partiellen Differentialglei-
chungen, denen die reellen und imaginiren Bestandteile geniigen miissen, und iiber-
sieht nicht, ob man allen zugleich wirklich geniigen kann.
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