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An meine Abhandlung yore Oktober 1876 hat  sich eine Anzahl yon Arbeiten 

gekniipft, die zum Tell die Theorie der eindeutigen Fun~ionen  in wesenflichen 

Punkten weitergefiihrt haben, ttervorzuheben sind die Arbeiten yon ~IITTAG- 

L~FFL~.R, leider grSsstenteils in schwedischer Sprache geschrieben, sowie yon 

A~rELL, PICA~D und POI~CAR~. Diese Autoren sind zum Tell in anderer Weise 

vorgegangen, in der That l~sst sich vieles einfacher mi~ dem Cauchy'schen Satze 

machen. Es erscheint daher zweckm~ssig hervorzuheben, was reich gerade zu 

dem yon mir eingeschlagenen Wege gefiihr~ hak Es h~ngt das zusammen mi~ 

der Grundtendenz, die ich bei der Entwickelung der Funktionentheorie verfolge. 

lch  gehe nich~ aus yon einer mehr oder weniger willkiirlichen Definition einer 

analytischen Funktion, sondern ich kniipfe den Begriff der Fun~ion,  iiberhaupt 

den der Abh~ngigkei~ yon GrSssen an die ari~hmetischen Grundoper~tionen. 

Sobald diese definiert sind, ergieb~ sich der Begriff yon Funktionen, die mittelst 

der Grundoperationen aus den betrachteten ver~nderlichen GrSssen abgeleitet 

werden. Wenn man die Grundoperationen in endlicher Zahl anwendet, so kommt 

man zu den rationalen Funktionen. Es wird aber in der Arithmetik nachgewiesen, 

dass Summen und Produlr~e auch definier~ werden kSnnen unter der Voraus- 

setzung unendlich vieler Glieder, und so gelangt man sofort zu Funktionen, die 

in Form yon unendlichen Summen und Produlcten rationaler Funktionen dargestellt 

werden kSnnen. Indem man dann die bleibenden Eigenschaften soleher durch 

arithmetisehe Operationen wirklich dargestellten Funktionen auffasst und dieser 

festh~lt, kommt man zu dem allgemeinen Begriff einer eindeutigen analytischen 

Funktion. 
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Wenn man sagen wollte, eine eindeutige Funlrtion sei eine solche, die fiir 

jeden Weft  des Argumentes einen bestimmten Wert  hat, so w~re dies eine durch- 

aus nichtssagende Definition, namentlich dann, wenn man dem Argument kom- 

plexe Werte beilegt. Denn ist x - ~ u + i v ,  so wfirde jede GrSsse z, deren reeller 

und imagin~rer Bestandteil reelle Funktionen yon u und v sind, nach der gege- 

benen Erkl~irung eine Eunktion yon u + i  v sein. Das w~re aber etwas ganz will- 

kfirliches; es l~ge gar kein Grund vor z als Funlr~ion yon u + i v  anzusehen, z ist 

vielmehr eine Funlr~ion yon u und v. 

In  der That wird ein Zusatz gemacht um die Art, wie z yon u und v ab- 

h~ng~, genauer zu bestlmmen. Hiergegen ist jedoch einzuwenden, dass eine solche 

Definition durchaus nichts lehr~ fiber den Umfang, den man der unabh~ngigen 

Yer~nderlichen geben kann. Man hat das in frfiherer Zeit nicht in seiner Be- 

deutung erkannt. Man ha~e zwar bald erkannt, dass man eine ver~nderliche 

GrSsse y nur dann als Funlr~ion einer andern Yer~inderlichen x ansehen dfirfe, 

wenn allgemein eine >)regelm~ssige>> Abh~ngigkeit der einen yon der andern start- 

finder, und hat  diese mehr oder weniger exalr~ definierk Zuerst hatte man 

geglaubt es reiche aus anzunehmen, dass y nicht nur fiir jedes x einen bestimmten 

Wef t  habe, sondern aueh, dass dieser sich st~ndig mit x ~ndere, man glaubte 

n~mlich dann die Existenz der Ableitung yon y naeh x beweisen zu kSnnen und 

hatte daraus eine Darstellung der Funktion in Form einer Potenzreihe mittelst 

des Taylor'schen Satzes, wenigstens fiir einen beschr~nkten Bereich, abgeleitet. 

AUein man weiss jetzt, dass in der Stetigkeit einer solchen Funktion nichts liegt, 

wodureh die Existenz einer Ableitung begriindet wird. 1 Das Resultat abet, zu 

dem man kam, hatte seine gute Bedeutung, es wurde dadurch die urspriinglich 

aufgestellte Definition stiltsehweigend durch eine andere ersetzt, die man so aus- 

sprechen kann: Im aUgemeinen, d. h. gewisse singul~re SteUen ausgenommen, 

l~sst sich die Funk~ion in Form einer Potenzreihe ~ (x--a) darstellen, die kon- 

vergier~, wenn x nahe genug an a liegt. 

Auf diese Weise ist man zu dem Begriffe gekommen, dass eine eindeutige 

Funktion sich in der N~he einer bestimmten Stelle a regular verhalte. Nun hat  

man die Voraussetzung gemacht, die bei den bekannteren Funktionen best~tigt 

wurde, dass ein solches regul~res Verhalten iiberall stattfinde mit Ausnahme ein- 

zelner Stellen. Zuerst hat  man darunter verstanden eine endliche Anzahl einzelner 

Stellen, dann konnten auch unendlich viele vorhanden sein, aber isolierte, die in 

Aber  selbst ,  wenn  Ableitungen jeder Ordnung existierten, brauchte man,  wie jetzt  bekannt 
i~t, aus dem Taylor'schen Satze durchaus keine konvergente Reihe zu erhalten. 
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der Ebene ein System yon diskre~en Pankr bildeten. Sparer ist man auch auf 

Funktionen gekommen, wo die singulgren Stellen Linien bildeten. Schon, wenn 

man auf dieser Stufe der Erkenntnis s~ehen bleib~, ist es schwierig sieh eine klare 

Vorstellung fiber den Bereieh zu machen, den man der Veriinderliehen geben 

daft, es war noch in den sechziger Jahren allgemein die Meinung verbreitet, dass 

eine analytische Funk~ion, wenn sie iiberhaupt existiere, in der ganzen Ebene 

existiere mit Ausnahme yon einzelnen PunkCen und Linien. Aber auch diese 

Ansicht hat sieh nieht als h~ltbar erwiesen, denn es giebt analytisehe Funt~ionen, 

die nur ffir einen Teil der Ebene existieren und ffir den iibrigen Tell tier Ebene 

gar keine Bedeutung haben. 

Man kann also mit jenen ~lteren Definitionen gar niehts ao_faagen. - -  Alle 

Schwierigkeiten verschwinden, wenn man - -  wie ich es gethan babe - - y o n  dem 

Begriffe des Funl~ionenelementes ausgeht, also als Grtmdlage der Definition einer 

an~lytischen Funktion eine beliebige Potenzreihe ~animmt, die in der N~he einer 

bestimmten Stelle a gilt: 

y = ?~ (x - -a) .~  Ao + A ~ (x--a) + A ,  (x--a)* + . . . 

Um den wahren Konvergenzbereich einer solchen Potenzreihe zu bestimmen, hat 

man zuers~ den Begriff einer abgeleiteten Potenzreihe festzustellen. Innerhalb 

des Konvergenzbereiches yon ~ (x--a), der geometriseh dutch einen um den Punkt  

a beschriebenen Kreis dargestellt wird, nehme man eine Stelle al an and wandle 

(x--a) um in eine nach Potenzen yon x--a1 for~schreitende Reihe ~1 (x--a1). 

Diese Reihe konvergler~ sicher innerhalb eines Kreises um den Ptmkr al, der den 

Kreis um a yon innen beriihr~, im allgemeinen abet wird der Konvergenzbereieh 

yon ~ l  (x--a,)  grSsser sein, er kann jedoch hSehstens gleich dem Kreise um a, 

sein, der den Kreis u m a  yon aussen berfihr~. Wenn es jetzt  geling4 aus der 

urspriingliehen Reihe ~ (x--a) eine andere ~31 (x--a1) abzuleiten deren Konvergenz- 

bezirk einen Punk~ x' der Grenze des Konvergenzbezirkes yon ~3 (x--a) umfasst, so 

sagen wir, dass die Funl~ion, die innerhalb des Kreises u m a  dureh ~3 (x--a) definier~ 

ist, an der Stelle x'  den Char~kter einer ganzen Funktion besitzk Wean  nun der 

Kreis um a den wirkliehen Konvergenzbereich yon ~ (x--a) daxstellen soil, so 

gilt der Satz, dass es an der Grenze mindestens eine Stelle x'  giebt, an der die 

FunkCion aufhSr~ den Charakter einer ganzen Funktion zu besitzen, das heiss~ 

eine Stelle, ffir die es unmSglieh ist eine aus ~ (x--a) abgeleitete Potenzreihe 

~1 (x--a,)  zu finden, deren Konvergenzbezirk x' umfasst. 
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Wenn es aber eine solche Potenzreihe giebt, so kann man aus ~1 (x--a1) 
eine Potenzreihe ~ (x--x') herleiten, die in tier N~he yon x' gilt und die fiir die 

Werte yon x, die zugleich dem Konvergenzbezirke der urspriinglichen Reihe 

angehSren, mit ihr iibereinstimm~. An tier Grenze des Konvergenzbezirkes yon 

(x--a} muss es also mindestens eine Stelle x' geben, fiir die es nieht mSglich 

ist eine Potenzreihe ~ (x--x') herzulei~en. Dieses kann seinen Grund z. B. darin 

haben, dass die Fun~ ion  an der Stelle x' unendlich gross wird. Es kann aber 

seinen Grund aueh darin haben, dass eine der Ableitmlgen der Funl~ion an dieser 

Stelle unendlich gross wird. Es kann aber auch die Funktion an tier SteUe x' 

unbestimmt werden, womit aber keineswegs alle MSglichkeiten ersehSpft sind. 

Im allgemeinen wird eine abgeleitete Potenzreihe ~1 (x--al) einen Konver- 

genzbezirk haben, der teilweise mit dem yon ~ (x--a) zusammenf~llt, ~eilweise 

fiber ihn hinausrag~; wit  sagen dann, class in dem gemeinschaftlichen Bereich 

?~ (x--a) und ~1 (x--a~) eoinzidieren. In  dem hinausragenden Teile stellt die 

Reihe eine Funktion dar, die wit  eine Fortsetzung der urspriinglich definierten 

FunkCion nennen. Die urspriingliche Potenzreihe stellt also die Funktion nicht 

vollst~ndig dar, sondern nur einen Zweig davon, und wir nennen deshalb ~ (x--a) 
ein Element der Funktion. 

Ausgehend yon einem Funlr~ionenelement ?~(x--a)nehme man innerhalb 

des Konvergenzbereiches eine Stelle al an, und leite eine Reihe ~1 (x--a1) ab. 

Mi~ dieser verfahre man ebenso und leite aus ihr ~ (x--as) ab, u. s. w. Alle 

Funktionenelemente, zu denen man auf diese Weise gelangt, heissen aus dem 

urspriinglichen Funk~ionenelement abgeleitet. ~ (x--a1) heiss~ unmittelbar aus 

?~ (x--a) abgeleiteL indem diese Reihe eine unmitteibare Umforinung yon ~ (x--a) 
ist, ~ (x--a~), u. s. w. heisst mittelbar aus ~ (x--a) abgeleitet, und zwar 

~n(x--a,) durch Vermit~elung yon al, a2,...a~_l; die Annahme tier S~ellen 

al, a~ , . . ,  ist wiUkiirlich, nur muss a 1 innerhalb des Konvergenzbezirkes der ersten 

Reihe, a~ innerhalb des Konvergenzbezirkes der zweiten Reihe liegen, u. s. w. 

Wenn man aus $ (x--a) unmittelbar oder mittelbar ~ (x--a')abgelei~e~ ha~, 

so l~sst sich zeigen, dass man auch stets, entweder unmittelbar oder mi~telbar 

?~ (x--a) aus ~ (x--a') ableiten kann. Wenn man also aus irgend einem gege- 

benen FunkCionenelemente auf die angegebene Weise andere herleiteL deren Zahl 

unbegrenzt ist, so kSnnen aus jedem Elemente die iibrigen wieder abgelei~et 

werden. Hieraus erhellt, dass alle diese Funktionenelemen~e ein in sich geschlos- 

senes Ganzes bilden, zu dem man niehts hinzuffigen und yon dem man ~ichts 
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wegnehmen kann. In der Tha~, leite~ man auf zwei verschiedenen Wegen aus 

?~ (x--a) die Reihen ~ (x--a') und ~(x--a") her, so kann man riickw~r~s aus 

?~(x--a') und ~(x--a") die Reihe ?$(x--a) herlei~en, also aueh ~3(x--a'} aus 

~(x--a") und umgekehr~. 

Wenn  aus ~(x--a) die Reihe ?~(x--a') hergeleite~ wird, so kann diese 

Herleitung auf die mannigfaltigsten Weisen geschehen, indem die vermittelnden 

Stellen auf unendlich viele Arten gew~hlt werden kSnnen. Nun kann zweierlei 

eintreten. Entweder erh~lt man, wie man auch verfahren mSge, stets dasselbe 

Funlr~ionenelement ~3 (x--a') oder man erh~lt, auf versehiedene Arten verfahrend, 

versehiedene Funk~ionenelemente. Wenn man beweisen kann, dass in der Um- 

gebung jeder beliebigen S~elle x', fiir welche es iiberhaup~ ein aus ~(x ,a )  
hergeleite~es Funl~ionenelemen~ glebe, nut  ein einziges Funl~ionenelemen~ er- 

halten werden kann - -  wie man aueh bei tier Ableitung verfahren mSge - -  so 

sagt man, class dutch alas Funktionenelement ~ (x--a)eine eindeutige analytisehe 

Funktion definiert werde. 

Dass es solehe eindeutigen Funkt ionen  gieb~, muss erst bewiesen werden. 

Fiir den ersten Augenbliek kSnnte es seheinen, dass man wegen der Willkiirlich- 

keit der vermit~elnden GrSssen al, a~,.., in tier Regel fiir eine S~elle a' ver- 

sehiedene Funktionenelemente erhal~en wird. Die Ausdriieke, die man erhi~lt, 

sind in tier That versehieden, allein man braueh~ nut  folgende t3berlegung 

anzustellen. Wenn man eine bes~i~dig konvergen~e Potenzreihe zum Ausgangs- 

punk~e nimmt und aus ihr eine andere auf irgend eine Weise ablei~e~, so ist die 

neue Reihe auch best~ndig konvergen~ und stell~ immer noch dieselbe Funktion 

dar. Dutch eine bes~ndig  konvergen~e Potenzreihe wird daher eine eindeutige 

Funlr~ion dargestellt. 

Die Gesamthei$ tier Stellen x', zu denen man yon a aus auf die angegebene 

Weise gelangen kann, bildet ein Kon~inuum, da jede Stelle in einer gewissen 

Umgebung einer tier S~ellen ~', ebenfalls zu den Stellen x' gehSr~. Dieses Kon- 

tinuum ist notwendig begrenz~, aueh in dem Fall einer bes~ndig  konvergenten 

Potenzreihe, da man dureh For~setzung niemals zu dem unendlich fernen Punl~e 

gelangen kann. Die Begrenzung des Kon~inuums kann abet aueh ans einer 

endlichen Anzahl yon Punl~en, aus unendlieh vielen diskreten Pun~en ,  ja  sogar 

aus Linien bestehen. Ieh sage, dass ein Punk~ a' an der Grenze des Kontinuums 

liegt, wenn es in jeder N~he yon a' Punk~e giebt, die zu dem Kontinuum gehtiren 

und aueh Punkte, die nieh~ dazu gehSren; gehSren alle Punkte  tier Umgebung 
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yon a' zu den definier~en, so liegt a' innerhalb des Kontinuums, gehSrt keiner 

dazu, ausserhalb. Fiir jede eindeutige Funktion nenne ich eine solche Grenzstelle 

eine singul~re Stelle und unterscheide wesentlich und ausserwesentlich s ingul~e 

Stellen. Eine Stelle a' heisst ausserwesentlich singular, wenn es zwar nicht 

mSglieh ist fiir sie ein Funktionenelement ~ (x--a') herzustellen, wohl abet die 

Funktion multipliziert mit (x--a') ~, w o m  eine positive ganze Zahl bedeutet, sich 

in der Form einer solchen Potenzreihe darstellen l~sst. Wenn dieses aber nicht 

eintritt, heisst die SteUe wesentlich singuls 

Um zu entscheiden, ob die unendlich ferne Stelle eine reguli~re, oder eine 

ausserwesentlich oder wesentlich singuli~re ist, verfahre ich in folgender Art. Fiir 

Werte yon x in der N~Lhe yon a haben wir f(x) naeh Potenzen yon x--a ent- 

wickeit, d. h. nach Potenzen einer lineareu Funktion yon x, welche die Eigenschaft 

hat  fiir x ~ a zu verschwinden. Ich h~tte dafiir auch eine andere lineare l~nnl~tion 

nehmen kSnnen, z. B. 
X - - a  

e + d x '  

wo c und d wiUkiirlich sind, aber c+ a d yon Null verschieden ist. Man fiber- 

zeugt sich leicht, dass man aus ~ (x--a) eine Reihe herleiten kann, die nach 

Potenzen dieser linearen Funktion yon x fortschreitet. Wenn ich alsof(x)  in der 

Nfihe der Stelle x :  ~ darsteUen will, so muss ich eine lineare Funktion yon 

x ws die an dieser S~elle verschwindet. Eine solehe ist z .  Ieh sage daher, 
x 

f(x) verh~lt sich a n d e r  Stelle x : o o  regul~,  wenn f ( x ) ~  ( ~ ) i s t ,  w o ~ ( z )  

ztun Tell mit einem Funk~ionenelemente ~ (x--a') coinzidiert, das aus dem ur- 

spriinglichen Elemente ~ (x--a) abgeleitet ist. Erhiflt man abet 

so ist die unendlich ferne Stelle ausserwesenthch singular und wenn keine solche 

Darstellung vorhanden ist, wesentlich singular, vorausgesetzt immer, dass diese 

Stelle eine Grenzstelle sei. 

Es kann Stellen im Gebiete yon x geben, die weder Grenzstellen sind noch 

solche, filr welche die Funktion existiert. In  diesem FaUe muss man sagen, dass 

der Bereich der Yer~nderlicheu x, innerhalb dessen die ~unktiou definiert ist, 
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nicht die ganze Ebene umfasse, man hat dann eine Funktion mit Lficken. t t ieraus 

geht hervor, dass man, wenn eine Funktion irgendwie definier~ wird, den Bereich 

der unabhi~ngigen Ver~nderlichen nicht willkfirlich festsetzen darf. 1Han darf 

also zum Beispiel nicht sagen: ich will eine Funktion dadurch definieren, dass 

sie einer bestimmten Differentialgleichung geniigt und ihr Bereich ein bestimmter 

Teil der Ebene ist. 

Die Einsicht, dass fiir jede Funktion der Bereich der Yeri~nderlichen voll- 

kommen bestimmt ist, lis meiner Ansich~ nach keine andere Definition der 

eindeutigen analytischen Fun]~ion zu als die, welche im Vorhergehenden gegeben 

worden ist. Es soll zum Beispiel die Definition durchgegangen werden, auf die 

CxvcHY zuerst aufmerksam gemacht hat and die sparer yon I~I~.MA~N zu Grunde 

geleg~ worden ist. Cauehy sagt er wolle unter einer Funktion f(x) eine solche 

yon der u x abh~hlgige GrSsse verstehen, die erstens: ffir jeden Wer~ 

yon x innerhalb eines gewissen Bereiches einen bestimmten Wer~ babe, zweitens: 

so beschaffen sei, dass eine Ableitung existiere, womi~ die StetigkeR vorausgesetzt 

wird, and class die AbleRung in dem Bereiche einen bestimmten Wer~ babe and 

stetig sei. Die AbleRung wird dabei definier~ als die Grenze, der sich der Quotient 

f(x+h)--/(x) 
h 

n~her~, wenn die komplexe Veris h unendlich klein wird. Die Frage, ob 

diese Grenze existiere oder nicht, wird yon Cauehy gar nicht beriihr~; zu seiner 

Zeit nahm man allgemein an, dass eine solche Ableitung immer existiere, aller- 

dings nur fiir reelle GrSssen. Man sieht sofort, dass es bei komplexem h einen 

Unterschied machen wird wie sich der Null n~hert. Cauchy nahm als Definition 

an, was ihm freistand, die Abh~ngigkeit tier GrSsse f(x) yon x solle derart sein, 

dass dieser Quotient, wie auch h sich der Null n~hert, sich einer bestimmten 

Grenze f '  (x) n~hert. Es ist klar, class eine solche Definition gestattet i s k  Ob 

sie zweekmi~ssig ist, das ist eine andere Frage. 

Zuerst ist ein l~angel, dass man nicht weiss, was man unter dem Bereich, 

fiir den die Funktion definier~ ist, zu verstehen hat. I tm wiUkiirlich festsetzen kSn- 

nen wir nicht; wenn die Definition in concreten F~llen exal~ sein sollte, miisste 

nicht gesagt werden: ein gewisser Bereich, sondern der Bereich miisste bestimmt 

angegeben werden. 

Ferner wird nichts dariiber gesagt, ob die Fun~ i on  fiber den festgesetzten 

Bereich hinaus fortgesetzt werden kann. 
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Die Hauptsaehe aber ist, dass erst ein Lehrsatz aufgestellt werden muss, 

naehdem diese Definition gegeben ist, denn, wie man sich drehen und wenden mag, 

man kommt dariiber nicht hinweg bestimmte analytische Forinen, z. B. Potenzreihen 

zu Hilfe zu nehmen. In  der That zeig4 Cauehy, dass eine FunkCion f (x) ,  die 

seiner Definition geniigt, wenn a ein bestimmter Punkt  innerhalb des Bereiches 

ist, sich in Form einer Potenzreihe yon x - - a  ausdriicken l~sst. Er kommt durch 

4iesen Lehrsatz eben zu dem Punkte, yon dem wir ausgegangen sind, denn alles, 

was yon jetzt ab yon einer Funktion gesagt wird, ist aus der l~atur der Potenz- 

reihen abgeleitet. 

Den Beweis fiir die Entwiekelbarkeit von f(x)  nach Potenzen yon x - - a  fiihrt 

Cauchy dutch Einfiihrung des bestimmten Integrals genommen zwischen komplexen 

Grenzen. Er reicht also keineswegs aus mit den ersten Elementen der Analysis, 

sondern muss den Integralbegriff zu Hilfe nehmen. So grosse Wiehtigkeit  nun 

auch der Integralbegriff fiir die ganze Analysis hat, mSchte ich doch die Funk- 

tionentheorie begriinden blos mit }tilfe der elementaren S~tze fiber die Grund- 

operationen. Wenn ieh die Gleichheit zweier Ausdriicke beweisen will, suehe ich 

den Beweis mSglichst zu griinden auf Umformungen der beiden Ausdriicke, die 

vermittelst der Grundoperationen mSglieh sind, sodass man, wenn auch die Um- 

formungen nicht vollst~ndig durchgefiihrt werden kSnnen, doch zu der Einsicht 

gelangt, dass die eine Form durch eine geringere oder grSssere Anzahl yon Trans- 

formationen in die andere fibergeffihrt werden kSnne; was dann einen direkten 

Beweis giebt. Wenn man aber die Gleichheit dadurch beweist, dass man z. B. 

beide Ausdriicke in Form yon bestimmten Integralen darstellt, so hat  man beide 

GrSssen in unendlich kleine Elemente aufgelSst, die, in verschiedener Weise 

angeordnet, die gleiche Summe geben. Das ist kein so direkter Beweis, als wenn 

man den einen Ausdruek wirklieh in den andern iiberfiihrt. Ich sage nicht, dass 

man in jedem Fall einen solchen direkten Beweis fiihren soll oder ffihren kann; 

diese Frage lasse ich unentschieden. Aber ich suche die direk~en Beweise soweit 

durchzufiihren, als es eben geht und mSchte reich bei der Begriindung der Funk- 

tionentheorie dieser ]~ethode vorzugsweise bedienen. 

Die Definition yon Cauchy l~sst sich noch in anderer Weise durchfiihren. 

Setze ieh 

x = u + i v ,  y ~ q o + i l p ,  

und vermehre x um die reelle GrSsse h, so ist: 

f ( x + h ) - - f ( x ) = h  . f (x)+ . . . ,  
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vermehre ich aber x um die rein ima~in~ixe GrSsse i)~, so ist: 

f ( x + i ~ ) - - f ( x ) ~ - i k  . f '  (x)+-- - .  

Gehe ich also znr Grenze fiber, fiir h = o  und k ~ o ,  so erhalte ich 

Oy Oy , 
Ou =jr  (x), ~V "~ i f  (X), 

und bekomme also 
8y .Oy 

Diese Gleichung hat  I~IE~ANN als Definition fiir die analytische Abh~ngigkeit 

des y yon x ~ u § i v aufgestellt. Seine Definition liisst sich auch so aussprechen: 

Indem man die GrSssen ~ und ~ einfiihrt, hat man 

Ov Ou Ou Ov 

Dann sagt Riemann: Sind ~0 und ~ zwei reelle Funktionen der reellen Vergnder- 

lichen u und v und geniigen ~ uncl ~ diesen beiden Differentialgleichungen, so 

nenne ich ~ + i ~  eine anaJytische Funl~ion yon u+iv .  

Diese Definition erscheint auf den ersten Blick wiUkiirlich. Riemann recht- 

fertigt sie aber in folgender Weise. Er sagt, dass bei allen Abh~ngigkeitsver: 

h~ltnissen, die zwischen zwei GrSssen y und x stattfinden und durch arithme- 

tische Formen dargestellt werden kSnnen, diese beiden Gleichungen bestehen, also 

eine gemeins~me Eigenseh~ft aller bekannten Funktionen ausdriicken, die er eben 

als Definition der analytischen Funktionen hinstelle. Schon Cauehy hat  diese 

Gleichungen gehabt, er hat auch ihre geometrisehe Bedeutung erkannt, leg~ sie 

aber nicht als Definitionsgleiehungen zu Grunde. 

So ist Riemann's Definition voUkommen gerechtfertigt, es maehen sich aber 

gegen sie dieselben Bedenken geltend, wie gegen die urspriingliche Definition 

Cauehy's. Auch bier weiss man nicht wie man sich eine Vorstellung machen 

soll yon dem Bereiche der Variabeln u §  Dagegen hat diese Definition den 

Vorzug, dass sich an sie sehr leicht der Begriff der Fortsetzbarkeit kniipfen lgsst. 

Ha t  man ngmlich zwei FunkCionen ~ und ~p, die innerhalb eines Bereiehes beiden 

Differentialgleichungen genfigen, and gelingt es fiir einen zweiten Bereieh, der 

mit dem ersten einen Teil gemeinschaftHch hat, zwei Funktionen ~1 und ~01 auf- 

zustellen, die ebenfMls den Differentialgleichungen geniigen, und innerhalb des 

gemeinschaftlichen Tells, bezw. mit ~0 und ~0 iibereinstimmen, so nennt Riemann 
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~1 +i~Pl eine Fortsetzung yon ~ + i ~p. Er sagt, dass die beiden Funlr~ionen 

und ~ den Differentialgleichungen gem~ss fortgesetzt werden. 

Um die l~ISglichkeit der Fortsetzung zu beweisen, ist Riemann gezwungen 

gewesen, was sich in seinen gesammelten Werken nicht ausgeffihrt finder, was er 

aber in seinen u gethan hat, zu den Potenzreihen seine Zufiucht zu 

nehmen. Er musste also aus den Differentialgleichungen denselben Lehrsatz ab- 

leiten, der sich anch bei Cauchy finder, er musste zeigen, dass u + i v = x ,  qD + i ~p=y 

gesetz, y sich als Potenzreihe yon X--Xo darstellen l{isst. Vermittelst dieser Potenz- 

reihen wird dann gezeigt, dass die Funktion fiber den urspriinglichen Bereich 

mSglicherweise for~gesetzt werden kann und es werden Bedingungen daffir auf- 

gestellt. Um aber jenen Lehrsatz aus den Differentialgleichungen abzuleiten, 

muss man eine gauze Reihe yon S~tzen aus der Integralrechnung zu Hilfe nehmen, 

es kSnnen also die Elemente der Funktionentheorie nicht an die Theorie der 

rationalen Funktionen angeschlossen werden. 

Es kommt hinzu, dass bei der Definition dureh die Differentialgleichungen 

die Existenz der AbleRungen yon Fun~ionen  reeller Ver~nderlichen vorausgesetzt 

wird, sodass hier eine Hypothese gemacht werden muss. Wenn man ferner Funk- 

tionen yon zwei Ver~nderlichen betrachtet und genau analysier~, was vorausgesetzt 

wird, wenn man die Existenz yon Ableitungen solcher Funlr~ionen annimmt, so 

fiberzeugt man sich, dass eine grosse Zahl yon Voraussetzungen gemacht wird, 

die sich noch vermehrt, wenn man aus den urspriinglichen Differentialgleichungen 

die Gleichungen: 

a ~  02~=o ' a~,P a~,p + = o 

ableRet und dadureh ~ und ~2 definiert. Geht man dagegen von den Potenzreihen 

aus, so braucht man nut  die ersten Elemente der Arithmetik vorauszusetzen. 

In  der Ansicht, dass man yon den Potenzreihen ausgehen muss, werde ich 

dadurch best~rlr~, dass man mit grosser LeichtigkeR denselben Weg einschlagen 

kann fiir Funktionen mit mehreren Ver~nderlichen. Auch die Definitionen yon 

Cauchy und Riemann Iassen sich auf Funktionen yon mehreren Ver~nderliehen 

ausdehnen, wenn man aber z. B. nut  fiir Funlr~ionen yon zwei Veriinderlichen 

die Sache durchfiihrt, so erh~lt man eine Reihe yon partiellen Differentialglei- 

chungen, denen die reellen und imagin~ren Bestandteile geniigen miissen, und fiber- 

sieht nicht, ob man allen zugleich wirklich geniigen kann. 


