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Einleitung.

Es soll in dieser Arbeit eine Methode zur Bestimmung der Primideale in
algebraischen Korpern gegeben werden, welche eine weitere Ausfihrung der
Gedanken ist, die ich in meinem Vortrage: »Uber die Bestimmung der Primideale
in algebraischen Korpern» 5. skand. Matematikerkongress, Helsingfors 1922
skizziert habe.

Die Dedekindsche Bestimmung der Primideale mittels hoherer Kongruenzen
versagt bekanntlich in dem Falle, wo die vorgelegte Primzahl ein ausserwesent-
licher Teiler der Gattungsdiskriminante ist. Es wird hier gezeigt, wie man diese
Dedekindschen Untersuchungen so weiterfiihren kann, dass man in jedem Falle,
auch fiir gemeinsame ausserwesentliche Diskriminantenteiler eines Korpers, die
Primidealzerlegung bestimmen kann. Zu diesem Zwecke werden die Newtonschen
Polygone angewandt, und es ist von Interesse, dass eine gewisse Analogie mit der
Bestimmung der Reihenentwickelungen einer algebraischen Funktion in der Um-
gebung einer singulidren Stelle besteht.

Diese Methode hat weiter den Vorteil, dass man direkt aus der vorgelegten
(Heichung die Primidealzerlegung bestimmen kann, ohne dass die Aufstellung
einer Basis notwendig ist. Ausserdem geben die'Untersuchungen eine Reihe von
anderen algebraischen Sitzen iiber hohere Kongruenzen, Verallgemeinerung der
Dumas’schen Irreduzibilititsuntersuchungen usw. Auf andere Fragen, die durch
diese Methoden behandelt werden koénrnen, u. a. die Bestimmung der Korper-
diskriminante, werde ich in einer anderen Arbeit zuriickkommen.

Triir das Intcresse und die Hilfe wihrend der Ausarbeitung dieser Abhandlung
fiible ich mich verpflichtet, Herrn Professor Mittag-Leffler meinen herzlichsten
Dank auszasprechen.
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Kap. 1. Hohere Kongruenzen.

§ 1. Einleitende Siitze.

Im Folgenden soll p eine rationale Primzahl und ¢(z) eine Primfunktion
mt® Grades fiir den Modul p bedeuten, und es soll weiter angenommen werden,
dass der Koeffizient von a™ in ¢(x) gleich 1 ist. Fiir den Doppelmodul p, ¢(z)
(modd p, p(x)) gibt es dann p™ inkongruente Polynome, indem unter Polynom
immer eine ganze, rationale Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten ver-
standen wird.

Es sollen jetzt Funktionen von der Form

f(?/)—_-Ao(x)-?l"‘i‘Ax(x)?/”*l‘*‘+An(9€) (I)

untersucht werden, wo die Koeffizienten 4;(z) Polynome sind. Diese Funk-
tionen (1) sollen besonders in Bezug auf ihre Verhiltnisse fiir den Doppelmodul

p, @(x) untersucht werden, und wenn f(y) und f,(y) zwei Funktionen dieser Art
sind, soll

fly)=1(y) (modd p, p(x)) (2)

gesetzt werden, wenn die Differenz f(y) —f,(y) (mod p) durch ¢(z) teilbar ist.
Man sieht einfach ein, dass die Kongruenz (2) dann und nur dann erfiillt ist,
wenn die entsprechenden Koeffizienten der beiden Seiten einander (modd p, ¢(x))
kongruent sind.

Es folgt nun ohne Schwierigkeiten fiir diese Kongruenzen die Richtigkeit
der gewohnlichen Rechenoperationen ganz analog. wie fiir héhere Kongruenzen.

Fir die spiteren Anwendungen dieser Kongruenzen in der Theorie der
algebraischen Zahlen brauche ich verschiedene Satze, die hier entwickelt werden
sollen.

Ich gehe erstens zur Aufstellung eines Euklidischen Algorithmus iiber und
nehme an, dass zwei Funktionen gegeben sind

il =A,(z) . ym+ A, (x) . g™+ + Api (),

f:(9) = By(x). y™+ B, (#) . y™ 1 + - + Bulw),

wo

ny, > n,, Ay(®)==0, By(z)==0 (modd P, plx)).
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Man kann danon immer ein D (x) von hochstens (m - 1)m Grade derart be-
stimmen, dass
B,(z) . Dy(z)=A,(2) (modd p, (),

und man hat dann

HLlyy=Dy(x) . y=—™. f,(y) + B,(y) (modd p, p()),

wO

R, (y) =Co(a) .y +Cy(z) . "=t + - + Cpy(w)
und der Grad n, von R,(y) kleiner als n, ist. Daraus folgt weiter, wenn D (x)
so gewdhlt wird, dass
By(z) . D,(z)=C,(x) (modd p, ¢(x))
erfiillt ist,

R,(y)=D (x).y=~™. f,(y) + E.(y) (modd p, p(z)),

wo der Grad von R,(y) kleiner als n, ist.
Wenn dieser Vorgang fortgesetzt wird, sieht man ein:
Man kann die Funkiionen q(y) und f,(y) derart bestimmen, dass

i =ey) . [,(¥) + f,(y) (modd p, p(x)), (3)

wo q(y) vom Grade n,— n, und f,(y) hochstens vom Grade n,—1 ist.
Wenn B,(z) = 1 ist, hat man einfach

@) =aq)-f.(y) + f:(y).

Man definiert jetzt in gewdhnlicher Weise die Teilbarkeit: f(y) ist durch
Y(y) (modd p, p(x)) teilbar, wenn

f)=y,(y). ¥Y(y) (modd p, ¢(x))

ist. Zwei Polynome f (y) und f,(y) sind relativ prim, wenn sie {modd p, ¢(x))
keinen gemeinsamen von y abhéngigen Faktor besitzen.

Eine Funktion f(y) vorn der Art (1) soll primdr heissen wenn A (x) =1 ist,
und unter Primjunktion soll jede primédre Funktion verstanden werden, die
ausser sich selbst keinen primiren Teiler besitzt.

Aus (3) folgt jetzt eine Reihe von Kongruenzen

fs =g, ot fs
:=q - [t 1, (modd p, ¢(x)), (4)

fv-—22 97—2 . fv—l + fv.
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wo die Grade der Funktionen f;(y) immer abnehmen. Man kann daher immer
annehmen, dass f, von y unabhingig ist. Es folgt daher aus (4) dass die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir einen gemeinsamen Faktor (modd p, p(x))
fiir f,(y) und f,(y) durch

fr(y)=o0 (modd p, ¢(x))

ausgedriickt ist. Weiter folgt in der gewGhnlichen Weise:

Satz 1. Wenn f,(y) 2u f,(y) relativ prim (modd p, p(x)) ist, kann man
solche Funktionen A(y) und B(y) bestimmen, dass

A(y) - f,(y)+ B(y) . f,(y) =1 (modd p, p(x)). (5)

Eine beliebige Funktion f(y) kann nun in ein Produkt von Primfunktionen
zerlegt werden, und aus dem Bestehén des Euklidischen Algorithmus schliesst man
auch, dass diese Zerlegung eine eindeutige ist.

Weiter sieht man ein, dass

dann und nur dann mit f{y) einen Faktor (modd p, ¢(x)) gemeinsam hat, wenn
f(y) durch das Quadrat einer Primfunktion teilbar ist.
Zuletzt ‘sei bemerkt, dass ein beliebiges Polynom f(z) immer die Kongruenz

{2} = f(z) (modd p, p(z)) (6)

erfilllt, was genau so bewiesen wird wie in der gewohnlichen Zahlentheorie der
Satz von Fermat.

§ 2. Produkt der Primfunktionen.
Sei

Yly) =y + A4,(x) . y»~1 4 4 An(x)

eine gegebene Primfunktion (modd p, ¢(x)). Es sollen jetzt Funktionen f(y) von
der Art (1) untersucht werden, aber jetzt fiir einen dreifachen Modul (modd
p, 9(x), Y(y)), und zwar soll

fi(g) =1.(y) (modd p, p(z), Y(y))

gesetzt werden, wenn die Differenz f,(y)-~f,(y) (modd p, (x)) durch die Prim-
funktion Y(y) teilbar ist.
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Alle Funktionen, welche (modd p, ¢(z), ¥(y)) (oder kiirzer (modd M)) in-
kongruent sind, sind in der Form

B,(z) . y" 7' + By(2) . y* 2 + - + Bu(x) (7)

enthalten, wo die Koeffizienten unabhingig von einander alle (modd.p, @(x)) in-
kongruenten Werte annehmen. Nach § 1 gibt es daher p” ™ inkongruente Funk-
tionen (modd M).

Sei jetzt f(y)==o (modd M) ein bestimmter der Reste (7). Wenn dann
fily)==0 (modd M) einen beliebigen dieser Reste bedeutet, so ist
Hy) . fily) =Fi(y) (modd M), (8)

wo F;(y) wieder einer der Reste (7) ist. Wenn fi{y) und f;(y) zwei solche Reste
sind, so ist nur dann

Fi(y)==Fi(y) (modd M),
wenn
fily) = fi(y) (modd M).

Daraus folgt aus (8), wenn fi(y) alle Reste (7} durchlauft und diese Kongruenzen
alle mit einander multipliziert werden,

flyP™ ™ M fiy)=1 fi(y) (modd M)

und daraus einfach

fyy* ™ =1 (modd M).
Es ist daher bewiesen:
Es ist fiir alle Funktionen f(y)
fw ™ =f(y) (modd p, ¢(x), Y(y)). (9)

Weiter folgt, dass eine Kongruenz

F(z)=0o (modd p, p(@), ¥(y)),

wo die Koeffizienten alle von der Form (7) sind, hochstens » Wurzeln besitzen
kann, wenn n den Grad von F(z) in z angibt.
Nach (6) ist auch immer

Hyy™ =f(y*"™) (modd p, ¢ (x))
oder allgemeiner

fy" " =fy?* ™) (modd p, p(z)). (10)
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Nach diesen Vorbereitungen soll jetzt der wichtige Satz bewiesen werden:
Satz 2. Es ist

)=y " —y

kongruent (modd p, ¢(x)) dem Produkt aller Primfunktionen W(y) (modd p, ¢(x)),
deren Grade Teiler von n sind.!

Der Beweis wird in der folgenden Weise erbracht:

1) f(y) besitzt (modd p, @(x)) keine mehrfachen Faktoren. Es ist némlich
[ {y)=—1 (modd p, ¢(z)).

2) Es 1st [{y) (modd p, ¢(x)) durch alle Primfunktionen teilbar, deren Grade
Teiler von n sind.

Aus (g) folgt namlich

y?" " —y=o0 (modd p, ¢(z), Y(y))

fiir alle Primfunktionen ¥(y) vom Grade n. Wenn aber der Grad »' von ¥(y)
ein Teiler von # ist, so folgt nach (g)

y*" "=y (modd p, p(x), Y(y)),

und wenn man diese Kongruenz nacheinander in die Potenzen

priom, pEnlom gnem
erhebt, so kommt
gz eyt ™ ™ (modd M)
oder
y?" ™ —y-=0 (modd p, ¢(x), Y(y)).

2 ) kann durch keine Primfunktion von hoherem Grade als n (modd p, ¢p(x))
teilbar sein.  Denn sei Y(y) eine Primfunktion vom Grade »' >n, wofir

y™ " —y o (modd p, ¢(y), Y(y))
ware. Dann kommt fir jede Funktion f(y) nach (10)

fly)r* " =f(y*" ™) (modd p, p(z), ¥(y)),

! Dieser Satz ist fiir n=1 schon von Drpexiyp, Crelles Journ. 54, p. 13, bewiesen
worden,

Acta mathematica. 44. lmprimé le 16 novembre 1923. 29
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und die Kongruenz
@ " —z=0 (modd p, ¢(z), ¥ (y))

hitte p” ™ > p" ™ Wurzeln, was unméglich ist.
4) Wenn Y(y) ein Teiler von f(y) ist, so ist der Grad von Y(y) ein Teiler
von n. Denn wire n=mn'.¢+r, wo n'>r>o0 ist, so hat man gleichzeitig

n.m___

" "=y, ¥y "=y (modd p, ¢(z), Y(y)),

und daraus folgt leicht

¥ " —y=o (modd p, p(z), ¥(y)),

was nach 3) unmdglich ist.
Durch Zusammenfassen von 1) bis 4) ist der Satz bewiesen.

Kap. 2. Entwickelungen fiir Polynome.

§ 1. Kongruenzen (mod p9).

Sei wie frither p eine rationale Primzahl und ¢(x) eine Primfunktion (mod p),
worin der hochste Koeffizient gleich 1 vorausgesetzt wird. Weiter soll

flx) =2 +a,. a1+ 4a, (1)

ein gegebenes Polynom bezeichnen. Aus f(z) soll spidter durch die Gleichung
f(9)==0 ein algebraischer Korper abgeleitet werden, indem f(x) irreduzibel vor-
ausgesetzt wird. Vorldufig soll aber die Irreduzibilitit von f(x) nicht voraus-
gesetzt werden.

Weiter soll

P (), Py (), . pr()
die verschiedenen Primfunktionen bezeichnen, die (mod p) in f(x) aufgehen, wo
pix) =™ + b‘,i’.x""'"l+-~-+b(,f3i (t=1,2,...7).
Man kann dann immer f(x) in der Form

flz) = ¢, (z)2 . gy (2)= . .. @(2) +p. M (2) (2)
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darstellen, wo
m,.e+m,.e;+---+m.e=n

und M(z) ein Polynom von hochstens (n - 1)tem Grade ist.

Wir untersuchen jetzt das Polynom (1) fiir einen Primzahlpotenzmodul p=.
Nach einem Satze, der schon von ScHONEMANN? aufgestellt worden ist, kann man
aus (2) fir alle « eine Darsteliung

(@) = 0 (z) . D(2) . .. BP(2) + p* M@(2) (3)

herleiten, wo

O (x) = i) (mod p) (¢=1,2,...7)
(@=1,2,....),

und diese Darstellung von @®(x) ist ausserdem fiir den Modul p* eindeutig. Wie
man am einfachsten diese Darstellung findet, habe ich in der Arbeit: »Zur
Theorie der algebraischen Gleichungen»? gezeigt.

§ 2. Entwickelungen (p, ¢(z)).

Es soll jetzt der Begriff Entwickelung (p, ¢(x)) eingefithrt werden. Die Prim-
funktion ¢(x) soll (mod p) ein Teiler von f(x) sein.

Durch fortgesetzte Divisionen mit Potenzen von ¢(x) kann man immer das
Polynom (i) in der Form

14
fz) = X Qil=) . )

i=0

t=[ﬂ

my

schreiben, wo

und die @;{x) Polynome von hochstens (m — 1)tem Grade bezeichnen. Allgemein
kann man nun weiter

Qi(x) = A; . p% . Pi(x) (t=1,2,...1

setzen, wo die Zahl A4;.p% derart gewdhlt wird, dass P;(x) primitiv wird (wenn
Pi(x)=0), und «; derart, dass

Ai=Eo (mod p).

! ScworNemaxy, Crelles Journ. 32, S. 98.
? Kristiania Videnskapsselskaps skrifter 1923, No. 1.
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Speziell ist ¢ =0 und A;=1. Man hat dann eine Entwickelung (p, ¢(z)) in der
Darstellung

3
(@)= X 4i Pi(z).p". p(x). ()
i=0
Im Folgenden sollen als geometrisches Hilfsmittel die Newton’schen Poly-
gone eingefithrt werden.! In ein rechtwinkliges Koordinatensystem werden die
Punkte
(t—i, ) (t=0,1,...1

eingezeichnet, und es entspricht einem jeden Gliede ih (4) ein solcher Punkt.
Wenn in (4) ein Glied p™. 4;. Pi(x) verschwindet, wird kein zugehdriger Punkt
eingezeichnet,

Fig. 1.

Man erhalt auf diese Weise eine Gitterpunktmenge, wozu immer der Punkt
(0, 0) gehdrt, und zu dieser Punktmenge kann man, indem man in (o, o) anfingt,
ein Newton'sches Polygon konstruieren. Fiir dieses Polygon wende ich im Fol-
genden die nachstehenden Bezeichnungen an:

Das Polygon wird aus einer gewissen Anzahl von Seiten

8,8, ... 8

bestehen, deren Projektionen auf die X-achse die Liangen
L, . .. 1,

auf die Y-achse die Langen

hiyhy: .. by

! Man sehe z. B. HenseL u. Lawspsserc: Theorie der alg. Funktionen, Vierte Vorlesung.
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haben. Die Zahlen /; und 4; sind immer ganz rational. e; sei der grosste gemein-
same Faktor von [; und A;, also

li'—= é; .l,'

(t=1,2,...1),
hi =e;. %; i

wo A zu x; relativ prim ist. Moglicherweise kann A, = o sein, dann wird 1, =1
gesetzt. Zuletzt sei erwdhnt, dass die Neigung ¢; einer Seite 8; gegen die
X-achse durch
hi %o .
tg (/),-—-zr——l;_ (t=1,2,...7)

1

bestimmt ist.

§ 3. Irreduzibilititssitze.

Wie ich gezeigt habe!, kann man nun den wichtigen Satz beweisen:
Satz 3. Sind
g@)= Das. Qi(x). p*i. p(a)
i=0

hiz) = Ea”; L Qi(x). ™ ()

i=0

zwei Polynome mit den Polygonen §' und 8" fir die Entwickelungen (p, ¢(x)),
dann hat das Produkt

@) =g(@) h(z) = Fai. Qilw) . p" . pla)y  s=5+5"
i=1
ein Polygon S(p, p(x)), das aus den Seiten von S' und S" nach steigender Neigung
zusammengesetzt ist.

Dabei ist zu bemerken, dass der Grad von @'y (x).Q"s (x) auch grisser oder
gleich m sein kann. In diesem Falle ist s= s+ s"+ 1, aber der Satz 3 bleibt
doch richtig, indem man nur zu dem zusammengesetzten Polygone die Gerade
von (o, o) bis (1, o) hinzufiigt.

Fir die folgenden Untersuchungen wird der Teil des Polygones von f(x)
von besonderer Bedeutung welcher iiber der X-achse liegt. Dieser Teil soll
Hauptpolygon genannt und seine Seiten sollen wie frither mit §,, S,, ... S,
bezeichnet werden.

* Kri:a Videnskapsselskaps Skr. 1923. No. 1. 8. 27. Man sehe auch meine Arbeit: Zur
Theorie der Irreduzibilitatskriterien. Zeitschrift f. Math. 1923.
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Sei jetzt f(xz) von der Form
f(2)=Q() . p(x)} (mod p),

wo Q(z) (mod p) nicht durch @(x) teilbar ist. Man kann dann immer fir die
Primzahlpotenz p¢ solche Polynome @.(x) und ®@.(x) bestimmen, dass

{{2) = Qa(x) . Do(x) (mod p%)

wird, also

f(®) = Qo (x) . Do () + p* . M (x), (5)
wo M(z) ein Polynom von hochstens (n-— 1)*® Grade ist und
0. (2) = (2} (mod p).

Wenn jetzt (4) die Entwickelung (p, ¢()) fiir f(2) ist, so wird das Polygon
von f(z) seinen Endpunkt im Punkte (¢, o,) baben. Man sieht daher: Wenn man in
(5) «>a, wahlt, so wird das Glied p*. M (x) ohne Bedeutung fiir das Polygon
‘von f{z) (p, p(x)). Das Polygon von @, (x) wird aus einer Geraden bestehen, welche
mit der X-achse zusammenfillt, und das Polygon von ®@,(x) wird daher nach
Satz 3 aus dem Hauptpolygone von f(x) bestehen.

Daraus folgt ganz einfach wegen des Satzes 3!:

Satz 4. Ein Polynom [(z)=Q(z). @z} (mod p) kann nur dann im rationalen
Gebiete einen Faktor

g(@)=q(x) (mod p)

haben, wenn g(x) vom Grade
r
g=m. 2 & . l,'
iml

ist, wo m der Grad von ¢(x) ist und & eine der Zahlen o, 1, ... e; bedeutet.

Aus diesem Satze leitet man ohne Schwierigkeiten die Irreduzibilitatssitze
von KONIGSBERGER?, PERRONS, Dumast und Baukr?® ab.

Es ist jetzt von der grossten Wichtigkeit, dass diese Siitze auch fiir einen
beliebigen algebraischen Kérper richtig bleiben. Dann miissen also die Koeffi-

! Loe. cit. S. 29.

? KoxiesBerRGER, Crelles Journ. 115, S. 69.

3 0. PerroN, Math. Ann. 60, S. 448 u. f.

* Domas, Journal de math. 6%°" t. 2, 8. 237,
& M. Pauer, Crelles Journ. 128, S. 87.
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zienten von [(z) in irgend einem XKorper P(3) enthalten sein und ¢(x) muss
eine Primfunktion fiir einen Primidealmodul p in P(9) sein. Dann kann man
aber nicht in der Entwickelung (p, @(a))

¢
f(z) = 2 Qi) . plxy

im0

aus @i(x) wie in (4) den Faktor p™ herausziehen, sondern nur p* als die grosste
den Koeffizienten von @;(x) gemeinsame Potenz von p bezeichnen. Der Satz 3
bleibt jedoch richtig, und daraus folgt sofort die Richtigkeit des Satzes 4 fiir den
Korper P(9).

§ 4. Zerlegung in Faktoren fiir ein Polygon.

Da fiir die Anwendung dieser Untersuchungen nur Kongruenzen fiir einen
Primzahlpotenzmodul p® in Betracht kommen, wo « beliebig gross gewihlt werden
kann, werde ich jetzt nach den Bemerkungen der Paragraphen 1 und 3 annehmen
kénnen, dass f(z) (mod p) nur durch eine Primfunktion teilbar ist. Es ist also

He)=p(), {6)
wo

n=m.l

ist. Das Polygon S von f(x) ist dann immer ein Hauptpolygon. Wenn man
jetzt fiir f(x) eine Entwickelung (p, ¢(2)) bat, so gibt es in dieser Entwickelung
gewisse Glieder, deren entsprechende Punkte auf dem Polygone 8 liegen. Dies
ist besonders fiir die Eckpunkte des Polygons der Fall.
Es sel jetzt @ (z) ein Polynom mit demselben Polygone S(p, ¢(x)) wie f(x).
Durch
f(x)=¢(x) (mod S)

wird bezeichnet, dass in der Differenz f(x)— Y(x) alle reprasentierenden Punkie
oberhalb des Polygones 8 liegen.
Man setze jetzt in der Entwickelung (4)

4; . Pi(z) = Q;(x),

wodurch die Entwickelung (p, @(z)) von f(z) in
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ZQi(x‘ ‘e pla) (7

iibergeht, wo in einem Polynom @;(x) nicht alle Koeffizienten durch p teilbar sein
konnen, ausser wenn Q;(x) verschwindet. Sei

&
W) = D Qilx) . p™i . p(w) (8)
Q

die entsprechende Entwickelung fiir ¥ (z). Dann sieht man ein:
Es ist f(z)=¥(x) (mod 8) dann und nur dann, wenn

Qi(x) =@'s(x) (mod p)

fiir alle 4, wofiir die entsprechenden Punkte ({ =%, &) (¢'i = ;) auf § liegen. Wenn
in f(x) ein Glied oberhalb S liegt, muss dies natiirlich auch mit dem entsprechen-
den Gliede in ¥(z) der Fall sein. (Ich sage hier der Kiirze wegen, dass ein
3lied oberhalb § liegt, und meine damit, dass der reprisentierende Punkt dieses
Gliedes oberhalb 8 liegt. Diese Bezeichnungsweise kann kaum missverstanden
werden und wird im Fclgenden oft angewandt.)

Es ist bisweilen niitzlich, den Begriff Entwickelung (p, ¢(x)) etwas weiter
zu fassen. Es soll jetzt allgemeiner angenommen werden, dass in (8) die Grade
der Polynome @'i(x) nicht durch m — 1 begrenzt sind, d. h. diese Grade diirfen
auch grosser als m — 1 sein, doch sollen sie in der Weise begrenzt sein,
dass der Grad von ¥(x) nicht grésser als m.¢ wird. Man sieht leicht ein,
dass das Polygon (p, @(x)) dasselbe wird, wenn man das Polygon fiir diese allge-
rmeine Form konstruiert oder wenn man vorher die Entwickelung zur reduzierten
Form tiberfiihrt.

Nehmen wir die Entwickelung (8) von der hier erwihnten allgemeineren
Art an, so fo]gt

Es ist f(x)=(x) (mod S) dann und nur dann, wenn

Qi(x) = Q's(z) (modd p, ¢(x))

fiir alle 1, wofiir die entsprechenden Punkie (t—1i, «;) (0i=a';) auf S liegen.

Es soll jetzt untersucht werden, welche Glieder iiberhaupt auf § liegen
konnen. Ich betrachte die erste Seite 8, von S. Die Gitterpunkte, welche auf
dieser Geraden liegen, entsprechen den Gliedern von (7)

P@), Qu(@). P . p@)—1, Quule). 2. ()} =24, .. Qulx). ph . play—h.
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Ebenso sind die Glieder der zweiten Seite entsprechend

---------------------

Quar,(z) . pratle p(a)t—h—t

und allgemein fir die it¢ Seite

Pothet - ubhg_q gt ly— g =
learlz+~~~+l,-_1(3l')-P1 * oy =
athot - - - by 4 t—l—lpm o —ly =1y
Qh+lg+- . -+l;;._1+l,'(x) P 14 A2 i—1+ % (p(x) 1—l2 T —1 :
Jiybhot - - by 425 t—li—lo— ol —22; ]
Qll+lz+~-~+l,~_1+2}.,;(x) -77“ 2 i—1 x1.(l)(x) 1—12 i—1 i (9)
Sohthed by 14k t—l—lp—~ - —1l; 41
Quvtot -+ gy () . PHT TN ()T 1T
Sei jetzt ¥;(x) die Summe der Glieder (g), also
Patot - - -+h; 1 - t—lh—lo— .. —1;: i N
Yi(z) = p"™* =logple) " HQuats---+5;_ () . p(2)F +

+ Qus. gy () P o) 4+ Qe i _ge2n(T) . PP )Tt
+ Que. . ag;_y ;@) . ).
Zur Abkiirzung soll jetzt
Quttet - +5;_gas.1;(%) = Ry 5(x)

gesetzt werden, wo also R;,(x) entweder Null ist oder alle Koeffizienten nicht
durch p teilbar sind. Dann kommt

Yilz) = phTiE N (g TR gy,

wo

Pi(z) = Rio(@) . o)+ Rin(x) . % . (@)% ™5 + Rip(2) . p™ . p(2)' ~2% 4

+oo ot Ryey(m) . phi.
Nun ist allgemein

R; o (%) = Ry 0(2) =20 (modd p, @(x)).
Man kann daher immer solche Polynome A4;(x) und B;(z) finden, dass

Rio(x). ds(x) +p(x) . By(@)=1+Ci. p (10)

Acta mathematica. 44. Tmprimé le 16 novembre 1993. 30
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ist, wo C; eine Constante, 4,(x) von hochstens {m —- 1)tem Grade, B;(x) héchstens
vom (m — 2)*® Grade ist. Die Gleichung (10) kann auch

R;o(x) . Ai(x) =1 (modd p, p(x))

geschrieben werden.
Wenn jetzt

fi(z) = p(a)i+ Si(@) . pi. g @R+ 8 ) PP ()T g Si @) . 2l

gesetzt wird, wo §;;(x) Polynome von hochstens (m — )" Grade sind und
ausserdem

8; ()= Ai(z) . R; j(x) (modd p, ¢(x)) (11)

ist, so kann man den folgenden wichtigen Satz beweisen:
Satz 5. Hs st

/(x):—:ﬂf,-(x) (mod S;. (12)

i=1

Ein Polynom soll primdr genannt werden, wenn der Koeffizient fiir die
héchste Potenz von ¢(x) in der Entwickelung (p, ¢(x)) gleich 1 ist.
Nach (xo) und (11) ist

Sie;(x) 7 6 (mod p) (1==1, 2,...7),

und das Polygon von f;(x) ist daher eine Gerade von derselben Neigung und
Lange wie 8;. .Folglich wird auch nach Satz 3 das Polygon von

| Pt

i=1
gleich S. Der Satz 5 besagt daher, dass man f(x) (mod S) in solche primare Fak-
toren zerlegen kann, dass das Polygon eines Faklors fi(x) gleich einer Seite §;
von S ist. :

Da die beiden Seiten von (12) dasselbe Polygon § besitzen, kommt es, um
die Richtigkéit dieser Kongruenz zu beweisen, nur daranf an zu zeigen dass die
entsprechenden Glieder auf dem Polygone einander (modd p, ¢(z)) gleich sind.

Der Satz soli jetzt durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Is
wird daher erstens r =2 angenommen, und man soll zeigen

f@) = f, @) . L) = (p@)s + 81 (x) . prpla)—ir+ -+ 8y, o () . pM).
(@) + Spa(x) . peg(@)e=? 4+ 4 8g (2) . p) (mod S).

(x3)
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Hier ist aber immer nach (11)

Sl-i(x) = Qi 4 (x),

so dass, wenn man in (13) die Multiplikation derart ausfithrt, dass man erstens’
fi(x) mit @(x)2 multipliziert, man alle Glieder von f(x) erhilt, deren repréisentie-
rende Punkte auf der ersten Seite S, liegen.
Ein Glied
8yi(x) . pim . pla)h—in

in f(x) wird durch einen Punkt A4, = (i1, t%,) abgebildet und ebenso ein Glied
82,i(@) . pioe . plaoi-
in f,() durch einen Punkt 4, =(j4,, j%,). Das Produkt dieser Glieder
81,i(x) 8y, j (@) . phratin . p(a)irh—in-ik (14)

wird durch den Punkt

A=({d 47 4y, Tn,+7.2)
und noch dazu den Punkt

A = (tA +7d,—1,0i%,+7x,)

abgebildet, wenn der Grad von
8y,i(x) . S, j(x)

grosser als m —1 ist. Wenn aber 4 auf oder iiber dem Polygone von f(z) liegt,
so wird sicher A4' oberhalb dieses Polygones liegen. Man braucht daher nur das
Glied zu untersuchen, dem A4 entspricht. Man kann aber 4 in der Weise aus
4, und 4, erhalten, dass man die Vektoren OA4, und 04, addiert, und diese
Regel ist fiir das Produkt zweier Glieder allgemein giiltig.!

Ein Produkt (r4) wird daber immer Glieder geben, deren reprisentierende
Punkte iiber dem Polygone § von f(z) liegen, ausser in dem Falle, dass ¢ =e; ist.
Die Glieder, welche auf der zweiten Seite S, liegen, werden also durch

S’ael(x) . 'Pm . fz(T)

erschopft, da ja das Glied

8y, e () . P . p(2)",

! Die genauere Ausfiihrung dieser Bemerkungen findet man in meiner oben zitierten
Abhandlung S. 25.
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welchem der Eckpunkt des Polygones entspricht, schon einmal friiher mitgerech-
net worden ist. Es ist aber nach (x1)

81,e() . Sp,il2) = 4, (x) . By, i(2) . 8),01(2) (modd p, p(x)),
und daraus folgt
Ry, i(a) — S1,0,() Sp,i'2) = Ro,i(x) (1 — 4,(2) . S1,(2)) (modd p, p(x)),
also nach (10) unter Beriicksichtigung dessen, dass Sy (z) = Sz,0(2),
Ry i(2) = 8),0(2) . S2,i(2) (modd p, p()),

wodurch der Beweis erledigt ist.
Um jetzt den Induktionsbeweis zu vollenden, muss man annehmen, es sei
schon bewiesen worden, dass f(z) und das Produkt

r—1
I]fs(x)

fir die ersten r — 1 Seiten S§; dieselben reprisentierenden Glieder besitzen. Man
muss dann das Produkt

fri@) . ] fst@)

i=1

untersuchen. In dem Produkte
/ r—1
o (@) . [l fi(2)
i=1

kommen alle Glieder von f(x) vor, welche auf den r — 1 ersten Seiten liegen. Die
Glieder, welche auf der rt® Seite liegen, konnen nur durch die Glieder von

fr(x) . phx+hz+' cethy_ A Sr-—l,e,._l(w)

geliefert werden, wo der letzte Eckpunkt schoun frither mitgerechnet worden ist.
Alle anderen Glieder des Produktes werden nach den fritheren Bemerkungen sicher
sberhalb § liegen.

Nach (xx) ist aber

St ep (%) Srj(x) = Ap(x) . By (%) . 85—, () (modd p, ¢(2)),
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folglich

R, j(%) — 81, e,y () - 8, j{®) = By, j(2) (1 — A7 (%) . Sp1,e,_, (%)) (modd p, p(2)),

woraus nach (10) folgt

Ry j(®) = Sre1,0,_; (%) . 8y j{z) (modd p, p(=).

Dadurch ist der Beweis des Satzes 5 vollstindig geliefert worden.

Ohne Schwierigkeiten sieht man auch die Richtigkeit der folgenden, wich-
tigen Bemerkung ein:

Wenn man f(x) nach Satz 5 in primdre Faktoren derart zerlegt, dass das Poly-
gon eines Faktors gleich einer Seite des Polygones S ist, so sind die Koeffizienten
der Faktoren (modd p, p(x)) eindeutig bestimmd.

§ 5. Geradlinige Polygone.

Es soll jetzt der Fall behandelt werden, dass das Polygon (p, ¢(z)) eine
Gerade L ist. f(z) kann dann immer in der Form

D 2k
Hz) =@} + 4,(@) . pL . @)1 + Ay (2) . pL.p(a) 2+ -+ Ay(z) . P (15)

angenommen werden, wo die A4i(z) Polynome von hdchstens (m — 1)%*® Grade

sind und

Ai(z)zF0 (modd p, p(x)). (x6)

Dabei bedeutet das Symbol E fiir eine positive reelle Zahl s immer die kleinste

positive Zahl, welche gleich oder grésser als s ist. Man kann auch Polynome
mit mehrseitigem Polygone in der Form (15) schreiben, indem man nur fiir das

Verhiltnis h die Neigungszahl b der ersten Seite wihlt. Dann braucht aber

l Z,
die Bedingung (16) nicht erfiillt zu sein. In (15) ist wie frither
h=e.z
l=ce.4

und daher

f@)=p(®)+ B, (z).p* . p(x))~*+---+ Bi(x) . p* (mod L), (17)
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wenn
4i.i(x) = Bi(x)
gesetzt wird.
f(z) wird reduzibel (mod L) genannt, wenn eine Zerlegung

f(x)=g(z). h(x) (mod L)
moglich jst. Hier miissen nach Satz 3 g(z) und A(x) von der Form

g@) =)+ Cyx) . p* . p(a) =D+ 4 Cplx) . pr-*

d L 8
h(@)=¢(@)*+ D,(2). p*. @)=V +--- + Dp(x) . p*- mod 1) (e

sein, wo r+ s =-¢ ist.

Eine primidre Funktion, die ein geradliniges Polygon besitzt und noch dazu
fiir dieses Polygon irreduzibel ist, soll eine Primfunkiion (mod L) genannt werden,
So ist z. B. f(x) selbst immer eine Primfunktion (mod L), wenn ¢= 1, also
I zu h relativ prim ist. Allgemein kann f(z) (mod L) nicht durch mehr als e Prim-
funktionen teilbar sein. Fiir eine Funktion mit geradlinigem Polygone hat man
also immer eine Darstellung von der Form

f@) = [ oi(z) (mod L),
i=1

wo die Polygone der Polynome ¢;(x) Geraden sind, die aus Stiicken von I be-
stehen, und diese Polynome sind fiir ihre geradlinigen Polygone Primfunktionen.
Dies gibt mit Satz 5:
Satz 6. Ein Polynom f(z) mit einem beliebigen Polygone S kann in der Form

f(x) %H Il @i, i(x) (mod S)
i=1j=1
geschrieben werden, wo die Polynome ; ;(x) fir thre geradlinigen Polygone Prim-
funktionen sind, und diese Polygone bilden zusammen das Polygon S.
Es soll jetzt die Eindeutigkeit dieser Zerlegung bewiesen werden, und dazu
sollen die Untersuchungen des Kap. 1 angewandt werden.
Es seien wie in (18) g(x) und k(a) zwei beliebige Polynome mit einem gerad-

linigen Polygone von der Neigung i Wenn man dann
P&y _

ol

p%
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setzt, geht (18) in

g)=p*(z +Cy(x) .27~ + -+ Cy(x))

» (mod L)
hx)=p**(z5+D(x) .25~ -+ Dy(x))

iiber. Nun soll hier

Gz, 2y =2+ Ci(z) 271+ -+ Cp(x)
H(iz,x)=22+4+D,(x) .22~ + .- + Ds(2)

eingefiihrt werden; dann sicht man ein, dass eine Kongruenz

glz)=h(z) (mod L)

nichts anders als

Gz, x)=H(z, ) (modd p, ¢(x))

bedeutet, indem z als eine unabhingige Variable betrachtet wird. Die Theorie der
Polynome mit geradiinigen Polygonen kann daher ganz analog wie die der Kon-
gruenzen (modd p, @(x)} entwickelt und ausserdem aus dieser abgeleitet werden.
So folgt z. B.: Wenn g¢g(z) (mod L) in Primfunktionen zerlegt ist, entspringt
darans eine entsprechende Zerlegung (modd p, ¢(x)) von G(z, ). Daraus folgt
aus Kap. 1 auch die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Polynoms fiir ein gerad-
liniges Polygon.

Weiter kann man in dieser Weise die Sdtze des Kap. 1 auf Kongruenzen
(mod L) ﬁbertragen. So hat man z. B.

Satz 7. Wenn zwei primdre Polynome g(x) und h(x) mit demselben gerad-
linigen Polygone L gegeben sind, die von den Graden r . und s.L in p{x) und
(mod L) zu einander relativ prim sind, kann man immer solche Polynome A(x) und
B{x) mit.dem Polygone L bestimmen, dass

g{z) . A(z) + h(x) . B(z)=ptr+a=* (mod L},

wo a.A und b.A die Grade von A(x) und B(z) in @(x) bedeuten.

Hier ist natiirlich a¢+r=25+s, und man kann ausserdem a und b derart
wihlen, dass a <s und b<r. Wenn in diesem Satze gesagt wird, dass zwei Poly-
nome dasselbe geradlinige Polygon L besitzen, so bedeutet dies hier wie im Fol-
genden, dass die Neigungen der beiden Polygone dieselben sind, aber die Lingen
brauchen nicht gleich zu sein, d. h. die Polynome brauchen nicht von gleichen
Graden in ¢(z) zu sein,

Aus Satz 7 folgt weiter: Wenn ein Polynom j(x) mit dem Polygone L
und vom Grade .4 in ¢(z) gegeben ist, so kann man, wenn wie friiher g(x)
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zu h(x) {(mod L) relativ prim ist, zwei Polynome A(x) und B(x) derart be-
stimmen, dass

@) . A (@) +h(z) . B(x)=pr+e—9 _j(z) (mod L)

ist. Hier kann man den Grad a.2 von A{x) kieiner als s.A wihlen, und wenn

daher der Grad von j(z) in rp(x) kleiner als (r + s) 4 ist, so wird auch b.1<r. 1.
Weiter kann man den Satz 2 in dieser Sprache folgendermassen formulieren:
Satz &. Es st

P (@)t 2" — =D g (a)

(mod L) kongruent dem Produkt aller Primfunktionen (mod L), deren Grade in @(x)?
Teiler von n sind.

Zuletzt soll die folgende Erweiterung des Satzes 4 erwihnt werden, die sofort
aus der Einfiilhrung der Primfunktionen mit Hilfe des Satzes 6 folgt. Es sollen
fiir alle Primfunktionen ¢;(z) {mod p), welche in f(x) aufgehen, die zugehdrigen Poly-
gone S; gezeichnet und es soll f(z) (mod §;) in Primfaktoren zerlegt werden. Seien

lf”ni’)k k=1, 2,... t?’)
die Grade in ¢(x) der irreduziblen Faktoren fiir eine beliebige Seite Sg’ von S;
mit der Neigung
A

(7) @ 0
W_ew s

l:.’) eg:) . 121) l;.”
ti.i’ bedeutet die Anzahl der irreduziblen Faktoren fur diese Seite, also die An-
zahl der Zahlen ”?3:’ indemn man, wenn (mod S?’) gleiche Faktoren vorkommen,

die entsprechenden Grade niﬁk so oft vorkommen lidsst, wie die Multiplizitit
angibt.

Dann folgt die Richtigkeit des Satzes:

Satz ¢. Ist fiir ein beliebiges Polynom

f(@) =9, (@) . p(2)" . .. ps(2) (mod p)

die Zerlegung in Primfaktoren, wo der Grad der Primfunktion ¢i(x) gleich m; ist, so
kann f(x) im rationalen Bereiche nur dann einen Faktor vom Grade m haben,

wenn m von der Form
H o, )
m= Em,:.l? n:k

ist, wo in dieser Summe eine beliebige Anzahl von Glieder mitgerechnet werden darf.
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Wenn daher ein oder mehrere Diskriminantenteiler oder allgemeiner die
Diskriminante des Polynoms bekannt ist, kann man nach diesem- Satze in vielen
Fillen die Untersuchung der Reduzibilitit des Polynoms sehr vereinfachen.

§ 6. Reduzibilitit fiir Poiygonmoduln.

Den Primfunktionen fiir Polygonmoduln, welche in § 5 definiert worden sind,
entsprechen genau die Primfunktionen fiir einen Primzahlmodul p. Es sollen
jetzt einige Untersuchungen iiber Polygonmoduln ausgefithrt werden, welche fiir
die spiteren Untersuchungen iiber Primideale in algebraischen Kérper notwendig
sind und gleichzeitig sehr interessante Sitze iiber hohere Kongruenzen ergeben.

Es soll erstens angenommen werden, dass f(x) ein geradliniges Polygon L
besitzt und daher die Form (15) hat. Nennen wir in (17) die rechte Seite Y(x),
so wird die Differenz f(z) — ¥ (xz) nur solche Glieder enthalten, wofiir die reprisen-
tierenden Punkte oberhalb L liegen. Es soll jetzt untersucht werden, wie solche
Glieder oberhalb L iiberhaupt verteilt sein kdnnen.

Ein Glied

in (158) wird durch den Punkt

i z'w) =0 1,...0)

('_I?'
L

abgebildet, und es sollen nun die Abstinde dieser Punkte von L oder die damit
proportionalen Grossen

| [ .
dimi.;L—i.»}€=?,‘4wif(’i=1,z,...l}. (19)
] ! |_/_t_| A

untersucht werden.
Fiir diese Grossen soll jetzt gezeigt werden, dass immer

ist. Man hat nimlich

Rd TG+ DA 2 . . %
di—diy)= e g»f/) —7 + {1+ A))
T T S .
oder
5 I |
di—di+;,=£{——g:+z+x~—_—o.
| I B AN |

Acta mathematica. 44. Imprimé le 19 novembre 1923. 31
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Um daher die Zahlen ('19) zu untersuchen, braucht man nur die Zahlen
do‘=0, dl, d2, . e d;__l, d}_=0

zu bestimmen. Diese Zahlen sind nach (1g) sicher kleiner als 1. Bei der Be-
stimmung ihrer Grdsse braucht man daher nur auf die darin vorkommenden
Briiche Riicksicht zu nehmen. Wenn aber in (1g) ¢ die Zahlen 1,2, ... A durch-
lauft, werden auch die Zahlen ¢.x ein vollstindiges Restsystem (mod 1) bilden.
Die echten Briiche, welche sich als Reste ergeben, wenn man ¢ . x durch 2 dividiert,
sind daher alle verschieden, und folglich ist bewiesen:

3
”
N 2
7 7
[Py
s,
~ //@//‘
Sy s
‘s
s, 00 7
rd
7, //
s, R
R
Vd
s 7 4
s Lo
7 Ve
~ ,
K - 7~ ©
v 7
V'
/
1
Fig. 2

Die Zahlen d,, d,, ... d;—; stimmen mit den Zahlen

in irgendeiner Reihenfolge diberein.
Durch die Punkte der Y-achse

o2 o o fr

werden jetzt Parallellen zu der Geraden L gezogen; diese Geraden sollen bzw. mit
Ln Lz, Ls’ ..... L;__], L)_, L)_.H, ......

bezeichnet werden, und wegen der Vollstindigkeit werde L= L, gesetzt. Alle
Gitterpunkte, welche oberhalb L liegen, werden auf irgendeine dieser Geraden
fallen, und ein Glied

Ax).pr. plx)
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wird daher durch einen Punkt reprisentiert, welcher auf einer bestimmten der
Geraden L; liegt. Umgekehrt liegen auf allen L; Gitterpunkte. Die Glieder,
welche durch Punkte auf L, abgebildet werden, sind schon in (17) aufgestellt.
Es sollen jetzt allgemein die Glieder bestimmt werden, welche auf einer Seite Ly
liegen, indem zunichst vorausgesetzt wird, dass o <k<A. Fir ein Glied

Ai(z) . pE . ey
muss man
3

haben, woraus durch Multiplikation mit 4 folgt
tx+ k=0 (mod 1)

Die_ kleinste positive Losung dieser Kongruenz soll ¢z genannt werden, dann
ist die allgemeinste Losung

t=1+d.8 (s=o0,1,...),

indem nur positive Werte von ¢ beriicksichtigt werden.
Ein Glied, das auf L; liegt, wird daher von der Form
L —
(ik'{'l.s)z
| IS

A, (%) . p () T (20)

Es wurde hier vorausgesetzt dass ¥ <A ist. Wenn man aber (20) mit p multipli-
ziert, bekommt man, wie einfach einzusehen ist, ein Glied, das auf Lz, liegt,
und allgemeiner, wenn man (20) mit p* multipliziert, erbidlt man Glieder, welche
auf Lyys., liegen. Umgekehrt, wenn ein Glied G gegeben ist, welches auf Lz4s.;
liegt, so ist G durch ¢ teilbar, und man erhilt durch Division durch p* ein
Glied auf L.

Es soll im Folgenden gesagt werden, dass ein Polynom f,(x) zu Ly gehort, wenn
j=k die kleinste Zahl ist, wofiir ein Glied von /, () auf L; liegt. Allgemeiner
soll auch oft gesagt werden, wenn Missverstindnisse nicht zu befiirchten sind,
dass f,(x) zu L; gehért, wenn nur festgestellt ist, dass auf den Geraden
L,, L,, . .. Ly_1 keine Glieder von f(z) liegen, aber nicht, dass es auf L wirklich
Glieder von f, (x) gibt.

Durch (17) ist die allgemeine Form eines Polynoms gegeben, wofiir alle
Glieder auf L, liegen. Im Allgemeinen soll jetzt die Form eines Polynoms be-
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stimmt werden, wofiir alle Glieder auf L; liegen, und man nehme erstens k<.
an. Das gesuchte Polynom muss dann eine Summe der Glieder (20) sein, also

£ L NE
(ig+is) o iy
Ji(@) = X dala) . po—hr g () TR

s=0
was man auch
. %I
k5 ¢
P— N
= A,(x) ps-x (I\(»,‘)l——s 2
¢ (x)* %0
schreiben kann oder
—
U
. p—=
x) ="~ (x),
ha =L @

wo ¢, (x) ein Polynom ist, wofiir alle Glieder auf L, liegen. Man bemerkt aber,
dass ¢, (z) immer durch ¢(z)* teilbar sein muss, woraus folgt:

i !

f@) = P20 () g (), (21)

wo Y, (z) wieder ein Polynom ist, worin alle Glieder auf L, liegen.

Es war hier k <1 vorausgesetzt. Soll man aber die Polynome bestimren,
wofiir alle Glieder auf Ly liegen, wo k' =1t.4+ k, so kann man nur das eben
gefundene [,(z) mit p* multiplizieren.

Aus (z1) folgt daher:

f.(x) set ein Polynom, wofiir alle Glieder auf Ly liegen. Dann kann man zwei
positive, ganzzahlige Exponenten « und B derart finden, dass

fx(x) =7p*. (p(x)ﬂ (),
wo in ¢, (x) alle Glieder auf L, ltegen. p kann hier immer kleiner als A voraus-
gesetzt werden.

Und umgekehrt:

Wenn ein ¢,(x) gegeben ist, wofiir alle Glieder auf L, liegen, kann man immer
solche « und g <1 bestimmen, dass in

h@) = p*. (@) . ¢,(2)
alle Glieder auf Ly liegen.
Es ist frither definiert worden, dass ein Polynom F,(x) zu L; gehort, wenn
alle Glieder in F,(x) oberhalb L; liegen. Daraus folgt, dass, wenn F,(z) und F,(x)
bzw. zu L und IL; gehbren, F, (z).F,(x) zu Lz gehbrt.
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Die Kongruenz
f,(®)=f,(z) (mod L)

soll nun bezeichnen, dass in der Differenz f (x) — f,(x) alle reprisentierenden
Punkte oberhalb L, liegen. Diese Kongraenzen (mod L,) werden in diesen
Untersuchungen eine &hnliche Rolle wie in der gewdhnlichen Zahlentheorie die
Kongruenzen fiir einen Primzahlpotenzmodul p= spielen.

Es sei jetzt f,(x) ein gegebenes Polynom, das zu L, gehort, und es seien
g(x) und h(x) zwei Polynome mit dem geradlinigen Polygone L, und ausser-
dem (mod L,) relativ prim. Man kann dann immer solche Polynome 4,(x) und
B, (x) bestimmen, welche zu L, gehoren, dass

g(.’L‘) A (x) + h{x). Bl(x);:pi‘xfl(x) (mod L), (22)

wo j eine ganze Zahl ist.

Dafir, dass diese Kongruenz erfiillt sein soll, spielen die Glieder in {, (z), wel-
che oberhalb L, liegen, keine Rolle, und man kann daher voraussetzen, dass f,(x)
ein Polynom ist, wofiir alle Glieder auf L, liegen. Ebenso mit 4,(z) und B, (z).

Dann kann
fi(x) =p*.p(x)? . ¢ ()

gesetzt werden, wo ¢, (x) ein Polynom ist, wofiir alle Glieder auf L, liegen.
Nach § 5 ist es nun méglich, 4(2) und B(z) mit Gliedern auf L, derart zu be-
stimmen, dass

g(x) . A(z) + k(x) . B(x) =plr+e—d=p, (z) (mod L).

Wenn diese Kongruenz mit p%. ¢(x)? multipliziert und
A,(x) = p*. p(x)? . A(x)
B,(z)= 1. ¢(2) . B(x)

gesetzt wird, folgt sofort die Richtigkeit von (22).

Mittels dieser Bemerkung folgt jetzt der wichtige Satz:

Satz 10. Wenn f(x)=g(x).h(x) (mod L) und g(x) zu h(z) (mod L) relativ prim
ist, so ist f(x) auch fir alle Geraden L, reduzibel und zwar

f@®Y=g,(x) . by (x) (mod L,), (23)
g, (L} ==g{x), h(2)=Ph({x)} (mod L)}.

wo

! Man sieht ein: Wenn das Produkt g(x).h(x) das Polygon L, mit der Projektion e.2
besitzt, und in f,(x), -das von einem Grade in o(z) sein soll, der < e.2, alle Glieder auf dem
entsprechenden L liegen, so kann man die Xongruenz

g@). 4,(x) + k(x). B,(x) =f,(2) (mod Iy)
erfiillen.
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Dieser Satz soll durch vollstindige Induktion bewiesen werden, indem man
beachtet, dass f(z) fiir y = o reduzibel ist. Es kann daher angenommen werden, dass

H@y=gy—1(%) . hy—i(2) (mod L,.,) (24)
ist, wo

gr—1(@)=g(x), hya(@)=h(z) (mod L).
Es soll jetzt
gy (@) = gy (x) + G(x)l

(25)
b (@) = hya () + H ()]

gesetzt werden, wo ((z) und H(x) nur Glieder auf L, haben sollen. Es kommt
nun darauf an, die Zusatzpolynome G(z) und H(z) in (25) so zu wihlen, dass,
wenn (2z4) erfiillt ist, auch die Kongruenz (23) richtig wird.

Nach (24) ist

Y(z) = f(x) — gy—1(2) . by~1(x) =0 (mod L,,),
und ¥(x) gehort daher zu L,. Wenn man daher (25) in (23) einsetzt, so folgt
Y(@)=G(x). hys(2) + H(2) . gy () + H(2) . G(2) (mod L,).

Da das Produkt H(z).G(z) nach den friiheren Bemerkungen zu Ly, gehort, ist
es hier ohne Bedeutung, und man hat daher nur die Bedingung

Y(x)=G(x) . hy—a(z) + H(Z) . gy—1(x) (mod L,). (26)
Setzt man nun nach den Voraussetzungen

gr-1(2) = g(2) +9(2), k() = h(z) + (),
wo

g(x) =h(x)=o0 (mod L)
ist, so folgt aus (26)
Y(z) =G (). h(z) + H(zx). g(z) (mod L,),
indem
G(z) . h(z)=H(x).g(x)=0 (mod L,)
wird. Diese letzte Kongruenz kann aber nach (22) (Fussnote) immer erfiillt wer-

den, wodurch der Satz bewiesen ist. Es ist auch moglich, worauf ich hier nicht
eingehe, die Eindeutigkeit der Zerlegung des Satzes 10 zu beweisen.
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Aus Satz 1o folgt sofort, dass f(z) fiir jede Primzahlpotenz p°¢ reduzibel
wird, und zwar

f(z)=g9(z) . A (%) (mod p°),
wOo
g () =p(x)-*, ) (x)=p(x)** (mod p),

wenn ¢g(x) und A(z) von der Form (18) sind.
Weiter folgt, wenn

@)=, (@) . gy(@) . .. u(@) (mod L)
die Primfaktorenzerlegung (mod L) von f(z) ist, dass auch

f(x) =0 () . @Y () ... O(z) (mod L,)
fiir alle y, wo
O (x)=pi(z)% (mod L).
Wenn

€ =gy=- =gg=71

ist, so sind die Funktionen (D?)(x) (mod L,) irreduzibel, aber wenn einige der
Exponenten e¢;>1 sind, kénnen auch die entsprechenden Faktoren tD?’(x) redu-
zibel sein.

Aus diesen Bemerkungen folgt aunch, dass f(z) fiir alle Primzahlpotenz-
moduln p* reduzibel wird und

f@) =90 (2) . Y)(z) ... Y9(x) (mod p7),

wo

ipg'”(x) =@i(z)%* (mod p).

Nachdem so der Fall behandelt worden ist, dass das Polygon von f(z) eine
Gerade ist, soll nun der allgemeine Fall behandelt werden, dass das Polygon
eine beliebige Anzahl von Seiten besitzt. Man kann dann den wichtigen Satz
beweisen:

Satz 1r. f(x) ist fiir jeden Primzahlpolenzmodul p* reduzibel, und zwar kénnen
die Faktoren derart gewdhilt werden, dass das Polygon eines Fakiors gleich einer
Seite des Polygones zu f(z) ist, und die geradlinigen Polygone der Faktoren bilden
zusammen das Polygon zu f(x).

Um diesen Satz zu beweisen, kann man zunidchst annehmen, was gestattet
ist, dass das Polygon 8 ein Hauptpolygon ist. Sei L =L, die erste Seite dieses
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Polygons, so soll gezeigt werden, dass f(z) fiir alle zu L; parallelen Geraden L,
reduzibel ist und zwar in der Weise, dass der eine Faktor das Polygon L, besitzt
und der andere ein Polygon, das oberhalb L, liegt. Dadurch folgt nidmlich, dass
f(z) auch fiir jeden Modul p® reduzibel wird, und fiir geniigend grosse ¢ wird
das Polygon des einen Faktors aus der Seite L und folglich nach dem Multipli-
kationssatze das Polygon des anderen Faktors aus dem anderen Teile von S be-
stehen. Den zweiten Faktor kann man aber dann in entsprechender Weise be-
handeln, und dadurch folgt einfach der Satz.
Es sei

Ha)=(p(x) + B,(x) . p* . p(®)=* + -~ + Bo(x) . p*) p(x) (mod L)
die Zerlegung von f(x) (mod L), wo
B.(x) 70 (modd p, ¢{x)).

Wenn hier j ein Multiplum von 2 ist, so folgt wie im Satz 10, dass f(z) fiir alle
L, in der gewiinschten Weise reduzibel wird. Im Aligemeinen ist aber § kein
Multiplum von 4, und man kann dann j=1¢.1— ¢ setzen, wo 0 < e¢< 1. In diesem
Falle wird der Satz wie der Satz ro durch vollstindige Induktion bewiesen, in-
dem man folgendermassen vorgeht:

Es wird angenommen, es sei bereits bewiesen worden, dass

f(x) =g~ Vtx) . A&V (z) (mod L,—;)
ist, wo
gr-@)= (@) + - + Bo(x) . ph = f,(2)

R () == () (mod L).

Es soll dann gezeigt werden, dass man die Zusatzfunktionen G(x) und H(z) nur
mit Gliedern auf L,, also

G(x)=H(x)=o0 (mod L,_,)
bestimmen kann, so dass, wenn
g () = gv D (x) + G(x)
B () =h@—1(2) + H ()
gesetzt wird, die Kongruenz

f(x) =g (x) . k" (x) (mod L,) (27)
erfiillt ist.
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Der Beweis wird jetzt ganz analog wie fiir Satz 1o0- gefiilhrt. Es ist
Y(x) = f(x) — gr—D(x) . A (x) =0 (mod L,_;),
und da (27) erfiillt sein soll, muss man
Y(x)=0G() . hr—V(x) + H(x).g""V(z) + H(x) . G(x) (mod L,)}.
haben. Nach den Voraussetzungen ist aber
H(z).G(x)=0 (mod L)),

qnd die zu losende Aufgabe reduziert sich daber dazu, zu zeigén, dass man die
Polynome G'(x) und H(z) mit Gliedern auf L, finden kann derart, dass

G(x) . R-V(x) + H(x) . g—(x)=y(x) (mod L,).

Hier kénnen aber in () alle Glieder weggelassen werden, welche oberhalb L, liegen,
man kann also voraussetzen, dass ¥(x) nur Glieder auf L, enthélt. Ebenso kann
man in A% D(x) und gv—V(z) alle Glieder weglassen, welche oberhalb L, liegen.
Die Kongruenz geht dann iiber in

G(z). plxy + H(z) . f(z)=y(x) (mod L,). (28)

Dies ist aber keine Kongruenz von der Form (22), ausser wenn j ein Multiplum
von A ist. Denn es war z. B.

f@)=@@)™* + B,(x) . p* . p(x)!*~! + -+ Bo(x) . g(xV (mod L),

und hier sind nicht die Exponenten der Potenzen von ¢(x) Multipla von 1 wie
friher. Durch Multiplikation mit ¢(z)® (j=t.2—¢) geht diese Kongrhenz in
eine Kongruenz der gewohnlichen Art iiber. Um die Moglichkeit der Kongruenz
(28) zu untersuchen, multipliziere man diese mit ¢(x)¢ und erhilt

G(@) . gt + H(x) . p(x) . f,(2) =¥ (2) . p(x)* (mod L,).

Hier ist, wie eine einfache Uberlegung zeigt, ¥ (z).¢(x)* ein Polynom, das
im gewdhnlichen Sinne wie in (22) zu L, gehért, und man kann daher solche
Polynome G(z) und H,(x) mit Gliedern auf L, bestimmen, dass

Gx).px)-*+ H (). fy(x) =y {x) . p(x)¢ (mod L,). (29)

Acta mathemalica. 44. imprimé ie 19 novembre 1923. 32
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Wenn diese Kongruenz erfiillt sein soll, muss aber sicher H,(x) durch ¢ (x)¢
teilbar sein, und man kann darum

H, (2) = ¢(x)* . H(z)

setzen. Man dividiert dann die Kongruenz (29) durch ¢(z), und die Kongruenz
(28) ist in der gewiinschten Weise erfiillt, Nach den ersten Durchfithrungen
folgt daraus die Richtigkeit des Satzes 11.

Nach Satz 11 folgt die Zerlegung eines Polynoms (mod p¢), wenn das
Polygon aus mehreren Seiten besteht, und aus Satz 1o folgt dann die Zerlegung
der Faktoren mit geradlinigen Polygonen.

§ 7. Der Spezialfall ¢(z)=z.

Es soll jetzt der Spezialfall ¢(z) = = eingehender untersucht werden. Dann
ist einfach

fla)=ar+pn A .2t o+ p 4, (30)

die Entwickelung (p, ¢(x)), wo die Koeffizienten A; nicht durch p. teilbar sind.
Das Polygon S(p, z) von f(x) besteht aus dem Newtonschen Polygone zu den
Punkten (¢, ;) und fiir dieses Polygon soll die gewdhnliche Bezeichnung an-
gewandt werden, die in § 2 eingefithrt wurde.
Wenn nun das Polygon (p,x) bestimmt worden ist, liefert der Satz 4:
f{x) kann im rationalen Bereiche nur Fakloren von den Graden

.
m = Ze.-.l,- (31)
i=1
haben, wo & eine der Zahlen o, 1, ... ¢ 1st.
Dies ist der frither erwdbnte Satz von Dumas.
Aus diesem Satze soll nun ein weiterer Satz bewiesen werden, der fiir ver-
schiedene Untersuchungen niitzlich ist. Sei 9 eine beliebige, algebraische Zahl
und P(3) der daraus abgeleitete Korper. Sei weiter

p=y.p

eine Idealzerlegung von p in P(9), wo p ein Primideal und p, nicht durch p teil-
bar ist. Aus dem Polygone 8 fiir f(z)(p, «) soll nun das Polygon §'(p, x) fiir

! Dumas, loc. éit. 8. 237.
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j(x) bestimmt werden. Die Entwickelung (p, z) ist wie frither durch (30) angegeben,
indem man bemerkt, dass p” genau durch p““ teilbar ist. Man hat daher das
Polygon zu den Punkten (¢, u.e;) zu konstruieren. Die Seitenzahl der beiden
Polygone wird daher dieselbe, die Projektionen der Seiten auf die X-achse bleiben
ungeéndert gleich I;, widhrend fiir S die Projektionen auf die Y-achse gleich
w . h; sind.

Der Satz von Dumas bleibt aber nach § 3 auch in P(9) richtig, und aus
(31) folgt, dass f(x) in diesem Korper nur Faktoren von den Graden

T 'li
m = & .1
2],

haben kann, wo f; der grisste gemeinsame Faktor von I; und ».A; ist und &
eine der Zahlen o, 1, ... f; bedeutet. Da aber ¢; der grdsste gemeinsame Faktor
von [; und %; ist, so hat man

fi=ei.gi,

wo g; der grosste gemeinsame Faktor von 4; und # ist. Folglich ist bewiesen:
Satz 12. p=yp*.p, sei eine Zerlegung won p im Korper P(9). f[(x) kann
dann in diesem Kdirper nur Fakloren von den Graden

m = 28,3’ (32)

Tl

haben, wo & eine der Zahlen o, 1, ..., €;.¢; und g; der gréssie gemeinsame Faktor von
A und u ist.

Mittels des Satzes 1z kann man viele interessante Sitze iiber Gleichungen
ableiten, wie ich in der Arbeit: »Gleichuhg_en mit primitiven Gruppen.»! gezeigt
habe. Aus diesen Untersuchungen folgt z. B. als Spezialfall ein Satz von
FUrRTWANGLER.?

Man kann hier noch eine andere wichtige Bemerkung machen: Wenn u =1
ist, wird g; = 1, und (32) geht in (31) itber. Da nach DEDEKIND u nur dann grosser
als 1 sein kann, wenn p ein Teiler der Korperdiskriminante ist, sieht man ein:

Die moglichen Gradzahlen der Faktoren konnen nur dann gedndert werden, wenn
p ein Teiler der Korperdiskriminante von P(J) ist.

! Zeitschrift fir Math, 1923,
? FurTwirerer, Math. Ann. 85, 8. 37.
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Speziell folgt daraus:

Ein Polynom, das nach den Sdtzen von Eisenstein oder Konigsberger im ratio-
nalen Bereiche irreduzibel ist, bleibt auch in jedem Korper irreduzibel, dessen Diskrimi-
nante nicht durch p teilbar 1ist.

In einer anderen Arbeit! habe ich gezeigt, wie man aus dieser Bemerkung
ganz einfach die Sdtze von KroNECKER? {iber die Reduzibilitdt von Kreisteilungs-
gleichungen in algebraischen Korpern ableiten und noch allgemeinere Sitze anf-
stellen kann.

§ 8. Hohere Kongruenzen. Die Siitze von Hensel.

Die Satze des § 6 gestatten eine einfache Untersuchung der Eigenschaften
von hoheren Kongruenzen fiir Primzahlpotenzmoduln p*. x =z, sei eine Wurzel
der Kongruenz

[(x)=o0 (mod p). (33)
Nun kann man die Frage aufwerfen, wann man aus z, eine Wurzel 2 der.
Kongruenz
f@)=o (mod p°) (34)
ableiten kann derart, dass
2@ =2z, (mod p).
Man soll also die Ldsbarkeit der Kongruenz fiir beliebig grosse o untersuchen
oder nach Hexskr, wann die Gleichung f(z) = o im p-adischen Bereiche 16sbar ist.
Wenn x, eine einfache Wurzel von (33) ist, so hat man
f'(zo)=F0 (mod p),

und in diesem Falle bestimmt man einfach eine und nur eine Wurzel 2{® von
(34) von der gewiinschten Art.’
Wenn aber z, eine mehrfache Wurzel ist, wird

f(z)=o0 (mod p),

und p ist in diesem Falle ein Teiler der Diskriminante von f(). In diesem
Falle kann es sehr wohl eintreffen, dass, wenn o geniigend gross wird, kein

! »Irreduzibilitit in algebraischen Korpern». Norsk matematisk Forenings skrifter. I
no. 9. Kristiania 1922,

2 KroNeCkER, Journal de math. S8ér. I, t. 19, 8. 177,

3 Man sehe z. B. Cangxn: Théorie des nombres. § 168.

?
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solches z{® existiert, wie im Folgenden gezeigt werden soll. Uber diese Kon-
gruenzen hat nun HENSEL! ein paar wichtige Sitze bewiesen und darin Bedin-
gungen aufgestellt, unter welchen eine p-adische Wurzel existiert, also wann man
immer ein z{® bestimmen kann.
Sei allgemein
19 (o)

!

genau durch p* teilbar, f(x,) genau durch p%, dann lauten die Sitze von Hensel:

Wenn o, — 20, >0 1ist, wird die Kongruenz (34) fiir alle a derart loshar, dass
W =z, (mod p).

Und allgemeiner:

Wenn x, eine derartige Wurzel von (33) ist, dass

0, > Max (2%:-—19) (i=2,3,...%)

tst, so wird die Kongruenz (34) fir alle a in der gewiinschien Art lisbar, voraus-
geselzt, dass fir alle #\® die Zahlen g, o,, . .. g, ungedndert bleiben.

Dabei bedeutet » die erste Zahl, wofiir g,= o ist.

Es sollen jetzt diese Sitze als Spezialfille von allgemeineren Sitzen ab-
geleitet werden. Wenn f(x) (mod p%) die Wurzel z{® haben soll, so ist

(@) — fzl®) = (x —=zP) {,(2)
oder

f@)=(z—a{?)f.(z) (mod p2),

d. h. f(x) muss (mod p%) einen Linearfaktor x — z{® besitzen und umgekebrt,
wenn dies der Fall ist, so hat man eine Losung der Kongruenz (34). Um die
Losbarkeit der Kongruenz (34) zu untersuchen, braucht man daher nur die
Faktorenzerlegung (mod p*) von f(x) zu bestimmen. Zu diesem Zwecke wird die
Entwickelung (p, #—z,) von f(x) bestimmt, und man hat

f,(xo) (x_ xo)+... +(x _ xo)".

fl2) = f(x,) +

Das zugehorige Polygon 8§ wird dann aus dem Newtonschen Polygone zu
den Punkten

(Os o), (I’ Qn——l); ~~~~~~ (n—1. Ql), (n; Qo)
bestehen,

! HexsiL: Theorie der algebraischen Zahlen. Kap. IV. § 4.
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Wenn jetzt f(x) fiir einen beliebig hohen Modul p2 einen Linearfaktor haben
soll, muss es in diesem Polygone wenigstens eine Seite L; geben, wofiir ;=1
ist. Denn Seiten, wofiir ;> 1 ist, konnen nach § 6 nar Fakto:en liefern, in denen
hohere Potenzen von z — &, vorkommen. Weiter miissen die zugehorigen Poly-
nome dieser Seite L; in der Zerlegung von f(z) (mod S)(§ 4) einen oder mehrere
Linearfaktoren (mod L;) enthalten. Wenn diese Faktoren verschieden sind, er-
gibt es sich entsprechend viele lineare Faktoren von f(x) (mod p2) fiir alle « (§ 6).
Wenn mehrere von diesen Linearfaktoren (mod L;) einander gleich sind, steht.
die Frage noch dahin.

Es ist also bewiesen:

Damit die Kongruenz (34) fir alle « erfillt sein soll, ist notwendig, dass es in
dem Polygone (p,x—x,) mindestens eine Seite L; gibt, wofiir ;= 1 ist, und der
zu dieser Seite gehorige Faktor fi(x) in der Zerlegung (mod S) muss mindestens einen
Linearfaktor {mod L;) besitzen. Wenn es einen solchen Linearfaktor gibt, der auch
m fi(z) (mod L;) einfach vorkommi, so ist diese Bedingung auch hinreichend.

Wenn aber alle Linearfaktoren fiir alle solche Seiten L; mehrfach vorkommen,
steht die Frage noch dahin. Wenn fiir eine Seite I; = ;= 1 ist, 'so sind alle
Bedingungen des eben bewiesenen Satzes erfiillt, und man hat:

Satz 13. Wenn es in dem Polygone von f(x) (p, x —,) eine Seite gibt, wofiir
li=1 ist, so ist die Kongruenz (34) fir alle « losbar.

Um jetzt zu den Henselschen Sitzen zu kommen, braucht man nur diesen
Satz umzuformen. Die Bedingung, dass das Polygon eine Seite, haben soll, wofiir
l; =1 ist, kann auch folgendermassen ausgedriickt werden. Seien namlich

(m—r,0), (n—7r+1,0-1)

die beiden Punkte des Polygons, wodurch diese Seite geht, dann wird die
Gleichung der Seite

Yy—or=(0r—1—0¢/) (x—n +71)
oder

Y—eor—(erm1— o) (—n+71)=0. (35)

Da alle Punkte (n — ¢, ¢;) auf derselben Seite dieser Geraden liegen, so miissen
sie alle, in die linke Seite von (35) eingesetzt, Werte von gleichen Vorzeichen er-
geben. Da aber fiir den Punkt (o0, o) dieser Wert positiv ist, wie eine einfache
Rechnung zeigt, so ist immer

0i—0r —(or1—o0,) (r—i) >0

und daher

0r<@i—(@1—9)(r—1i) (l=o0,1,2,...7—2,7r+1,...0).
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Umgekehrt sieht man leicht ein, dass dies eine hinreichende Bedingung dafiir ist,
dass das Polygon eine Seite besitzt, wofiir die Projektion ;=1 ist.

Man kann daher Satz 13 so aussprechen:

Satz r4. Wenn fir ein r

or<Max (i —(or-1— o) (r —12)) (1=o0,1,2,...7—2,7+1,...0)

1st, so wird die Kongruenz (34) fir alle o ldsbar.
Fiir r =1 folgt
0, <0+ (e —e)(t—1)
oder

1o

9">T~~1 (t=2,3,...m).

Daraus folgt der Satz von Hensel.

Kap. 3. Verallgemeinerung der Dedekindschen Sitze.

§ 1. Die Untersuchungen von Dedekind.

Tch werde in diesem Kapitel die Bestimmung der Primideale eines alge-
braischen Korpers behandeln. Dabei soll der Einfachkeit wegen der rationale
Bereich zu Grunde gelegt werden. Diese Einschrinkung ist aber nicht not-
wendig, und man bidtte durch diese Methoden auch ganz allgemein die Prim-
ideale eines Relativkdrpers bestimmen konnen.

Es sei wie frither

f@)=a"+a,2” 1+ +a,

eine ganze, rationale Funktion mit ganzen, rationalen Koeffizienten. Von jetzt
an soll aber immer vorausgesetzt werden, dass f(z) im rationalen Bereiche irredu-
zibel ist und folglich durch die Gleichung

J(9) =0 (x)

ein algebraischer Korper P(9) nt® Grades definiert wird. Sei D die Diskrimi-
nante von f(x) und d die Diskriminante des Zahlenkorpers, dann ist

D=1F_d,

wo der Index k eine ganze, rationale Zahl ist. Im Folgenden soll jede Primzahl
p, die in &k aufgeht, ein Indexteiler heissen.
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Weiter sei
f(x) =g, (x) . py(x) . .. r(2) (mod p) (2)

die Primfunktionzerlegung von f(x) (mod p), wo die Primfunktionen ¢;(x) von
den Graden m; alle verschieden sind.
Wenn nun in (2)

e =g, == ¢,=1

ist, wird p bekanntlich kein Teiler von D, und die Primidealzerlegung von p ist
in diésem Falle nach DEDERIND!

P=P PPy

WO

pi= (p’ (/)1(‘9))9

und der Grad von p; ist gleich m;, also N p;= p™.
Wenn dber allgemeiner in (2) einige der Exponenten e; grosser als 1 sind,
p aber kein Indexteiler ist, so ist auch

P=REPR. BT
die Zerlegung von p, wo
pi = (p, i(9))
and Np; = pmi.
Fiir die Anwendung dieser Untersuchungen muss man natiirlich entscheiden

konnen, wann eine gegebene Primzahl ein Teiler des Index ist, und dies liefert
das Kriterium von DEDEKRIND.?

Set
()=, @) p,(2)% ... ()" +p. M(z)
und seien z. B. e, ez, ... die Exponenien, welche grésser als r sind, so ist die
Primzahl p dann und nur dann ein Teiler des Index, wenn das Polynom M(x)
(mod p) durch eine der Primfunktionen @q(x), pg(x), . .. teilbar ist.

! Depexinp: Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie
der hoheren Kongruenzen. Gottinger Abhandlungen 1878. § 2. Diese Abhandlung wird im
Folgenden mit A bezeichnet.

? DepekiND A § 3.
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§ 2. Anwendung der Newtonschen Polygone auf die Bestimmung
der Primideale.

Die Untersuchungen von Dedekind enthalten also die Liicke, dass sie fiir
den Fall eines Indexteilers unanwendbar sind. Um diese Schwierigkeit zu um-
gehen, konnte man versuchen, anstatt der Gleichung (1) die Gleichung irgend
einer anderen Zahl des Kérpers zur Bestimmung der Primidealzerlegung von p
zu verwenden. Leider aber gibt es, wie DEDERIND! gezeigt hat, Korper, wofiir
alle Indices k& der Zahlen des Korpers einen gemeinsamen Teiler 4 > 1 haben,
und fiir Primzahlen, welche in . aufgehen, wird die Dedekindsche Methode
ohne Bedeutung. Hensel® hat sogar gezeigt »dass das Auftreten solcher gemein-
samen ausserwesentlichen Diskriminantenteiler eigentlich keine Ausnahme, son-
dern die Regel ist».

Es soll bier gezeigt werden, dass man mit Hilfe der Newtonschen Poly-
gone auch in dem Falle, dass p ein Indexteiler ist, die Primidealzerlegung be-
stimmen kann.

Fiir jede der Primfunktionen ¢;(x) in (2) soll die zugehdrige Entwickelung
(p, p(x)) von f(x) bestimmt und das zugehorige Polygon gezeichnet werden. Da

f(x)=o0 (modd p, ¢(x)),

S0 miissen also diese Polygone auch Seiten besitzen, die iiber die X-achse fallen,
d. h. Hauptpolygone besitzen, und fiir die spiteren Untersuchungen spielen nur
diese eine Rolle.

Man sieht jetzt einfach ein:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Primzahl p kein
Feiler der Diskriminante D ist, besteht darin, dass alle Hauptpolygone fiir die Ent-
wickelungen (p, p(x)) aus einer Geraden bestehen, wofir I, =1 4st.

Denn in diesem Falle ist f(z) (mod p) nicht durch das Quadrat einer
Primfunktion teilbar. Weiter sieht man mittels des Dedekindschen Kriteriums ein:

Satz 15. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Prim-
zahl p kein Teiler des Index k ist, wird dadurch ausgedriickt, dass alle Haupt-
polygone fir die Entwickelungen (p, p(x)) aus Geraden bestehen, wofiir entweder
ly =1 oder h, =1 ist.

Die Untersuchungen von Dedekind behandeln daher nur den Fall, dass die
Polygone geradlinig sind und ausserdem entweder die X-achsenprojektionen oder

! DepERIND A § 5.
* Hexser, loc. cit. S. 273.

Acta mathemntica. 44. Imprimé le 20 novembre 1923. 33
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die Y-achsenprojektionen gleich r sind. In diesem Kapitel werde ich diese Unter-
suchungen in der Weise veraligemeinern, dass ich zunichst allgemein den Fall
behandle, dass simtliche Polygone geradlinig sind. Im nichsten Kapitel soll
dann der Fall eines beliebigen Polygones behandelt werden.

§ 3. Bestimmung der miglichen Exponenten.

Den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und den Newtonschen
Polygonen (p, ¢()) sieht man deutlich durch den hier zu beweisenden Satz ein.

Es soll eine Beziehung zwischen den gemeinsamen Primidealfaktoren von p
und ¢(9) bestimmt werden.

Es seien
p=p.p2... .0k P
(3)
P9) =py.pr.. .4k @

die Primidealzerlegungen von p und ¢(9), wo die Ideale P und @ zu einander
relativ prim sind. Es sollen nun die Verhiltnisse

8i

i (t=1,2,...%)

untersucht und ihre méglichen Werte bestimmt werden. Zu diesem Zwecke wird
ein Primideal p ausgewidhlt, und man setzt

P=59.Pp,
(p(‘s)‘——'—pt'pas
wo p, und p, nicht durch p teilbar sind. Die Xongruenz (2) soll nun in

der Form
Hx)=n(z). p(z)* (mod p)

geschrieben werden, wo 7z (z) (mod p) nicht durch ¢(x) teilbar ist. Daraus leitet
man fiir alle o eine Kongruenz

f(x)=1I(x) . @(z) (mod p%)
ab, wo

I (z) =7 (x)
0 (@) =pla) (mod p).

Hl

Wenn hier « gentigend gross gewihlt’ wird, so besteht das Polygon (p, ¢(x)) von
®(z) aus dem Hauptpolygone von f(x)(p, ¢(x)).
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Die ganze Zahl I1(9) kann nicht durch p teilbar sein, denn man kannimmer
solche Polynome 4 (x) und B(x) bestimmen, dass

A(x) . II(z) + B(z). p(x)=1 (mod p),
woraus fir x =9 folgt:

A(9). (=1 (mod p).

Es soll nun die Zahl @(9) untersucht werden; man bestimmt die zugehérige
Entwickelung (p, @(x)) fiir @ (x) und konstruiert das daraus bestimmte Polygon.
Es sollen fiir dieses Polygon die Bezeichnungen des Kap. II angewandt werden.

Ein Glied

Qi) . p% . ()
in dieser Entwickelung wird dann genau durch

p.s.ai+t4'

tei_lbar, wenn z =3 gesetzt wird. @;(3) kann ndmlich nicht durch p teilbar sein,
denn da Q;(x) zu ¢(z) (mod p) relativ prim ist, kann man solche Polynome
A(z) und B(x) bestimmen, dass

A(z). Q(x)+ B(zx) . p(x)=1 (mod p)
ist und foiglich
A(9).Q(9) =1 (mod p).

Zu jedem Gliede gibt es also einen zugehdrigen Exponenten s.o;+1¢.7. Da
f(9)=o0 ist, kann es kein einziges Glied geben, wofiir dieser Exponent absolut
am kleinsten ist, sondern es muss mindestens zwei oder mehrere Glieder geben,
wofiir der zugehorige Exponent diesen Minimalwert erreicht. Die reprisentierenden
Punkte fiir diese Glieder miissen nun alle auf derselben Geraden liegen. Denn

aus
s.o;+t.i=8.05+1t.9
folgt sofort

=g 8,

P (4)
und dieses Verhaltnis wird fiir alle solche Punkte (i, ;) dasselbe. Nach be-
kannten REigenschaften der Newtonschen Polygone wird aber fiir alle Punkte,
welche unterhalb dieser Geraden liegen, die Summe 8.a;+1.1 kleiner als die
entsprechenden Summen fiir Glieder, welche auf oder oberhalb dieser Geraden
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liegen. Da aber der Wert der Summe der kleinste mogliche sein soll, bleibt
nur die Moglichkeit iibrig, dass diese Gerade mit einer der Seiten des Poly-
gones zusammenfallt.

Es sei nun wie in § 4. II

Yi(z) = p* . (@) (Rao(®) . (@) + Ron(@) .97 . (@) " + (s)
5
+ R,2(x) . P2ns . (p(x)ls—ﬂs 44 R:,e,(x) phs)

die Summe der Glieder, deren entsprechende Punkte auf der ster Seite liegen.
Zur Abkiirzung ist

b=ty + byt +hey

l—e—1,—ly— =Ty

gesetzt worden. Fiir die Glieder von (5) ist aber das Verhiltniss (4) konstant,
nédmlich
=t U l—d A — (Ul —t . k) A

_

o — ¢ k47, ns— (k+7,.%) %g

8
i

und daher ist bewiesen:
Satz 16. Wenn die Primidealzerlegungen von p und ¢(9) durch (3) gegeben

sind, werden nur solche Exponenten moglich, wofir das Verhdliniss ;_i- gleich einer der
N oz1'gungé>'zahlen;t—s des Polygones (p, ¢(x)) ist.

Da nun (5) alle Glieder enthilt, wofiir der Exponent von p den kleinsten
Wert erreicht, so werden alle anderen Glieder in der Entwickelung (p, ¢(x)) durch
hihere Potenzen von p teilbar. Da aber f(9)=o ist, folgt daraus, dass die

Summe
Eoo(9) . @(9)+ Ren(9) . 9™ . @(9)e s 4 - + Ry, (9) . p's

hes+l _ g t+1

sicher durch die Potenz p teilbar wird. Bestimmt man nun ein

Polynom A,(z) derart, dass

p

A (z) . Ryo(z)=1 (modd p, p(x)),
80 ist A,(9) sicher nicht durch p teilbar. Die Summe

Ay(x) (Roo(®) . p(@) + - + Ry, (x) ™)

hg.s+1

wird dann sicher fiir x =9 durch p teilbar. Daraus folgt aber nach § 4. II:
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Satz r7. Set p ein Primideal, wofiir §t=? ist. Wenn dann
i

filz) = (@) + 85,1 () . P p(x) TH 4+ Sy gy) L P

der Faktor der iten Seite in der Zerlegung fiir das Polygon ist (§ 4. II), so ist
1:(:9) dusch

phi.s-l—l _ pIi.t+1

teilbar.

§ 4. Milfssiitze iiber algebraische Zahlen.
Sei

W, Wy, «..Wn
eine Basis von P(9); dann kann jede ganze Zahl des Korpers in der Form
a=A, .0, + A, . w,+ -+ An. 0,
geschrieben werden, wo die A4; ganze rationale Zahlen sind. Daher hat man auch
1=a® . w,+ad o, + - +al . w,

9=a® .0 +a? . w4 +a? . o,

P=a® . 0, +aP . v, + - +a? . 0, (6)
I =a® o +al. 0, + - +a™. wp
wo alle a:.') ganze rationale Zahlen sind und bekanntlich
g pu )
k=o' (7)
ist. Aus (6) leitet man mittels (7) ab:
k.owg=50+b% . 94---+b@ . 91, (8)

wo alle b;"’ auch ganze rationale Zahlen sind. .
Wenn daher k nicht durch p teilbar ist, kann man eine solche Zahl I be-
stimmen, dass
k.l1=1 (mod p),

und daher folgt aus (8)
wi=L(OP + ¢ . I+ -+ P . 9n—1) (mod p),

und dies zeigt:
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Wenn p kein Indexteiler ist, so wird jede ganze Zahl ¢ des Korpers (mod p)
kongruent einer Zahl

Qo+ @y I+ + By I, (9)

wo alle @; ganz rational sind.

Weiter folgt einfach, dass in diesem Falle zwei Zahlen F.(9) und F,(39)
mit ganzen rationalen Koeffizienten einander nur dann (mod p) kongruent sein
kénnen, wenn

F,(@)=F,() (modd p, f(x)).

Daraus folgt z. B., dass eine Zahl von der Form (¢g) nur dann durch p teilbar
sein kann, wenn

GW=0,=0,=" " =ap—1=0 (mod p). (10)

Unter den Zahlen (9) gibt es daher (mod p) p* inkongruente Zahlen.!

Wenn aber k durch p teilbar ist, kann man nach der Theorie der linearen
Kongruenzen eine solche ganze Zahl g von der Form (g) bestimmen, dass f=o
(mod p) ist, ohne dass (10) erfiillt ist. Umgekehrt ist dies auch eine hinreichende
Bedingung dafiir, dass p ein Indexteiler ist. Unter den Zahlen (g) gibt es daher
in diesem Falle weniger als p* inkongruente fiir den Modul p. Im nichsten
Paragraphen soll aber eine untere Grenze fiir die Anzabl der inkongruenten
Zahlen gegeben werden.

Sei allgemein & durch genau pe teilbar, also k= p¢.k,, wo k, nicht durch p
teilbar ist; dann kann man ein / derart bestimmen, dass

k,.l1=1 (mod pe+!)
und folglich nach (8)
wi . p?=L (0P +b69 .9+ +dH . 9%1) (mod petl).

Daraus folgt:
Jede ganze Zahl des Korpers ist einer ganzen Zahl von der Form

pig-(d.,+d,.9+---+dn_1.9"—1)

kongruent.
Dabei ist natiirlich nicht gesagt, dass diese Zahlen alle ganz sind.

! Man sehe auch A, § 1.
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Fur die spiteren Anwendungen soll nun der folgende wichtige Satz be-
wiesen werden:

Satz 18. Sei o eine ganze Zahl des Korpers, die durch alle verschiedenen Prim-
idealteiler der Primzahl p teilbar ist. Wenn dann o der Gleichung

zt+e .a* 1+ te, =0 (11)

geniigt, so ist

|

e =e,=-=e¢,=0 (mod p).

Falls « durch p teilbar ist, wird der Satz beinahe selbstverstindlich, wenn
man erstens die Gleichung fiir die ganze Zahl_f;'—) bildet und dann diese Gleichung

mit p* multipliziert. Wenn aber « nicht durch p teilbar ist, gibt es, da « durch
alle Primidealfaktoren von p teilbar ist, einen solchen Exponenten a, dass

at=o (mod p).
Nach einem bekannten Satze ist nun, wenn man die Gleichung
ar el . anl oo el =0
bildet, deren Wurzeln die pt® Potenzen der Wurzeln von (11) sind,
e, =el), e,=eV), . .. en=el (mod p).
Daraus folgt aber allgemein, dass, wenn man die Gleichung
an e gn—1 4. el =0 (12)
bildet, deren Wurzeln die pmt Potenzen der Wurzeln von (11) sind,
e, =€, e,=e™, ... e,=el™ (mod p) (13)

ist. Wenn nun m so gross gewihlt wird, dass p™ > a ist, so muss a*™ durch P
teilbar sein, und folglich werden in (1z) alle Koeffizienten durch p teilbar.
Aus (13) folgt dann, dass auch in (11) alle Koeffizienten durch p teilbar werden,
wodurch der Satz bewiesen ist.

§ 5. Uber die Idealteiler der Primzahl p.

Es ist nun moglich, auch im allgemeinsten Falle verschiedene Eigenschaften
der Idealteiler- von p direkt aus der Primfunktionzerlegung (z) zu bestimmen.
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Es soll zunidchst untersucht werden, unter welchen Bedingungen eine Zahl
« von der Form (g) durch p teilbar sein kann, oder allgemeiner, wann eine selche
Zahl o durch alle verschiedenen Primidealteiler von p teilbar ist.

Sei a = 4(9), wo

A{x) =a,+ 6,2+ - +ap— . 2L

und p ein beliebiges Primideal, das in p und daher auch in 4(9) aufgeht, indem
vorausgesetzt wird, dass « durch alle Primidealteiler von p teilbar ist. Sei
weiter B(x) der grosste gemeinsame Faktor von 4(z) und f(z) (mod p). Dann
kann man solche Polynome C{z) und D(z) bestimmen, dass

C@) . f(x) + D(z) . A(z) = B(x) (mod p),
und daraus folgt, wenn x =9 gesetzt wird,

B(9)=0 (mod p)

fir alle Primidealteiler von p.
Man bildet jetzt die Gleichung

B(39)+e .BI)* 1+ +ep=0 (14)

welcher B(z) geniigt; dann sind hier nach Satz 17 alle Koeffizienten durch p
teilbar. Die Gleichung (14) zeigt wegen der Irreduzibilitit von f(x), dass eine
Identitat

B@)r+ e, B(x)*1 + -+ en=f(x). F(x)

besteht, wo F(x) ein Polynom ist. Daraus folgt aber
B(z)*=0 (modd p, f(z)),

und weil B(z) ein Teiler von f(z) (mod p) ist, folgt daraus, dass B(x) (mod p)
durch alle Primfunktionen teilbar ist, welche in f(x) aufgehen. Man sieht daher
ein, dass eine Zahl 4(9) nur dann durch alle verschiedenen Primidealteiler von p
teilbar sein kann, wenn

A(x)=o0 (modd p, ¢, (). () ... p.(2)).

Es folgt leicht, dass diese Bedingung eine hinreichende ist. Speziell ergibt
sich aus diesen Untersuchungen das Resultat, dass es unter den Zablen (g)
mindestens
mi+mat- - - +my

p
inkongruente (mod p) gibt.
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Es sollen nun ein paar Bemerkungen iiber die Zerlegung von p gemacht
werden. Nach (1) und (2) ist

P (). @y (9% ... pr(9)" =0 (mod p).
Hier kénnen zwei Zahlen
Pi(9), 9i(3I) i3

keinen gemeinsamen Idealfaktor besitzen, der gleichzeitig in p aufgeht. Denn
da @i(x) zu @;(z) relativ prim ist, kann man solche Polynome A{zx) und B(z)
bestimmen, dass

A(x).q>;(x)+B(x).(pj(x)EI (mod p),

und wenn hier x =29 gesetzt wird, folgt leicht die Behauptung. Es ist daher
bewiesen:
Wenn die Zerlegung von f(z) (mod p) von der Form (2) ist, so wird

P=0,.0,...0

eine Idealzerlegung von p, wo alle Ideale a; zu einander relativ prim sind und

a; = (p, @:i(9)%).

Diese Ideale a; kénnen nicht Einheitsideale sein, denn wire 2. B. ¢,(9) zu p
relativ prim, so wire schon das Produkt

P.(9) . .. pr(I)

durch alle Primidealteiler von p teilbar, was nach dem eben Bewiesenen un-
moglich ist.

Sei nun p; ein Primideal, das gleichzeitig in p und ¢;{9) aufgeht. Wenn
dann eine Zahl a¢ = A4(9) von der Form (9) durch p; teilbar sein soll, so muss

A(z)=o0 (modd p, @i(x))

sein. Denn wenn dies nicht der Fall wire, kénnte man solche Polynome B(z)
und C(z) bestimmen, dass

A(z). B(z) + ¢i{z) . C{x) =1 (mod p),

woraus sich fiir x =9 ergibt

A(9).B(9)=1 (mod p),

Acta mathematica. 44. Imprimé le 20 novembre 1923, 34
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was nicht moglich ist. Auf Grund dieser Bemerkung folgt, dass es mindestens
p™ inkongruente Zahlen (mod ;) gibt, und der Grad von p; kann daher nicht
kleiner als m; sein.

Man kann nun zeigen, dass der Grad von p; immer durch m; teilbar sein
muss. Es sei ndmlich ¢(x) eine Primfunktion, welche (mod p) in f(z) aufgeht,
und p ein Primideal, wofiir

p(9)=p=o (mod p).
Wenn dann f den Grad von p bezeichnet, so ist

Ny=p.

und alle ganzen Zahlen « des Korpers geniigen der Kongruenz
w’— w=o0 (mod ). (15)

Sei jetzt II(x) das Produkt aller Primfunktionen F(z) (mod p), deren Grade
Teiler von [ sind; dann ist bekanntlich

M(z)=2z" —z (mod p).
Nach (15) ist aber auch

9ol — 9=¢ (mod p),
folglich gibt es unter den Primfunktionen F(x) eine derart, dass
F(9)=o (mod p),
und nach den fritheren Bemerkungen muss man dann notwendigerweise
F(x)=o0 (modd p, ¢(x))
haben. Da aber F(x) selbst eine Primfunktion ist, folgt
F(z)=¢(x) (mod p),
und dahér ist der Grad m von ¢(z) ein Teiler von f, also auch

Np — pe‘m’

wo e eine ganze Zahl ist.
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§ 6. Erste Verallgemeinerung der Dedekindschen Untersuchungen.

Die letzten Untersuchungen gestatten schon unter Anwendung des Satzes 16
die Bestimmung der Primideale von p in allgemeineren Fillen als die Dedekind-
schen Untersuchungen.

Es sei

fx)=gp,(@)h. g, ()% ... @ (x)" (mod p) (16)

die Primfunktionzerlegung (mod p) von f(z), und es werde vorausgesetzt, dass
die Hauptpolygone IL; der Entwickelungen (p,¢i(z)) simtlich geradlinig sind.
Die Projektion von I; auf die X-achse wird dann [;, und die Projektion
auf die Y-achse soll k; sein, wo weiter vorausgesetzt werden soll, dass k; zu
l; relativ prim ist. Nach Satz 15 ist offenbar der Fall von Dedekind in diesem
allgemeineren enthalten.

Nach § 4 gibt es nun immer mindestens einen gemeinsamen Primidealfaktor
p; fiir p und @;(9), und nach Satz 16 muss dieser in einer Potenz in p aufgehen,
wo der Exponent ein Multiplum von [; ist, also etwa in der Potenz «; . ;. Weiter
ist- aber nach § 4

Np; = p'™,

wo f; eine ganze Zahl ist. Es soll nun gezeigt werden, dass es nur ein einziges
solches Primideal p; fiir alle ¢ gibt. Man hat namlich

p = p(]u.ll ) pl;g.[ﬁ ...... p:rlr ’P’ (17)

wo das Ideal P durch alle Primideale von p teilbar ist, welche von p,, p,, ... pr
verschieden sind. Es soll aber nun gezeigt werden, dass P in der Tat das Ein-
heitsideal ist, also NP=1. Denn nimmt man auf den beiden Seiten von (17)
die Norm, so kommt

p”= p.}'y.i.mi.li-NP, (18)

wo der Kiirze wegen

vi=oi . fi>1

gesetzt worden ist. Dies zeigt aber, dass man immer y; = 1 haben muss, denn

es ist doch
r
n= Ym;.l;,

i=]
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und wenn daher einige der y; grosser als 1 wiren, so wiirde in (18) die rechte
Seite durch eine hihere Potenz von p als die linke teilbar. Weiter folgt aus (18),
dass NP =1 ist.

Es ist folglich bewiesen, dass

p=yh.pk. .. ph, (19)

die Primidealzerlegung von p ist. Fs bleibt also nur iibrig, die Primideale p; als
grosste gemeinsame Faktoren von Hauptidealen darzustellen. Nach Satz 16
folgt aus (19)

Pi(9) =9 O,
wo @ zu p relativ prim ist. Es soll nun die Bezeichnung
ILi(x) = @ (x)2 ... i (@)1 gipa(@)5+0 .. )y

eingefithrt werden. Weiter kann man, da I; zu h; relativ prim ist, solche ganze
rationale positive Zahlen z; und y; bestimmen, dass

hixi—li.yi=1. {20)
Dann ist

)"

T — I, (9)%. %‘;
eine ganze Zahl. Denn II;{9) ist nach § 4 durch alle Idealteiler von p teilbar,
welche zu ¢i(9) relativ prim sind. Das Primideal p; dagegen geht in p¥ in der
Potenz p'¥i auf, wihrend ¢:(9)% genau dureh phe- o teilbar ist. 7' ist daher nach
(20) eine ganze Zahl, welche genau durch p; in der ersten Potenz teilbar ist.

Man hat daher
y=(p, 9:(9), T)

und kann den Satz aussprechen:
Satz 19. Es ses
fe)=g,(xf...... ¢+ (@)’ (mod p)

und die Hauplpolygone der Entwickelungen (p, @i(x)) seien samtlich Geraden mit

den Neigungen Tf: wo h; zu l; relativ prim ist. Man bestimme x; und y; derart, dass
1

i hi—yi . li=1,
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und selze
I3 I3 J
Hi(z) = ¢k ... @1 @i+l | T,
i(z) = ¢} P:21Pin 7,

Dann 1st

p=ph.ph.. . pr

wo das Primideal p; den GQrad m; hat und

gyVs (p‘l:('g)ti
oy 20

pi—= (p, 2:(9), ITi(
P

ist.

Wenn hier fiir alle ¢ entweder I; =1 oder #;=1 ist, kommt man zu dem
Falle von Dedekind, und man leitet aus Satz 18 ohne Schwierigkeiten die Dede-
kindschen Ergebnisse ab. Denn wenn in diesem Falle p; ein gemeinsamer Primi-
dealteiler von p und ¢;(9) ist, so geht dieser entweder in p oder in ¢;(9) in
genau der ersten Potenz auf, und man hat daher

pi = (p’ (/)0(3))

§ 7. Ein geradliniges Polygon.

Es soll nun allgemein der Fall behandelt werden, dass alle Hauptpolygone
in den Entwickelungen (p, ¢i(z)) Geraden sind. Um aber diese Verhiltnisse ganz
klar zu machen, werde ich zunichst den einfachsten Fall behandeln, dass f(x)
(mod p) nur durch eine einzige Primfunktion ¢(z) teilbar ist, also

f@)=g(2) (mod p) (21)
und das Polygon (p, ¢(z)) eine Gerade L ist.
Sei
h e.x u
I e.2 1

die Neigungszahl fiir L. Nach § 5. II kann man

0 %%

f@) = p(@) + 4,(z). pL . @)1+ 4,(2) . pL. @@ 2+ + As(2) . p
annehmen, und man hat dann mit den friiheren Bezeichnungen
f@)=p(x) + B,(x) . p* . p@)~* + - + Bo(x) p* (mod L)

Bi(x) = 4in(x)  B.(z)z=0 (modd p, ¢(x)).



270 Oystein Ore.

Weiter sei

f@)=f.(2) . [,(2) ... fs(x) (mod L) (22)

die Primfunktionzerlegung von f(z) (mod L), wo

fi(@) = ()" " + OV (@) . p* (@) STV o 4 OO () L pT (23)

und daher
n=m.A(g +te+- - +e&).

Es soll nun die Voraussetzung gemacht werden, dass in (22) alle Primfunk-
tionen (mod L) verschieden sind.
Nach (z1) ist
@(I) =0 (mod p),

und alle Primidealteiler von p gehen also in ¢(9) auf. Sei p ein Primidealteiler
von p, 8o ist
p=p.y
; (24)
(/)(3) = Pt - P

wo die Ideale p, und p, nicht durch p teilbar sind. Nach Satz 16 ist dann

s A
iz
oder
s.u=1t.A.

Aus dieser Gleichheit folgt, dass die Zahlen p* und ¢(9)* durch dieselbe
Potenz von p teilbar sind. Daher ist, weil dies fiir alle Primidealteiler von p
richtig ist,

() P (I
0(9) = "—=-, H(IF="T--"-
( ) P ( ) ph

eine ganze Zahl des Korpers, und diese Zahl ist ausserdem zu p relativ prim.
Wenn man (24) in die Gleichung f(9) = o einsetzt, so sieht man ein, dass
alle Glieder in f(x), deren reprisentierende Punkte auf L liegen, genau durch

ps,tht.l

teilbar werden miissen. Alle iibrigen Glieder in f(x) werden gewiss durch héhere
Potenzen von p teilbar.
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Es soll nun f(9) durch p* dividiert werden, und man erhilt

i Y,(3, 0(9) . Y,(I, 0(9) ... Y (I, 0(9) + M (9), (25)
WO
Yile, y) =y + 0P (@) .y 4+ + COl)
und daher
%9, 0(9)) = f‘if“’,), =6(9%+ CHI) 09 4+ CO). (26)
P i

In (25) ist weiter

M{(9)=o0 (mod p)
fir alle Primidealteiler von p und daraus folgt weiter aus (25), dass das Produkt

durch alle Primidealteiler von p teilbar sein muss, eine Tatsache, die man auch
einfach aus dem Satze 1; ableitet. Der Kiirze wegen ist hier

Flz, y) =, (x, 9) ... ¢slw, y)
gesetzt worden.
Es soll nun das Ideal

0 =[p, ¥3(9, 6(9))]

untersucht werden und zwar erstens gezeigt werden, dass q; kein Einheits-
ideal ist.

Anstatt der natiirlichen Ordnung
f1, 9, ...971],
welche in § 4 untersucht worden ist, sollen bier alle ganzen Zahlen von der Form
49, 0(9)) = A4,(9). 0(9)~1+ 4,(9).0(9)~ 2+ -+ 4.(9), (27)

untersucht werden, wo die 4;(9) beliebige Polynome in 9 sind.

Es soll nun erstens untersucht werden, wann eine solche Zahl durch alle
Primidealteiler von p teilbar sein kann. Es sei jetzt 4 (9, 6(9)) eine gegebene Zahl
von dieser Kigenschaft. Man kann dann den grossten gemeinsamen Faktor
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B(z,y) von A(z,y) und F(z,y) (modd p, ¢(2)) bilden und nach § 1. I ist es
immer méglich solche Funktionen C(z, y) und D(z, y) zu bestimmen, dass

Clz,y). Flz,y)+ D(z, y) . A(z, y)=B(=z, y) (modd p, p(z)).

Daraus folgt sofort, wenn z =39,y =60(3) gesetzt wird, dass auch B(3, 6(3))
durch alle Primidealfaktoren von p teilbar sein muss. Ohne der Aligemeinheit
zu schaden, kapn man nun annehmen, dass in B(9, 6(9)) der hichste Koeffizient
fiir 0(9) gleich 1 ist. Denn wire er etwa B, (9), so kann man immer. ein C,(x)
derart finden, dass

Co(z) . By(x)=1 (modd p, p(x))
ist, und die obige Kongruenz mit Cp(x) multiplizieren. Man kann also
B, y)=y*+C (@) .y 1+ 4+ Ce(®)
annehmen, und daher ist
pe-*. Bz, 0(x)) = B'(z) = p(a)*-* + O, (x) . p*@p(x)e—V4 4 ... 4 Co(x) . p*-*.
Es wird jetzt die Gleichung
Brte .Br-l14...te,=o0

gebildet, welcher die Zabl B(3, 6(3)) geniigt, wo nach Satz 18 alle ¢; durch p
teilbar sind. Diese Gleichung zeigt aber wegen der Irreduzibilitit von f(x), dass
eine Identitdt

Bz, 0(z))*+ e, . B(z, 0(x))* 1+ + e, = f(x) . g{x) (28)

besteht. Wenn diese Identitit mit p®-*-» multipliziert wird, geht sie in die
ganzzahlige Gleichheit

B) +e .ptx. B )"+t en. e = f(x) . g,()

iiber, und hier hat die linke Seite (p, ¢(x)) das Polygon L und ist (mod L)
kongruent
B ().

Daher hat auch die rechte Seite das Polygon L, und wegen der Eindeutigkeit
der Zerlegung (mod L) sieht man ein, dass B'(z) (mod L) durch f(x) teilbar ist.
Daraus folgt aber weiter, dass B(z, y) (modd p, ¢(x)) durch F(z, y) teilbar sein
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muss, und da A4(x, y) nach (27) hochstens vom Grade e— 1 ip y ist, muss
man
A(r)=4,@)=:=A.(x) =0 (modd p, p(z)) (29)
haben.
Daraus folgt leicht, dass ein Ideal a; nicht das Einheitsideal sein kann.
Denn wenn o; ein Einheitsideal wire, miisste schon das Produkt

Y9, 0(9) ... Yia(3, 0N Vi (9, 0(9) ... Ys(9, 6(9))

durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, was nach dem eben Bewiesenen
nicht moglich ist.

Es sei daher p; ein Primideal, das in a; aufgeht. Wenn eine Zahl von der Form
(27) durch p; teilbar sein soll, muss die Funktion A(z, y) (modd p, ¢(x)) durch
Yi(x, y) teilbar sein. Denn wenn dies nicht der Fall wire, konnte man solche
Funktionen B(x,y) und C(z, y) bestimmen, dass

Az, y). B(z, y) + ¥i(z, y) . C(z, y)=1 (modd p, ¢(x))
und folglich
A9, 6(3)). B(9, 6(3))==1 (mod ;)

wire, was offenbar nicht mdoglich ist.
Dies zeigt, dass es unter den Zahlen (27) immer mindestens p“ ™ inkongruente

fir das Ideal p; gibt, und daher ist der Grad f; von p; sicher nicht kleiner
als ¢.m.

fi ist nach § 4 immer durch m teilbar, also etwa f; =¢;.m. Man kann aber
weiter zeigen, dass e; immer durch ¢ teilbar sein muss. Denn da jede ganve
Zahl des Korpers der Kongruenz

e;.m
w?' " —w=o (mod ;)

geniigt, so ist auch
0" ™ —0(9) =0 (mod p;).
Nach Satz 2. I ist aber

kongruent dem Produkt aller Primfunktionen H(z, y) (modd p, ¢(x)), deren Grade
Teiler von ¢; sind. Es muss daher eine solche Primfunktion H (z, y) geben, dass

H(3, 0(9))=o0 (modd ),

Acta mathematica. 44. Imprimé le 21 novembre 1923. 35
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und daraus folgt nach den, fritheren Bemerkungen, dass H(z, y) (modd p, ¢(z))
durch y;(z, y) tejlbar und, da diese Funktionen beide Primfunktionen sind,

H(z, y)=Yi(z, y) (modd p, ¢(x))

sein muss, also beide von demselben Grade sein miissen, und daraus folgt sofort,
dass ¢ ein Teiler von ¢; ist.
Man hat daher

vaiz pui.ei.m’

wo «; eine ganze Zahl > 1 ist. Weiter geht p; in p in einer Potenz auf, deren
Exponent ein Multiplum von A ist, und folglich wird das Ideal

Pr=(p P .. P

sicher ein Teiler von p. Hier ist

s
m.}..zai.si‘

Np'=p ', Np=p~,
und es muss
n>m. A (o, .6, 4,6+ + as. &)
sein. Da aber
n=m.Al{e,+e,+ -+ &
ist, muss notwendigerweise

o =0, =" =(g=1
sein, und da dann N¢p = p* wird, muss auch

p=(P; -, ... 0"

die Primidealzerlegung von p sein.
Daraus folgt nach Satz 16, dass auch

(/7(19)=(P1-P2 ps)”~m;

wo das Ideal @ zu p relativ prim ist.

Es soll nun das Primideal p; bestimmt werden. p; war ein Teiler des Ideals
q;; dieses Ideal kann aber nicht durch andere Primideale teilbar sein, denn sonst
wiirde man nach den obigen Schliissen N p> p erhalten, was offenbar nicht
moéglich ist. Es muss daher a; eine Potenz von p; sein.
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Man bestimme nun die positiven Zahlen z und y derart, dass
r.oxu—y.A=1
ist, was immer moglich ist, da x zu A relativ prim ist. Dann wird die Zahl

P(I)*

py
ganz und durch jedes Primideal p; genau in der ersten Potenz teilbar. Denn p; geht
im Zghler genau in der Potenz z.x und im Nenner in der Potenz y .4 auf, und
da xz.x>y .4, ist die Zahl ganz und, wie man leicht sieht, durch p; genau in der
ersten Potenz teilbar. Man erhilt daher fiir p; die Darstellung:

p = (p, -‘f-’«%f,f (9, 0(9))).

Man kann die Resultate folgendermassen in einem Satze zusammenfassen:
Satz 20. Set

f(z) =p(x) (mod p)

und das-Polygon (p, p(x)) etne Gerade L von der Neigung ; und

f(x)zfx(x) fz(x) .. fs(x) (mod L),

wo alle Primfunktionen fix) verschieden sind und f;(x) vom Grade &.m in x vsl.
Dann-hat man fiir p die Primidealzerlegung

p=(P, . Py ... 0s)".

Das Primideal v; ist vom Grade & .m und durch

bestimmt, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen x und y die Gleichung
x.u—y.A=1 erfillen.

Dadurch ist der einfachste Fall erledigt, und man sieht ein, dass es {iir diese
Seite gewisse Primideale gibt, deren Produkt in der At Potenz in p aufgeht.
Ein ganz analoges Verhiltnis hat man, wenn das betrachtete Polygon mehrere
Seiten besitzt und wenn gleichzeitig mehrere Polygone vorkommen. Die Unter-
suchungen in diesem Paragraphen beruhen hauptsichlich darauf, dass die Zahlen
0(9)' ganz sind. Bei allgemeineren Polygonen kommt die Schwierigkeit hinzu,
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dass die fiir jede Seite entsprechend gebildeten Zahlen nicht mebr ganz werden
und daher das hier angewandte Schlussverfahren modifiziert werden muss. Unter
den Voraussetzungen des nichsten Paragraphen kann diese Schwierigkeit ziemlich
einfach liberwunden werden, erst im nichsten Kapitel wird gezeigt, wic man
unter den allgemeinsten Voraussétzungen vorgehen kann.

§ 8. Geradlinige Polygone im Aligemeinen.

Nachdem der Fall behandelt worden ist, dass f(z)} (mod p) nur durch eine
Primfunktion teilbar und das Polygon (p, ¢(z)) eine Gerade ist, tiberfiihrt man
dieses Resultat ziemlich analog auf den Fall, dass

f@) =g, (@) . p,(x)= ... g (2) (mod p)

und das Hauptpolygon (p, ¢i(x)) fiir alle ¢ eine Gerade L; ist. %’=}]£' sei die
[ £

Neigungszabl fiir L;. Man bestimmt die Primfunktionzerlegung von f(z) (mod L;),
und es soll angenommen werden, dass die Primfunktionen

19(2), [9(2), ... [(=)

alle (mod L;) verschieden sind und der Grad von /j(.i)(x) in ¢;(x)" gleich e:.i’ 1st.

Es sei nun der Kiirze wegen ¢;(x) = ¢(z) gesetzt und
H@)=r().p(x) (mod p), (30)

wo 7 (x) zu @(x) (mod p) relativ prim und das Hauptpolygon L zu f(z) (p, ¢{x))

geradlinig und von der Neiguungszahl % ist. Aus (30) folgt

f(@)=I(x). O (z) (mod ph+'), (31)

wo O(zx)=@(z) (mod p). Die Zahl IT1(3) ist daher durch alle Idealteiler von
P+ teilbar, welche zu ¢(9) relativ prim sind. Es soll nun

P

gesetzt werden, aber diese Zahl ist nicht wie in-§ 7 ganz. Die Zahlen

1(9) . 0(9) = TL(9) . (‘f—;izl)i)e (=1,2,...¢) (32)
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sind dagegen alle ganz. Denn wenn p ein Primideal ist, wofir
P=p.p, p(I)=¥.p,
so ist §=§, und daraus folgt, dass die Zahlen (32) alle ganz und nicht durch

p teilbar sind.
Sei nun
O(z)=/f,(2) ... ft(2) (mod L),

wo
fi(@) = ()74 + 09 (@) . p* . (@) TV 4+ O (@)
Wenn man dann die Kongruenz (31) durch p* dividiert, erhdlt man

%%) =, (3, 0(9)) ... (9, 0(9)) . I1(I9)+ M (9),

wo M (9) durch alle Primidealteiler von p teilbar wird, und daher hat auch die Zahl

I(9) Y, (9, 6(9) ... Yu(I, 6(9))

diese Eigenschaft. Dabei bedeutet

Vi@, y) =y +CO@) .y 4 + O (a),
und weiter soll
F(xs y)=w1(x’ y) e lpt(x’ y)
gesetzt werden.
Es sollen nun alle Zahlen von der Form

1(9). A(9, 0(9) =I1(9) (4,(9) + 4,(9) . 0(9) + -+ + 4ea(9) . 0(9)1)  (33)

untersucht werden, wo die 4;(9) Polynome in ¢ bedeuten. Diese Zahlen spielen
fiir diese Untersuchungen eine ganz analoge Rolle wie frither die Zahlen (27).
Speziell soll untersucht werden, wann eine Zahl IT(9) A(39, 6(9)) durch alle Prim-
idealteiler von p teilbar sein kann, und da diese Zahl immer durch alle Primideale
von p teilbar ist, welche nicht in ¢(3) aufgehen, bleibt nur iibrig zu unter-
suchen, wann eine solche Zahl durch alle Primidealteiler von (p, ¢(9)) teilbar ist.

Die Zahl (33) sei nun durch alle Primidealfaktoren von p teilbar. Man
bildet dann den grossten gemeinsamen Faktor B(x, ) (modd p, ¢(x)) von A (x, y)
und F(z, y) und bat

Ax,y).C@, y)+F(z,y). Dz, y)=B(z, y) (modd p, ¢(z)),
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wo die Funktionen C(z, y) und D(z, y) immer bestimmt werden kénnen. Wenn
diese Kongruenz mit I1(x)? multipliziert und x =9 gesetzt wird, folgt, dass auch

I} (9) . B(3, 0(9))
durch alle Primideale von p teilbar ist, und daraus folgt ohne Weiteres, dass
b=11(9).B(9, 6(9))

diese Eigenschaft besitzt. Man kann hier wie frilher annehmen, dass B(z, y)
von der Form

Blx,y) =yt + C (x) .y + -+ Ce(2)
und dahber

p* . Blz, 0(x)) = B'(z) = p(x)*-* + C\(x) . p*. p(x)e=V7 + . + Cpfx) . p*- *

ein Polynom mit dem Polygone L (p, @(x)) ist.
Man bildet nun die Gleichung

b* b7t eyt ey =0,

welcher b geniigt und welche besagt, dass eine Identitdt
I(z)*. Bz, 0@)* + - + ex = f(2) . g()

besteht, wo nach Satz 18 alle e; durch p teilbar sind. Wenn diese Identitat mit
pe-*-» multipliziert wird, geht sie in

O(@). B@)"+e .p~* M@=t B@)=1 + - 4 pt-*m = f(2) . g, (2)

iiber, und wie man leicht einsieht, hat hier die linke Seite das geradlinige
Hauptpolygon L und ist kongruent B'(z)* (mod L). Fiir die rechte Seite muss
das Hauptpolygon (p, ¢{z)) daher auch gleich L sein, und es folgt, dass B'(z)
(mod L) durch das Produkt f,(x).f,(z)...f:(x) teilbar sein muss. Dies ist
aber nur méglich, wenn B(z, y) (modd p, ¢(x)) durch F(z, y) teilbar ist, und dies
zeigt natiirlich, dass in A(x, y) alle Koeffizienten kongruent Null (modd p,
@(z)) sind. Eine Zahl von der Form (33) kann also nicht durch alle Primideal-
faktoren von p teilbar sein, ausser wenn

Ay@)=4,(@) = Zde1(x)=0 (modd p, p(z)).
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Es sollen nun die Ideale

a=(p, p(9), II(I).¢;(9, 6(9)

untersucht werden und zwar soll erstens gezeigt werden, dass ; nicht das Ein-

heitsideal sein kann. Denn wiire Wi (3, 0(9)) . I1(:9) zu (p, ¢ (I)) relativ prim, so
wire schon

ONY, .. ¥y Y. . P

durch alle Primideale von p teilbar, was nach dem Bewiesenen nicht méglich ist.
Es sei daher p; ein Primideal, das in a; aufgeht. Eine Zahl

1(9) . A9, 0(9))

kann dann nicbt durch p; teilbar sein, ausser wenn 4 (z, y) (modd p, ¢(x)) durch
Yi(x, y) teilbar ist. Denn wenn dies nicht der Fall wire, kinnte man solche
Funktionen C(x, y) und D(x, y) bestimmen, dass

A(w,y).Clx, y)+ Y(x, y) . D=, y) =1 (modd p, p(x)),
woraus durch Multiplikation mit IT(z)® und fiir z = 9, y = 0(9) folgt:
I(9) . A(9, 0(9) . I(9).C(I, 6(9)= M (9)® (mod p;),

was offenbar nicht mdglich ist, da II(9) nicht durch p; teilbar ist. Dies zeigt,
dass es (mod p;) mindestens p% ™ verschiedene inkongruente Zahlen gibt und
dass daher der Grad von y; nicht kleiner als ¢.m sein kann, also etwa
fi=¢.m+ ¢ ist, wo g;> o0 ist.

Nun gehﬁ p; in p in mindestens einer Potenz 4 auf, und daher ist das Ideal

P=pi.p...0
gewiss ein Teiler von p. Hier ist

NP-—'= 79ZZ.'(ej.m+gj) — pn:’
und da
t"
m.i. Ze,--:m.l

=1

ist, muss’ man »' > m .l haben, wo das Gleichheitszeichen nur dann vorkommen
kann, wenn alle g; verschwinden.
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Wenn nun diese Untersuchungen fiir alle Primfunktionen ¢;(x) richtig sind,
kann man fiir alle ¢ solche Ideale P; bestimmen, die Teiler von p sind, und da
diese P; alle zu einander relativ prim sind, so ist auch

p=P,.P,...P,

ein Teiler von p, und es ist

Da aber fiir alle ¢ #';>m;.l;, so wird auch

zsn';izsm;. l;=mn,

t==1 i=1

withrend man doch immer, weil p' ein Idealteiler von p ist,

haben muss, Es bleibt daher nur die Méglichkeit iibrig, dass
2ni=n (34)

ist, und daraus folgt, dass die Ideale p und p' gleich sein miissen, und folglich
ist die Primidealzerlegung von p durch

p=P .P,... P,

) )
Pi=(p®. p ... piyH (35
bestimmt. '
Die Gleichung {34) kann nur dann erfiillt sein, wenn immer »' = m .1 fiir
alle Primfunktionen ¢;(x) ist, und daraus folgt, dass alle g; verschwinden miissen,

und es ist folglich
wodurch der Grad von p;.") bestimmt ist.

Man kommt jetzt zu der Aufgabe, das Primideal pj(.i’ zu bestimmen. Das Ideal

o = [p, :(9), M:(9) . ¥ (9, 6:(9))]
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war durch pj(.i’ teilbar, und aus den obigen Schliissen folgt, dass af’ nicht durch
andere Primidealteiler von p teilbar sein kann. a;.i)

von p;.') sein.

muss daher eine Potenz

Man kann den Ausdruck dieses Ideals etwas umformen, indem man beriick-
sichtigt, dass in dem Ausdrucke
129
T

J‘ )
P 3

I,(9) . (9, 6:(9)) = IL(9)

der Faktor II;(%) nur zugesetzt worden ist, um eine ganze Zahl zu erhalten.
Man kann daher anstatt II;(J) jede andere ganze Zahl o« anwenden, wenn nur ¢

e(i} %3
zu ¢;(9) relativ prim und durch alle Idealteiler von p7 " teilbar ist, welche zu
@i(J) relativ prim sind. Wenn daher wie in (30)

fz) = ui(x) . i) (mod p)

ist, wird die Zabl m;(9) zu @i(9) relativ prim und durch alle Idealteiler von

p teilbar, welche zu @;(9) relativ prim sind. Mapn kann daher die Zahl
@, )
(97 ™ als eine Zahl ¢ anwenden und erhalt fiir a;.') die Darstellung

.
J

o =g, 90, a7 uP (9, 0:09).

Es soll nun eine Zahl bestimmt werden, welche genau durch p](.i) in der
ersten Potenz teilbar ist. Aus der Primidealzerlegung von p folgt, dass man
nach Satz 16 auch

Pi(9) = (3D 0o . pg")”i L D;

hat, wo das Ideal @; zu p relativ prim ist. Man kann nun immer zwei positive,
ganze rationale Zahlen a; und ¥; derart bestimmen, dass

x,-.z,-—y,-.fti——— I
ist. Dann ist die Zahl

{ 9Y%i

i (FYE - (P?’D;?—

p 2

eine ganze Zahl, welche genau durch pj(.') in der ersten Potenz teilbar ist. Denn

ein Primidealteiler von p, der nicht in ¢(9) aufgeht, wird sicher in 7=;(9) auf-
Acta mathematica. 44. Imprimé le 21 novembre 1923. 36
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gehen, Ein Primidealteiler pj(.i) (j=1,2,...%) geht im Zihler genau in der
Potenz «;.x; und im Nenner genau in der Potenz a;.%; auf, also in der Zahl
tiberhaupt genau in der ersten Potenz. Daraus folgt, weil a](.i) eine Potenz von
G -

ist, dass

b;

. (9% &
By = (p, gi(9), s (9% VI 050 g9, 0it9))
p 2
wird.
Man kann dann den folgenden Satz aussprechen:

Satz 27r. Es se:
fay=p, (). g () .. . py(x)'s (mod p)

und die Hauptpolygone (p, ¢:(x)) seien alle Geraden L; mil den Neigungen
z f&(x), f9(=) ... /t(:)(x) seien die samtlichen Primfunktionen von f(x) (mod L;);
diese sollen alle verschieden vorausgeseizt werden und der Grad vom [i¥(z) in
¢ ()" soll gleich e;i’ sein. Weiter soll

ls

i (X)) =@ (x)2 ... r;),-_l('ar;)""_I (pﬁ‘;‘i’ (®) ... ¢ (:&)

gesetzt werden. Dann ist

p=P, .P,. .. P,

wo das Ideal P; die Primidealzerlegung

Pi=(p@ i .. pP)

i

hat. Das Primideal v ist vom Grade &”.m; und durch
J J

0 [ us Qi (9 >i s(.i).w 19 3
= (s u(), (0" PO atoys e

\ pi ’l«/
bestimmit, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen x; und y; durch x; . #;—yi. A =1
bestimmt sind.

Durch diesen Satz ist allgemein der Fall erledigt, dass die Polygone Geraden
sind. Man hétte natiirlich diesen Satz aus den folgenden allgemeineren Siitzen
ableiten konnen, aber ich habe hier den Satz besonders abgeleitet, weil er in
so engem Zusammenhange mit den Dedekindschen Untersuchungen steht, und

auch, um an diesem einfacheren Falle die folgenden Untersuchungen klarer
zu machen.
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Kap. 4. Willkiirliche Polygone.

§ 1. Bezeichnungen und Hilfsgrissen.

Ich gehe jetzt dazu iiber, den allgemeinen Fall zu behandeln, dass alle
Polygone (p, ¢(x)) aus einer beliebigen Anzahl von Seiten bestehen. Es sei

f(x) = w(x) . p(x)* (mod p), (1)

und es sollen die gemeinsamen Idealteiler von p und ¢(9) untersucht werden.
Fir das Polygon 8 (p, ¢(x)) sollen die Bezeichnungen des Kap. 2 angewandt
werden. Die Neigungszahlen dieses Polygones sind dann

hi ei.w % .
b et O S S

wo x; zu A; relativ prim ist und k& die Anzahl der Seiten bedeuntet. Hier ist
L+l 4+ + =1,
und fiir die Neigungszahlen hat man

Ay Ak

x"< <...<1k. (2)

iR,
Es sollen nun die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt werden:
fil@) = @) + Sin(@) . P4 (@) T b Sigla) Y (=12, 8 (3)

sei der Faktor, welcher der ste® Seite L; in der Zerlegung von f(z) (mod S) ent-
spricht. Weiter sei
. . (i)
() == 10 () 10 () L0 d L
/1 (x) —-/1 (x) . /2 (x) N t; (x) (mo Ll) (4)
die Primfunktionzerlegung von f;(x) (mod L;), wo
LD &9

. LA i s e{i)—l Ii 3 . %4
1 (@) = pl2)7 +S,‘-,i<x>.pz.(p(x>(J )’ toot 80 ) L p (s)
"%

ist und die Primfunktionen /;i)(x) alle verschieden sind. Weiter soll

Fi, y) =y +8i1(®) . g%+ + 8 () )
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gesetzt werden, und aus (4) folgt dann, dass man auch

. (3)
; (1) i .
Fi(x, )= ¢, ) ... ¥ (2, ) (modd p, ¢(x)) (7)
hat, wo
) (]

i £, e, '—1
O,U;.)(x, y)=yI +81().y7

o+ 800 (@) (8)
"y
ist.
Wird hier auch

Ai
() = 22

(]

eingefiihrt, dann leitet man aus (3) und (6) ab
’(L(fﬁl = Fi(, 0; (%) = 0:(x)% + Si1(x) . 0: (@)% + -+ + 8 ;)
p T

und ebenso aus (5) und (8)

S

s(.i) ) ] 3
5 =W (@, 6i(@)) = bi(z)7 + 8\(2) . O,(x) 4+ S;’)s(n(x)-
« XK ? j

Fiir die folgenden Untersuchungen sind nun verschiedene Hilfsgrissen
wichtig, die hier bestimmt werden sollen. Nach (1) ist

p(IN. (I =o0 (mod p),

und die Zahl 7(9) ist daher durch alle Idealteiler von p teilbar, welche zu ¢(9)
relativ prim sind. Wenn aber p ein gemeinsamer Primidealteiler von p und ¢(9)
ist and p genau durch p*, ¢(9) genau durch p¢ teilbar ist, so ist nach Satz 16

s.#i=1.4, (9)

wo ¢ eine der Zablen 1,2, ...k ist. Wenn nun fiir p die Gleichung (¢) erfiillt
ist, soll p ein Primideal der i*» Seite des Polygones (p, ¢(x)) genannt werden.
Es soll jetzt gezeigt werden, dass die Zahlen

(2_(_3)1. A1

{9y, 0, (9) = (I) = pr

(10)

alle ganz sind. Dies folgt einfach indem man zeigt, dass alle 1dealteiler des
Nenners p*= auch im Zghler aufgehen. Nach der fritheren Bemerkung geht ein
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Primideal p, das gleichzeitig in p und 7= (9) aufgeht, gewiss ebenso oft im Zihler
wie im Nenner auf. Ist dagegen p ein Primideal, das gleichzeitig in p und ¢ (9)
aufgeht und das zur ersten Seite gehdrt, wofiir also

$.un,=1.2

ist, dann wird ein solches Primideal genau so oft im Zihler wie im Nenner
aufgehen, und wenn die Zahlen (10) ganz sind, konnen sie also nicht durch
ein Primideal der ersten Seite teilbar sein. Ist zuletzt p ein Primideal der ste®
Seite, +> 2, so hat man nach (2)

i

l—‘s~gr>e-
Y

oder

1.t A >i. 8. %,

d. h. p geht im Zahler in einer héheren Potenz als im Nenner auf. Aus diesen
Eigensehaften der Zahlen (10) leitet man einfach ab:
Die Zahlen

a(ptatl (9 (i=1,2,...€ +1)

sind alle ganz und durch alle Primidealteiler von p letlbar ausser solchen, welche in
@(2) aufgehen und zur ersten Seite gehoren.
Daraus folgt weiter, dass die Zahl

7T (9)h1+m+1 . %}gj =71;(3)hx+m+1 (01 (19)91_;. Sl,l('-?) . (}‘ (3)81—1 4 Sl,el(il})) (II)

auch ganz ist, und nach Satz 17, dass diese Zahl durch alle Primidealteiler von

p teilbar ist, welche in ¢(9) aufgehen und zur ersten Seite gehéren. Wenn p

ein gemeinsames Primideal von p und ¢(9) ist, das zur ¢*® Seite gehort, i> 2,

so kann diese Zahl (x1) nicht durch ein solches Primideal teilbar sein, denn in

(11) sind alle Glieder ausser dem letzten durch p teilbar. Es ist daher bewiesen:
Die Zahl

Tl (0) — yc(g}hﬁmi—l . %}2?)

ist ganz und durch alle Primideale von p teilbar, welche nicht in ¢(9) aufgehen
oder in @(3) aufgehen und zur ersten Seite gehdren, aber durch keine anderen Prim-
idealteiler von p.



286 Oystein Ore.

Diese Untersuchungen sollen nun durch den folgenden Satz verallgemeinert
werden:

Satz 22. Man kann eine solche Reihe von ganzen Zahlen des Korpers
Ty () =u(9), T(9), T,(9), ... Tr(9)

von der Eigenschaft bestimmen, dass T:(9) durch alle Primideale von p teilbar ist
ausser solchen, welche in ¢(9) aufgehen und zu den Seiten S;1,, Si+2, . .. Sy gehoren.

Der Satz soll durch vollstindige Induktion bewiesen werden, indem man
beachtet, dass die Zahlen 7',(%) und 7, (9) von den gewiinschten Eigenschaften
schon bestimmt sind.

Es sei daher eine Zahl 7;_1(J) derart bestimmt, dass sie erstens ganz und
zweitens durch alle Primidealteiler von p, welche nicht in ¢(9) aufgehen, und
durch alle Primidealteiler von (p, ¢(9)), wofiir

s.wj=1t. 4 (J=1,2,...1—1),

aber durch keine anderen Primideale von p teilbar ist. Man kann dann die ganze
rationale, positive Zahl z;_; so bestimmen, dass die Zahlen

T ()51 00 — T ()%= T o et (x2)

w. %

alle ganz sind. Denn man kann z;_; so gross wihlen, dass alle Primideale, welche
gleichzeitig in p und T';_1(9) aufgehen, in T;_1(9)%-1 in einer héheren Potenz
als in p“ " aufgehen. Ein Primideal, das in ¢(9) aufgeht und wofiirs.»;=1¢.1;
ist, geht genau ebenso oft im Zihler wie im Nenner auf, und wenn daher die
Zahlen (12) ganz sind, konnen sie sicher nicht durch solche Primideale teilbar
sein. Wenn zuletzt p ein Primideal ist, das in {p, (9)) aufgeht und zur jte
Seite gehort, § > 1, so folgt aus (2)

oder

w.t.hi>s.7.u,

und p geht daher im Zihler in einer hoheren Potenz als im Nenner auf. Die
Zahlen (1z) sind also alle ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar,
ansser solchen, welche in ¢(9) aufgehen und zur i*" Seite gehoren.
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Daraus folgt, dass die Zahl
Ticy (951 Fi(9, 0;(9) =T 1 (9 =1(0;(9)% +

(x3)
+8:1(9). 0:(9)% 7 + -+ 8i e 9))

ganz sein muss, und diese Zahl ist durch alle Primideale von p teilbar, welche in
T;1(9) aufgehen, also solche, welche nicht in ¢ (J) aufgehen oder in ¢(9) auf-
gehen und zu den Seiten 8,, S,, ... 8;—; gehoren. Aus

Fi(9, 6:(9) = i)
p £

folgt nach Satz 17, dass die Zahl (13) auch durch solche Primideale teilbar wird,
welche zur ¢%*® Seite gehtren. Wenn zuletzt p ein Primidealteiler von (p, ¢{9))
ist, der zur j'@ Seite gehdrt, j >4, so geht dieser in allen Gliedern ausser dem
letzten von (13) auf, und folglich ist diese Zahl nicht durch y teilbar.

Man kann daher

Ti(9) =T (951, Fi(9, 6:(9))

setzen, womit der Beweis des Satzes 22 durchgefiihrt ist.
Aus dem Beweise sieht man auch die Richtigkeit des folgenden Satzes ein:
Satz 25. Die Zahlen

N (9 =T;y (9% 0:(9) (t1=1,2,...%) (14)

sind alle ganz, und N;(9) ist durch alle Primidealteiler von p teilbar ausser solchen,
welche in ¢p(9) aufgeken und zur " Seite gehoren.
Man kann leicht die Zahlen 7;(9) explicite darstellen, denn es ist

To(:)) == 7”‘('())7
T(9)=mw(9)y . F (3,0,9) x=h+=%+1,
T,(9) = w(9)®-= . F (9, 0,(9))= . F,(9, 6,(3)),

und daraus folgt im Allgemeinen
Ti(9) = ()™ % %=L F (9, 0,(9)™ T F, (9, 6,(9) 51 Fi(9,0:(9)  (15)

Dieser Formel zeigt, dass es eine solche Potenz 3¢ von p gibt, dass man,
wenn man 7;(z) mit p® multipliziert, ein Polynom erhilt, dessen Hauptpolygon
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(p, p(z)) aus ¢ Seiten besteht, die zu den 7 ersten Seiten des Polygones S von
f(x) parallel sind, aber eine andere Linge besitzen. Aus (15) folgt, dass man

O=2, . %y ... Tiy R+ Xy i1 By + X R+ R

setzen kann.

§ 2. Weitere Untersuchungen.

Es ist schon gezeigt worden, dass die Zahl

Ti(9N=T:i_s(9)7 1. Fi(9, 0:(9))=K; (9). (0:(9)+ 851 (9). 049%™ + - 4 8;, ,(9)), (16)

wo ,
Tio(2)5 = K (z), (17)

ganz und durch alle Primideale von p teilbar ist, welche in 7(9) aufgehen oder
in ¢(9) aufgehen und wofiir gleichzeitig s.%;=1¢.4; ist, wo § eine der Zahlen
1,2,...t bedeutet. Ebenso folgt aus Satz 23, dass die Zahl

K;(9) . 0:(9)

ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar ist ausser solchen, welche in
@(9) aufgehen und wofiir s.#;=1.1;. Die Zahl

Ki(9)2.0:;(9) . Fi(9, 6:(9))
und folglich auch die Zahl
K:(9).0:(9). F; (9, 6:(9)) (18)

werden daher ebenfalls ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar, Hier
ist zu bemerken, dass, wenn ¢ =k ist, schon die Zahl (z6) durch alle Primideal-
teiler von p teilbar wird.

Von jetzt an soll vorausgesetzt werden, dass in (4) alle Exponenten ej(.i)=1
sind, also f@(z) fiir alle ¢ nur verschiedene Primfaktoren {mod L;) enthalten

soll. Man hat dann

@)= @). 1P@) ... [(@) (mod Ly,

und durch Vergleichung der Gradzahlen erhilt man die Relation

t; .
Ai . 28;') = [; (19)

je=1
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Es sollen nun alle Zahlen von der Form
Ki(9).0:;(9) . A(9, 0:;(9)) =
Ki(9) . 0:(9) (A(9) . 0:(9) 7 + 4,(9) . 6:(9)F 7 + - + A45(9)  (20)

untersucht werden, wo die Koeffizienten A4;(9) Polynome in 9 sind. Es wird
hier ¢ <k — 1 vorausgesetzt, der Fall i — k soll spiter erwiihnt werden.

Man soll nun erstens bestimmen, unter welchen Bedingungen eine Zahl von
der Form (zo0) durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann. Aus § 1 folgt,
dass eine Zahl (20) immer durch alle Primidealteiler von p teilbar sein muss
ausser solchen, welche in ¢(9) aufgehen und zur s*® Seite gehoren.

Wenn in (20) alle Koeffizienten A;(z) (mod p) durch ¢(z) teilbar sind, also

A,(m)y=A4,(2)=-- = A4,(x)=0 (modd p, ¢(x)), (21)

so ist diese Zahl sicher durch alle Primidealteiler von p teilbar. Man kann
daher voraussetzen, dass in (zo) der erste Koeifizient, der nicht durch ¢(z) (mod p)
teilbar ist, gleich A4,_.(z) ist. Man kann dann ein Polynom C(zx) derart be-
stimmen, dass

C(z). Ae;—e(x)=1 (modd p, @()),
und wenn

C(x) . Ae;—c+j(x) = Bi(x) (modd p, p(x))
gesetzt wird, so folgt, dass auch die ganze Zahl
b=Ki(9).0:(9). B(9, 0:(9)) = Ki(39).0:(9)(0:(9)° + B(9).0:(9)* + -~ + By(9))
durch alle Primidealteiler von p teilbar sein muss. Hier kann offenbar auch

B,()zFo (modd p, p(x))
vorausgesetzt werden.
Dabei bedeutet

B(z,y) =y*+ B(x). =1 +-- 4 Be(x). p° ",
und folglich ist

B(z) =" . Bz, 0;(x)) = p(x)* % + B (). p . p(x)® ¥ 4 ... + Bo(2) . p°

ein Polynom mit dem geradlinigen Polygone L; (p, ¢(x)). Moglicherweise konnte
B(z, y) sich auf die Einheit reduzieren, indem es dann keine Primideale der
i*en Seite gibe.

Acta mathematica.  44. Imprimé le 21 novembre 1923. 37
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Man kann jetzt immer eine solche Potenz pf bestimmen, dass
pﬂ . K.(x) . B(:Z:, 0,(%)) = C(x) (22)

ein Polynom wird mit einem Hauptpolygone (p, ¢(x)), das aus ¢ Seiten besteht,
welche zu den i ersten Seiten des Polygones S von [(z) (p, ¢(x)) parallel sind.
A priorf ist es jedoch moglich, dass in C(z) die it Seite fehlt.

Man bildet nun die Gleichung

b te, bt t e =o,

Fig. 3.

welcher die Zahl b geniigt, und hier sind nach Satz 18 alle Koeffizienten e; durch
p teilbar. Diese Gleichung zeigt, dass eine Identitit

Ki(@)" . ()" . B(x, O:(x))* +

+e, Ki(@)=1 . 0: ()" . B(s, i(2)"=1 + - + e — (@) . g(2)
besteht. Wenn diese Identitit mit p™ ?*"* multipliziert wird, folgt nach (22)
C@y . @) " +e. Cap=t.p@H ™0 " 4t e p" P —f(2) g,(@), (23)

wo beide Seiten ganzzahlig sind. Das Hauptpolygon (p, ¢(z)) der linken Seite

von (23) soll jetzt bestimmt werden. Zu diesem Zwecke beachte man, dass
die Polynome

C @y, pf .C(z)n—1, .., pin-8 ._C’(x), pn-8 (24)

alle Polygone besitzen, die einander dhnlich sind, und nach (22) bestehen diese
Polygone aus 7 Seiten, welche zu den 7 ersten Seiten des Hauptpolygones von
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f(x) parallel sind. Dazu kommt noch eine Seite, die zu der X-Achse parallel
ist. Wenn man diese Polygone aufzeichnet, werden sie etwa so liegen, wie es in

Fig. 3 abgebildet worden ist, wo das Ahnlichkeitszentrum der reprisentierende
Punkt von pn-# ist.

Nun kommen aber in (23) nicht die Polynome (24) vor, sondern die Glieder
Claym. p(a) ™,

L Oyt (@)Y, LTV Cl) @), p" L (25)

Fig. 4.

Die Lage der Polygone dieser Polynome erhilt man aber leicht aus den Poly-
gonen - von (24) und aus Fig. 3, indem man beachtet, dass, wenn ein Glied mit
@(x)* multipliziert wird, dies eine Verschiebung der repriisentierenden Punkte
parallel der X-Achse nach links um eine Strecke o bedeutet. Ebenso be-
deutet die Multiplikation mit p” eine Verschiebung parallel der Y-Achse um eine
Strecke y nach oben. Wenn daher (¢, np) die Koordinaten des Ahnlichkeits-
zentrums in Fig. 3, also des gemeinsamen Endpunktes der Polygone von den Poly-
nomen (24) sind, so wird der Endpunkt des Polygones von einem der Polynome (25)

O O(@)ns. ()i
in den Punkt P fallen, der die Koordinaten

(t+A.8, n8+s.%))

besitzt, also auf eine Gerade von der Neigung %’ » welche durch den Punkt (¢, n . 8)
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geht. Die Polygone von den Polynomen (25) miissen also wie in Fig. 4 liegen,
wo das Ahnlichkeitszentrum die Koordinaten

{t+ 4 .n, n(8 + %))
hat.

Man sieht daraus, dass ein Polynom, das aus einer Summe von den
mit gewissen Zablenkoeffizienten versehenen Gliedern (25) besteht, ein Haupt-
polygon (p, ¢(x)) besitzen wird, das erstens aus den ¢ Seiten von C(z)* besteht

und dann fiir den Rest entweder mit der Geraden von der Neigung %: von dem-
Endpunkte dieses Polygones bis zum Punkte P ganz oder teilweise zusammen-
fallt oder oberhalb dieser Geraden fallt.

In diesem Falle, wo das Polygon der linken Seite von (23) bestimmt
werden soll, sind aber alle Koeffizienten e; durch p teilbar, und daraus folgt
leicht, dass das Polygon (p, @(x)) der linken Seite von (23) aus den ¢ Seiten von
C(x)* bestehen muss und dazu noch einigen Seiten, die gewiss von grdsseren
Neigungen sind. Weiter sieht man ein, dass von den Gliedern in (23) nur C(x)"
solche Glieder in der Entwickelung (p, @(z)) liefern kann, welche auf den : ersten
Seiten dieses Polygones liegen. Durch diese Bemerkung folgt nach (22), dass der
Faktor, welcher der ite® Seite entspricht, gleich B'(z)"* sein muss.

Da die rechte Seite von (23) f(z) als Faktor enthilt, muss diese Seite ein
Polygon besitzen, worin das Polygon S von f(z) in der Weise eingehen muss, dass
jede Seite von S darin vorkommst. Es muss folglich auch in dem Polygone

fiir die linke Seite von (23) eine Seite von der Neigung ;t' vorkommen. Da weiter
2

fi(x) ein Faktor der ¢*® Seite in dem Polygone rechts ist, so folgt dass B'(x)*
(mod L;) durch f;{z) teilbar sein muss.

Da aber f;(z} nach den Voraussetzungen nur verschiedene Primfaktoren
(mod L;) besitzt, folgt, dass auch B'(z) (mod L;) durch f;(z) teilbar sein muss.
Nun ist aber f;(x) von einem héheren Grade als B'(x), und B'(z) kann daher
nicht (mod L;) durch f;(x) teilbar sein.

Durch diesen Widerspruch ist bewiesen, dass etne Zahl von der Form (20)
nicht durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann, ausser wenn (21) erfillt ist.

Bei diesen Untersuchungen ist ¢ < k— 1 vorausgesetzt worden. Wenn i=k
ist, wird schon die Zahl

Ki(9). Fi(9, 06(9)) = Ki(9) . 0k ()% + S, 1(9) . 027+ -+ 4 S ()

durch alle Primidealteiler von p teilbar, und man untersucht in diesem Falle
gauz analog, wann eine Zahl von der Form
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Ki(9). 4(9, 06(9)) = Kr(9) (4,(9) . 61(9)* 7 +--- + 44 (9)) (26)

durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann. Wenn eine Zahl (26) durch

alle Primidealteiler von p teilbar ist, wird es wie frither mdoglich, eine Zahl von
der Form

b= Ki(9)(B(9, 0:(9)) = Ki(9) (0 (9)° + B,(9) . 0(9)* +-- -+ Be(I))

derart zu bestimmen, dass auch b durch alle Primidealteiler von p teilbar ist.
Weiter kann man hier immer einen solchen Exponenten « von p bestimmen, dass

p*. Kz(2) . B(x, Oc(z)) = K'i(x) . B'(x)

ein Polynom mit einem Hauptpolygone (p, ¢(z)) wird, das aus k Seiten besteht,
die zu den Seiten des Polygones (p, ¢(z)) von f(x) parallel sind, und der Faktor,
welcher der kter Seite dieses Polygones entspricht, gleich B'(z) wird.

Man bildet wie frither die Gleichung

bn+e|-bn~1+"'+en-‘—“—0,

welcher b geniigt und wo alle Koeffizienten nach Satz 18 durch p teilbar werden.
Daraus folgt weiter das Bestehen einer Identitdt

Ky . B(xy+e .pt. Kp(z)r—1 . B ()" 1+ - +e,.p"%=f(x) . g(x). (27)
Die Polygone der Glieder
K'(z)y». B'(z)*, K'i(z)»'. B'(x)»'.p2, ... K'i(z). B'(x). pn-De, pr-¢

liegen alle so, wie es in Fig. 3 abgebildet worden ist, und daraus folgt leicht,
dass die linke Seite von (27) ein Polygon besitzt, das mit dem Polygone von

w(z)». B'(x)* identisch ist, und dass alle anderen Polynome e;. pf-o. K'y(z)*—*.
B'(z)*=* nur solche Glieder liefern konnen, welche oberhalb dieses Polygones
liegen. Daraus folgt wie friiher, dass B'(x)* (mod L) durch fi(xz) und daber
auch B'(x) (mod L;) durch fi(x) teilbar sein muss. Dies ist aber offenbar
nicht moglich, und daraus folgt, dass eine Zahl von der Form (26) nur darch
alle Primidealteiler von p teilbar sein kann, wenn

A, (x)=A,@x)=---=Ag(x)=0 (modd p, p(z)).
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§ 3. Die Primidealzerlegung von p.

Es folgt nun sofort aus § 2, dass es fiir jede Seite Primideale gibt. Denn
wire [lr eine Seite L;, 1 <k, dies nicht der Fall, so miisste schon die Zahl

Ki(:3) . 6:(9)

durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, was nicht moglich ist. Wenn ¢ =k
ist, wiirde schon die Zahl K;(9) durch alle Primidealteiler von p teilbar sein,
was auch nicht méglich ist.

Um eine einheitliche Darstellung der folgenden Untersuchungen zu erhalten,
soll die Bezeichnung

Ki(v?) .0;(19) = ]‘Ia(’t‘)) (i=I, 2, .. k——I)

(28)
K (9) = M (9)

eingefithrt werden. Die ganze Zahl M;(9) ist dann nach § 1 durch alle Prim-
ideale von p teilbar ausser solchen, welche in ¢(J) aufgehen und zur it Seite
gehdren.

Man kann daher die Resultate des § 2 folgendermassen zusammenfassen:
Eine Zahl

Mi(9) . 4(9, 0;(9)) = Mi(9)(A4,(9) . 6:(9)F ™ + - + A,(9)) (29)
kann nur dann durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, wenn
4, (xy=A4,(x)= - =4, x)=0 (modd p, ¢(x)).
Es sollen nun die Primideale der #*** Seite untersucht werden. Die ganze Zahl
Mi(9). ¢(3,0:9) (j=1,2,...4) (30)
muss fiir alle j durch ein Primideal der i%*® Seite teilbar sein, denn wire dies

nicht der Fall, miisste schon, da M;(39). F;{9, 0;(9)) durch alle Primideale der
iten Seite teilbar ist,

t._l o . .. 0
Ma()7 @ g, g

[ = y19(9, 6;(9))]
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durch alle Primideale der ster Seite kund folglich auch

Mi(9) - 9Py, g

?

durch alle Primidealteiler- von p teilbar sein, was nicht moglich ist.

Weiter konnen zwei von den Zahlen (30) nicht durch dasselbe Primideal
der s*n Seite teilbar sein, denn man kann immer solche Funktionen C(x, y) und
D(z, y) bestimmen, dass

Yz, y). Cla, y)+ ¢@(=, y). Dz, y)=1 (modd p, p(z))

ist, und wenn diese Kongruenz mit M;(3)? multipliziert und z =9, y = 6;(39) ge-
setzt wird, folgt, dass auch M;(3)* durch einen gemeinsamen Primidealteiler der
it Seite teilbar sein muss, was aber nach den Eigenschaften von M;(9) nicht
moglich ist. Es gibt daher sicher mindestens # verschiedene Primideale der
ite® Seite.

Sei nun p? ein Primideal der i*® Seite, das in einer Zahl (30) aufgeht. Wenn
dann eine Zahl von der Form (29) durch p{? teilbar sein soll, so muss 4(x, y)
(modd p, @(z)) durch Y (z, y) teilbar sein. Denn wire dies nicht der Fall,

kénnte man solche Funktionen C(z, y) und D(x, y) bestimmen, dass
Yz, y) . Clz, y)+ Az, y) . D(z, y)=1 (modd p, ¢(z)).

und durch Multiplikation mit 2;(3)® wirde wie frither folgen, wenn z=3,
y = 0:(9) gesetzt wird, dass M;(9) durch p{® teilbar wire, was nicht moglich ist.

Aus dieser Bemerkung folgt, dass es unter den Zahlen (z9) mindestens
8(11:) m

pJ . inkongruente Zahlen fiir den Modul pi? gibt, und daher ist der Grad f{
von p¥ sicher nicht kleiner als ¢) . m. Indem man beriicksichtigt, dass nach § 5. III

f$ immer durch m teilbar sein muss, kann man daher
) () L o9
[ = (e + o) .m

setzen, wo of) > o ist. Es soll gezeigt werden, dass in der Tat of? = o ist.

Das Primideal p}" geht nach Satz 16 mindestens in einer Potenz 4; in p

auf, und daher ist gewiss pj‘.ﬁl" ein Teiler von p. Das Ideal

Pi= (. pl? ... piyh
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ist daher auch ein Teiler von p und enthilt nur Primideale der st Seite. Man
hat hier
&
lizf;i)
NP;=p i1
und setzt man

¢ i
Y 1(5) — . y' 3 0
=R =m. A QP+ o),
i=1 j=1
so ergibt sich nach (19)
4
fi=m.lLi+m. Yo =m.li+pi
i=1
Daher ist also

NPy=pf,

wo f;>m.l;, und es kann nur dann f;=m.l; sein, wenn alle of) verschwinden.

Fiir alle Seiten des Polygones (p, ¢ (x)) von f(x) kann man nun entsprechende
Idealfaktoren P; von p bestimmen, und es wird dann auch

P=P  P,... P
ein Teiler von p und nach § 4. ITI auch ein Teiler des Ideals a=(p, ¢(9)!). Hier wird

NP = pzfi ,
und da
St=3Zm . L;+3Z8i=m.l+3p;,
kann man
NP — pm- l+/9’
setzen, wo g > o ist.

Diese Untersuchungen beziehen sich alle auf die Bestimmung der gemein-
samen Primfaktoren von p und ¢(J). Wenn aber die Voraussetzung gilt,
dass fiir ‘alle Primfunktionenentwickelungen (p, ¢.(z)) von f(x) die Faktoren in
der Zerlegung fiir das Polygon (p, ¢,(x)) verschieden sind, so kann man fiir alle
diese Primfunktionen ¢,(z) die dhnlichen Untersuchungen iiber die Primideale
vornehmen, und man erhilt in dieser Weise fiir alle Primfunktionen ¢,(z) die ent-
sprechenden Ideale P, die alle zu einander relativ prim sind und auch alle in p
aufgehen. Nennt man daher p' das Produkt dieser Ideale P, so ist p' auch ein
Idealteiler von p. Es ist aber

Np' = p2tni+p),
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wo die Summe iiber die Werte fiir alle verschiedenen Primfunktionen ¢,(x) aus-
zudehnen ist. Da aber

Eml+B)=n+38
und Np=p~, folgt, dass I f =0 sein muss, und es wird p =9, wodurch also
die Primidealzerlegung von p vollstindig bestimmt ist.
Aus der Bedingung Zg=o folgt, dass auch alle 8 verschwinden miissen,
und da g=23@; war, wo alle §; positiv oder Null waren, so miissen auch alle

Bi =o sein, und folglich fi=m .l;. Dies war aber nur dann moglich, wenn alle
a}" verschwinden. Daher ist also

o .

Npp—p7-

Man kann diese Resultate in dem folgenden Hauptsatze zusammenfassen:
Satz 24. Ses

@)=, . ¢,(2) ... 9, (2)* (mod p)
die Primfunktionzerlegung von f(x). Dann ist

Pp=0,.0,...04,
wo

a = (p, 9:(9)%).
Um die Primidealzerlegung eines Ideals
a=(p, p(9))

zu bestimmen, konsiruiert man das Newtonsche Polygon (p, ¢(x)) von [(x) und be-
stimmi die Primfunktionen

f@), 9@, ... [9)  (i=1,2,...k)

fiir alle Seiten L; des Polygones. Wenn bei dieser Zerlegung fir die Seiten nur ver-
schiedene Primfaktoren vorkommen und dies fiir alle Primfunkiionen ¢(x) gilt, so ist

a= (p(ll) . ‘p(zl) . Pg’)’" . (P?’ L. pg))lz .. (p(lk) L. pg:))lk.

Hier ist das Primideal p{? vom Grade &) .m, wenn &) . m den Grad von 19(=x)
bedeutet.
Es bleibt nun nur iibrig, die Primideale p{’ zu bestimmen.

Acta mathematica. 43. Imprimé le 21 novembre 1923. 38
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§ 4. Bestimmung der Primideale.

Um ein Primideal pl? als grosste gemeinsame Faktor von Hauptidealen
zu bestimmen, beachte man, dass p}ﬂ immer in

Mi(9). P99, 6:(9)) (31)

aufgeht. Diese Zahl kann aber durch keine anderen Primideale der ¢t Seite
teilbar sein, demn sonst wiirde man nach der Schlussweise in § 3 folgern kénnen,
dass Np > p" wire. Daber ist (31) durch eine Potenz von b](.") und iibrigens durch
keine anderen Primideale der zt® Seite teilbar.

Wenn =k ist, hat man nach (28)

Mi(9) . YB3, 0:(9)) = Ki(3) . ¥P(3, 6u(9)).
Wenn aber i<k ist, wird
M:(9). l//}"(ﬁ, 0:(9)) = K;(9) . 0;(9) . 'l’,‘-i’(ﬂ, 0:(9)),

und nach der Definition der Zahl K;(9) (17) ist auch die Zahl
Ki(9)*.6:(9). ¥9(9, 6:(9))

durch keine anderen Primideale der i* Seite als p{) teilbar. Aus Satz 25 folgt
aber, dass

Ni(9)=K;(9) .0:(9)
nicht durch p}” teilbar sein kann, und folglich ist also fiir alle ¢
Ki(9). ¢(3, 0:(9)

durch p]("), aber durch keine anderen Primideale der it® Seite teilbar. Diese Zahl
kann weiter nur durch solche Primideale von (p, ¢(9)) teilbar sein, welche zu
den 7 — 1 ersten Seiten gehdren. Denn in der Summe

(2) @)

Ki(9) . 4(9, 0:(9)) = Ki(9) (0:(9)7 +8E,(9) . 0:(9)T

4t S;i)s(,')(ﬁ))
i

sind alle Glieder ‘ausser dem letzten nach Satz 23 durch alle Primideale der
Seiten L;,i, ... Lz teilbar.
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Daraus sieht man leicht ein, dass das Ideal
I=[p,9(9), Ni9), ..., Ni1(9), Ki(9). 1!’}”(19, 6:(9)]

eine Potenz von p ist. Denn ein Primideal p{® geht nicht in Ki(39) . ¢(9, 6:(9))
auf, wenn s >1¢ ist, wenn aber s <1 ist, geht dieses Ideal nicht in der Zahl N,(9)
auf, wie aus dem Satze 23 folgt. Das Ideal p{ geht dagegen in allen Zahlen

des Ideals auf, wihrend kein anderes Primideal der it® Seite diese Eigen-
schaft besitzt.

Es kommt jetzt nur darauf an, eine Zahl so zu bestimmen, dass sie durch
i genau in der ersten Potenz teilbar ist.

Wenn die Primidealzerlegung von p durch Satz 24 gegeben ist, folgt aus
Satz 16, dass man auch

P3) = (PP . b ... PP @; ({=1,2,...%) (32)

hat, wo das Ideal @; durch kein Primideal der sten Seite teilbar ist. Man kann
nun, da % zu A; relativ prim ist, zwei ganze, rationale positive Zahlen z; und
y; derart bestimmen, dass

Ri - wi—1Yi hi=1, (33)

wo y; < »; vorausgesetzt werden kann. Die Zahl

Ti (951 E/’,(,s.)_' (34)

p%
ist dann ganz und durch p{) genau in der ersten Potenz téilbar. Denn alle
‘Primideale von p, welche nicht in (p(9) aufgehen oder in ¢(9) anfgehen und zu
den Seiten L,, L,, ... Li—; gehoren, gehen in T;_;(9)™!in einer htheren Potenz
als in p* auf. Ein Primideal der i*t Seite geht im Nenner in der Potenz
yi . Ai, im Zahler nach (32) in der Potenz z;.x; auf, folglich nach (33) im Zahler
genau ein Mal mehr als im Nenner. Ein Primideal der st Seite, s> 1, geht

im Nenner in der Potenz y;.1,, im Zahler in der Potenz z;.xs auf, und es ist
nach (2) und (33)

% Yi\ . iy, A
2. Ms—Yi. ls = %_‘Z_) Zi. As > (I'—“yz"i) 2. hs= l:
Ve % (] 1!
und folglich
2i. s> Yi- s
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Die Zahl (34) ist also ganz und durch alle Primideale der #‘e» Seite genau in der
ersten Potenz teilbar.

Aus den Eigenschaften des Ideals I folgt nun leicht die Richtigkeit des
Satzes:

Satz 25. Set N,, N,,... N eine Reihe von Zahlen des Korpers, welche den
Bedingungen des Salzes 27 geniigen, d. h.

No=T, (391 . 6,(9) = K:(9) . 6:(9),
wo also

p(9)

s

0. (‘9) =

K (9)= T,_((9)"1.

Dann sind die Primideale p{) des Satzes 24 durch

. 9)% 19(9)
p}’t) = (p, lp(3), N“ Nz, o N, K;(a) . (—e—(—!l—z—-: K"(m?.) . *lsm——n—)
pl

bestimmi, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen y; und 2z; durch

25 % — Y5 . Ai = I, Yi<w%
verbunden sind.
In dieser Darstellung des Ideals kommen noch die Zahlen

Ti(3) =Ts1(3)" 1. Fy(9, 6,(3))

vor, worin die noch unbestimmten Grossen =z, auftreten. Durch Satz 25 wird
allgemein die Darstellung von p;.‘) gegeben, wenn nur vorausgesetzt wird, dass
N, durch alle Primideale von p teilbar ist ausser solchen, welche in ¢(9) auf-
gehen und zur st Seite gehéren. In der Bestimmung der Zahlen 7,(9), § 1,
war es aber notwendig die Zahl x,.; so gross zu wiahlen, dass die Zahl

(p(s)ls(e‘, +1)

.
ganz und durch alle Primidealteiler von p ausser den Primidealen der i*e® Seite
teilbar wurde, weil dies in den spidteren Untersuchungen angewandt werden
sollte. ' Es ist aber klar, dass man, um eine Reihe von Zsahlen zu erhalten,
welche den Satz 22 erfiillen, nur %, so gross zu wihlen braucht, dass
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eg.lg
T,y (9)%s-1- P2 _p (91 6,(9) (33)

eg.%g
ganz und durch alle Primidealteiler von p ausser den Primidealen der te» Seite
teilbar wird. Denn dann wird auch die Zahl

Te1(9)" 1. Fs (9, 05(9)) = Tsq (971 (0 (9 + 85,1(9) . 6,(9)* 1 + -+ - + 8y, (9))

ganz und kann folglich gleich T',(3) gesetzt werden, weil darin alle Primideale
von p aufgehen ausser solchen, welche in ¢(9) aufgehen und zu den Seiten
Lssa, - .. Ly gehoren.

Aus (35) folgt dann, dass ein Primideal der r*¢® Seite im Nenner in einer
Potenz e, . %, . 4, aufgeht, und es geniigt daher sicher, wenn man ,_, > &, . 4 wihlt,
wo A die grosste der Zahlen 1,,4,,...4,-; bedeutet. Dadurch wird es also
immer moglich, die Zahlen 7;(9) zu bestimmen. Fiir die Anwendungen ist es
oft zweckmissig, die Exponenten z, einzeln zu bestimmen, nachdem nach Satz 24
die Primidealzerlegung von p und dadurch auch von ¢(9) bestimmt ist und
folglich ausgerechnet werden kann, in welchen Potenzen die Primideale im Nenner
und Zibler von (35) aufgehen.

Wenn fiir eine Primzahl die Bedingungen des Satzes 24 erfiillt sind, rechnet
man auch leicht eine untere Grenze fiir die Potenz der Primzahl p aus, in welcher
sie in der Kérperdiskriminante d aufgeut. Ein Primideal p{? geht nédmlich nach

-1,
DEDERIND!, wenn ; nicht durch p teilbar ist, genau in der Potenz p{® ! in
der Korperdifferente b auf. Wenn aber A; durch p teilbar ist, geht dieses Ideal
mindestens in der Potenz p}"l" in b auf.

Da nun

No=d
s(i) mii;— .
ist, wird d mindestens durch pJ iy teilbar, und da diese Uberlegungen fiir
alle Primideale der s*® Seite richtig sind, so wird d auch durch

b
m{i;—1) 2 5;.’)

P j=1 — pm(},-—l)e‘-_= pm.l,-—m.e,-

teilbar. Wenn man zuletzt die Primideale aller Seiten beachtet, folgt weiter,
dass d durch

* Depekinp, (B): Uber die Discriminanten endlicher Kérper, Géttinger Abh. 1882, § 13,
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Pi= (T)a»f/’(ﬂ), Ny, o . Niy, Ki(9) - =5 Niga, ..., Ng

bestimmt. Denn in diesem Ideale gehen nach Satz 23 nur Primideale der st

i
() enau in der ersten Potenz auf, wenn
g

23

Seite auf, und p; geht in K;(9)-

Yi.#i— 2. As=1 ist. Dieser Fall trifft z. B. immer ein, wenn h; zu /; relativ
prim ist.

Es sollen nun einige Zahlenbeispiele fiir die fritheren Untersuchungen gegeben
werden. Ich wihle als erstes das bekannte Beispiel von Dedekind, wo zum

Fig. 5.

ersten Male die Existenz eines gemeinsamen, ausserwesentlichen Diskriminanten-
teilers eines Korpers nachgewiesen wurde.!
Es sei 9 eine Wurzel der Gleichung
f@)=a2—2*—22—8=0.

Diese Gleichung ist irreduzibel, da sie keine rationale Wurzel besitzt, und wie
eine einfache Rechnung zeigt, ist ihre Diskriminante gleich — 22.3503. Folglich
kann nur die Primzahl 2 ein Indexteiler sein. Man hat nun

flx)=(x+ 1)2? (mod 2),

und das Polygon von f(x)(2, x) hat, wie man sofort sieht, die in Fig. 5. wieder-
gegebene Form. Daraus folgt aber, dass

' DepEkIND A. § 5.
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das Produkt von 3 verschiedenen Primidealen ersten Grades sein muss, wo b,

in 9+1, p, und p, in I aufgehen. Dies zeigt auch, dass 2 ein gemeinsamer,

ausserwesentlicher Diskriminantenteiler des Korpers sein muss, weil es (mod 2)

nur zwei verschiedene Primfunktionen ersten Grades gibt, nimlich  und z + 1.
Nach der ersten Bemerkung dieses Paragraphen kann man hier

p=1(2,9+1)

setzen. Um die Ideale p, und p, zu bestimmen, beachte man, dass hier 4, =4,=1,
#*, =1, %, =2 und daher die Zahl

N=(~9+1')-%

ganz und durch p, aber nicht durch p, teilbar ist. Weiter ist x + 2 der Faktor
der ersten Seite, und folglich

Fe(@+1). 2+2

ganz und durch p, aber nicht durch p, teilbar. Daher kann man

oy (2’ N (3+1)2(.9+2))
e (e 0, 202

getzer. Durch eine einfache Rechnung iiberzeugt man sich, dass
pz . p& = (21 ‘3)’
und daraus wieder, dass wirklich

PP Pa=(2)
ist.
Als ein anderes Beispiel soll der Koérper P(3) gewihlt werden, der durch

f(N=93F—-8I9+4=0

bestimmt ist. Die Diskriminante dieser Gleichung ist 2*: 101, und folglich kann
nur die Primzahl 2 ein Indexteiler sein. Das Polygon (2, z) ist eine Gerade, wofiir
A=3, x=2 ist. Dies zeigt erstens, dass f(x) irreduzibel ist, und zweitens, dass

! DepErIND A. § 4.
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sein muss, wo das Primideal p vom ersten Grade ist. Um p zu bestimmen,
beachte man, dass

G=9.0
2
sein muss, wo @ nicht durch p teilbar ist. Die Zahl 192— ist dann durch p in genau
der ersten Potenz teilbar, weil 2.x—1.4A=1 ist. Man kann daher

-2

2

setzen. In diesem Falle kann aber 3 durch kein anderes Primideal als p teilbar
sein, was aus

4=89— 9
folgt, und daher ist

ein Hauptideal.

§ 6. Gemeinsame aunsserwesentliche Diskriminantenteiler eines Korpers.

Mit Hilfe des Satzes 24 kann man nun in allen Fillen die folgende Auf-
gabe 10sen:
Es seien die ganzen rationalen, positiven Zahlen

my, my, ... M,
lx,lz, -..lf
so gegeben, dass
m, .l +m, L+t my L= (36)

ist. Man soll einen algebraischen Korper P(9) nt*® Grades so besiimmen, dass eine
beliebig gegebene Primzahl p die Zerlegung

X 1
p=pr.py...pr

besitzt, wo das Primideal p; vom Grade m; ist.
Die Sunme (36) kann in der Form

m (Iw + l(zl) 4+ F l;ll)) + m(i‘)(l(12) F-+ lg)) +octmI 4+ l&:)) (37)

Acta mathematica. 44. Imprimé le 23 novembre 1923. 39
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geschrieben werden, wo die Zahlen m® alle von einander verschieden sind. Setzt
man dann

l(f)+l(,‘7'+~--+l£‘? = Li,
so ist also

m® . L +m® L+ +mo . L,=n.

Da- es bekanntlich fiir einen Primzahlmodul p fiir alle Grade m Primfunktionen
gibt, kann man eine Reihe von Primfunktionen (mod p)

P (), p,(2), ... q’s(x)

aufstellen, wo ¢;(x) vom Grade m) in z ist. Weiter bestimmt man zu den Zahlen

mwom, . lf;} (38)
eine andere Reihe von Zahlen
KD, B9, ... k(r';_’ (39)

derart, dass A{) zu I relativ prim ist, und

. [0}
B b P
l(f) l(,‘) l(rzi)

Es ist dann méglich, ein Polygon 8; zu konstruieren, wo die Projektionen auf die
Y-Achse gleich den Zahlen (3¢) sind, wihrend die Projektionen auf die X-Achse
gleich den Zahlen (38) sind, also die Projektion des ganzen Polygones auf die
X-Achse gleich L; ist. Man bestimmt nun, was auf unendlich viele Weisen
geschehen kann, ein Polynom F;(x) so, dass

Fi(x)= i (x)™

und das Polygon (p. ¢;(x)) gleich 8; wird.
Setzt man nun

B+ B oot B = H,

und ist A eine ganze Zahl grosser als alle H;, so werden in dem Polynome vom
nte® Grade
fley=F (x). F,(x)... Fs(x)+p". M(x)

die Hauptpolygone (p, ¢;(x)) gleich den Polygonen 8;. Dabei bedeutet M (x)
ein beliebiges Polynom von héchstens (n— 1)*™ Grade. Wenn daher nur nach-
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gewiesen wire, dass man M(z) so wihlen kdnnte, dass f(x) irreduzibel wire,
wiirde man nach Satz 24 die gestellte Aufgabe schon gelost haben.
Sei daher

Fx). Fylx) ... Folx)=2a"+a,. 2"V + -+ ay,

und

M@@)=>b,.an 1 4+b,. 2" 24 - + by,

so wird
fly=2a"+(a, +p".b) 2" + (@, + p* . b)) 2" 2+ + an + PP . by,

wo die b; nach Belieben gewidhlt werden konnen. Wenn nun q eine beliebige
von p verschiedene Primzahl bedeutet, so kann man immer die Zahlen b; derart
bestimmen, dass

a;i+p".b;=o0 (mod q) (i=1,2,...n),
aber

an+p*.by3=0 (mod ¢2).

Wenn die Zahlen b; auf diese Weise gewihlt werden, ist also f(x) nach dem Satze
von Eisenstein irreduzibel, und daher die vorliegende Aufgabe gelost. Es ist
auch klar, dass sich durch diese Methode unendlich viele verschied:ne Korper
der gewiinschten Art aufstellen lassen.

Auf Grand dieser Untersuchung kann man verschiedene wichtige Resultate iiber
die Existenz der gemeinsamen, ausserwesentlichen Diskriminantenteiler ableiten.

Nach (37) bedeutet r; die Anzahl der verschiedenen Primideale von p,
welche vom Grade m® sind. Man kann nun in jedem einzelnen Falle entscheiden,
ob diese Primzahl ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Teiler der- Gattungs-
diskriminante ist oder nicht, indem man nach DepekinD! das folgende einfache
Kriterium anwendet: '

I

Damit eine Primzahl p=ph . pa . .. P’ wo das Primideal p; vom Grade m; ist,

ein gemeinsamer, ausserivesentlicher Diskriminantenteiler sei, isl. notwendig und hin-
reichend, dass von den Ungleichheiten

ri> n(m) (i=1,2,...8) {40)

wenigstens eine erfillt ist. Dabei bedeutet n(m®) die Anzahl der Primfunktionen
(mod p) vom Grade m®.

! Depekinp A. § 4.
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Wenn m=a%.b% ... die Primzahlzerlegung einer Zahl m ist, hat man be-
kanntlich
(SR )
n(m) = \pm— 2%+ Zpot—].

m

. . nin—1) . . .
Da weiter immer p< T sein muss, wenn p ein gemeinsamer, ausserwesent-

licher Diskriminantenteiler ist, ist man im Stande, fiir ein gegebenes = alle
Primzahlen p zu berechnen, welche in einem Korper nter Grades gemeinsame,
ausserwesentliche Teiler sein kénnen. Mittels (40) kann man nun auch fiir ein
gegebenes p dieser Art alle verschiedene Wertesysteme

My, My, ... My

: (41)
b, .. .1,

bestimmen, wofiir

p=rt.Pr...pr, Np=p™ (42)

ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Teiler in einem Ké&rper sein muss, wo p
diese Zerlegung in Primideale besitzt. Aus der Losung der Aufgabe dieses Para-
graphen folgt nun immer wirklich die Existenz solcher Kérper:

Fiir jedes System (41) und jede Primzahl p, wofiir eine der Ungleichheiten (40)
erfillt ist, lassen sich, und zwar auf unendlich viele Weisen, solche Korper nte® Grades
bestimmen, dass p ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Diskriminantenteiler mit der
Primidealzerlegung (42) wird.

Speziell folgt daraus: Wenn p<n und n > 3 ist, so gibt es nur p Primfunk-
tionen ersten Grades (mod p). Wenn daher p=1p,.p, ... p, sein soll, muss p ein
gemeinsamer, ausserwesentlicher Teiler sein. Wenn n > 3, gibt es also fiir jeden
Grad unendlich viele Kérper, worin gemeinsame, ausserwesentliche Diskriminanten-
teiler vorkommen.

§ 7. Behandlung der Ausnahmefille.

In dem Satze 24 ist vorausgesetzt worden, dass f(z) fiir alle Seiten der
Polygone (p, p(x)) in verschiedene Primfunktionen zerfallen soll. Nun ist es
aber allgemein moéglich, dass fiir gewisse Indexteiler auch mehrfache Primfunk-
tionen fiir einige der Seiten vorkommen. Diesen allgemeinsten Fall werde ich
jetzt behandeln.
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Es sei also die Primfunktionzerlegung von f;(x) (mod L;) durch (4) gegeben.
Man untersucht dann wie friiher, wann eine Zahl von der Form (20), 1 <k—1,
durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann. Wenn (20) durch alle Prim-
idealteiler von p teilbar ist, dann ist es mdglich auch eine Zahl b von der Form

b= K;(9).0:(9) . (6: () + By (9).0:(9)7 + -+ Be(I9)) e<es

so zu bestimmen, dass auch b durch alle Primideale von p teilbar ist. Hier soll
wie friiher
Bz, y) =y°+ B, () .y*7 + - + Bs(2)

und
B'(x)=p°"*i. B(x, 0;(2)) =@(2)° % + By(2) . p* .p(x)* " + - + Be(w) . p*

gesetzt werden.

Man bildet nun die Gleichung, welcher b geniigt und wo alle Koeffizienten
nach Satz 18 durch p teilbar sind. Durch dieselbe Schlussweise wie in § z folgt
daraus, dass B'(z)* (mod L;) durch f;(x) teilbar sein muss. Daraus kann man
aber jetzt nicht mehr schliessen, dass B'(z) (mod L;) durch f;{x) teilbar sein
muss, sondern nur, dass B'(x) (mod L;) durch das Produkt aller verschiedenen
Primfunktionen von f;(x) (mod L;), also durch

19@). 19@) ... [9@)
teilbar ist. Folglich muss B(z, y) und daher auch 4(x, y) (modd p, ¢(x)) durch

Vi@, y) . Y9 (=, 9) . .. ¥ (z, y)
teilbar sein.
Fir ¢=Fk untersucht man die Zahlen (26), und es folgt hier in derselben
Weise, dass auch eine solche Zahl nicht durch alle Primidealteiler von p teilbar
sein kann, ausser wenn A4(z, y) (modd p, ¢(z)) durch

Vi (2, y) . YP(z, y) ... YR (=, )

teilbar ist. Mit den Bezeichnungen (28) kann man diese Resultate folgender-
massen zusammenfassen:

Eine Zahl

Mi(9). A9, 0;(9)) = Ms(9)(4,(9) . 0:(9)5 ™" + - + 4e(9)) (43)
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kann nur dann durch alle Primideale von p teilbar sein, wenn A(x, y) (modd p, ¢(x))
durch das Produki

) 9, 9) ... [, y)
teilbar ist.

Aus dieser Bemerkung folgt sofort, dass es fiir jede Seite Primideale gibt.
Denn wenn es fiir die i*® Seite keine Primideale gibe, so wiire schon M;(3)
durch alle Primideale von p teilbar, was ja nicht mdglich ist. Daher kann
man mit Hilfe des Satzes 16 den folgenden Satz aussprechen:

Satz 26. Es sei @(z) eine Primfunktion, welche (mod p) in f(z) aufgeht, und p
ein Primideal, das gleichzeitig in p und @(9) aufgeht. Wenn dann p genau durch
p*, @(9) genau durch y leilbar ist, so hat man

.
s (44)

wo ;—“ etne der Neigungszahlen des Polygones (p, ¢o(x)) von f(x) ist. Umgekehrt gibt

es aber auch fir alle Neigungszahlen des Polygones solche Primideale von (p, ¢(9)),
dass die Exponentven die Gleichung (44) erfiillen.

Ganz analog wie in § 2 folgt nun, dass die Zahl M;(3). F;(9, 6;(9)) und
daher auch die Zahi
td)

Mi(9). (@) L (9)

durch alle Primideale von p teilbar ist. Dadurch beweist man aber, dass die
Zahlen M;(.?)./}‘)(«.‘)) gicher alle durch mindestens ein Primideal der it** Seite

teilbar sein miissen. Denn wiire dies nicht der Fall, miisste schon

o @ 0 (@)

M5 19O L9, 0) 5 f9,(9) 5 L o)

und daher auch

oy efd) . e‘.il . e}?_l . e(i_)
Mi(9) SO )7 ()

i—1 Jj+1
durch alle Idealteiler von p teilbar sein, was jedoch nach dem Bewiesenen un-
moglich ist.
Weiter folgt, dass zwei Zahlen

Mi(9) . [9(9), Mi(9).[9(9)
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nicht durch dieselben Primideale der iter Seite teilbar sein kénnen. Denn man
kann immer zwei solche Funktionen 4(xz, y) und B(x, y) bestimmen, dass

A=, y) . [(M{x, y) + Bz, y) . [Pz, y)=1 (modd p, p(x)),

und wenn diese Kongruenz mit M,-(ﬁ)* multipliziert und =39, y=20;(39) gesetzt
wird, so folgt, dass auch M;(9) durch ein gemeinsames Primideal der ' Seite
teilbar sein muss, was nach den Eigenschaften von M;(J9) nicht méglich ist.
Aus diesen Bemerkungen folgert man, indem man sich erinnert, dass ein
Primideal der it Seite immer in p in einer Potenz aufgeht, die ein Multiplum
von A; ist:
Satz 27. Sei

o) =g, (2. gy(x) ... s ()™ (mod p)
die Primfunktionzerlegung von f(x). Dann ist
P=aq,.0,...4a,

wo die Ideale o; zu dnander relativ prim sind und o, = (p, ¢¢(9)%). Um ein ldeal
a=(p, p(I)¢) weiler zu zerlegen, konstruiert man das Newtonsche Polygon (p, ¢(x))
von f(x) und bestinmt die Primfunktionzerlegung

. ()
fi@) =10 @)% ... f9(@)% (mod L)

fiir jede Seite des Polygones. Dann ist
(BN 2,
a = (. a® ...alys L (a® L ag)),

wo die Ideale a}‘) alle zu einander relativ prim sind.

Man findet auch leicht, dass ein Ideal aj‘.‘) durch

(%)

2; (1) ]
o — (p, P(9), Ny, o Nica, Kut9) . 2005, Kig0) ”—(‘;L(’,—)
p ps.l .ej <%

bestimmt ist.

Die Ideale des Satzes 27 brauchen also nicht Primideale zu sein. Man kann
aber verschiedene Eigenschaften der Primideale ableiten, welche in af? aufgehen.
Denn sei p;") ein Primideal, das in a}i) und folglich auch in M;(9). l,bj‘."’(ﬂ, 0:(9))

aufgeht, dann kann eine Zahl von dér Form (43) nicht durch p;.") teilbar sein,
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ausser wenn 4 (x, y) (modd p, ¢(x)) durch l/}l(.")(x, y) teilbar ist. Denn wire dies
nicht der Fall, so kénnte man solche Funktionen C (z, y) und D{(z, y) finden, dass

Clx,y). ¥z, y)+ Dz, y). A(z, y)=1 (modd p, p(z))

und folglich, wenn diese Kongruenz mit M;(3)* multipliziert und = 9,y = 6;(-9)
gesetzt wiirde, M;(9)* durch p teilbar wire.

Daher folgt, dass der Grad von p}"’ nicht kleiner als e}"’.m sein kann, und
man kann sogar mit Hilfe des Satzes 8 beweisen, dass der Grad von pf? immer
durch &?.m teilbar sein muss.

Ich will in diesem Zusammenhange noch eine andere Bemerkung machen, die
ganz einfach aus Satz 27 folgt. Durch den Satz 15 ist ein Kriterium gegeben,
wann eine Primzahl in der Korperdiskriminante, aber nicht in dem Index auf-
geht. Man kann nun auch fragen: Wann geht p in dem Index, aber nicht in
der Korperdiskriminante auf? Da p in diesem Falle nur verschiedene Primideal-
teiler haben kann, folgt aus Satz 27:

Wenn p in dem Index, aber nicht in der Korperdiskriminante aufgehen soll,
muss man

haben, d. h. alle Neigungszahlen der Polygone miissen ganz sein.

Wenn dann fir keine Primfunktionen und keine Seiten mehrfache Faktoren
auftreten, so ist-auch p wirklich ein Teiler des Index, aber kein Teiler der Korper-
diskriminante. Wenn aber mehrfache Primfunktionen fiir die Seiten auftreten,
bleibt die Frage noch unentschieden.

§ 8. Polygone hiherer Stufen.

Durch den Satz 27 und folgende Bemerkungen ist man zu einem ganz
analogen Verhiltniss gekommen, wie frither durch die Untersuchungen des
§ 5. III, nur mit dem Unterschiede, dass man jetzt auf einer h6heren Stufe steht,
indem es sich da um die Zerlegung der Ideale a= (p, ¢(J)?) bandelte, die durch
den Satz 27 in die Ideale afY zerlegt wurden, wihrend jetzt eine weitere Zerlegung
der Ideale a{d bestimmt werden soll.

Dies geschieht nun in einer ganz analogen Weise. Ich werde mich aber der
Einfachheit wegen auf einen speziellen Fall beschrinken, némlich den, dass das
Polygon (p, p(x)) eine Gerade ist. Durch die Verhiltnisse in diesem Falle ge-
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winnt man aber, ebenso wie friiher, eine Ubersicht iiber die Verhiltnisse im
allgemeinsten Falle.

Wie in § 7, IIT sei
j(x)=@(z)! (mod p),

das Polygon (p, ¢(z)) eine Gerade L und

f@)=f(x)* ... f:(x)* (mod L).

Man bildet nun eine Entwickelung (L, fi(x)) ebenso wie frither die Ent-
wickelung (p, ¢(x)) von f(x)

flz) =2 Qu(x) . filz), (45)

wo die @;(x) Polynome von hdchstens (s; . m — 1)*™ Grade in z sind. Wenn man hier
ein jedes Glied Q,(x). f;(2)* ausrechnet, wird man nur solche Glieder in der Ent-
wickelung (p, ¢(x)) von f(z) erhalten, welche durch Punkte auf oder oberhalb L
abgebildet werden. Man zeichnet nun die mit L parallelen Geraden Z,, L,, ... und
untersacht wie in § 6, II, zu welcher von diesen Geraden das Polynom Q,(x) . f;(x)*
gehort. Nimmt man allgemein an, dass dieses Polynom zur Gnara.den'b.,s gehort, so
reprisentiert man das Polynom in einem Koordinatensystem durch den Punkt (s, «,).
Zu jedem Gliede in der Entwickelung (45) gibt es dann einen Punkt, zu diesen
Gitterpunkten konstruiert maun ein Newtonsches Polygon, und dadurch kann man
in analoger Weise die Idealzerlegungen der Ideale a{? bestimmen. Wenn man
durch die Ideale dieses Polygones nicht zu der Primidealzerlegung von p gelangt,
muss man in gleicher Weise die Polygone der dritten Stufe konstruieren usw.
Man sieht ein, dass eine gewisse Analogie zwischen der Primidealzerlegung und
der Bestimmung der Reihenentwickelung einer algebraischen Funktion in der
Umgebung einer singuliren Stelle besteht.

Ich gehé auf die Beweise dieser Sitze nicht ein, weil die Verhiltnisse hier
ziemlich verwickelt werden. Dies ist insofern vielleicht nicht notwendig, weil
es moglich ist, dass man in jedem Ko&rper solche Zahlen ¢ bestimmen kann,
dass diese einer Gleichung f()=o geniigen, wo f(x) die Forderungen des
Satzes 24 erfillt.

Dedekind! versuchte vor der Entdeckung der Existenz von gemeinsamen,
ausserwesentlichen Diskriminantenteilern nachzuweisen, dass es in jedem Korper

! Depexinp A. § 4.

Acta mathematica. Imprimé le 23 novembre 1928. 40
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solche Zahlen gébe, dass der Index nicht durch p teilbar wire, »und mit deren
Hiilfe es folglich gelingen wiirde, die Bestimmung der Idealfaktoren von p auf
die Theorie der hoheren Congruenzen zuriickzufiihrens.

Wenn aber

p=ph.ph. .yl Ny o™

ist und unter den Zahlen m; mehr gleiche vorkommen, als es verschiedene Prim-
funktionen vom Grade m; (mod p) gibt, so ist es klar, dass der Satz von Dedekind
nicht ausreichen kann. Es ist nun von Wichtigkeit zu bemerken, dass, wenn
man mit Polygonen operiert, ein analoges Verhiltniss nicht besteht, weil es
nach § 6 immer mdoglich ist, wenn ein System von Zahlen (41) vorgelegt ist, die
Primidealzerlegung von p nach Satz 24 zu bestimmen.

Zu diesen Untersuchungen werde ich in einer spdteren Arbeit zuriickkehren.
Sie sind in der Weise von der gréssten Wichtigkeit, als es duich die hier zwar
noch fragliche Existenz einer Zabhl ¢ ‘immer méglich wurde, die Theorie der
Ideale nicht auf héhere Kongruenzen, sondern auf die Theorie der Kongruenzen
fir Polygone aufzubauen. Es ist mir aber in der Tat gelungen nachzuweisen,
dass es in jedem Korper solche Zahlen 6 gibt.



