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Die vorliegende Arbeit behandelt das Umkehrproblem ffir eine gewisse Klasse 

von linearen Transformationen stetiger Funktionen, nebst Anwendung auf die 
FREDHOL~'sche Integralgleiehung. Dabei kommt es uns weniger auf neue Re- 
sultate an, als auf die Erprobung einer ~iusserst elementaren Methode. Zu Grunde 

gelegt werden einige in w I. entwickelte S~tze fiber lineare Funktionalmannigfal- 
tigkeiten, die fast unmittelbar aus der Definition der gleichm~issigen Konvergenz 
fliessen. Die wesentlichsten Beweise sind eine Art von Endlichkeitsbeweisen, in- 
dem n~mlieh gezeigt wird, dass gewisse Prozesse sich nicht ins Unendliehe fort- 

setzen lassen, sondern notwendig abbrechen. Der wichtigste Begriff, der hiebei 
zur Verwendung kommt, ist der von Herrn FRkCHET in die allgemeine Mengen- 
lehre eingefiihrte Begriff der kompakten Menge (hier spezieller kompakte Folge), 
der sich in versehiedenen Zweigen der Analysis ganz besonders bew~hrt hat. 
Dieser Begriff gestattet eine besonders einfache und gliickliche Formulierung der 
Definition der vollstetigen Transformation, die im wesentlichen einer ~ihnlichen 
Begriffsbildung yon Herrn HILBERT fiir Funktionen von unendlich vielen Ver~in- 

derliehen naehgebildet ist. 
Die in der Arbeit gemaehte Einsehr~nkung auf stetige Funktionen ist nicht 

yon Belang. Der in den neueren Untersuchungen fiber diverse Funktiona]r~iume 
bewanderte Leser wird die allgemeinere Verwendbarkeit der Methode sofort er- 

kennen; er wird aueh bemerken, dass gewisse unter diesen, so die Gesamtheit 
der quadratiseh integrierbaren Funktionen und der tIILBV-RT'sche Raum von 
unendlieh vielen Dimensionen nooh Vereinfachungen gestatten, wiihrend der hier 
behandelte seheinbar einfaehere Fall als Priifstein fiir die allgemeine Verwend- 

barkeit betraehtet werden darf. 
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w ~. Definitionen und Hilfss/ttze. 

Den folgenden Betrachtungen legen wir die Gesamtheit der auf der Strecke 

a <__x~b erklgrten, daselbst iiberall stetigen Funktionen / (x) zu Grunde. Die 
Ver~inderliche x wird also fiir reell vorausgesetzt, dagegen sind als Funktionswerte  

aueh komplexe gestattet .  Doch will ieh sofort betonen, dass unsere Entwicke- 

lungen aueh fiir die engere Gesamtheit der reellen Funktionen ohne Weiteres 
gelten. 

Die zu Grunde gelegte Gesamtheit werden wir der Kiirze halber als Fvnk- 
tionalraum bezeichnen. Ferner nennen wir Norm von /(x) und bezeichnen mit 

�9 rl/II ist danaeh im Allgemeinen positiv l!lll den Maximalwert von II(x)l ,  die GrSsse l, 
und versehwindet nur dann, wenn /(x)  identiseh versehwindet. Ferner bestehen 
fiir sie die Beziehungen 

C 27 ~ ~]c l (z ) l l= l  I[1I( ).,; ]i l, + h l; <= ii l, H+ i lhl!. 

Unter  Diaanz der Funktionen 1,, h verstehen wir die Norm i l l , -  h II = I!I,--1, I1 
ihrer Differenz. Danaeh ist die gleiehmgssige Konvergenz einer Funktionenfolge 

([n) gegen die "Grenzfunktion / gleichbedeutend damit, dass die Distanz II/--[nl! 

gegen Null konvergiert. Eine notwendige und hinreiehende Bedingung fiir die 

gleiehm~issige Konvergenz einer Folge {/~} besteht  nach dem sogenannten all- 

gemeinen Konvergenzprinzip in der Beziehung l[ fro-- [~ ![ ~ o fiir m ~ ~,  n ~ oo. 

Speziell wird also eine Folge (1,}, fiir welehe siimtliehe Distanzen IT lm- / . ! l  
(m~n)  eine yon Null verschiedene, also wesentlich positive untere Sehranke be- 

sitzen, keinesfalls gleichm~issig konvergieren. 

Wir werden uns im folgenden mit dem Umkehrproblem fiir lineare Trans- 
/ormationen besehiiftigen. Eine Transformation T, die jedem Elemente / unseres 

Funktionalraumes ein eindeutig bestimmtes Element T[ / ]  zuordnet, sell dann 

linear heissen, wenn sie distributiv und beschrdnkt ist. Die Transformation heisst 

distributiv, wenn identisch f i i r  alle / 

T [c ! ]  = c T [ l ] ,  T [ I ,  +1~] = T[ I , ]  + T[I~] 

ist. Beschriinkt heisst die Transformation dann, wenn es eine Konstante  M gibt 
derart, dass fiir alle / 

I < M  !1 T [ I ]  I _=  II 1!1 
ausfgllt. 

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass T jede beschriinkte Funktio-  
nenfolge r J~j ,  d. i. jede Folge, fiir welche siimtliehe I!/,!l unter eider Sehranke 

liegen, wieder in eine solche fiberfiihrt. Ferner folgt aus 
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IIT [/] - -  T [/n] i[~ !] T [ / - - /n ]  !l ~ M ]!/--/~ !!, 

dass jede gleichm~issig konvergente Folge wieder in eine solehe iiberfiihrt wird, 

und dass aueh die Grenzfunktionen gegenseitig einander entsprechen, kurz, dass 
T stetig ist. 

Die Bezeichnungen c T, T 1 + T~, T~ T 2, T" sind derart  naheliegend, dass sie 
nicht besonders erkl~irt zu werden brauchen. Es leuchtet ferner unmittelbar  ein, 
dass die aus linearen Transformationen auf diese Weise abgeleiteteten neuen 

Transformationen, also Summe, Produkt  und Potenzen derselben ebenfa]ls linear 

ausfallen. 
Mit E bezeiehnen wit die identische Transformation, die jede Funkt ion sich 

selbst zuordnet. Wir werden uns nun mit der Umkehrung der Transformationen 
vom Typus B ~ E - - A  besch~ftigen, we also E die identische Transformation 

bedeutet, A aber  einem speziellen Typus angeh6rt, niimlich voUstetig ist. Um den 
Begriff der Vollstetigkeit einfiihren und aueh recht fassen zu kSnnen, miissen wir 

vorderhand noch einen andern Begriff, jenen der kompalcten Folge, bespreehen. 
Eine Folge r ~, ~/~j heisse nach FR~CItET kompakt, wenn jede Teilfolge derselben 

eine gleichmi~ssig konvergente weitere Teilfolge enth~lt. Speziell ist also auch 

jede gleichm~issig konvergente Folge kompakt,  aber nicht umgekehrt,  da ja z. B. 
durch Ineinanderschieben von zwei gleichm~ssig konvergenten Folgen mit ver- 

sehiedenen Grenzfunktionen aueh eine kompakte Folge entsteht.  
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir kompakte Folgen ist schon 

vor langem von ARZZLs ~ angegeben worden. Wir werden davon vorlSufig keinen 

Gebraueh machen und begniigen uns hier damit, ein Merkmal anzugeben, an 
dessen Fehlen sieh dann in gegebenem Falle erkennen l~sst, dass eine vorgelegte 
Folge nicht kompakt ist. Dieses Merkmal besteht darin, dass //~r ]ede kompakte 
Folge {]~} die untere Schranke der Distanzen i! ~m" f,~ !! (m ~ n) gleich N~ll sein muss, 
da ja die Folge gleiehm~issig konvergente Folgen enth~ilt. 

Eine weitere Eigensehaft_ kompakter Folgen, auf die es uns hier ankommt, 
besteht darin, dass ]ede kompakte Folge zugleich beschrdnkt ist. Denn im entge- 

gongesetzten Falle miisste sic ja eine Teilfolge mit monoton ins Unendliche waeh- 
senden Normen enthalten, deren sgmtliehe weitere Teilfolgen dann dieselbe Ei- 
genschaft bes~issen, und somit keine derselben gleichm~issig konvergent sein kSnnte. 
Jede kompakte Folge ist somit besehr~nkt. Dagegen braucht nicht ]ede beschrdnkte 
Folge kompakt zu sein; z. B. ist fiir o < x < i die Folge ]n(x)= x" beschr~inkt, 
aber nieht  kompakt, da sie und also auch s~mtliehe Teilfolgen gegen eine fiir 

x ~ i unstetige Funktion konvergieren. 

C. AazEr.~, ~Sulle f ienz ioni  di linee},, l~Iemorie d. R. Accad. d. Scienze di Bologna, serie 5, 
t. V (1895), S. 225"--244. 

Acta mathematica. 41. Imprim~ le 5 d$.cembre 1916. ]0 
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Auf der soeben hervorgehobenen Tatsache, dass n~.mlieh eine Folge be- 
schHinkt sein kann, ohne kompakt zu sein, beruht nun das Spezielle der vollstetigen 
linearen Transformation gegeniiber der allgemeinen. Jede lineare Transformation 
fiberfiihrt n~imlich, wie wir schon gesagt haben, beschHinkte Folgen in besehr:~inkte, 
gleichm~ssig konvergente Folgen in gleiehm.~ssig konvergente und somit auch 
kompakte Folgen in kompakte. Wit erkl~iren nun: eine lineare Transformation 

heisse vollstetig, wenn sie jede beschrdnkte Folge in eine kompakte iiberfiihrt. 
Einfachste Beispiele yon vollstetigen Transformationen sind: T [/] = /(a), die 

also jede Funktion /(x) in eine iiberall konstante F u n k t i o n = / ( a ) i i b e r f i i h r t ;  

dann T [/] = / (a) § / (b) x oder allgemeiner T [/] = / (a~) gl (x) §  + / (am) gin (x), we 
a~ ,.-., am, .ql,"" ", g,~ gegebene Stellen des Interva]ls (a, b) resp. gegebene stetige Funk- 

tionen sind. Weitere Beispiele liefern das Integral 

T [t] =.) / (x) dx  
a 

und allgemeiner das Integral 
b 

J 'K (x, y, g [/] = y) / (y) d 

mit dem wir uns bei der Anwendung der zu gewinnenden allgemeineren Resul- 
tate auf die FRRDHOLM'sche Integralgleichung n~her besch~iftigen werden. Das 
einfachcte Beispiel einer nicht vollstetigen Transformation bietet die identische 
Transformation E, die ja jede Folge, also auch jede beschr~nkte, aber nieht kom- 

pakte Folge in sieh iiberfiihrt. 
Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass das Produkt Tl T~ sicher voU- 

stetig wird, wenn wenigstens eine der beiden Faktoren vollstetig ist. Da ferner aus 
gleichm~issig konvergenten, also auch aus kompakten Folgen dureh Multiplikation 

mit einer Konstanten oder dureh gliedweise Addition wieder gleichm~issig kon- 
vergente resp. kompakte Folgen entstehen, so folgt, dass zugleieh mit T, T I, T 2 

auch c T und Tl + T~ vollstetig sind. 
Wir haben noch einen Begriff zu erl~iutern, der fiir die folgenden Unter- 

suehungen grundlegend ist, n~imlich den Begriff der linearen Mannig/altigkeit. Dar- 
unter  verstehen wir jede Mannigfaltigkeit yon Eiementen unseres Funktionalrau- 
mes, die folgenden Bedingungen geniigt : i) mi t / ,  ]1,/2 zugleieh sind aueh c/,/1 +/~ 
darin enthalten; 2) sind die Elemente einer gleiehm~issig konvergenten Folge 
(/n) darin enthalten, so ist es aueh die Grenzfunktion/ .  Beispiele fiir lineare Man- 

nigfaltigkeiten bietet der Funkt ionalraum selbst, dana,  um gleieh daa andere 
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Ext rem zu nennen, die aus der einzigen Funktion /----o bestehende Mannigfaltig- 
keit. Ferner  werden, wie dies unmittelbar aus der Definition folgt, (lurch jede 
beliebige Funktionenmenge zwei lineare Mannigfaltigkeiten mitbestimmt, n/imlich i) 
die Gesamtbeit der linearen Verbindungen und deren Grenzfunktionen (ira Sinne 
gleichm~issiger Konvergenz), 2) ,d ie  Gesamtheit jener stetigen Funktionen, ffir 

welehe das mit jeder beliebigen Funktion der Menge gebildete Produktintegral  

gleich Null ist. 
Wir wollen nun einige fast unmittelbar aus den Definitionen fliessende S/~tze 

fiber lineare Mannigfaltigkeiten aufstellen, die uns fiir die folgenden Untersu- 

chungen als Hilfss/itze dienen werden. 
Hil]ssatz 1. Ist L eine beliebige lineare Manrdg/altigkeit und g eine Funktion, 

die ihr nicht angehSrt, dann ffibt es in L eine Funklion ]1 derart, dass /iir s6mtliche 

Funktionen / i~z L die Unffleichung bestel~t: 

,~g--li > ~ ! g - l ,  f. 

Beweis. Da die Funktion g nieht der Mannigfaltigkeit L angehSrt, so ist 
die untere Grenze d der Distanzen [ g - - / :  yon Null verschieden; denn im entge- 
gengesetzten Falle wiirde L eine gegen g gleichmiissig konvergierende Folge, also 
auch g enthalten. Wit w~ihlen nun /1 so, dass [ g - - / l ! j <  2 d wird; da andererseits 

fiir alle / die Distanz ][g--/]i>d ist, so folgt unsere Ungleichung. 
Hil/ssatz 2. Ist yon den beiden linearen Mannig/altigkeiten L~, L 2 die eine, 

L:, echter Tell von L,, d. h. ist L2 in L~ enthalten, ohne damit identisch zu sein, 

sa gibt es in L1 eine Funktion ,q~ derart, dass einerseits 

ii g ,  !] = ~,  

andererseits /iir alle Elemente / von L~ 

i i g , - I L ~ > {  
aus/(illt. 

Beweis. Nach Voraussetzung enth~ilt L~ wenigstens ein Element g, welches 

nicht zu Lz gehSrt. Nach Hilfssatz I. gibt es nun in L~ ein E l e m e n t / : ,  so dass 

fiir alle / in L 2 die Ungleichung besteht 

Wir setzen 

[~, g - /il :~ 
f! g - 1. II ~ 2" 

g - -  f2 . 
~' =Hg-/.!j' 
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dann  ist  also I]g~il== x, ferner  ist g, als l ineare Verb indung  yon  g and  /2 in LI 

en tha l t en  und endlieh ist 

_ " .Ell ] g - - / , l l  g - - l ~  l i t =  g - - l , - - ' ~ i . q - - l , "  " II g, - -  1 tt ] I~ ' - /~  !i , T! g - / ~  :! = !' .q - / ,  !1' 

we die Funk t i on  13 ~ 12 + II g - -  Is i I als l ineare Verb indung  yon  1~ und I in L 2 ent-  

hal ten ist; also ist auch  

i g , - - l H = ! I g - - / ~  i >  z 
I ! g - - L I l = 2 "  

In beiden HilfssAtzen 1Asst sich die Zahl I ev iden te rmassen  dureb  jede be- 
2 

liebige posi t ive Zahl  < i ersetzen.  Dagegen kann  man  sie im al lgemeinen n ich t  

dureh  i selbst  ersetzen.  Neh m en  wir z. B. als L 1 die Gesamthe i t  jener  Funkt io -  

nen, ffir welche .q ( a ) ~  o ist, als L., abe t  jene, fiir welehe ausserdem noeh das 

fiber (a, b) e r s t reck te  In tegra l  versehwindet .  Dann  sind die Vorausse tzungen des 

Hilfssatzes 2. erfiillt. Wfirde es nun eine F u n k t i o n  gl in L~ geben de ra r t ,  dass 

I! g, !1 ~ i und dass fiir alle / aus L2 die Dis tanz  !I g, - -  /!! ~ I ware, a lsdann miisste diese 

Funk t i on  g, auch noch  die wei tere  Ex t remale igenschaf t  besitzen, un te r  alien g aus L~, 

fiir welche ilg]!_< i ist, das In tegra l  yon g dem absolu ten  Wer te  nach zu einem 

Maximum zu machen.  Dean  gAbe es eine F u n k t i o n  g2 in L1, ffir welche llg~l!_< i 

und  das In tegra l  grSsser als ffir g, ausfiele, dann  wiirde sieh aus der  Gleichung 

b b 

.J'gl (x)dx-- ~jg~ (x)dx=o 
a 

eine Zahl ~ ergeben,  fiir welehe I ~ ] <  i w~ire und andererse i ts  die F u n k t i o n  

/ = !h - -  ~ g~ zu L2 gehSrte.  D an n  w~ire aber  ~ g~ - -  / i~ : I; ~g2 i S_ I ~ I < i, gegen un-  

sere Annahme.  Also er re icht  der  absolute  Wer t  des In tegra ls  bei gl sein Maximum. 
] v Nun ist aber  wegen der  Bedingung  i g i ~ i dieses Maximum sicber ~ b - - a ,  an- 

derersei ts  k o m m t  man  aber  an diesen W e r t  b ~ a beliebig nahe  herau dureh  Funk-  

t ionen r die fast  iiberall gleieh I sind und  nur  nahe bei a s te t ig  in o i ibergehen. 

Also ist das In tegra l  yon g~ dem absolu ten  Wer te  naeh gleich b - - a ,  d. i. de r  

Liinge des Integrat ionsintervalJs .  Das ware  aber  wegen dor Ste t igkei t  von g, und 

wegen i]g, ! z nur  so mSglich, wenn fiberall I g, I =  i ware, was jedoch der An- 

nahme fit (a) ~ o widerspr ieht .  

Das soeben besproehene Beispiel zeigt also, dass in Hilfssatz  2. die Zahl I 
2 

nicht  allgemein dureh  I erse tz t  werden darf .  Ein en t sprechendes  Beispiel ffir 
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Hilfssatz I. erh~l~ man, indem man ffir L die soeben benutzte Mannigfaltigkeit 

L 2 wiihlt, fiir ff aber  z. B. die Funktion x - -  a oder jcde beliebige Funkt ion aus 
L~, die nieht zugleieh L2 angehSrt. In einem spezie]len Falle l~isst sich jedoch in 

beiden S/itzen sieher die Zahl i verwenden, n~imlich dann, wenn L resp. L2 von 

endlicher Dimensionszahl sind. Hierunter  verstehen wir den Fall, wo s/imtliche 

Elemente der Mannigfaltigkeit als lineare Verbindungen aus einer endlichen An- 

zahl unter ihnen dargestellt werden kSnnen. Es geniigt, wenn wir nur den ersten 

Hilfssatz ent.spreehend Umformen. 

Hil/ssatz 3. Ist L eine lineare Manni~/altigkeit endlicher Dimensionszahl und 
g eine Funktion, die ihr nicht angehSrt, dann gibt es in L eine Funktitra ]* derart, 
class /iir sdmlliche / in L die Ungleichung besteht 

II g - -  I il II - / *  Li. 

Der Beweis dieser ]3ehauptung stiitzt sich auf den 

Hil/ssatz 4. Wenn eine aus den Elementen einer tinearen ~lannig[altigkeit 

endlicher Dimensionszahl ffebildete Folge beschrdnkt ist, so ist sie auch kompakt. 
Beweis der Hilfss~itze 4. und 3. Nach Voraussetzung lassen sich alle Elemente 

der Mannigfaltigkeit in der Form 

ff = clg, + c292 + ' "  + Ck gk 

darstellen. Wir diirfen voraussetzen, dass die als Basis der Darstellung dienenden 

Funktionen g~,.-., qu linear unabh/ingig sind; im entgegengesetzten Fall wiirden 

wir die iiberf]iissigen weglassen. Um 4. zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, 

dass aus der Annahme einer Sehranke ffir 

i[ g il = r! c, + . . .  + ck gk TI 

das Vorhandensein einer entsprechenden Schranke fiir alle [ci[ folgt, dass also 
fiir eine besehr/~nkte Folge von Elementen g aueh die entsprechenden Punkte  

(ci, . . . ,ck) des k-dimensionalen Raumes eine besehr~inkte Folge bilden, woraus 

dann Hilfssatz 4- auf Grund des BOLZA~o-W~asraAss ' sehen  Satzes unmit/el- 
bar folgt,. 

Es bleibt somit nur zu zeigen, dass die Besehriinktheit yon [!gl] auch eine 

Sehranke fiir die [ ci[ bedingt. Die entgegengesetzte Annahme wiirde die Existenz 

einer besehr/inkten Folge yon Funktionen g nach sieh ziehen, fiir welehe die ent- 

spreehenden Summen [ ci[ +- . -  + [ ck [ fiber jede Grenze waehsen. Aus dieser Folge 

wiirde, indem man jede Funktion durch die entsprechende Summe [ct I + " "  +lckl 
dividiert, eine neue, gleiehm/issig gegen Null konvergierende Folge entstehen, 
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fiir deren s'amtliehe Elemente I c, I + " "  + I ck I = I wi~re. Auf Grund des BOLZA~IO- 

WE~EaSTRASS'schen Satzes wiirde es dann eine Teilfolge geben, fiir welche die Koef- 

fizienten ci gegen entspreehende Grenzwerte c~' konvergierten; und es w~ire auch 

I c T l + ' " + [ c ~ l = I .  Da nun aus c ~ c  7 , - . . , c k ~ c r ,  aueh 

C ~ c~gL +"" + caga~cig~ + ' -"  a gk 

folgt, w~ihrend andererseits bereits die ganze Folge, also auch die Teilfolge ge- 

gen Null konvergiert, so miisste c~9 ~ +-- .  + ck*gk = O, also wegen der vorausge- 

setzten Unabh~ingigkeit der Funktionen 9z, '" ,gk auch c~ = o,.- . ,  c~'= o ausfal- 
len; dem widerspricht aber die Beziehung [c~[+- - -+ lc r , ]=  I. 

Damit  ist der Beweis fiir 4- erbracht. Nun folgt 3. aus 4. durch folgende 
Uberlegung. Es handelt  sich darum, zu zeigen, dass I g - - / I ]  ihre untere Schranke 

wirklich erreicht. Es sei if/,) eine Fo]ge, ffir we]che Jig--/n!'~ gegen die untere 

Schranke d yon ii g - -  /i[ konvergiert, dann ist die Fo]ge {9--/n} sicher beschr~inkt 

und wegen ]i/,,!=:,]9[l +',[g--/,~:i ist es auch die Folge x/-i- Nach Hilfssatz  4. ist 
r "t dann die beschr~inkte Folge ~/,,j auch kompakt.  Also gibt es eine gleiehm~ssig 

konvergente Teilfolge und die Grenzfunktion [* dieser Tei]folge besitzt wegen 

] g - - / *  I[~ Jig - - /n  ]] + ] [ / , - - /*  -. d die gewiinschte Eigenschaft, ein Minimum ffir 
Hg--/ i l  zu liefern. 

Der Hilfssatz 5., den wir nun aufstellen, ist ein Gegenstiick zu Hilfssatz 4.; 

er sagt n~mlich aus, dass die Kompakthei t  siimtlieher beschr~inkter Folgen fiir 

die linearen Mannigfaltigkeiten von endlicher Dimen~ion,zahl eharakteristisch ist. 

Hil/ssatz 5. Wenn  ]ede beschrdnkte Folge yon Elementen einer linearen Man-  

nig/altigkeit kompakt ist, so ist die Mannig/alt igkeit  von endlicher Dimensionszahl. 

Beweis. Im entgegengesetzten Falle Wiirde die Mannigfaltigkeit eine Folge 

(ff,,) enthalten, deren siimtliche Elemente yon den iibrigen linear unabhiingig sind, 

d. i. keines derselben l~isst sich als ]ineare Verbindung der Vorangehenden dar- 

stellen. Bezeichnen wit  mit Lk die Gesamtheit der linearen Verbindungen yon 

ff~, '",ga; dann i s t  gk+l sieher nieht in Lk enthalten. Andererseits ist La eine 

lineare Mannigfaltigkeit; denn einerseits enthiilt sie s~imtliche lineare Verbin- 

dungen ihrer Elemente, andererseits aber folgt, wie wir dies bei dem Beweise 

yon Hilfssatz 4. auseinandersetzten, aus I] cl g~ + - ' -  + ca ga t[ ~ o aueh c~ ~ o , . . . ,  ca ~ o 
( n )  "~ und somit aus der gleichmiissigen Konvergenz einer Folge {.q(")~ c(~")g~ + .-. + % gks 

gegen eine Grenzfunktion g* aueh die Konvergenz der Koeffizienten c~ ") gegen ent- 

sprechende Grenzwerte c~, so dass g* ~- c~g~ + . . .  + c~ga ausfiillt, also der Man- 

nigfaltigkeit L~ angehSrt. Da ferner La eehter Teil yon Lk+l ist, so gibt es in 

La+l naeh Hilfssatz z. sieher eine Funkt ion ]a derart, dass [t/ktl= x ist, wiihrend 
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ihre Dis tanz yon  jeder  F u n k t i o n  aus Lk wenigstens ~/.~ ausmacht .  ~ Die Funk t io -  

nen /a ( k =  i ,  2 . . . .  ) bi lden wegen ]!/kli~ I eine beschrEnkte  Folge. Anderersei ts  
I 

ist fiir i~]c  die Distanz t i / i - - /k  [! _>_ 2'  da en tweder  /i der  Mannigfal t igkei t  L~, oder  

aber  /k der  Mannigfal t igkei t  L~ angeh6r t .  Also ist die un tere  Schranke der Di- 

s tanzen  ll/i--/1,ili ( i ~ k )  yon Null verschieden und die beschrdnkte Folge ~ ~ ~. ~/~.~ is~ 

somit  nicht kompakt. 

Hil/ssatz 6. Haben die linearen Mannig/altigkeiten L~ und L 2 ausser / ~  o 

kein gemeinsames Element, und ist wenigstens eine der beiden ~lannig/altigkeiten 
von endlicher Dimensionszahl, dann gibt es eine Konstante C derart, class /i?r jedes 
Element / aus L L und ]edes Element g aus L~ 

iilll + Ilgii  o i ! / +  gil. 

J - I  und Beweis. Im en tgegengese tz ten  Fal le  wiirde es je eine Folge t x ~g,,jt 

geben  dera r t ,  dass ]]/n 11 + i] g~H > nl! 1'- + gn Ii, und wir diirfen auch ohne Beschrfin- 

kung der  Allgemeinhei t  I[/~[i+ lign[l----I vorausse tzen ,  da  dies durch  Division yon  

In und  g, du tch  [[/n H + [ign ;[ s te ts  e r re ich t  werden kann.  N u n  sei z. B. L,  yon end- 

l ieher Dimensionszahl ,  dann  ist die beschr~nkte  Folge f ~ Jn j  nach Hilfssatz  4- auch 

kompak t ;  es gibt  daher  eine gleichmEssig konve rgen te  Teilfolge / ( n ) ~ / , .  Da  fer- 
i 

her  li/(n) + gCn)il < n ~ o ,  also g|eiehm~issig /(n) + g(~) ~ o, so wird aueh gleiehm~ssig 

g(~) ~ - - / * .  Daraus  folgt  einerseits  I!/(~) i ~ ! /* i ,~ ii q(n)]i ~ ! , - / *  ii = O/* il und somit  

wegen [[/(~)ii + lig(")[! ~ i auch 2 Ii/*tl = i ;  andererse i ts  miisste /* a]s Grenzfunk t ion  

r resp. yon  {- -  g(n)) beiden Mannigfa l t igkei ten  L~, L2 angehSren und somit  yon  ~l / 

iiberall versehwinden,  was jedoeh der  soeben bewiesenen Beziehung z ! /*1  ~ i  

widerspricht .  

w 2. D ie  U m k e h r u n g  der  l i n e a r e n  T r a n s f o r m a t i o n .  

Wir be t r ach t en  die T r a n s f o r m a t i o n  B E E - - A ,  wo E die identische, A aber  

eine vollstetige ]ineare T rans fo rma t ion  unseres F u n k t i o n e n r a u m e s  bedeuten .  Die 

homogene  Funk t iona lg le ichung  B[cp] ~ o ha t  sicher eine LSsung, n~mlicb die 

1 Da Lk yon, endlicher Dimensionszahl ist, liesse sich ~/~ durch x ersetzen; doch kommt es 
uns hier auf diese tiefer liegende Tatsache nicht an; der entsprechende Hilfssatz 3. gelangt 
erst sp~tter zur Verwendung. 

Die Grenzgleichung [[f(n)[]4 [If* J[ fiir jede gleichmg.ssig konvergente Folge f i n )~ f*  er. 
halt man am einfachsten aus den beiden Ungleichungen [If* ir ~<- !!f* --f(=) :r + ~!f(n)i, [' f(n) Ip 
< Ilf* - - t im l[ § [If* l! und aus der Grenzgleichung [If* --fin)l! ~ o. 
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Funktion, die iiberall g|eich Null ist. Ausser dieser ,identisch verschwindenden,) 

LSsung kSnnen noeh weitere auftreten. Die Gesamtheit  der LSsungen bildet eine 

lineare Mannig/altigkeit ,  da ja wegen Distrihutivifiit und Stetigkeit der linearen 

Transformationen jede lineare Verbindung yon LSsungen und auch jede Grenz- 

funktion im Sinne gleichm~,ssiger Konvergenz ebenfalls LSsungen sind. :Die spe- 

zielle Voraussetzung, dass A vollstetig ist, gestat tet  nun, die Mannigfaltigkeit der 

LSsungen n~iher zu charakterisieren. 

Satz 1. Die LSsunffen der homogenen Gleichung 

B ['t] = o 

bilden eine lineare Mannig[altigkeit  yon e n d l i c h e r  Dimensionszahl.  

Beweis. Wegen E = A  + B  ist fiir die LSsungen ef=A[ep] ,  d. i. s~mt- 

liehe Elemente unserer linearen Mannigfaltigkeit werden durch A in sich selbst iiber- 

fiihrt. Da A vollstetig ist, so iibergeht jede besehr~inkte Teilfolge in eine kom- 
pakte, und da sie andererseits in sich selbst iibergeht, so ist jede beschr~nkte 

Teilfolge kompakt.  Also ist die Mannigfaltigkeit nach Hilfssatz 5. yon endlieher 
Dimensionszahl. 

Satz 1 r. Die L6sungen der homogenen Gleichu~g 

B n  b t ]  = o 

bilden eine lineare Manni.q[altigkeit yon e n d l i c h e r  Dimensionszahl. 

Beweis. Die Transformation 

B n ~ - ( E - - A ) n = E - - A ( n E  . . . .  ) = E - - C  

ist vom selben Typus wie B selbst; die Transformation 

C ~ A ( n E  . . . .  ) 

ist n~mlich als Produkt  zweier Transformationen, yon denen die eine, A, voll- 

stetig ist, ebenfalls vollstetig. Also ist x r. ein Korollar yon i. 
Bevor wir den Satz 2. ausspreehen, bemerken wir zun~iehst, dass ]ede LS- 

sung der Gleiehung B ~ [r = o wegen B "~+~ -~ B B  n auch die Gleiehung B ~+1 [ef] = o 

befriedigt. Also definieren die Gleichungen B~[~] = o fiir n =  I, 2 , . . .  eine Folge 

yon linearen Mannigfaltigkeiten, deren jede in allen Folgenden enthalten ist. Es 

fr~gt sieh nun, ob die einzelnen Mannigfaltigkeiten echte Teile der folgenden sind ? 
Vor allem ist klar, dass wenn z. B. die m-te Mannigfaltigkeit kein eehter Tell 

der m + i'-ten und also mit dieser identiseh ist, dies dann aueh fiir alle folgenden 

der Fall ist. G~ibe es n~imlieh eine erste Mannigfaltigkeit, fiir welehe dies nicht 
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mehr  zutr i f f t ,  und  beze iehnen  wir den en t sp rechenden  E x p o n e n t  mi t  n + i ,  so 

wiirde es also eine F u n k t i o n  ef geben,  fiir welehe B ~+1 [rf] = o, B n [ef] ~ o wiire. Wi t  

se tzen ~p = B " - m  [cf]; d a n n  wird B m+l [~0] = B-+l[~f] = o und Bm [~] = B ~ [rf] ~ o, 

d. i. es w~ire schon die m + r - t e  Mannigfa l t igke i t  n ich t  mehr  m i t  der  m- ten  iden- 

t isch,  en tgegen  der  Vorausse tzung .  

Es  s ind also n u t  zwei Ftille mSglieh:  en tweder  t r e t e n  bei j edem Sehr i t t e  

neue  LSsungen  auf,  oder  es b r i eh t  dies bei e inem E x p o n e n t e n  n ab,  von  wo an 

s~imtliehe Mannigfa l t igke i t en  ident i seh  sind. De r  nun  zu beweisende  Satz  z. wird 

den  ers ten  Fal l  ausschliessen.  

Satz 2. Es gibt eine Zahl ~ derart, dass [iir n> ~ ]ede Ldsung der Gleichung 

auch schon die Gleiehung 

B " [ ~ ] = o  

B ~ [ ~ ] = o  

be]riedigt, wdhrend /iir n < ~, die Gleichung 

B " + X [ ~ ] = o  

auch neue, d. i. solche Ldsungen besitzt, welche die Gleichung 

B , , [ ~ ]  = o 

nicht 7Jelriedigen. 

Beweis.  I m  en tgegengese tz t en  Fal le  mi iss te  es fiir jedes  n auf  G r u n d  des 
Hil f ssa tzes  2. eine F u n k t i o n  ~f~ geben,  fiir welehe Bn+l[(f , ]  ----o, [[ ~ -  ]I ---- i ist, w~ih- 

r end  fiir ]ede F u n k t i o n  % die schon die Gle iehung B ~ [~] ---- o befr iedigt ,  [[(p~ - -  ~ [] > 

ausfEllt .  Die  F u n k t i o n e n  ~n bilden fiir n- - - - i ,  2 . . . .  eine beschrEnk te  Folge;  also 

bilden,  da  A vol ls te t ig  ist, dig F u n k t i o n e n  g~ = A [rf,] eine kom~kte  Folge.  Be-  

t r a e h t e n  wir die Differenz 

g . - - g ~  = A [ ~ . - -  ~. , , ] ,  

wo r e < n :  D a  A = E - - B i s t ,  so wird  

wo wegen m < n  

ist. Also ist 

g,, - -  g,,, = @,, - -  (@,,, + B [@,,] - -  B [q,,,,]) = ~p,, - -  @, 

B" [rp] ~-- B"  [q0,, d + B "+~ [el,,] - -  B -+~ [ ~ ]  = o 

A ~ a  mathematiea.  41. Imprim6 le 3 d6eembre 1916. ] ]. 
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i 1 

', g n -  9'm'i = :~ ~pn q~: > , i ~ , )  

und somit  ist die Folge (g , )  sicher nicht kompakt. Unsere  Annahme  fi ihrt  also 

zu einem Widerspruch.  Def in ieren  wir ncch B ~  E, so ist auch der  Fall  r ~ o, 

d. i. der  Fall, wo die homogene  Gleiehung ausser der  ident iseh verschwindenden  

keine LSsung zul~sst, in dem Satze  mi t  inbegriffen.  

Aus Satz  2. folgt sofor t  der  

Satz 3. Hat die Gleichung 

B [~p] = g 

/i~r jede beliebig gegebene stetige Funktion g eine L6sung, so ist diese L6sung ein- 

deutig besiimmt. 
Beweis. Mit ande ren  W o r t e n  sagt  der  Satz aus, dass wenn ale inhomogene 

Gleichung ohne Ausnahme 16sbar ist, die entsprechende homogene Gleichung aumser 
der identisch verschwindenden keine weitere LSsung besiizt. Dies zeigen wir wie 

folgt. H ~ t t e  die Gleichung B[ef] ~ o auch eine nicht  ident isch verschwindende  

L6sung  epl, so sei el2 eine LSsung der  Gieichung B[~f] =ep~, el3 eine LSsung der  

Gleiehung B[~ f ]=% u. s. f., al lgemein r eine LSsung der  Gleiehung B[ep]~epn. 

Dann  wiire fiir jedes n > I die F u n k t i o n  Bn[efn] = o und B " - t  [~f,] ~ o. Dies abe t  

widerspr icht  dem Satze 2. 

Wir  lassen nun  die Vorausse tzung  des Satzes 3- fallen und  f ragen ganz all- 

gemein, wie die Mannigfal t igkei t  der Funk t ionen  g, fiir welche die Gleiehung 15s- 

bar  ist, ausschaut?  Die An twor t  er te i l t  der  Satz  5.; der  Satz 4- be re i t e t  den  

Beweis des Satzes 5. vor.  

Satz 4. Es gibt eine nur vonder  Trans/ormation B abhdngende Konslanle G 

derart, dass immer, wenn die Gleichung 

B [ep] : g 

16sbar ist, flit weniffstens eine der LSsungen 

II -pl[  oI]gtl 
aus/dllt. 

Beweis. Is t  ep eine LSsung, so ist die al lgemeine LSsung e p - / ,  wo ] eine 

beliebige LSsung der  homogenen  Gleiehung B[/] = o bedeute t .  Da die F u n k t i o n en  

] naeh  Satz i .  eine l ineare Mannigfal t igkei t  endlicher Dimensionszahl bilden, so 

x Auch hier l~.sst sich die Zahl ~]~ durch i ersetzen, da ja alle in Betracht kommenden 
Mannigfaltigkeiten yon endlicher Dimensionszahl sind. 
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fiir alle / 
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auf Grund yon Hilfssatz 3. eine Funktion ]* derart ,  dass 

Itw-- ]* li <_'~:r lit 

ist. Dann ist aber die Funktion ~ f * = ~ - - / *  eine MinimallSsung der Gleichung 
B[~] = g, so dass also fiir alle der homogenen Gleichung B[]] = o geniigenden 

] die Ungleichung Ilcf*ll<llep*--/!l besteht. Der Satz 4- wird bewiesen sein, wenn 

wir zeigen, dass die Quotienten It~*11 fiir alle g, fiir welche die Gleichung iiber- 

haupt  15sbar ist, unterhalb einer gemeinsamen Schranke G liegen. Die entgegen- 
gesetzte Annahme wiirde die Existenz einer Folge (qn) mit entsprechenden Mini- 

mallSsungen ef~ nach sich ziehen, fiir welche 

II gn hi oo. 

Da nun cq~* eine zu c gn gehSrige MiuimallSsung ist, so kSnnen wir ohne Be- 

schr~inkung der Allgemeinheit I]ef,~il = I und somit ]~gnii~o annehmen. Nun ist 
also die Folge (tp~) beschriiokt, also die Folge der Funktionen A [ef~] kompakt,  
sie enth~ilt daher sicher eine gleichm~ssig konvergente Teilfolge 

Da ferner E = A + B und also 

rf,~, = A [(f~k] + B [~f~k] = A [(P~k] + g"* 

ist, und gnk gleichmBssig gegen o konvergiert, so ist ebenfalls gleichmhssig 

~f~'k ~ ~**" 

r ~ Daraus folgt BL~,,k]~B[~p**], und da andererseits B[ef , ,k]=g,a--o ,  so erhal- 
ten wit 

B [~**] = o. 

Also w~ire ep** auch eine LSsung / der homogenen Gleichung und daher  II~f,*a-- 

- -  ep** H ~ tl CP~k II ~ I fiir alle k, was aber der gleichmBssigen Konvergenz ~'~k ~ el** 
widerspricht. 

Satz 5. Die Trans/ormation B iiber/i~hrt den Funktionalraum in eine lineare 

M anniglaltigkeit. 
Beweis. Aus der DistributivitBt der Transformation B folgt unmittelbar, 

dass die Transformierte mit g,g,,g2 zugleich auch c.q and g, + g2 enthBit. Es 
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bleibt zu zeigen, dass fiir jede gleichmKssig konvergente Fo]ge g , , ~  g*, fiir welche 

allo g, zu der transformierten Mannigfaltigkeit gehSren, dies au(.h ffir die Grenz- 

funktion g* der Fall ist; mit andern Worten, dass zugleich mit den Gleichungen 
B[~p] = g .  auch die Gleichung B [~f] --g* wenig~tens eine L6sung besitzt. Zu die- 
sere Zweeke w/ihlen wir aus der Folge {9-} eine Teilfolge {g(")) derart, dass 

I1 9" g(") II ( I [ - -  2n+l  

werde; dann wird auch 

I 
]l I ~ ( n + l ) _  ~(n) j[ < ]]~*__~(n+l) i] -~- H~*- -g (n )  il < 2n ~ 

Ferner sei tpo eine LSsung der Gleichung B [tp] = g(~), rf, aber fiir n = z, 2 , . . .  je 
eine solche LSsung der Gleichungen 

fiir welehe laut Satz 4. 

B [el] = 9("+~) - -  9("), 

G 
II ~ .  t! ~ O l! g<"+') - g(")II < 2~ 

ist. Alsdann konvergiert die unendliehe Reihe ~o + ~ t  + " "  absolut und gleieh- 
m~ssig; ferner wird 

B [~fo + ef~ + - . .  + rf.] = g("+]) --. g*, 

und somit ist fiir die Summe ep* der Reihe B[ep*] = g*. Also hat  aueh die Glei- 

ehung B [~] = q* wenigstens eine LSsung. 

Dem Satze 6. sehieken wir folgende :Bemerkungen voran: Da die Transfor- 

mationen B", wie wir schon gelegentlich d e s  Satzes zL bemerkten, you demselben 
Typus sind wie B selbst, so darf man den Satz 5- aueh auf diese Transformatio- 

nen anwenden; danach iiberfiihrt jede der Transformationen B" den Funktional- 

raum in je eine lineare Mannigfaltigkeit L , .  Da der Funktionalraum, den wir 

hier mit L, bezeiehnen wollen, die Mannigfaltigkeit LI enthiilt und da L ,  und 

L,+] aus L o und Lt durch Anwendung ein und derselben Transformation, niimlieh 

von B", entstehen, so ist aueh L,+z in L ,  enthalten. Wit  fragen nun, ob L,+z 

echter Teil von L ,  ist oder aber die beiden identisch sin& Es leuehtet unmittel- 

bar  ein, dass in dem in Satz 3- behandelten Falle, wo Lo = L, ist, d. i. L t siimt- 
liehe Funktionen enth~ilt, dies auch fiir alle L ,  zutrifft. Allgemeiner folgt aus 

Lm+x-~ Lm die Beziehung L ,  = L,~ fiir alle n > m. Es sind also hienaeh nur zwei 

F/ille mSglich: entweder es fallen bei jedem Schritte Elemente weg, oder abet  ist 
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dies nur  bis zu einem gewissen n d e r  Fall,  von wo an dann s~imtliche Mannig- 

fal t igkeiten identisch sind. Wir  wollen zeigen, dass immer das Letz tere  s ta t t -  

f indet .  

Satz 6. Es  gibt eine Zahl ~ derart, dass [iir n > ,J, immer L,, = L~ wird, wdh- 

rend /fir n < ~ die Mannig/altigl~eit L,~+I echter Tell yon Ln ist. Diese und die in 

Satz 2. de/inierte Zahl ~ sind identisch. 

Beweis. Um die Exis tenz einer Schwelle ~/ yon  der  geforder ten Eigenschaf t  

zu beweisen, haben wir nur  noch zu zeigen, dass Ln+l nicht /fir a l l e n  echter Tell  

yon Ln sein kann. 

Is t  L~+I echter  Tell yon  L~, so gibt es nach Hilfssatz 2. eine Funk t ion  9'~ 

iu L~ derar t ,  dass IlY~II = i i s t  und  dass fiir alle Funk t ionen  g aus L~+I die Un- 

gleichung Itgn--gll > i besteht.  Wiire dies nun  fiir alle n der Fall, so g~ibe es 
~ 2  

eine entsprechende unendl iche Folge (g~). Da A = E - - B  ist, so w~ire also 

fiir m < n 

.4 [g,n] - -  A [g~] ~ gm - -  (g~ + B [gm] --  B [g~]) = g,n - -  g, 

wo alle 3 Glieder des un te r  g zusammengefass ten  Ausdruckes, somit auch g selbst 

in Lm+l enhal ten  sind. Daraus  aber folgt 

11,4 [ ~ . ] - A  [g~lW ffi i ig~--  gl] >-: .  

Diese Ungleichung widerspricht  aber  dem Umstande ,  dass die Folge {A [g.]), 

die aus der  besehri inkten Folge {gt.} dureh Anwendung  einer vollstetigen Trans- 

format ion en ts teh t ,  kompak t  sein muss,  Dami t  ist  die Exis tenz  einer Sehwelle 

bewiesen. 

Um nun aueh die zweite Behaup tung  des Satzes zu beweisen, bemerken wir 

zun~iohst, dass die Gleiehung B[~p] ~ g, wo g eine Fu n k t i o n  aus L~ ist, wenigstens 

eine L6sung ~p in L~ besitzen muss, da  ja 15. dureh  B in sieh iibergeht.  Wir  be- 

haup ten  nun,  dass es in /5. eino und  n u r  eine L6sung gibt,  mi t  anderen Worten,  

d~ss die homoyene Gleichung B [~] = o ausser der identi~ch verschwindenden au8 L~ 

keine L6sunfl zuldsst. Der Beweis l au te t  iihnlich wie fiir den spezielleren Satz 3 ,  

der  dem Fall  ~ = o entspr icht .  Giibe es in L~ eine nicht  identisch verschwin- 

dende LSsung 901, so sei ~02 eine LSsung aus L ~ d e r  Gleichung BIll----90~, ~03 eine 

LSsung aus L,  der Gleichung B[~]=ep2  , u. s. f. Dann  wiire fiir jedes n >  I 

B~[~,]  = o, B~-t[90, ] ~ o, was jedooh dem Satze ~. widersprioht.  

Aus der  soeben bewiesenen Behaup tung  folgt nun,  dass jede L6st:ng der 

Gleiohung B ~+1 [~] ----- o auch die Gleiohung B ' [ ~ ]  ~ o befriedigt,  da  ja s0nst die Funk-  
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t ion q~, = B"[q~] eine nieht  identisch verschwindcnde LSsung aus L~ der Gleiehung 

B [~p] = o w~ire. Andererseits  l/isst sieh fiir jedes n < r eine LSsung yon B "+~ [ep] = o 

l inden,  ffir velche /3 n [ff,] ~- o ist. Zu diesem Zwecke w~ihle man  irgend eine Funk-  

tion ] aus L, . . . . .  1, die aber der nSchstfolgenden Mannigfal t igkei t  L~_n nicht  mehr  

angehSrt  und fiir welche B " [ [ ] r  ist. Solehe Funk t ionen  gibt  es sieher in der 

Menge L ~ - n - I - - L , , - , , ,  denn sonst miisste die Menge L ~ _ I - - L ~  leer ausfallen, d. h. 

es ware L ,  = L ,_~.  Die Funk t ion  g = B *+~ [/] liegt in L~ u n d e s  gibt somit  auch 

eine Funk t ion  [i in L,,, fiir welche B"+~[ / ' , ]=9  ist. Dann befriedigt wegen 

B"+I[/]=B"+I[[,] die Funk t ion  ~ = ] - - f ,  die Gleichung B~+l[<p]=o;  dagegen 

ist B'*[<p]=Bn[[]--B"[[,]r  da B"[[~] der Mannigfal t igkei t  L~ angeh6rt ,  w/ih- 

rend B"[/] nur  in L~_~, aber  n icht  in L,. en tha l ten  ist. 

Somit besitzt unsere Zahl  v auch die durch Satz 2. geforder ten Eigensehaften.  

Der folgende Satz 7-, der  aus den S~itzen 2., 3., 4- und 6. fast  unmi t te lbar  

folgt, enth~ilt als Spezialfall die FREDtIOLM'sche Alternative bez. LSsbarkei t  der  

homogenen und der inhomogenen Integralgleichung.  

Satz 7. Entweder ldsst sich die Trans]ormation B umkehren, d. h. es gibt eine 

inverse lineare Trans/ormation B -1, /iir welche B B  - 1 =  B - 1 B  ~ E ist; oder abet 

besitzt die homogene Gleichung B [<p] = o ausser der identisch verschwindenden auch 

weitere L6s~mgen. 

Beweis. Der erste Fall t r i t t  dann  ein, wenn die Gleichung B[cf] = g  fiir je- 

des g 15sbar, also v = o ist. Dann  ist n/imlieh naeh Satz 3- die LSsung eindeu- 

tig bes t immt,  es wird also jedem Elemente  9 des Funk t iona l raumes  ein E lement  

~p eindeutig zugeordnet .  Wir  wollen zeigen, dass diese Zuordnung  dis t r ibut iv  und 

beschr/~nkt ist, also eine lineare Transformat ion T darstell t .  Die Distributivitii, t 

folgt unmi t t e lba r  aus der Eindeut igkei t ,  da  zu cg, g, + g2 die entspreehenden Ele- 

mente  cep, ~ + <P2 als L5sungen gehSren. Die Besehri inkthei t  der  Transformat ion  

ist aber  in Satz 4- als Spezialfall en thal ten .  Endl ieh  sind die Gleichungen 

B T = T B = E  eine unmit te lbare  Folge der Gleiehung B [ < f ] = g .  

Der zweite Fall  t r i t t  dann  ein, wenn die Gleiehung B[<f] = g  nieht  fiir alle 

g 15sbar ist. Dann  ist  n~mliela L L eehter  Teil yon  L0, somit  v > I .  Es gibt  also 

naeh den Sfitzen 2. und 6. sicher eine Funk t ion  % fiir welehe B[<f] = o, <p = E[~]  = 

= B ~ [r # o ist. Um wegen der  Wicht igkei t  der  B e h a u p t u n g  das hiefiir wesent-  

liche aus dem Beweise des Satzes 6. zu wiederholen, ens teh t  eine solehe Funk-  

t ion <p aus jedem beliebigen Elemente  ] der  Menge L~_l ~ L ,  als Differenz von 

/ und  jener Funk t ion  /, aus L,,  fiir welche B [ / , ] = B [ ] ]  wird. 

Dami t  ist Satz 7- bewiesen. Den Fall  v = o wollen wir nun  als dureh den 

Satz erledigt be t raehten  und wenden uns der n/iheren Untersuchung  des Falles 

v > I  zu. Vet  allem fiihren wit folgende Benennungen  ein. L ,  heisso die Kern- 
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mannig/altigkeit,  ihre Elemente die Kernelemenle. Die LSsungen der Gleichung 

B~[( f ]~  o nennen wir Nullelemente; die lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimen- 

sionszahl, die sie naeh Satz i ~. bilden, heisse NuUmannig/altigkeit.  Unabh~ngig 

yon der Zahl r kann man die Kernelemente g auch durch die Eigenschaft cha- 

rakterisieren, dass die Gleiehung Bn[ef] ~ g  fiir jedes n 15sbar ist, die Nullele- 

mente wieder dadurch, dass sie fiir geniigend grosse n die Gleichung Bn[:pJ-~ o 

befriedigen. 
Es gilt der folgende Zerlegungssatz: 

Satz 8. Jede Funkt ion ldsst sich a~/ eine und nur eine Weise als Summ~ 

eines Kernelementes und eines Nullelementes darsteUen. 

Beweis. Um die Zerlegung der Funktion / zu bewirken, setzen wit B ~' [/]--g, 

dann ist g ein Kernelement und die Gleichung B'[~f]--~ g i s t  fiir jedes n, also 

aueh for n = 2 ~  15sbar. Sei ~f~ eine LSsung; wir setzcn / ~ B " [ e p ~ ] .  Dann ist 

auch /~ ein Kernelement;  ferner ist B~'[/~] = B2"[~f,] = g  ~ B~'[/], also B~' [ / - - / j ] =  o, 
d. h. / - - / ~  ist ein Nullelement. Also liefert / ~ / ~  + ( / - - /~ )  die gewfinsehte 

Zerlegung. 
Um nun die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, s e i / = / ~  + ( / - - / 2 ) e b e n -  

falls eine Zerlegung der gewiinschten Art, d. i. /2 sei ein Kernelement, / - - / ~  ein 

Nullelement. Dann ist/3 ~ / ~  -- /2 = (f-- /~) - -  ( / -- /~)  gleichzeitig ein Kernelement 

und aueh ein Nullelement. Als Kernelement l~isst /~ jedenfalls eine LSsung der 

~Gleiehung B~[ef] ~ / ~  zu, als Nullelement befriedigt es die Gicichung B"[/3] ~ o .  

Also ist B2~[ef] ~ o ,  und somit naeh Satz 2. auch /3 ~ B~'[~f]=o, d. i. also/2=/~.  

Satz 9. Es  gibt eine und nur eine lineare Trans/ormation B (~ welche jedes 

Kernelement in sich selbst und jedes Nullelement in 0 i~ber/i~hrt, x Jede Funkt ion  

wlrd dutch B (~ in ein Kernelement, durch E - -  B (~ in ein Nullelement verwandelt und 

es ist B (~ ~ BIO), A B (~ ~ B (~ A . 

Beweis. Naeh Satz 8. entsprieht jeder :Funktion / ein Kernelement/~ derart,  

dass / - - / 1  ein Nnllelement ist. Wir definieren die Transformation B (~ indem 

wir jeder :Funktion ] das entspreehende Kernelement /1 zuordnen. Das hiednreh 

jedes Kerne]ement sieh selbst ensprieht und jedes Nulle|ement in o iibergoht-, 

folgt unmittelbar aus der in Satz 8. ausgeprochenen Eindeutigkeit der Zerlegung. 

Ferner wird laut Definition jede Funktion dureh B (~ resp. E - - B  (~ in ein Kern- 

element resp. in ein Nullelement, n~imlich in die naeh Satz 8. entspreehenden 

beiden Teile verwandelt. Die Distributivit~it der Transformation B (~ folgt eben- 
falls unmittelbar ans der Eindeutigkeit  der Zerlegung und aus dem Umstande, 

I Die Bezeichnung B{0) soll daran erinnern, dass fflr v ~ o (tie Transformation B(0) mit der 
identischen E _--Bo zusammenfallt. 
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dass die Kernelemente fiir sich und ebenso die Nullelemente fiir sich je eine 

linearo Mannigfaltigkeit bilden. Wit haben noeh zu zeigen, das8 die Transforma- 

tion B (~ aueh besehr~nkt und somit eine lineare Transformation ist. Dies folgt 

nun dureh Anwendung yon Hilfssatz 6, auf die Nul|mannigfaltigkeit und die 

Kernmannigfaltigkeit,  deren erstere ja yon endlicher Dimensionszahl ist. Nach 

Hilfssatz 6. gibt es daher eine Konstante C derart, dass 11/, ii + t i / - - / ,  I1--<_ C 11/II und 

und somit a fo r t i o r i  

IP/, !i 2 0 II/il 
wird. 

Um A B (~ ~ Be0) A zu beweisen, geniigt es nach Satz 8 ,  das Ubereinstimmen 

fiir Kern- und fiir Nullelemente zu zeigen. Da A ~ E -  B jedes :Nullelement in 

ein Nullelement, B (~ aber in o verwandelt, so ist fiir ein Nullelement A B  ~~ [/] 

B (~ [/] ~ o. Fiir Kernelemente aber stimmen beide Transformationen mit A 

iiberein, da B (~ mit E iibereinstimmt und A jedes Kerne]ement in ein ebensol- 

ches verwandelt. Endlieh folgt die Gleiehung B (~ = B (~ daraus, dass /~(0) ]aut 

Definition jede Funktion in ein Kernelement und dieses, wie wir gezeigt haben, 

in sieh selbst iiberfiihrt. 
Wir haber~ noeh zu zeigen, dass es nut  eine Transformation yon der im 

Satze geforderten Eigentiimliehkeit gibt. Die Differenz zweier solcher Trans- 

formationen miisste sowoh| jedes KerneIement, wie such jedes Nullelement und 4 

somit auf Grund yon Satz 8. iiberhaupt jede Funkt ion in o iiberfiihren; also 

W~iren die beiden Transformationen mit einander identisch. 

Satz 10. Die Trans/ormation A gestattet eine und nur eine Zerlegunq in line- 

are Trans/ormationen A ~ A,-i-A2 derart, dass A t alle NuUelemente, A2 aber aUe 

Kernelemente in 0 i~er/i~hrt. 

Die Trans/ormation At  stimmt /iir aUe Kernelemente, die Trans/ormation A~ 

/i~r alle Nullelemente mit A i~erein. 

Jede Funktion wird dutch A~ in ein Kernelement, dutch A 3 in ein NuUele- 

ment verwandelt. 
Die Trans/ormationen A~, A2 sind zueina,~der orthogonal, d. h. es ist A~ A ,  •= 

= A2AI = 0 .  

Die Trans/ormationen At und A2 sind voUstetiq. 

Beweis. Wir setzen At = BO~ A ~ A B (~ A2 = (E - -  B(~ ) A =" A ( E - -  B(~ �9 

Dann ist  At + A 2 ~  A. Da B (~ jedes Nullelement in o iiberfiihrt, so ist dies such 

fiir At ----AB (~ dot  Fall. Andererseits wird jedes Kernelement sowohl durch E 

wie dutch B (~ in sieh und somit dutch E - - B (  ~ also aueh dureh A2 = A ( E - - B  (~ 

in 6 iiberfiihrt. 

Die Aussage, dass At fiir alle Kernelemente, A~ fiir alle Nullelemente mit A 



~ber lineare Funktionalgleichungen. 89 

iibereinstimmen, ist nur eine Umformuiierung der definierenden Eigensehaft. Die 

n~chste Aussage des Satzes folgt aus der entspreehenden Aussage des Satzes 9- 

fiber B (~ und E--B(~ und daraus, dass B und also auch A---- -E--B jedes Kern- 

resp. Nuilelement wieder  in ein solches fiberfiihren. 

Die Eindeutigkeit  der Zerlegung folgt unmittelbar aus der definierenden 

Eigenschaft und aus Satz 8 ,  da A 1 und A2 durch die definierende Eigensehaft 

sowohl fiir jedes Kernelement, wie a u e h  fiir jedes Nullelement, also nach Satz 8. 

zufolge der Distributivit~i$ fiir jede Funkt ion eindeutig best immt sind. 

Dass AlAs  ~ o  ist, sehliessen wir wie folgt. Wenden wir A 1 A2 auf eine 
Funkt ion an, so wird dies zuniiehst durch A2 in ein Nullelement und dieses 

dann dureh AI in o verwandelt,  hhnlieh folgt auch As A~ = o. 

Endlieh folgt die Vollstetigkeit der Transformationen AI, A2 aus ihrer Pro- 

duktdarstellung zufolge des vollstetigen Faktors  A. 

Der n~ehstfo|gende Satz II .  gibt  solche charakteristisehe Eigensehaften der 

Transf0rmationen AI, A 2 an, welche unabh~ingig yon der Zahl u sind. 

Satz 11. Die Trans/ormation BI ~ E - - A 1  15sst eine inverse Trans/ormation 
B71 zu, /i~r welche also B~BT-I= B-zIB, ~ E ist. Die Trans/ormation B 2 ~  E - -  A 2 

hat die Eigenscha/t, dass die beiden homogenen Gleichungen B"[cp] = o und B,"[cf] = o 

liar jedes n genau dieselben L6sungen zulassen und die Gleichungen Bn[cp] ~ g und 

B'~[cfJ~q /iir ein und dieselbe Funktion g entweder keine oder beide lSsbar sind. 
Beweis. Die Umkehrbarkei t  der Transformation B~ folgt aus Satz 7., sobald 

wir nu t  zeigen, dass B~[~p]----o keine L5sung ausser cp ~ o zul~sst. Wfirde es eine 

L6sung cp ~ ] geben, so zerlegen wit  / naeh Satz 8. in ein Kernelement/~ und ein 

Nullelement 1--11. Dann w~re B~[/I ] + B ~ [ / - - / ~ ] : o .  ~ r n e r  ist fiir das Null- 

element f ~ / t  naeh Satz Io. Al[] - - ] l  ] : o ,  somit B , [ / - - / I  ] : / - - / ~ ,  also B,[]I]~ 
==]L--]. Andererseits abet  s t immt fiir ein Kernelement A~ mi t  A, also auch 

B l mi t  B iiberein, somit w~re aueh B[/,] = / ,  - - / ,  also B~+I[/~]--~ B~[ / t - -  ]] = o, 

d. i. das Kernelement It wKre zugleich ein Nullelement. Also mfisste die L6sung 

] = ]l + ([ ~ / 1 )  als Summe yon zwei Nullelementen ebenfalls ein Nullelement sein, 

dann wKre abet  A,[/]----o und somit B , [ f ] = f ;  daraus folgt wegen B , [ / ] ~ o  
auch / ~- o. 

Die Aussagen des Satzes fiber B~ liest man unmittelbar aus den beiden 
Identi t~ten B'~.-~ B'~B~ = B'~B7 und B~ = (B]-I)nB" = B"(BT"I) '* ab, deren erstere 

sieh aus B = g - - A  ~ E - - A , - - A 2  + A I A 2 = ( E ~ A I ) ( E - - A 2 ) = B ~ B 2  durch Po- 

~nzieren nebst  Beachtung der Vertausehbarkeit  yon A,, A~, also auch yon B1, B2 

ergibt, w~hrend die zweite aus der ersten durch Multiplizieren mit (BT1)" 
entsteht.. 

J e  nach der Anzahl der linear unabh~ingigen Liisungen yon B[cp]----o I~isst 

Acta mathematica. 41. Imprim~ le 4 d~cembre 1916. 12 
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die Transformation A2 eine weitere Spaltung in orthogonale Teile zu, die der 

kanonischen Umformung einer linearen Substitution yon n Veriinderliehen ent- 

sprieht und dutch eine Parameterdarstellung der Nullmannigfaltigkeit, die ja 

yon endlicher Dimensionszahl ist, leieht auf jene Umformung zuriiekgefiihrt 

werden kann, indem man niimlieh A~ als eine Transformation der Nuilmannig- 

faltigkeit in sieh selbst auffasst. 

Wit gehen hier auf dieses Problem nicht weiter ein. Der niichste Satz I2. 

soil einem Gesichtspunkte Reehnung tragen, der fiir die meisten verwandten Un- 

tersuehungen yon Anfang an grundlegend ist. Anstat t  der einzelnen Transfor- 

mation E - - A  wollen wir n~imlich hier die ganze Schar E - - i t A  betrachten, wo 

it einen beliebig ver~inderlichen komplexen Parameter bedeutet. Da mit A auch 

it A vollstetig ist, so gelten die bisher entwiekelten SKtze entspreehend fiir s~imt- 

liehe Transformationen E - - i t A .  Zu jedem Werte yon it gehSrt dann eine ganze 

Zahl v=~,(it), die entweder o oder > o  ist. Im ersten Falle sagt man, it sei 

in bezug auf A ein reguldrer Parameterwert;  im zweiten, wo nach den S~itzen 2. 

und 6. die Gleiehung rp = i tA[~]  wenigstens eine nieht identisch versehwindende 

LSsung zul~isst, heisst it ein singuldrer Parameterwert oder auch Eigenwert yon A. 

Der Satz i2. wird diese Benennungen rechtfertigen, indem niimlieh naeh diesem 

Satze ~-~ o die Regel, v > o die Ausnahme ist. 

Satz 12. Die Eigenwerte ~ besitzen im Endlichen keine Hdu/ungsstelle. 

Beweis. Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass es keine be- 

schr5nkte unendliehe Folge aus s~imtlich versehiedenen Eigenwerten gibt, d. h. 

dass die Annahme der Existenz einer beschr~inkten Folge aus siimtlieh versehie- 

denen Zahlen itn, fiir welche die Gleiehungen ep----it, A[~] wenigstens je eine nicht 

identiseh versehwindende LSsung ePn zulassen, auf einen Widersprueh fiihrt. 

Zun~chst ist klar, dass epl, . . . ,  ~ .  fiir jedes n linear unabh~ingig sein miissten, da 

ja aus el. ~ c~ef~ + --- + cn-Vf.-1 dureh Anwendung der Transformation it.A wegen 

A [~fk] = (it = 0 ist sieher kein Eigenwert) aueh tf,~ = )~ ~ qh § "'" + ~ - 1  efn-1 

und naeh Einsetzung yon efn--eitp~ + ...  + cn-vp , , - x  eine linear homogene Bezie- 

hung mit nicht s~imtlich versehwindenden Koeffizienten schon zwisehen e l , . . . ,  ef._l 

folgt, woraus sieh dureh Rekurrenz die behauptete Unabhiingigkeit fiir jedes n 

ergibt. Es sei nun L( ~ die aus den linearen Verbindungen yon ep,, . . . ,  el,, gebil- 

dete Mannigfaltigkeit. Dann ist erstens fiir jedes Element y = ciept + .-- + c,,~,, 

/ 
a u s  L("} d i e  D i f f e r e n z  g--L,A[g] = c ,  _lI ---~1-[-  "'"-~- 

lineare Verbindung yon ept , . . . ,  epn-1, also ein Element aus L ('*-1~. Ferner ist 

L (~'~) ein echter Teil yon L (n), da ia ep, nicht in L ("-~) enthalten ist; also gibt 
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es nach Hiffssatz 2. fiir jedes n ein E lement  g.  aus L("I, derar t  dass IIg-II = z und  

fiir jedes E lement  g aus L (.-1) die Distanz I[ffn--gH~-Iist .  Wiire n u n  die Folge 
2 

(it.} besehr~inkt, so wiire es aueh die Funkt ionenfolge  (2.g.} und da A vollstetig 

ist, ws dann  die Folge (it.A[g.]} kompakt. Andererseits  aber ist fiir m < n, da 

sowohl it~A[q~], wie g . - - i t .A[q . ]  der Mannigfal t igkei t  L (n-l} angehSren, 

> I  
II it. a [g . ]  - -  it~ 4 [g~]  II = II g . - -  (g .  - -  ~ a [g . ]  + it., a [g~])  I I :  ~ ,  

also kann die Folge (Z.A[g.]}  nicht kompakt sein. Die Annahme einer be- 

sehri inkten Folge {it.} stSsst dami t  auf  einen Widerspruch.  

Bevor wir den Satz 13. aussprechen, miissen wir noch festlegen, wann  wir 

die Stelle J(----oo als regul~ir resp. singuliir betrachten.  Um die fiir endliche it 

geltende Definit ion entspreehend i ibertragen zu k5nnen,  geben wir derselben fol- 

gende Fassung:  it ist in Bezug auf  A regular,  wenn aus ] - - i t A [ / ] = o  a u e h / = o  

folgt. En t spreehend  definieren wir: it = co heisse in Bezug auf  A reguliir, wenn 

[fir jede ins Unendiche wachsende Folge i tn~oo  aus [[[.--itnA[[.]][-~o auch 

II I-II - o fo lg t .  
Satz 13. In  Bezug au/ die in Satz i0. de/inierte Trans[ormation A2 sind alle 

yon I verschiedene Werte it, aueh ~ = ~ ,  reg~ldr. 
Beweis. Is t  it endlieh, so haben wit  zu zeigen, dass aus ]--itA2[]] ~ o aueh 

] = o folgt. N a e h  Satz zo. ist  As[]] ein Nullelement  in Bezug auf B, also naeh 

Satz n .  aueh in Bezug auf  B 2. Somit  ist auch ] =  itA~[]] selbst ein Nullelement  

fiir B 2. Andererseits  folgt aus ]-- i tA.~[/]=o wegen E - - i t A ~ = ( r - - i t )  E + i tE- -  

it Z" B" - - Z A 2 = ( r - - X ) E  + itB2, dass ] =  i t _ z B z [ ] ]  ist. Also ist aueh ] ( Z - - I ) "  '[]]" 

Da nun  ] ein Nullelement  ist, so ist fiir geniigend grosse n, niimlieh n_> ~, sieher 

B?[]] = o. Also ist auch l = o. 

Was nun  die Stelle ~ = oo betr iff t ,  nehmen wir an, sie sei in Bezug auf  A 2 

singular;  dann  gibt  es also eine Folge ) . . ~  oo und eine Folge {/.}, fiir welehe 

l l / - - - i t -A~[ / - ] l l~~  lf]-It aber  nicht  gegen Null  konvergier t .  Wir  diirfen ohne Be- 

schr~inkung tier Allgemeinheit  II].ll = i annehmen,  denn es gibt  jedenfalls eine un- 

endliehe Teilfolge yon (/.}, fiir welche die Normen ]l/-II oberhalb einer yon  o 

verschiedenen posit iven Schranke liegen; fiir die der Teilfolge entsprechenden 

~,, = ~ wird dann  I] ep, - -  it, As [~P.] I[ ~ o und  II of. II = r Funk t ionen  ausfallen. Nehmen 

wit  also sofort  lll-II = i an. Da alle Funk t ionen  A2[[J Nullelemente sind, so sind 

es aueh die Funk t ionen  it, A,[],], ferner bilden diese wegen 
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II Zn A:[/n] II ~ I! In Ii § II f , , -  Zn A2 [In] II - -  I 

eine beschr~inkte Folge. Da diese beschr~nkte Folge in ether Maunigfaltigkeit 

endlicher Dimensionszahl, n~mlieh der Nullmannigfaltigkeit enthalten ist, so ist 

sie aueh kompakt.  Also gibt es eine gleichm~ssig konvergente Teilfolge 

;~(niA:[/In)]__ 1., 

wo aueh /* ein Nullelement ist. Nun folgt einerseits aua der soeben erhaltenen 

Grenzgleiehung und aus 11 ](n)__ ~t(n)A 2[/(,)] ~/i ~ o, dass auch gleichm~issig ](n)~ ]* 

und damit aueh ]l/* [I = i. Andererseits folgt nach Division durch )J=~, dass gleieh- 

mi~ssig A2[/(m]~o und somit auch A2[/*] = o; also wird B~[/*] = ] * ~ A ~ [ / * ] = / *  
und somit auch B~[/*] = / *  r o fiir jedes n. Dies wiedersprieht abet  dem oben 

gefundenen Ergebnisse, wonach 1" ein Nullelement sein muss. Also ist auch 

~. = ~ regular. 

w 3. l n w e n d u n g  au f  In tegralgle ichungen.  

Um Anschluss an die Theorie der Integralgleichungen zu gewinnen, betrach- 

ten wir die Transformation vom >)Integraltypus)) 

b 

K[/] =fK(x ,  
a 

y)/(y)dy,  

wo wir, um zun~ichst nur den wichtigsten Fall vor Augen zu halten, die Funk- 

tion K (x, y) fiir a < x< b, a ~ y < b stetig voraussetzen. Uai unsere allgemeine 

Resultate auf die sogenannte FREDHOLM'sche Integralgleichung oder - -  nach 

H I L B E R T  - -  Integralgleichung zweiter Art : e l - - K  [el] ~ g anwenden zu kSnnen, niiis- 

sen wir vorerst zeigen, dass die Transformation vom Integraltypus K[/] linear 
und vollstetig ist. Mit anderen Worten, wit  miissen zeigen, dass K distributiv 

ist und dass sie jede beschr~nkte Folge in eine nicht nut  besehr~nkte, soudern 

auch kompakte  Folge iiberfiihrt. Die Distributivit~t yon K folgt unmittelbar 

aus der Distributivit~it der Integration, die Beschr~nktheit aus der AbschKtzung 

b 

Ig[/]l_<_!/ll t IK(x, y)ldy. 
a 

~.]nS die entspreehende Wir haben noeh zu zoigen, dass fiir jede besehr~inkte Folge r ~ 

Folge (K[/n]) auch kompakt  ist. Damit  eine be,~ehr~inkte Fo]ge (gn} kompakt  
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sei, ist nach ARZELk notwendig und'hinreichend, dass die g~ in ihrer Gesamtheit  

in gleichem Masse stetig seien. Darunter  versteht man, dass es zu jedem posi- 

tiven e ein $ gibt derart, dass fiir I x - - x ' l < _ ~  und fiir alle g. zugleich Ign(x)- -  

--g~(zr) l<__e ausf~llt. Es kommt uns bier nur darauf an, dass die Bedingung 

hinreicht. Wir wollen den Beweis hiefiir kurz wiederh01en. Nehmen wir irgend 

eine Teilfolge yon (g~); diese Teilfolge ist, wie (q,) selbst, besehriinkt, und man 

kann also daraus dureh das bekannte Diagonalverfahren eine weitere Teilfolge 

(g(n)) aussondern, die an allen rationalen Stellen des Intervalls (a, b) konvergiert. 

Wir zeigen, dass (g(')) auf der Strecke (a, b) iiberall und gleichm~issig konvergiert. 

Wir wiihlen e beliebig klein, dann gibt es dazu nach Voraussetzung ein ent- 

sprechendes ~. Nun zerlegen wir die Strecke (a, b) durch rationale Punkte  

r 1 . . . . .  r k  in eine endliche Anzahl yon Teilstrecken <: ~. Dann gibt es unter die- 

sen /c Punkten zu jedem x wenigstens einen, so dass I x - - r l  < $ und also fiir alle 

n aueh Ig(")(x)--g(n)(r)l<=e wird. Andererseits ist, wenn m und n geniigend 
gross sind, fiir jeden der /c Punkte  Ig(m)(r)--g(n)(r)l <e.  Also ist auch 

Ig(m)(x) --g(")(x) I < [g(m)(x)--g(")(r)l + Ig(m)(r) --g(')(r) l + Ig(")(r) --g(~)(x) l < 32; 

und zwar gilt diese Absehgtzung fiir jeden 2'unkt x, indem man fiir r den n~ichst- 

liegenden der Punkte  r, . . . . .  rk einsetzt. Also ist fiir geniigend grosse m, n die 

Distanz I] 9(") - -  g(n) n <3 e, d. i. beliebig klein, die Folge {9 (")} ist somit gleichm~issig 
konvergent. 

Betraehten wir nun die Folge (y~ = K[/~]}, wo die /n  eine besehriinkte Folge 

bilden, also ]1/n [] < G. ist. Dann ist 

I/ Iq,.(x)-g,.(x')l= ~[g(x, y)--K(x'. y')J/,,(y)dy < G  IK(x, y)--K(x', y)ldy. 
a 

Da K(x,  y) stetig ist, so kann im letzten Integral der Integrand und somit also 

aueh das Integral beliebig klein gemaeht werden, indem man x und s geniigend 

nahe wiihlt. D. h. zu jedem positiven e gibt es ein ~ derart,  dass fiir I x--xr l<_~ 

das Integral ~ ~ und somit I gn (x) - -  ffn(x') I<__ e wird. Also ist die AazEL3.'sehe Be- 

dingung befriedigt und die Folge (gn= K[/n]) ist kompakt.  Die Transformation 
K ist somit vollstetig. 

Betrachten wir nun die Transformation B ~  E - - K ;  nehmen wir zuerst den 

regul~iren Fall ~ o ,  also die Existenz einer inversen Transformation B -1 an. 
Wegen B -1 - - B - 1 K  ~ B--I(E - K) ~ B - 1 B  ~ E ist B -1 -~ E + B - 1 K  ~ E - - H ,  wo 

aueh H - ~  - -  B - 1 K  eine vollstetige Transformation ist, und es liegt die Vermutung 
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nahe, dass auch dieso vom lntegraltypus ist, so dass also die Umkehrun 9 der In- 
tegralgleichung 

b 

K(x, y)/(y)dy g(x) /(x) - - .  ---- 

a 

durch eine Gleichung yore selben Typus 

b 

= g(x)--f  y)g(y)dy 
a 

geschieht. Es gilt in der Tat  allgemein der Satz: Ist T eine beliebige lineare 
Transformation, K abet eine solche yore Integraltypus, dann ist auch die Trans/or- 
marion H ~ TK vom Integraltypus. Um diese Behauptung zu beweisen, definieren 

wir zuerst die entsprechende Funktion H(x, y), indem wir in K(x, y) die Ver- 

~inderliche y fiir einen Augenblick als konstant  ansehen und also auf K(x, y), 
als Funktion yon x allein betraehtet ,  die Transformation T anwenden. Damit ist 

H(x, y) fiir jeden Weft  y als stetige Funktion yon x definiert. Dass H(x, y) auch 

als Funktion yon x, y stetig ist, schliesst man aus der Erhaltung gleiehm~issiger 

Konvergenz bei jeder linearen Transformation; danach folgt n~mlich aus y n ~  y* 
und damit gleichm~issig K(x, yn)~K(x, y*) die ebenfalls gleiehm~issige Konver- 

genz yon H(x, y,,) gegen H(x, y*). Es muss noch gezeigt werden, dass die der 

so definierten Funkt ion H(x, y) entspreehende Transformation H ~ T K  ist. Dies 

folgt aber auf Grund der Definition des bestimmten Integrals durch Grenziiber- 

gang aus der Identit~it 

• H (x, Yk)/(yk)(Yk+l -- Yk) = ~ T[K (x, Yk)]f(Y~)(yk+l -- Yk) = 
k ~ l  k w l  

~T[~_IK(x, yk)/(yk)(yk+l--yD], 

die ihrerseits aus der definierenden Formel yon H(x, y), n~imlieh H(x, yk)-~ 
T[K(x, Yk)] und aus der Distributivit~it yon T folgt. 

Zwischen K(x, y) und der Funkt ion H(x, y), die der Transformation 

H = - -  B -1K entspricht, bestehen d ie  Beziehungen 

b b 

K(x, y)+ H(x, y)== ('K(x, u)H(u, y)du=.~H(x,  u)K(u, y)du, 
a 
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die unmittelbar  aus den Identitiiten ( E - - K ) ( E - - H ) = ( E - - H ) ( E - - K ) = E ,  d. i. 
K + H = K H = H K  fliessen. Durch diese Identitiiten, ja sogar schon durch 
K + H =  KH,  ist die Transformation H und somit auch die Funktion H(x, y) 
vollstiindig festgelegt, da sie ja aussagt, dass die Funktion / = g - - H [ g ]  die 
Gleichung / - - K [ / ]  = g  befriedigt, dass somit diese Gleiehung fiir alle g 15sbar 

ist, und da in diesem Falle naeh Satz 3. die LSsung /, also aueh H [ g ] = g - - /  
durch Angabe yon g eindeutig best immt 

die Beziehung K + H = K H ,  so ist die 

inverse Transformation ist E - - H ,  und 

ziehung K + H = HK. 
Nun sind wir in der Lage, sofort 

gralgleichung zu erledigen. Setzen wir 

spreehende Transformation; dann sagt 

Bezug auf die vorhin behandelte veto 

wird. Besteht  also zwisehen H und K 

Transformation E - - K  umkehrbar,  ihre 

es besteht  daher aueh die zweite Be- 

auch die sogenannte transponierle Inte- 

r(x, y ) = K ( y ,  x) und sei ~ die ent- 

man, die Gleichung f - - ~ [ f ] ~  $ sei in 
transponierten Typus. Umgekehrt  ist 

/ - - K [ / ]  = g d e r  zu f - - ~ [ f ]  = ~ transponierte Typus. Trit t  nun fiir den einen 

Typus die allgemeine Umkehtbarkei t  ein, so ist es auch /iir den andern der Fall, 
da n~mlieh aus den obigen Beziehungen zwisehen K(x, y) und H(x, y) die iihn- 

lichen Beziehungen zwisehen ~(x, y) und ~3(% y ) = H ( y ,  x) dureh Vertauschung 

der Variabeln unmittelbar folgen. Die LSsung der transponierten Integralgleichutlg 
wird hienach durch die Formel 

b 

[(y)-~ $ (y ) - - j 'H(x ,  
Q 

y)~(x)dx 

geleislet. 
Wir wenden uns jetzt  dem Falle ~ > o  zu; wir verzichten jedoch darauf, 

siimtliehe Resul ta te  in die Spraehe der Theorie der Integralgleiehungen zu iiber- 

setzen und beschriinken uns auf das Wesentlichste. Zuniiehst ist klar, dass der 

Fall  ~, > o fiir beide Transformationen B = E - -  K und :~ ----- E - -  ~ zugleich ein- 

tri t t ;  denn wir haben soeben gesehen, dass aus der Umkehrbarkei t  der einen 

Transformation, d. i. aus ~-----o fiir diese Transformation, auch die Umkehrbar-  

keit der anderen, also auch fiir diese ~ = o folgt. Ziehen wit nun den Satz 7- 

heran, so ergibt sich somit die FREDHOLM'sche Alternative: 
Entweder besitzen die Gleiehungen 

b b 

y)t(y)dy = g(x), - f 
O 
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[fir alle g und g je eine eindeuti 9 beslimmte L6sung, oder, wenn dies nichi der Fall 

ist, dann kaben die entspreche~den komogenen Gleieh~gen ausser der ide~tisch ver. 

schwindenden noch weitere LSsungen. 

Die weiteren FRm)~OLM'schen S~tze, n~imlich das Ubereinstimmen der An- 

zahl der linear unabh~ngigen LSsungen der beiden homogenen Gleichungen und 

die dutch diese ~)NullSsungen, ausgedrfickte Bedingung fiir die LSsbarkeit der 

inhomogenen Gleiehung bei vorgegebenem g resp. l~, erhiilt man aus obigem Satze, 

wie Herr W. A. HURWlTZ vor Kurzem gezeigt hat, durch einen sehr einfachen 

Kunstgriff. 1 Die S~tze io., ix. und I3. gestatten es uns, einen andern Weg einzu- 

schlagen, der welter fiihrt und tieferen Einblick in das Verhalten s~imtiicher 

Nullelemente gewiihrt, Wir wollen die;sen Weg hier kurz andeuten. Wir zer- 

legen die Transformation K nach Satz io. in orthogonale Teile: K =  K~ + K~, 

K~K2 = K2K~ ---- o, K~ ~ B(~ K 2 ~ ( E - -  B(~ Dann sind auch die Trans/or- 

mationen Km, K2 vain Integraltypus, da im definierenden Produkt  der zweite Fak- 
tar yam Integral typus ist. Wir haben somit eine Zerlegung K(x,  y ) ~  K~ (x, y ) +  

K2(x, y ) v o r  uns. Ich behaupte, dass die entspreehencte Zerlegung der transpo~ier- 

ten Funktion ~(x, y) ~ K(y, x) dureh die Transponierten van K~ und K2, also durch 

~ und ~2 gelei~tet wird. Zun~iehst iiberfiihrt n~imlich K2 alle Kernelemente van 

B ~ E - - K  in o; diese Tatsaehe driickt sich dutch die Identit~it K:B  ~ -  oaus ,  

die ibr gleichwertig ist, da ja B~[/] die allgemeine Form der Kernelemente ist. 

Da nun K 2 und B vertauschbar sind, so ist auch B ' K 2 = o .  Diese Identit~t 

l~sst sich auch als eine Integralbeziehung zwischen K(z, y ) u n d  K2fx, y )h in -  

schreiben, die wieder nach Verta ,schen der Variablen die Identit~it ~2~ ~'~ o er- 

gibt. Da alle Kernelemente der Transformation ~ fiir jedes n, also aueh fiir 
n ~ ~, auf die Form ~'[~] gebracht werden kSnnen, so besagt die soeben gewon- 

nene Identit~it, dass" ~2 ]edes Kernelement van ~ in o iiber/i~hrt. Andererseits ist 

Kx ~ K~ -- K~K, ~ (E - -K2)K~  ~ B~K~ und somit auch allgemein K~ =E~K~,  
n n - - 1  n woraus wegen der Umkehrbarkei t  van B~ welter 1(~ = B,B~ (B~ ) K~ ----- B"(BT-~)'*K~ 

folgt. Durch Ubergang zur entsprechenden Integralformel und Transposition 

ergibt sich hieraus die Identit/it ~ = ~ ( ~ - ~ ) ' ~ ' ,  so dass also fiir jedes Element 

[, fiir welches ~ '[[]  bei irgendeinem n identiseh versehwindet, dies aueh fiir ~ [ [ ]  

der Fall ist. D. h. die Trans/ormation ~ i~ber]i~hrt alle NuUelemente van ~ in o. 

Somit besitzen tatsiiohlich ~ und ff~ jene Eigenschaften, die nach Satz ~o. die 

Zerlegung eindeutig charakterisieren. 
Was nun die besondere Bedeutung der Zerlegung K ~- KI -t- K,, ff = ff~ + ff~ 

fiir die Untersuchung der Transformationen B und :0 anbelangt, so besagt erstens 

1 W. A. HuawlTz, Oa the pseado-resolvent to the kernel of an ;~degral equation, Transactions 
of the American Math. Soc., Vol. 13 (1912), S. 4o5--418. 
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Satz Ii . ,  dass die Transformationen B und B2, resp. ~ und ~2 dieselben Kern- und 

Nullelemente besitzen, und dass auch beziiglich der letzteren der kleinste Expo- 

nent n, fiir welche B"[]], B'~[/], resp. ~n[f], ~?[f] identisch versehwinden, fiir 

dieselbe Funktion / resp. f bei beiden Transformationen derselbe ist. Der Grund 
fiir die letztere Erscheinung ist sehon in Satz io. angegeben; danach stimmen 

B und B 2 resp. ~ und ~2 fiir die entspreehenden Nulhnannigfaltigkeiten iiberein. 

Demgem~ss daft man K(x, y) bei allen diesbeziiglichen Fragen, wie z. B. LSs- 

barkei t  der inhomogenen Gleichung, Anzahl der unabhiingigen LSsungen der 

homogenen Gleichung oder allgemeiner kanonische Gruppierung der Nullelemente, 

durch die Funktion K2(x, y) ersetzen. Diese Funkt ion ist aber yon einer sehr 
speziellen Form; es ist n~imlich 

Ks(x, y) =/,(x)f ,(y)  + ... +/,,,(x)fm(y), 

wo /~ . . . .  ,/m Nullelemente von B, f~ . . . .  f,, Nuilelemente von ~ sin(]. Denn 
zun~chst geht die Funktion K2(x, y) aus der Funkt ion K(x, y) dadurch hervor, 

dass man auf diese, als Funktion von x allein betrachtet,  die Transformation 

E - - B  (~ wirken l~sst, also jene Transformation, die jeder Funktion das bei der 

in Satz 8. angegebener Zerlegung entsprechende Nullelement zuordnet. Danach 

ist also Ks(x, y), als Funktion von x betrachtet,  ein Nullelement und kann daher 

als lineare Verbindung einer endlichen Anzahl von Nullelementen [t . . . . .  /m dar- 

gestellt werden, die wir als linear unabh~ingig voraussetzen. Die Koeffizienten, 

die ja noeh von y abh~ngen, sind zufolge der soeben gemachten Voraussetzung 

eindeutig bestimmte Funktionen fl . . . . .  fm von y Wit wollen zeigen, dass diese 
Funktionen ihrerseits Nullelemente yon :~ sind. Zu diesom Zwecke erinnern 

wir zun~ehst daran, dass die Transformation ~ jedo Funktion in ein Null- 
element yon ~ iiberfiihrt; nun aber entsteht  z. B. die Funktion fi, wie die In- 

tegraldarstellung von ~2 unmittelbar zeigt, dadurch dass wir die Transformation 

~2 auf eine Funktion f anwenden, doren Produktintegral  mit /~ gleich i, mit den 

iibrigen /i, d. i. mit ]2 . . . . .  /m aber gleieh Null wird. Wegen der linearen Unab- 

h~ingigkeit der Funktionen /t . . . .  ,/m l~sst sich bekanntlich eine solche Funkt ion 

f als linearo Verbindung der konjugierten Funktionen ]t . . . .  ,/,,, bestimmen. Somit 

ist ~t tats~iehlich ein Nullelement yon ~ und dasselbe gilt aus ~hnliehem Grunde 

fiir f~ . . . .  , f,,,. 
Zufolge der speziellen Struktur  von K2(x, y) kann man nun die erw~hnten 

Probleme, wie wir dies sehon in Anlehnung an den Satz i i .  andeuteten, auf die 
entspreehende Untersuehung einer quadratischen Matrix mit den m ~ Elementen 

b 

aq=J'/~(x)fj(x)dx-- zuriiekfiihren; dabei wird man auch mit Nutzen die aus Satz 
t /  
G 

Acta mathematiea. 41. Imprim~ le 5 d~cembre 1916. 13  
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13. fliessende Eigenschaft dieser Matrix verwenden, dass ihre charakteristische 

Determinante I~ i i -  2aljl (wo ~ij = I fiir i = ] u n d o  fiir i ~ 7" ist), den Wert )~ = I 
als einzige, d. i. als m-/ache Wurzel au/weist. Wir begniigen uns damit, beziiglich 

der ausffihrlichen Untersuchung und der Literaturangaben auf das Buch von T. 

LALESCO: Introduction h la th6orie des 6quations int6grales, Paris IgIz, u. zw. 

speziell auf die Seiten 49--59 zu verweisen. 

Zum Schlusse bemerke icb, dass die Entwickelungen dieses Paragraphs leieht 

auf allgemeinere, nieht ausnahmslos stetige Funktionen K(x ,  y) ausgedehnt wer- 

den kSnnen, so z. B. auf jenen besonders wichtigen Fall, wo die Funkt ion fiir 

x = y unendlieh wird und zwar unendlieh yon der Ordnung a < I, d. i. IK(x ,  y) l<= 

~ G I x - - y [  --~ ist. In der Tat  gelten ja auch fiir diesen Fa]l alle Integralab- 

seh~tzungen, die wir aus der Annahme der Stetigkeit von K(x,  y) folgerten.  Ich 

erw~ihne noch beil/iufig, dass in gewissem allgemeineren Sinne alle lineare Trans- 

formationen yon Integral typus sind, indem n/s wie dies aus meinen vor 

einigen Jahren angestellten Untersuchungen fiber lineare Funktionaloperationen 1 

unmittelbar hervorgeht, jede lineare Transformation durch ein STIELTJ~S'sches 
Integral dargestellt werden kann. Die eharakteristisehen Eigenschaften der dabei 

zur Verwendung gelangenden Funktion von zwei Ver~nderlichen sind sowohl im 

aligemeinen, wie auch im vollstetigen Falle unschwer zu ermitteln. 

GySr, den 19 Januar  x916. 

1 F. Rtasz, Sur les opdrations foactionnelles lin~aires, Co,nptes rendus de l'Acad, d. Sc., Paris, 
29 novembre 1go 9. 
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