DIE ERSTEN 40 JAHRE DES LEBENS VON WEIERSTRASS.

Vortrag, gehalten auf dem 4. skandinavischen Mathematiker-Kongref
in Stockholm (30. August—2. September 1916).

Von

G. MITTAG -LEFFLER.

Kar. Weierstrass wurde am 31. Oktober 1815 in Ostenfelde, Kreis Waren-
dorf, Regierungsbezirk Miinster, geboren und starb in Berlin am 19. Februar 1897.
Sein Vater, der Rendant WiLaeLy Weirstrass (geb. 1790, gest. 1869), hatte sich
im Jahre 1814 im Alter von 25 Jahren mit einem Friulein voy prr Forst ver-
heiratet, die Kar. Wrirrstrass’ Mutter wurde.

Karu war der dlteste Sohn. Nach ihm wurde im Jahre 1820 ein weiterer
Sohn, Perer, geboren, der seinen Bruder um etwa 7 Jahre iiberlebte (er starb 1904),
und nach diesem zwei Tdchter, Kuara (geb. 1823, gest. 1896, 1 Jahr vor Karr)
und Evise (geb. 1826, gest. 1898, 1 Jahr nach Karrs Tod). Die Mutter starb im
Jahre, da Euise geboren wurde, ganz kurze Zeit nach ihrer Niederkunft. Alle ihre
Kinder sind unverbeiratet geblieben. Ein Jahr darauf verheiratete sich der Vater
zum zweiten Mal. . Seine zweite Frau, die Stiefmutter der Kinder, starb 1859,
Der Vater hatte sie um 10 Jahre iiberlebt, als er, achtzigjihrig, im Hause Karus
starb, wo er die letzten Jahre seines Lebens zugebracht hatte.

Zu der Zeit, als Karr Warierstrass geboren wurde, scheint der Vater als
Zollbeamter in franzosischen Diensten gestanden zu haben. Er muB indessen
vorher, und zwar seit 1808, damals nur 19jihrig, als Lehrer titig gewesen sein,
wie aus einem Brief an seinen Sohn Perer hervorgeht.

Schon kurze Zeit nach Karns Geburt siedelten die Eltern nach Western-
kotten in Westfalen iiber, wo der Vater bei der dortigen Saline Anstellung ge-
funden hatte. Die Salinen von Westernkotten haben hierdurch einen Platz in
der Geschichte der Mathematik erbalten. Denn im Sommer 1841 datierte Karr
Weierstrass von hier aus seine Arbeit ,Uber die Entwicklung der Modular-
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fanktionen“, und unter der Uberschrift ,Westernkotten* sind viele Briefe ge-
schrieben und abgesandt worden, die wertvolle Beitrige fiir die Lebensgeschichte
des grofien Mathematikers liefern.

‘Weierstrass' Vater war ein feingebildeter Mann mit vielseitigen Kenntnissen,
sowohl in Physik und Chemie wie in den humanistischen Wissenschaften. Fran-
zosisch sprach und schrieb er wie seine Muttersprache. Verschiedene Briefe von
ihm an seine Kinder sind noch vorhanden. Awus ihnen atmet hoher Idealismus,
der jedoch mit einem entschieden praktischen Verstande gepaart ist. Er liebte und
suchte Geselligkeit, und nach den Angaben seines Sohnes Prrir verachtete er dabei
auch nieht, tiichtig zu kneipen. AuBlerdem war er ein geiibter Schachspieler, wenn
auch nach Perers Ansicht, der hierin Meister war, ein ziemlich mittelmiBiger.
Aus Griinden, die unbekannt geblieben sind, war er vom protestantischen zum
katholischen Glauben iibergetreten. Moglicherweise stand dies mit seiner ersten
Heirat im Zusammenhang. Bigott wurde er nie. Simtliche Kinder gehirten
der katholischen Kirche an, ohne jedoch strenggldubig zu sein. Kart WeiERsTRASS
unterhielt iibrigens in den ersten Jahren seiner Wirksamkeit, — besonders zu
der Zeit, als er Lehrer am katholischen Gymnasium in Braunsberg war, —
freundschaftliche Beziehungen mit ein paar hochgestellten und feingebildeten,
vorurteilslosen katholischen Priilaten.

Uber Wrikrstrass' Mutter weif man so gut wie nichts. Als sie starb,
waren die Kinder noch klein, mit Ausnahme von Kari, der jedoch damals auch
erst 11 Jahre zdhlte. Die Ehe scheint nicht ganz harmonisch gewesen zu sein,
wie aus einem Satze in einem Brief des Vaters an den Sohn Perer, geschrieben in
Westernkotten, 13. Oktober 1853, hervorgeht: ,Von der Liebschaft, die Du dort
gehabt, hat uns Karu erzihlt; es ist gut, daf die Sache aus ist. Ohne Vermdgen
und von anderer Konfession wiirde ich das Verhéltnis niemals gut heifien konnen.
Es gab allerdings auch bei mir eine Zeit, wo ich anders gesinnt war und sehr
leichtsinnig gehandelt habe. Es ist mir zn jener Zeit auch nicht im Schlafe
eingefallen, dafl derjenige, welcher in den Ehestand treten will, nothwendig sich
auch den Bereich der Verpflichtungen vergegenwirtige, welche er dadurch gegen
seine eigne, gegen die Familie seiner Gattin und eine Anzahl noch Ungeborener
zu libernehmen nolens volens durch die Macht der Verhiltnisse gezwungen wird.*
Die Stiefmutter erzog die Kinder. Sie scheint eine tiichtige deutsche Hausfrau
gewesen zu sein, die unter kiimmerlichen wirtschaftlichen Verhiltnissen, ,sich
immer #ngstigend“, — nach einem Briefwechsel zwischen den Kindern, — fiir
Haus und Herd sorgte. Auf das Seeclenleben der Kinder hat sie vermutlich
keinen Einflu gehabt.  Aber es war ein gebildetes Heim mit reichen geistigen
Interessen, jedoch mit geringen wirtschaftlichen Einkiinften, wie es deren damals
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so viele in Deutschland gab, aus dem Kaw. Wrierstnass hervorgegangen ist.
War das eine oder andere von den Geschwistern abwesend, so korrespondierten
sie oft in ebenso fehlerfreiem Englisch oder Franzosisch miteinander, wie auf
Dentsch. Prrur schrieb auch lateinisch, und sein Briefwechsel handelte nicht selten
iiber literarische Fragen und besonders iiber Musik. Es scheint, daf alle Kinder
musikalisch- waren, mit Ausnahme von KarL. Dieser unterschied sich hierdarch
von so vielen der grifiten Mathematiker. Prrer war auf eine ganz besondere
Weise musikalisch: er las Noten und schrieb Musik. Genau so stand es mit
seinem Schachinteresse. Er l6ste Schachaufgaben, aber spielte ungern Schach.
In einem Brief von Euise Wrisrstrass an Prrer (undatiert, vermutlich aus dem
Jahre 1831 oder 18532) findet sich folgender Satz iiber Karus Beziehungen zur
Musik: ,Karr hat es sich hier jetzt bequem gemacht; um seine Zeit aus-
zufiillen oder vielleicht aus einem anderen Grunde will er Musik studieren und
bat uns alle drei zu Lehrmeistern engagiert. Ich glaube aber nicht, daf wir
gelehrt genug sind, ihm etwas beizubringen. Bis jetzt hat er noch keine sonder-
lichen Progresse gemacht.“

Ein Bild von der gedriickten wirtschaftlichen Lage gibt ein Brief, den
Kriara im Herbst 1853 an Prrer schriéb und worin sie ihn ermahnt, nicht an
Heirat zu denken, ehe er eine gesicherte Existenz habe: ,Kennst Du den Stall,
wo hinein viele geduldige Schafe gehen? Das ist das Wobnzimmer eines unbe-
mittelten Biirgers im Winter. — Denkst Du noch an die traulichen Winter-
abende, wo wir im tiefsten Schweigen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 um ein Talglicht safen?
— Denkst Du noch an manches andere? — Kennst Du es wohl, wenn man nicht
wei, woher man dasjenige nehmen soll, was einem .dringend fehlt? — Kennst
Du all die h#uslichen Freudem, die sich bei 4, b, 6, 7, etc. hundert Thalers
Familien so zahlreich einstellen und die darauf folgenden Schrecken, wenn das
Getreide um 10, 20 Ggr im Preise steigt? Kennst Du es wohl, das Leben der
Entsagung, Sorgen und Mithen? — dahin mdchte ich mit keinem Geliebten dieser
Erde ziehen, um das nochmals im zweiten Stadium durchzumachen®. Das Bild,
das sich hier entrollt, ist ja auch vielen in unseren nordischen Lindern wohl-
bekannt.

Vom Vater sind uns verschiedene Briefe hinterblieben, aus denen wir
manches iiber seinen Charakter entnehmen konnen. Sie sind fast alle an den
Sohn. Prrer gerichtet.

Die im besten Sinne des Wortes freisinnige Auffassang des Vaters von dem
Verhidltnis des Staats der Schule gegeniiber tritt aus der folgenden Stelle eines
Briefes an Prrer, datiert: , Westernkotten, an meinem Namenstage 1849¢, hervor:

y,Du willst etwas aus der deufschen Reform von mir wissen. Dessen kann
1%*
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ich mich wohl entheben, da simmtlichen Gymnasien ja die Verbandlungen der
Deputierten der Gymnasial-Lehrer zur Begutachtung des Gresetzes-Vorschlags
wegen Reorganisation des Unterrichtswesens gedruckt und vollstindig mitge-
theilt werden und sie Dir also ohne Zweifel bereits zu Gesicht gekommen sind.

Mich haben diese Verhandlungen hauptsichlich nur in Bezug anf die Gehalts-
Bestimmungen befriedigt; die meisten iibrigen Abstimmungen riechen mir zu sehr
nach Servilismus dem mir in den Tod zuwieder gewordenen Centralisations- and
Staatsbevormundungs- Princip gegeniiber, welches nach meiner Ansicht nirgends
ungeeigneter ist, als in der Wirksamkeit der Geistesbildungsanstalten, und dessen
Durchfiihrung, wie ich nie bezweifelt habe, aber auch auf fast alle Staatstendenzen
den traurigsten und zerstorendsten Einfluf #ufiert. Mich diinkt, die Beweise
hievon liegen so nahe und machen sich so kenntlich, daffi man mit Blindheit ge-
schlagen sein miifite, wenn man es iibersehen kinnte.

Sind nicht die Haupt-Fihrer der Demokraten und Demagogen aus dem
eigentlichen Stande der Philologen und Philosophen, so wie aus der durch die
seitherige Regierungs-Bevormundung bis anfs duflerste emporten freiheitsliebenden
Jugend herangereift ?

Man mag die Regierungen vertheidigen und entschuldigen, so sehr man will
und kann, die versuchte Fesselung der Geistesrichtungen muBte schon von vorn-
herein dem Geschichts- und Menschenkenner als eine ungeheure Anmafung er-
scheinen, und es kann daher eigentlich nicht wundern, daf sich in den Gemiithern
von tausenden selbstindiger und selbstdenkender Minmner und Jiinglinge mit der
Allgewalt angestammter Vorurtheile ein glilhender Ingrimm festgesetzt hat, der
auf dem Wege der Regierungs-Bevormundung sicherlich nicht aunsgetrieben wird
und werden kann. Wie kurzsichtig oder aber wie schwichlich- erscheint es also,
wenn so viele, ja die meisten Mitglieder des so gedriickten Standes der Jugend-
bildner, wie sich bei Begutachtung der questionnirten Gesetzes-Vorlage ergeben
hat, eines Theils sich mnoch so recht keine klare Idee von dem Reiche und der
Macht der wahren Geistesfreiheit machen konnen oder wohl gar mit Verldngnung
alles Vertrauens auf die gottliche Weltregierung in devotem Servilismus Ma8-
nahmen huldigen, welche die Gotter dieser Welt in ihrer Anmafung ergreifen,
um unserm lichen Herrgott ins Handwerk zu pfuschen. Ihr habt vom Staate
weiter nichts zu fordern, als die #ufiere Stellung und den Lebensunterhalt; diese
Verpflichtung gibt dem Staate aber noch keineswegs das Recht, sich auch um
Unterricht und Erziehung im Allgemeinen so wenig als im Speciellen zu be-
kiimmern.

Und warum soll dies auch nicht der Genossenschaft - iiberlassen bleiben, wie
es vordem Jahrhunderte lang war?“
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Perer war zweifellos ein hochbegabter und kenntnisreicher Mann, aber es
fehlte ihm, besonders wiihrend der Jugendzeit und im Anfang der Mannesjahre, die
Ausgeglichenheit des Charakters, die nach Ansicht des Vaters seine bescheidenen
duBeren Umstidnde hédtten bedingen miissen. So schreibt der Vater in einem
Briefe vom 24. Juni 1852:

,lch habe Dir lange nicht geschrieben, ich wollte Dir dadurch andeuten,
daB mir der Inhalt Deiner Briefe meistens nicht zasagt; ich wiinsche von Dir
Dein Thun, nicht Dein Denken und Fiihlen zu erfahren; ersteres, mag es so
geringfiigig sein, als moglich, mag es anch punr in dem tdglichen Wechsel der
Beschiftigung und der geringsten Griiie bestehen, ist doch etwas Wirkliches, die
Theilnahme und den MitgenuB Erweckendes, und darum das echt Menschliche.

Im Ergehen und Hinschwimmen von Gefiihlen und Betrachtungen verliert
sich die Seele ins Nebelhafte und Unwahre und erzeugt, weil es im Grunde
lediglich ein Kultus des Egoismus ist, zuletzt die widerwirtigste Blasirtheit.

Du hast Dir leider schon zu sehr angewohnt, Menschen, Zustand und Ver-
hiiltnisse nur von diesem einseitigen Gesichtspunkte aus anzusehen, und scheinst
es noch immer nicht zu merken, daf die Ursachen, weshalb Dir in Deinen Um-
gebungen so manches widerwiirtig und miserabel erscheint, nicht so sehr in den
Menschen und Zustiinden selbst, anch nicht in der Individualitdit Deines Ichs,
sondern vielmehr in der falschen und ausschliefllich egoistischen Richtung Deines
Seelenlebens liegt. Als studirter Philosoph solltest Du eigentlich dies besser
erkennen als ich, und darum will ich mich auch auf diese Andeutungen beschrinken,
die aus dem innigsten Wunsche entspringen, daf Dir der Himmel bald Ruhe und
Zufriedenheit am eigenen Heerde schenken moge. Nimm die Welt, wie sie ist,
denke immer: ich bin ein Theil derselben und ein Wesen, wie die anderen, ohne
Zweifel nicht schlechter, aber auch nicht besser, und bestimmt, dieselbe Bahn zu
durchlaufen, zu essen, zu trinken, zu schlafen, zu lieben, zu heirathen und eine
Familie zu griinden®.

Prrer charakterisiert sich selbst in einem Brief an KarL vom 28. April 1854.
Die Einleitung bezieht sich auf philosophische Fragen und war lange liegen ge-
blieben. Er fibrt fort:

,Nachdem dieser Mischmasch, durch Zufall abgebrochen, lange Zeit gelegen —
(denn wisse: fiir mich ist die griofite Pein, Briefe zu schreiben. Geschiiftsbriefe
gern, nur keine vertrauten, worin man sich seinen Gedanken, Erinnerungen,
Empfindungen iiberlassen darf, die mich nimlich (Du kennst sie aus-alter Zeit,
sie lanern wie Ddmonen und Gespenster unter einer leichten Decke; nur leicht
beriihrt surren sie auf, spuken aufs tollste und miShandeln mich henkerhaft, und
lassen nicht ab zu saugen, bis der letzte Tropfen Lebenslust und Muth ausge-
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zogen ist von den Vampyren! Doch um Gotteswillen, genug davon — sie
kommen schon — ich fiihls an einem leichten Ziehen und Spannen in der Gegend
des Zwolffinger-Darms) regelmiBig nicht nur in ein unheimliches Gebiet fithren,
sondern auch — Leibschmerzen macht. Es klingt dies komisch, aber es ist mehr:
jeder Verdrufi, materiell oder ideell oder phantasiell, endigt als Resultat mit
Kneipen in den Eingeweiden; selbst alle edleren Gefithle — doch das gehort
hier nicht her und geht Dich nichts an. Kurz und gut, ich striiube mich gegen
alle Gefiihle, wie ein Kind gegen Waschwasser; darum liebe ich nicht Freunde,
nicht Feindschaft, nicht Veriinderung, nicht Unruhe, nicht Hoffnung, nicht Be-
strebungen, nicht Begeisterung; strebe nur nach einem friedlichen, ruhigen, mig-
lichst monotonen Leben, ohne Denken und Empfinden und Trachten. — Begreifst
Du nun etwa, wie es kommt, daB man keine Briefe schreibt? Daf einem Ab-
rackern in einer mechanischen Klasse lieber ist, als Briefe schreiben? Daf man
ein Stiick Holz, einen Stein oder doch einen Wegerich mit Buckeln um sein
Dasein beneidet?  GewiB, es ist nicht Triigheit, nicht Vergessenheit!) —, habe
ich weder Lust, in den damaligen Gedankengang mich wieder hineinzustudieren,
noch Macht dazu“.

,Bin kahler, inhaltsleerer Brief nach so langem Zwischenraum; allein ich
kann mal nicht anders. Ich bin radikal verdorben! Suche Nichts mir zuzn-
reden ; bei mir hilft Nichts, hochstens Rizinustl, wenn ich Leibschmerzen habe. —
Wenn wir mal wieder zusammenkimen, wir wiirden uns doch mehr zu erzdhlen
haben! Thu mir nur den einzigen Gefallen, lieber Kary, schreibe mir bald
wieder, und zwar, nachdem Du zuerst eine gute Flasche Weines getrunken hast,
um in eine recht tolle, lustige Laune zm kommen, wie ich sie gern auch mal
haben mochte, aber leider nie habe. Doch da es 12 Ubr ist, ich morgen 7 Uhr
zum Orgeln muB, mein griBtes Leidwesen in Krone — (er war Lehrer am dor-
tigen Progymnasium) — so ist es verzeihlich, wenn ich schlieBe.

Lebewohl, lieber Bruder, bis Wiedersehn. Antworte, grolle nicht praete-
ritorum, bleibe gesund und freu Dich Deines Lebens, so gut Du kannst®.

Leider ist in Prrers Nachlass die Antwort Karcs auf diesen Brief nicht
mehr vorhanden. Es mag sein, daf Perer sich von ihr so betroffen gefiihlt hat,
dafl er sie nicht aufbewahren wollte.

Dagegen ist uns ein Brief des Vaters, datiert Westernkotten, 3. August
1854, erhalten geblicben, der sowohl fiir den Vater als fiir Perer charakteri-
stisch ist.

oLieber Pergr! Wenn Du vielleicht auf einen Brief von mir, als Antwort
anf den Deinigen vom 25. Mai, gewartet hast, so hast Du Dich ebensowohl ge-
tduscht, als uns Deine Zusage, regelmiflig jeden Monat schreiben zu wollen,
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wornach wir zunichst Deinen Brief pro Juni, und dann pro Juli abwarten zu
miissen geglaubt haben, getduscht hat. Aus dem Ausbleiben dieser Zusage-Briefe
schliefie ich oder folgere ich wenigstens, daf Du in dem nicht beneidenswerten
Trubel des Konitzer Lebens Deine eigenen guten Vorsitze wieder vergessen
hast. An sich rechne ich Dir das nicht hoch an, bin aber doch verpflichtet, zu
bemerken, daf Du wahrlich nicht wohl daran thust, Dich nicht an solche kleine
eingegangene Verpflichtungen #ngstlich zu binden. Mich diinkt, Du miissest be-
reits erfahrungsmifig zu der KEinsicht gelangt sein, wie die Erfiillung der
leichtern und kleinern Verpflichtungen zur Erfiillung der gréfern und wichtigern
erst hinfihrt und sie alleine verbiirgt; die Ubung allein macht den Meister;
nicht das Wissen und Wollen, das Thun ist die Hauptsache, und alles Thun
muB eben im Kleinen, im beschrinkten MaaBe beginnen und seine Kraft ge-
winnen; es ist mit der psychischen Théit/igkeit (meiner geringen Ansicht zufolge)
wie mit der Bewegung der Welt- oder Himmels-Korper, die bloBe Idee des
Stofles setzt keinen in Bewegung; eben so wenig bringt der bloBe Vorsatz oder
Wille eine psychische Erscheinung zauwege. Nehme ich eine oder mehrere
sogenannte Kriifte als Ursachen der Bewegung sowohl in materiellen als imma-
teriellen Dingen an, so gewinne ich nichts fiir meine Erkenntnif und bleibe also
bei der Erfahrung in materiellen Dingen stehen, daf die Richtungen der Be-
wegung ihre Kulminationspunkte haben, von wo sie eigentlich ansgehen und
wieder endigen, dafl die Bewegungsgrife in den Kulminationspunkten = 0 ist,
hier also die Bewegung erst entsteht, anfangs kaum merklich und unmeBbar klein
ist, aber ganz allmihlich wiichst. Thr wachsen gewissermaafien im Fluge die
Schwingen der Psyche.-

Doch verlasse ich den Bereich dieser Reflexionen, die so schwer interessant
zu machen sind und daher so leicht langweilig werden, und komme auf Gegen-
stinde von practischerem Interesse zurtick.

Was die Schildernng der Lebensweise und der Sitten dort betrifft, so mag
dabei Dein Pinsel hie und da wohl etwas zu tief in die Farbe getiincht haben;
im Wesentlichen ist es aber in den kleinen Stidten Westfalens mit der unge-
bithrlichen Verschwendung und dem luxuritsen Aufwande im gesellschaftlichen
Verkehr, ebenso; und das hat auch sein Gutes, weil viele Leute davon leben.
Thoricht und unverzeihlich ist es aber, wenn man auf die Idee kommt, dieses
alles von Standes wegen mitmachen zu miissen, ohne die Mittel dazu zu besitzen,
und Schulden deshalb zu machen; es beweiset zugleich evident, wie weit so viele
Menschen noch von der wahren Freiheit, die nach meiner Ansicht hauptsichlich
in Emancipation von GenuB-Sucht, Sinnen-Kitzel, Mode-Thorheiten, falschen
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Ehre-Begriffen und eingewurzelten Vorurtheilen besteht, entfernt sind, so viel
und so gern sie auch in Freiheitstriumen dahin leben und triamen.

DaB auch die Pfleger der Wissenschaft und die Bildner der intellectuellen
Krifte des Geistes, die Anreger der #stethischen und moralischen Gefiihle der
Jugend ebenfalls diesem Epicurdismus der Zeit huldigen oder auch nur bedanern
sollten, aus Mangel an Fonds es nicht zu konnen, kann ich mir kaum denken,
und, wenn es oder wo es wirklich der Fall ist, wird ihre Berufs-Ehre zu sehr
dadurch tangirt, als daB sie sich nicht vor sich selbst deswegen schimen
miiiten. Darum, lieber Sohn, bleibe dabei, lebe zuriickgezogen, bewege Dich
daher mit Neigung innerhalb des Kreises Deiner beruflichen Wirksamkeit und
der Pflege der Wissenschaften, beschrinke nach wie vor Deinen Umgang anf
Deine Berufsgenossen, und weise Aufforderungen zu luxuridsen Vergniigungen
standhaft ab. Dabei bedenke wohl, daB es meistens eine Selbsttduschung des
eiteln Herzens ist, wenn man sagt und glaubt: ,man diirfe sich doch nicht ganz
vom gesellschaftlichen Verkehr ausschliefien, es sey aus so vielen anderen Griinden
rathsam, in dieser Beziehung dann und wann ein Opfer zu bringen“. Dies weiB
Dir am Ende Niemand Dank, und Du verfehlst dabei den Zweck sogar ginzlich. .

Willst Du Dir eine gewisse Stellung und ein gewisses Ansehn und Gewicht
in der Gesellschaft erwerben, so dient jenes stets Mitmaclien wahrlich nicht dazu,
um dahin zu gelangen, vielmehr wiirde zum Zweck fithren, wenn Du Dich rar
machst, eine seltene Erscheinung bist, und inmittelst durch angestringte Thitig-
keit und N.B. Sparsamkeit (deren Grundbedingungen Ordnungsliebe und Propretit
sind) nach und nach eine biirgerliche oder fundirte sociale Stellung zn gewinnen
suchst.

Doch’ es ist leicht predigen und Rath geben; ich weifl sehr gut, daf dies
meine schwache Seite ist, daf gar wenig damit ausgerichtet wird, und doch
kann ichs nicht gut lassen.

Nimm es daher nicht iibel auf, lieber Prrer, und la8 mich hoffen, Du sehest
darin nur ein Zeichen der viterlichen Liebe. Was das Heirathen anbetrifft, so
bin ich weit entfernt, Dir darin einen speciellen Rath ertheilen zu wollen.
Heirathen ist ein Lotterie-Spiel, in Bezug auf Gewinnen und Verlieren im- All-
gemeinen. Erfolgt eine Heirath ans Berechnung, sei es, indem man .die Ehe
als eine Versorgungs-Anstalt betrachtet, oder in der Erwartung, mit Frau und
Kindern werde in den Neigungen und Gewohnheiten, insofern solche za be-
deutenden Mehransgaben fiihrten, eine pldtzliche oder successive Anderung in
entgegengesetzter Richtung eintreten, sei es, daf man meint, in der Ehe werde
man seine Beguemlichkeit und Pflege, den englischen Komfort oder das reizende
‘home’ finden, so lehrt die Erfahrung, daB, und wenn die Berechnong auch mit
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aller mathematischen Schiirfe angestellt worden ist und ein positives, vielleicht
hoch potenzirtes x geliefert hat, dasselbe genau besehen = 0 und meistens sogar
als eine negative Grofie sich darstellt.

Wer zu heirathen die Absicht bat, hat sich zuniichst zu fragen, vermagst
Du den Zweck der Ehe und die Verpflichtungen des Ehestandes gehorig zu
erfiilllen? Also kannst Du Frau und Kinder ernihren, sie anstindig erndhren,
vermag Deine kiinftige Gattin die Kinder zu erziehen, werdet Ihr die Mittel
eriibrigen, um theils durch intellectuelle Bildung, theils pecuniire Unterstiitzung
die kiinftige biirgerliche Stellung der Kinder zu begriinden?

Wer diese ernste I'rage nach sorgfiltiger und unpartheiischer Selbstpriifung
bejahend beantworten kann, wozu allerdings in unserer Zeit ein bedeutendes auf
vollkommen erreichte Selbstbeherrschung basirtes Selbstvertrauen gehort, der
heirathe; wer sie nicht oder doch nur zweifelnd beantworten kann, thut besser,
unverheirathet zu bleiben. Du mufit also offenbar selbst am besten wissen, was
zu thun ist, und bist meiner Aunsicht nach eines Raths auch nicht bediirftig,
welcher in_ solchen Heirathsangelegenheiten ohnehin meistens. zu friih oder zu
spit kommt und wobei es meistens beschaffen ist, wie bei sonstigen Rath-
schligen. Aus den Erfahrungen meines Lebens habe ich die Uberzeugung ge-
wonnen,

a) daB es keine leichtere, dummere und zwecklosere Beschiftignng gibt, als
seine Zeit mit Ertheilen von sogenannten guten Rathschligen zu vergeuden, und

b) daB, wenn verniinftige Menschen sich Raths erholen, sie sich meistens
schon entschlossen haben, was sie thun wollen, aber doch zur Beruhigung von
allerband Gewissensbedenken gerne sihen, wenn ihnen der Rathgeber einen dem
gedachten Entschlusse entsprechenden Rath gibe, um im schlimmsten Falle sich
selbst damit tduschen zu konnen, auf fremden Rath und Einfluf gehandelt zu
baben.

Ach, das menschliche Herz ist ein durehtriebener Schalk, oft ohne es selbst
zu wissen.

Nach dem Inhalte Deines Schreibens muBt Du noch immer sehr in Schulden
stecken, obgleich ich, trotz alledem, was Dn sagst, nicht einsehe, wie dies mog-
lich ist, eher daff Da im eigentlichen Sinne verschwendet hast. Du sagst, Deine
Kleidung koste Dir jihrlich 100 Th.; ich sage Dir dagegen, fiir Mutter und mich
kostet die Garderobe noch nicht voll die Hilfte. Wenn Du also nicht formlich
zu Grunde gehen und ein wirklicher Lump werden willst, so muSt Dua absolut
einen andern Weg einschlagen und nach reiflicher Uberlegung plotzlich einen
ernsten Entschluf fassen auf einen lingern Zeitraum hinaus und solchen ernst-
lich durchfiibren.

Acta mathematica. 39. Imprimé le 15 Juin 1923, 2
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Zur Hiilfe und Unterstiibzung, insoweit solche unsern Verhéltnissen nach
zuldssig ist, bin ich unter der Bedingung bereit, daB Du offen und wahrhaft,
auch speciell, mit Deinen Verhédltnissen in dieser Beziehung mich bekannt machst.

Wenn wir die Sache miindlich besprechen konnten, das wiire freilich am
besten, und ich wiirde Dich aunch bitten, diese Ferien uns zu besuchen, wenn Du
im Stande wiirest, die Reisekosten hieher zu bestreiten; Geld zur Riickreise
wiirde ich wohl iibrig haben.

Uberlege Dir das, und fange endlich einmal an, ein practischer Mensch
zu werden, und gib die Kindereien auf.*

Daf ein Vater an einen Sohn, der das 34. Lebensjahr schon vollendet hat,
einen solchen Brief schreibt, diirfte jedenfalls von schwedischem Gesichtspunkt
aus als auBergewshnlich anzusehen sein, Prrer war ja ‘doch bereits Inhaber
einer nicht unbedeutenden Stelle. So spricht wohl nirgends ein Vater, wenn er
sich nicht im Besitz einer gewissen Autoritit weiB, die nicht blo8 auf der
Vaterwiirde, sondern zugleich auf wirklicher geistiger Uberlegenheit beruht.
Die wenigen noch vorhandenen Briefe an Karr sind in einem wesentlich anderen
Ton gehalten.

Ein neuer Brief an Prrer, datiert Westernkotten, 24. Juli 1855, trigt durch
und durch das Geprdge der Weltklugheit des praktischen Mannes:

,Lieber Purgr! Auf Deine Benachrichtigung wegen Erhebung des dortigen
Pro- zu einem vbllstéindigen Gymnasio beeile ich mich, Dir zu rathen und Dich
anzuspornen, alles Mogliche aufzubieten und aufbieten zu lassen (z. B. durch den
Director Prrers), um za einer hdhern Stellung und ausreichenderm Dienst-
einkommen zu gelangen. Es kommt mir beinahe so vor, als wenn man Dir
keineswegs abgeneigt sei, jedoch mehr Gefiigigkeit und ein schickliches Kin-
gehen in die zeitlichen Geschifts- Ansichten gewirtige. Da das einzelne Indivi-
dium den Weltlauf nicht #ndern und aufhalten kann und durch Antagonismus
und Widerstand nicht nur dieser Bewegung kein Hemmnif dargeboten wird,
sondern dieselbe nach bekannten Naturgesetzen vielmehr dadurch nur beférdert
wird: so ist die alte apostolische Regel: Schicket euch in die Zeit! als ein
physiologisch und psychologisch wohl begriindetes Axiom und darum auch als
eine nicht nur #sthetisch, sondern auch juristisch festgestellte Lehre der wahren
Lebensweisheit zu betrachten.

Suche daher mit Sorgfalt jeden Verdacht, daf Du eine mehr als gewtbn-
liche Neigung verspiirtest, die Zeit- Ansichten der herrschenden Biirokratie in
Religion, Wissenschaft und Politik zu bezweifeln und zu bekimpfen, durchaus
fern zu halten.

Ist in Bezug auf Deine Persinlichkeit ein Wunsch ausgesprochen, Dich
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bald verheirathet zu sehen, nun ja, so zeige Dich geneigt, und Huflere dagegen
das Verlangen, man mdge Dir naur dazu Gelegenheit geben. Kannst Du durch
eine Heirath zur schnelleren Beforderung und baldigern Vermehrung Deines
Diensteinkommens gelangen, so gehe nur unbedenklich darauf ein; der Fortschritt
und das Vorankommen in der Welt ist eine nothwendige Bedingung alles Kultur-
Fortschritts. Jeder Mann aber ist befihigt, hierin seinen Weg zu bahnen, und
je mehr er dabei mit Beharrlichkeit und Ausdauer verfihrt, desto weiter wird er
gelangen. Der Mensch ist seines Gliickes Schmied.

Ich glaube am Ende auch fiir Dich in einer angemessenen Heirath eine
Gunst des Schicksals zu erblicken. (Prrer blieb indessen unverheiratet.) Nur muft
Du nicht glauben, in der Ehe den Himmel voller Geigen zu sehen, sondern zufrieden
sein, wenn dieselbe neben dem Home nur eine eben ertréigliche Existenz gewdhrt.
Gliick oder Zufriedenheit, Lebensfreude, Geistesheiterkeit und desgleichen muf
sich ein jeder selbst bereiten, und nicht verlangen, da8 dies sich selbst gegeniiber
von einem andern geschehe, und merkwiirdiger Weise wird eben durch den Aus-
schluf dieses Verlangens bei egoistischer, aber verniinftig und consequent durch-
gefilhrter Verfolgung des Bestrebens grade derjenige Vortheil herbei gefiihrt,
den man von andern zu empfangen wiinscht.

Da Karu in den niéichsten Tagen Dich besuchen wird, so berathe Dich mit
ihm sowohl iiber ein etwaiges Heiraths-Projekt als iiber Deine sonstigen Ange-
legenheiten, aber offen, wahrhaft und aufrichtig. Du bist wenigstens alt genug
geworden, um die Kleinlichkeit der Zuriickhaltung in allen solchen Dingen, die
in der Regel jeder betreffende ohnehin kennt oder leicht erfahren kann, einzu-
sehen und Dir dabei die Uberzengung zu verschaffen, daB man durch solche Zuriick-
haltung nicht nur die Gewinnung besserer Ansichten durch Austausch der Ideen
ausschlieft, sondern auch seine Angehbrigen, Freunde und Génner zum Bei-
stande abgeneigt macht.

Wenn Du ein Méddchen von honetter Familie und ertréiglicher Bildung hei-
rathen willst, se werde ich in Bezug auf Ausstattung gerne zu Hiilfe kommen.

Nach dieser den Vater und den Bruder Wrimrstrass' betreffenden Ab-
schweifung wende ich mich wieder zu WeiErsTRass selbst.

In Westernkotten gab es keine Schule, in die man Kam. hitte bringen
kénnen. Er besuchte daher zuerst die Schule in dem nahegelegenen Miinster
und fand dann, 14jdhrig, in der 6. Klasse des Katholischen Gymnasiums in
Paderborn Aufnahme. Dort war der Lehrgang auf 6% Jahre berechnet, aber
Karn iibersprang die 3. Klasse und wurde von der 4. unmittelbar in die 2. Klasse
versetzt, wodurch er die Schulzeit um 1 Jahr abkiirzte. Mit glinzenden Zeug-

nissen verlieB er im August 1834, 19 Jahre alt, das Gymnasium. Seine erste
2*
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mathematische Wirksamkeit hatte darin bestanden, daB er, 15jdbrig, fiir eine
reiche Kaufmannsfrau, die einen eintriglichen Handel mit Schinken und Butter
betrieb, die Biicher gefiihrt hatte. Als er bald darauf in die 2. Klasse kam,
beschiiftigte er sich eifrig mit Integralrechnung. Er fithrte dariiber lebhafte
Debatten mit einem interessierten Kameraden, der vielleicht auch daran gedacht
hatte, Mathematiker zu werden, aber, wie dies nicht selten ist, abgeschreckt
durch Karus groBe Uberlegenheit zu einem anderen Fach iiberging.

Weirstrass gehorte, ebenso wie Cart Frieoricr Gauss, Lovis Avevsriy Caveny,
Henrr Povcsri und so viele andere, zu den Mathematikern, deren Allgemein-
begabung das gewdshnliche MaB weit iiberstieg. - Bei allen wirklich grofien
Minnern unserer Wissenschaft war dies ja auch die Regel. Wenn weitere
Kreise der Gebildeten manchmal iiber die Allgemeinbegabung der Mathematiker
irrige Vorstellungen haben, so findet dies seine Erkldrung in' der intensiven,
alles absorbierenden Denktiitigkeit, die oft die GriBten unter uns auszeichnet
und die sie dazu treibt, alle ibre geistigen Krifte auf die fiir das profannm
vulgus so unverstdndlichen mathematischen Probleme zu konzentrieren. Archi-
medes’ bekannter Ausspruch: ,Stére meine Kreise nicht!* hat seitdem noch oft
Widerklang gefunden und findet ibm auch heute noch. Wie kionnte man von
der Allgemeinheit Verstindnis dafiir beanspruchen, was diese Worte ihrem
innersten Wesen nach bedeuten?

Das Gymnasium in Paderborn war nach franzosischem Muster darauf an-
gelegt, den Ehrgeiz der begabtesten Schiiler im hochsten Grade anzuspornen.
Die gedruckten Programme des Gymnasiums enthielten in jedem Jahr die Namen
der Schiiler, die mit Preisen ausgezeichnet worden waren. Den Namen Karw
Wererstrass findet man stets, mehrmals als preisgekront in sechs verschiedenen
Fichern, einmal sogar in siebén. Er erhielt immer den ersten Preis in seiner
Muttersprache Dentsch und in zwei anderen Féchern, unter denen Lateinisch,
Griechisch und Mathematik miteinander abwechselten. Gelegentlich erhielt er
Preise auch in anderen Fichern, und zwar wihrend seiner gesamten Schulzeit
in allen Fiichern auBer einem, Schonschreiben. Ein eigentiimliches Schicksal wollfe
es, dafl er in einem spH#teren Abschnitt seines Lebens Lehrer auch im Schrei-
ben wurde. — Wenn ein Schiller 3 Primien erhalten hatte, spielte ihm zu
Ehren eine Musikkapelle ein Stiick. Fiir jede weitere Primie wurde ein neues
Stiick gespielt, sodaB z. B. einmal zu Ehren des jungen Kar. Wrigrstrass hinter-
einander 4 Musikstiicke gespielt wurden. Von seiner Schulzeit her bewahrte
sich Wererstrass immer die Erkenntnis, daB alle wirklichen Wissenschafts-
zweige als ein Ganzes zusammengehtren. Als spiter in den siebziger Jahren
die Frage auftauchte, ob man die philosophische Fakultit der Universitit in



Die ersten 40 Jahre des Lebens von WeierstralB3. 13

Berlin in zwei Abteilungen zerlegen sollte, sprach Weizrstrass sich dagegen
aus: ,Alle Facher der Fakultit gehtren zusammen, und die Philosophie bildet ihr
gemeinsames Band“. Weierstrass setzte seinen Willen durch, und noch heate ist
Berlin eine der wenigen Universititen, wo die iibliche Zweiteilung nicht statt-.
gefunden hat. Als Wugrstrass am 15. Oktober 1873 das Rektorat der Univer-
sitit Berlin iibernahm, brachte er seine Auffassung von der Stellung der
Wissenschaften zueinander in folgenden Worten zum Awusdruck: ,Der For-
schungstrieb entspringt dem im innersten Wesen des menschlichen Geistes be-
griindeten Bediirfnis, in dem Mit- und Nacheinandersein der Dinge Ordnung und
gesetzmiBigen Zusammenhang zu entdecken. Die einzelnen wissenschaftlichen
Disziplinen erhalten ihre Bedeutung dadurch;, daf sie alle zu diesem Zwecke
mitwirken, aber nicht zusammenhanglos, sondern gleichsam eine Kette bildend,
welche von der Mathematik als dem einen duflersten Gliede ansgehend durch die
verschiedenen Zweige der Naturkunde und der historischen Wissenschaften im
weitesten Sinne des Wortes hindurch bis zu der Philosophie als dem SchluB-
gliede sich hinzieht. Mathematik und Naturwissenschaft beschéftigen sich beide
mit den Erscheinungsformen des Seins in Raum und Zeit, jene mit den in der
Idee existierenden, iiberhaupt moglichen, diese mit den in der Kiorperwelt ver-
wirklichten. So ist die Mathematik fiir die Naturwissenschaft eine notwendige
Voraussetzung, nicht eine Hilfsdisziplin im gewthnlichen Sinne; umgekehrt liefert
der beobachtende und experimentierende Naturforscher in seinen Resultaten dem
Mathematiker mehr als: eine blofe Aufgabensammlung. Die historischen Diszi-
plinen, ferner Geschichtswissenschaft im engern Sinne, Sprachforschung usw.,
die im Entwicklungsgang des Menschengeschlechts die waltenden Gesetze und
treibenden Krifte zu erforschen und darzulegen haben, finden ihre Verbindung
mit den Naturwissenschaften darin, daf die Entwicklung des Menschenlebens, in
den Volkern wie in dem Einzelnen, durch die Wechselwirkung zwischen seinem
eignen Sein und dem gesamten Sein auBer ihm bedingt ist. Die Philosophie
endlich, indem sie die Ergebnisse aller Wissenschaften zusammenfaft, reinigt,
vergeistigt, arbeitet an der Verwirklichung des wissenschaftlichen Ideals, in der
unendlichen Mannigfaltigkeit der Erscheinungen der Natur und des geistigen
Lebens die Einheit, das Absolute zu erkennen. In diesem Sinne kann man sagen,
daf Erkenntnis des Wesens der Dinge das letzte Ziel aller wissenschaftlichen
Forschang sei und daB nach der Stufe, welche auf dem Wege zu diesem Ziele
in jedem Zeitalter die Menschheit erreicht hat, der Grad der allgemeinen Bil-
dung dieses Zeitalters bemessen werden miisse ...... Auch kann heutzutage,
wo nicht nur alle wissenschaftlichen Disziplinen eine Uberfiille des Stoffs dar-
bieten, sondern auch viele in raschester Entwicklung begriffien sind, niemand
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mehr dazu gelangen, in dem gesamten Gebiet des Wissens in dem Mafie hei-
misch zu werden, wie es in fritherer Zeit wohl einzelnen besonders hoch begabten
und unermiidlich tdtigen Menschen gelungen ist. Gleichwohl ist es einem wohl-
vorbereiteten und fleifligen jungen Manne auch gegenwirtig moglich und, wenn
er spiter den Sinn fiir ideale Zwecke nicht ganz verlieren, den Bestrebungen
anderer nicht fremd gegeniiberstehen und auch in den Bewegungen und Kémpfen
des Lebens nicht haltlos hin und her schwanken will, unumginglich notwendig,
neben dem griindlichen Studium eines Hauptfachs auch mit denjenigen Diszi-
plinen, die nicht gerade Hilfsdisziplinen der seinigen sind, sich- wenigstens so
weit zu beschéftigen, daBl er von der Aufgabe und der wissenschaftlichen Bedeu-
tung jeder einzelnen eine richtige Vorstellung erhilt ... .¢

Es war natiirlich, daf die Unterrichtsmethode, die in Paderborn zur An-
wendung gelangte, sowohl KarLs Ehrgeiz wie die Erwartungen aller anderen
beziiglich seiner spiteren Entwicklung im hochsten Grade steigerte. Beim Vater
scheint beziiglich seines Altesten der praktische Verstand die Oberhand iiber den
Idealismus gewonnen zu haben. Er wiinschte seinem Sohne eine im #Hufleren
Sinne des Wortes moglichst glinzende Zukunft und schickte ihn daher auf
die Universitit Bonn, die Pflanzstitte des htheren preufiischen Beamtentums.
Dort sollte er sich dem Studium der Kameralwissenschaften widmen und dabei
gleichzeitig eine griindliche juristische Ausbildung erwerben. Es zeigte sich in-
dessen bald, daf diese Studien fiir Wrierstrass nicht genug Wissenschaftliches
enthielten, sondern fiir ihn nur ein Brotstudium bedeuten konnten; dazu aber
konnte er sich nicht entschliefen. Das Leben und die Kameradschaft lockten
ihn. Er trat in das vornehme Korps Saxonia ein und riickte dort schnell zum
Fuchsmajor anf. Auch erwarb er sich eine so hervorragende Geschicklichkeit
in der Fiihrung des bei studentischen Mensuren iiblichen Schligers, daB sein
Gresicht mnicht so wie das vieler ehemaliger Korpsstudenten von Schmissen ent-
stellt oder, wie andere meinen, geziert war. Er war seinen Gegnern stets so
tiberlegen, erzihlte mir mehr als ein halbes Jahrhundert spiter mit Stolz sein
Bruder Prrir, daf er iiberhaupt niemals verwundet wurde.

Es war ein frohliches Leben, voll von spannenden Jugendabenteuern, von
Kneipen und Mensuren, wie es noch hente unter deutschen Korpsstudenten vor-
kommt. Die Mathematik lieB Wrrrstrass jedoch niemals beiseite liegen. La-
rraces Mécanique céleste, Jacosis Fundamenta nova und ein zufillig bekommenes
Kollegheft iiber eine Vorlesung von Gupermasy iiber elliptische Funktionen
(nach GuperaanNs Ausdrucksweise ,Modularfunktionen¥) gehiorten zu seiner Haus-
lektiire. Mathematische Vorlesungen besuchte er ebenso selten wie kamerali-
stische oder juristische, mit Ausnahme einer einsemestrigen Vorlesung des be-
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rihmten Geometers Pricker, der seit 1836 Professor der Mathematik an der
Universitit Bonn war. Dafi indessen Wrirstrass dank seiner schnellen Aunf-
fassungsgabe und seiner klaren Denkweise sich fast spielend auch einen be-
merkenswerten Grad juristischer Schirfe erwarb, zeigte sich zum Staunen seiner
Kameraden und juristischen Lehrer, als er bei einer Promotion als Opponent
gegen einen seiner Freunde, den spiteren Présidenten des mecklenburgischen
Obergerichts, Dr. Buopg, auftrat.

Die Zeit verstrich. Volle vier Jahre waren vergangen, ohne daf Werer-
strass sich zum Examen gemeldet hitte. Seine Eltern, die in dieser langen Zeit
nur spirliche Nachrichten von ihm erhalten hatten, begannen unruhig zu werden.
Da fand er sich plétzlich im Spétherbst 1838 wieder im Elternhause ein. Man
kann sich leicht die Bestiirzung und die Sorge vorstellen, die alle ijhm Nahe-
stehenden beschlich. Ich bekam einen lebhaften Eindruck davon, als ich im
Februar 1904, 7 Jahre nach Karus Tod, Gelegenheit fand, Prrer WEIERSTRASS
in Breslau zu besuchen. Dieser hatte mir bei einem fritheren Zusammentreffen,
im Sommer des vorhergehenden Jahres, ein Jugendbildnis Kairus versprochen,
das aus der Bonner Zeit stammte. Dieses Bild hatte eine eigentiimliche Vor-
geschichte. Kurze Zeit nach Karts Tod! war es Perer WrisRstrASS mif einem
Zettel zugegangen, der besagte, daf es von Rechts wegen Prrer gehSre. Prrer
holte nun das Bild heraus, das er in einem Schrank verschlossen verwahrt
hielt. Mit dem Bild vor sich begann er von der Bonner Zeit und von der
Heimkehr des Bruders im Jahre 1838 zu erzihlen. Als er daran zuriickdachte,
vergoB er Triinen; er war bei meinem Besuch 84 Jahre alt und starb bald darauf
im Frithjahr desselben Jahres. Er erziihlte: ,Wie elend sah KarL damals aus,
als er wieder nach Hause kam! Welch tiefer Schmerz, meinen grofien Bruder
in so einem Zustand, zu finden! Vier Jahre und kein Examen!“ usw. Ich brauchte
eine gewisse Zeit, um Perer zu beruhigen und um seine Gedanken darauf zu
lenken, wie glinzend doch alles am Ende abgelaufen war. Das Portriit, das sich
jetzt - in meiner Villa, dem zukiinftigen mathematischen Institut, in Djursholm
befindet, wurde mir gelegentlich dieses Besuches von Prrer feierlichst geschenkt.

Vorher hatte ich Perer in Bad Cudowa am 28./29. Juni 1903 besucht. Hier-
fiber habe ich in meinen Notizen folgende Aufzeichnungen gefunden:

»Gesprich mit Perer Weikrstrass -am 28. Juni 1903 vor einer Konditorei

im Kurpark von Bad Cudowa.

Nach Uberwindung verschiedener Schwierigkeiten konnte ich endlich seiner

habhaft werden, und wir verbrachten die Zeit von 8—10 Uhr zusammen bei

! An WEIERSTRASS’ Berliner Wohnhause, Friedrich-Wilhelm-StraBe, wurde 1915 eine Gedenk-
tafel angebracht,
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einem Glase Wein. Er ist jetzt 83 Jahre alt, ldaft infolge eines FuBleidens
nur wit Schwierigkeiten, geht aber noch ziemlich viel spazieren. Nach dem
Tode seiner Schwester Krara befiel ibn ein nervioses Leiden, das ibn besonders
mit Schlaflosigkeit plagte und sich verschlimmerte, sobald er genbtigt war,
von seiner Familie zu sprechen. Deshalb habe er auch meinen Brief nicht be-
antwortet. Jetzt kommt er seit 4 Jahren nach Cudowa, wo sein Leiden sich
gebessert hat. Die Kellnerinnen im Hotel Bellevue erzihlten mir indessen,
dab er mie vor 12 Uhr, oft nicht vor 2 Uhr nachts zu Bett ginge. Er sieht
ziemlich schlecht aus und hort auch recht schwer, doch scheint er im Besitz
seiner vollen Geisteskriifte zu sein. Er beschiftigt sich noch mit Schachauf-
gaben; gespielt hat er Schach ja niemals, das Spielen strengt ibn zu sehr an;
aber er 1ost Schachprobleme umso lieber, je kniffliger sie sind, und stellt selbst
neue auf. Auch der Vater war Schachspieler, aber nur mittelméifig.
»Oesprich mit Perer WeigrstRass am 29. Juni 1903, Cudowa, Hotel Bellevue.
Er empfing mich herzlich. Er wobnt in einem groBen, schinen Zimmer mit
Balkon; auf dem Tisch viele Blumen. Er ist heate 83 Jahre alt geworden.
Wihrend meiner Anwesenheit kam eine kleine, niedliche Kellnerin aus der
Konditorei, wo er des Abends sein Butterbrot ifit und manchmal sein Glas
Wein trinkt, um zu gratulieren und ihm ein schones Bukett zu fiberreichen.
Ein paar andere hiibsche Midchen begleiteten uns gestern abend zur Pension
Viktoria, um ihm alsdann das Geleit anf dem Heimweg zu geben. Er scheint
die am meisten beachtete Gestalt Cudowas zu sein, wegen seines hohen
Alters, seiner kirperlichen Gebrechlichkeit und seines scharfen Verstandes.
Und noch dazu ist er ein Bruder des grofen Wiierstrass! Mein Kommen
hatte ein unerhortes Aufsehen erregt, und wir wurden von Nengierigen um-
ringt, die, nur um unser Gesprich zu belauschen, in der Konditorei Platz
nahmen. Er hatte in der Nacht vorziiglich geschlafen, ,wie ein Block“. Aber
trotz der Unterstiitzung der beiden hiibschen Midel war ihm der Riickweg
von Viktoria nach Bellevue sehr sauer geworden. Der wahre Grund, weshalb
er mir gefolgt war, war der, daB er befiirchtete, keinen Schlaf zu finden,
nach der inneren Erregung, in die ihn sein Geesprich mit mir iiber alles, was
ihm im Leben temer gewesen und was nun unwiederbringlich verloren war,
gebracht hatte. Er steht ganz allein da, seine Haushilterin wird nach seinem
Tode alles bekommen. Vielleicht wird er aus Pietdt einen Teil der Andenken
an seinen Bruder in sichere Verwahrung geben, vielleicht nicht. Mein Aner-
bieten, ihm eine photographische Kopie meines Weigrsrrass - Bildnisses (ein
Doppelstiick des Bildnisses von Weirstrass im 80, Jahre, welches sich in der
Nationalgalerie befindet) zu schenken, lehnte er ab. ,Teils regt es mich viel



Die ersten 40 Jahre des Lebens von Weierstral. 17

zu sehr auf, teils habe ich bereits mehr Photographien aus allen Abschnitten
seines Lebens, als ich Platz habe“. Vor einiger Zeit war ihm aus Berlin ohne
Namensnennang ein Olbild von Wrmrstrass in seiner blihenden Jugend zuge-
schickt worden . Er hatte nie davon gewuft, daB ein solches Portridt vorhanden
war, ebensowenig hatte seine Schwester jemals etwas davon gehdrt oder ge-
sehen. Eine Kopie des Olbildes, das an einer Kante beschidigt war, hatte sich
unter Weierstrass’ hinterlassenen Papieren befunden. Kwosrauce hatte sie sich
ausgebeten und erhalten. ,Was soll ich nun mit dem Original machen? Ich
mochte es in treuen, pietdtvollen Hénden wissen. Wollen Sie es haben?“ Er
wagt indessen nicht, es abzusenden, bevor er im September nach Breslan zu-
riickkommt, und dann muf ich ihm vorher schreiben und ganz genau meine
Adresse angeben.

»Alle sind sie tot, ich darf nicht an die Meinen denken, da werde ich nervos
und kann nicht schlafen, und das ist schrecklich. Ich versuche nur, meine
Gesundheit annihernd auf der Hthe zu halten, daf ich nicht zu viel zu leiden
habe. Dabei hilft mir Copowa. Allzulange kann es aber mnicht mehr vorhalten,
und das ist gut so. Leben Sie wohl! Ich mdchte Sie gern noch einmal wieder-
sehen.

,lch habe den gleichen Wunsch und werde versuchen, im September wieder
nach Breslau zu kommen.“

Was sollte nun geschehen nach Karrs Riickkehr aus Bonn? Das war das
ernste Problem, das sich fiir KarL selbst wie fiir den Vater erhob. 4 Jahre der
besten Jugendzeit vergeudet! Noch einmal von vorn anzufangen, erlaubte die
wirtschaftliche Lage der Familie nicht. Indessen so vollig vergeudet war die
Zeit doch micht; denn Wrierstrass hatte die Mathematik nicht ganz beiseite ge-
lassen. Der Président des Obergerichts in Paderborn, SceLecrpENTHAL, der bei
den Abschluflpriifungen der Schule in Paderborn den Vorsitz fiihrte, war
auf Wemrstrass aufmerksam geworden, umsomehr, als er sich selbst von seiner
Jugend her ein gewisses Interesse fiir Mathematik bewahrt hatte. Wihrend der
ganzen Schulzeit war er Wgikrstrass ein viterlicher Freund gewesen. Jetzt
fand er mit Wammrstrass zusammen eine Losung. Um an einer der grofieren
Universitdten mit dem Doktortitel als Endziel von neuem zu beginnen, reichten
die Mittel nicht aus, aber an der nahegelegenen Akademie Miinster konnte man
in kiirzerer Zeit als an einer Volluniversitit ein Staatsexamen errecichen, das
den Weg zum Lehrerberuf eréffnete, wenn anch ohne die Doktorwiirde. Hierbei
war es fiir Weierstrass besonders verlockend, daf in Miinster GupERMANN war, mit

! Eben das oben erwihnte. -
Acta mathematica. 39. Imprimé le 15 Juin 1923, 3



18 G. Mittag-Leffler.

dem er schon durch das in Bonn gelichene Kollegheft eine angenehme Bekannt-
schaft gemacht hatte. So wurde beschlossen, da8 er sich an der Akademie
Miinster immatrikulieren lassen sollte. Dies geschah denn auch und zwar am
22, Mai 1839, einem Tage, den die Universitit Miinster mit einer Pietiit, wie sie
gerade die deutschen Universitdten besonders auszeichnet, als einen ihrer grofien
Gedenktage in der Erinnerung bewahrt.

GupermaNy war der einzige Lehrer, dessen Vorlesungen Weirnstrass horte.
Bei der ersten Vorlesung waren 13 Zuhorer zugegen. Die Vorlesung stieg jedoch
bald in solche Hohen, daB die Luft fiir einen so grofien Zuhorerkreis zu diinm
wurde. Zur zweiten Vorlesung meldete sich nur ein Zuhtrer, Kar. WeiesstraSS,
zur dritten wieder derselbe eine, Kart Wrimrsrrass, dessen glinzende Begabung
und durchdringender Scharfsinn bald kein Geheimnis mehr fiir den Vortra-
genden blieben. GuperMany entschlof sich nun, fiir WEiERsTRASS noch ein Priva-
tissimum iiber ,analytische Sphirik“ zu lesen.

In seinem ganzen spiteren Leben bewahrte sich Wemmrstrass tiefste Ver-
ehrung und wirmste Dankbarkeit fir GuperMany. Bei allen wichtigen Anldssen
betonte er seine Dankesschuld gegeniiber seinem verehrten Lehrer.

Keiner der vielen Mathematiker Deutschlands und anderer Linder, die an
WeiersTRasSS’ siebzigstem und spédter an seinem achtzigsten Geburtstage in Berlin
versammelt waren, um ihm ihre Huldigungen darzubringen, wird jemals die
warmen Worte vergessen, welche er dabei dem spendete, welchen er seinen Lehrer
nannte. Dasselbe tat er, als er in die Berliner Akademie eintrat!; immer das
Gleiche, sobald sich dazu Gelegenheit bot. Gupkrumany gehiorte indessen nicht zu
den Entdeckern neuer Wahrheiten, ebensowenig zu denen, welche alten Wahr-
heiten ihre endgiiltige und genaue Form zu geben vermégen. Unter seinen um-
fangreichen Arbeiten ist kaum eine nicht der Vergessenheit anheimgefallen, aber
Weerstrass hat dafiir gesorgt, daf der Name Gupermany immer mit Verehrung
von allen Mathematikern und Freunden der Mathematik genannt werden wird.
Dies ist nicht nur ein deutscher Charakterzug, wir haben dasselbe in Norwegen,
wo AsuL seinen Lehrer Horusor fiir alle Zeiten unsterblich gemacht hat.

Weisestrass hatte sich im Frithjahr 1839 immatrikulieren lassen. Scbon
im Herbst des gleichen Jahres liefl er sich wieder exmatrikulieren, um sich zum
Staatsexamen vorzubereiten. Das Schreiben, durch das er sich zu diesem anmel-
dete, ist sehr charakteristisch. Es ist datiert: Westernkotten, 29. Februar 1840,
und an den Vorsitzenden der Priifungskommission gerichtet:

»Als ich im Herbst 1834 die Universitit bezog, wuarde ich durch &#ufere

1 Akademische Antrittsrede, gehalten in der offentlichen Sitzung der Berliner Akademie am
9. Juli 1857, Mathematische Werke, Band 1, p. 223—226.
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Veranlassung bewogen, das kameralistische Fach zu ergreifen, obwohl ich mich,
wenn ich meiner Neigung hétte folgen kinnen, sicherlich fiir Mathematik und
verwandte Wissenschaften entschieden haben wiirde.. Der sehnliche Wunsch je-
doch, mich auch mit diesen meinen Lieblingsgegenstinden niber bekannt zu
machen, fiihrte mich immer wieder auf sie zuriick, und je mehr ich mich mit
ihnen beschéftigte, um so eifriger ward mein Bestreben, in einem Studium der-
selben meine Krafte zu versuchen, wobei ich das Gliick hatte, in dem verstor-
benen Prof. v. Moncrow! zu Bonn einen wohlwollenden und einsichtsvollen Rat-
geber und Unterstiitzer zn finden. Die immer mehr sich befestigende Uber-
zeugung, daf die Wabl meines zukiinftigen Berufes ein Fehlgriff gewesen sei,
indem ich fiihlte, dafl mir Anlage und Geschick zu einem tiichtigen Kameralisten
oder Juristen abging, brachte mich endlich zn dem EntschluB, mich ganz einem
Studium zu widmen, welches mit meiner Neigung iibereinstimmte und das ich
mit Hoffnung auf Erfolg betreiben zu konnen erwarten durfte. Mancherlei Ver-
hiltnisse jedoch, die niederdriickend und hemmend auf mich einwirkten, schwichten
Lust und Kraft zu riistigem Weiterstreben, und kérperlich und geistig leidend
beschriankte ich mich lange Zeit auf Selbststudium. Als ich Bonn verlie,, glaubte
ich wohl, manches gelernt und mir angeeignet zu haben; aber ich konnte mich
nicht dariiber tduschen, wie gar manches mir noch abging; erst nachdem ich ein
halbes Jahr zu Hause zugebracht hatte, war es mir verginnt, in Miinster unter
giinstigen Umsténden, ungestort von #uBeren Einfliissen und ein festes Ziel im
Auge behaltend, meine Studien fortzusetzen, und ich hoffe, diese Zeit nach bestem
Vermogen benutzt zu haben. Gern wiirde ich noch lingere Zeit auf meine
weitere Ausbildung verwenden, ehe ich mich zur Priifung melde; aber einerseits
gestatten dies die Umstéinde nicht wohl, und dann ermuntert mich auch die Ver-
sicherung meines verehrten Lehrers, des Herrn Professors Gupemmany, daf ich
wobl fihig sei, das Examen zu bestehen, schon jetzt auf Zulassung zu demselben
anzatragen. Dabei vertraue ich im BewuBtsein eines redlichen Strebens und von
dem Wunsche beseelt, mir recht bald Gelegenheit zu niitzlicher Wirksamkeit zu
verschaffen, es werde mir aus dem Umstande, daf meinen Studien nicht von An-
fang an die bestimmte Absicht einer Vorbereitung zum Lehrerberuf zum Grunde
lag, kein Hindernis erwachsen, wenn ich anders meine Tiichtigkeit zu bewéihren
imstande bin, und ich wage daher an Ew. Hochwohlgeboren die angelegentlichste
Bitte zu richten, geneigtest veranlassen zu wollen, daf mir baldigst Gelegenheit
gegeben werde, mich iiber das letztere ausweisen zn konnen®.

Man bemerke den treuherzigen, aufrichtigen Ton dieses Schreibens und die

1 KArL DIETERICH VON MUNcHOW, Professor der Astronomie, Mathematik und Physik an der
Universitat zu Bonn 1818—1836.

3*
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daraus sprechende TUberzeugung, daB er bei den Betreffenden Verstindnis und
Sympathie gewinnen werde; so spricht ein Sobhn zu seinem Vater.

Dieses Schreiben scheint mir ein Streiflicht auf die Zustdnde im damaligen
Deutschland zu werfen. Ein Gegenstiick dazu bietet sich in Arris Gesuch an
die Behorden in Kristiania! einige Jahrzehnte friiher.

Das Examen war teils miindlich, teils schriftlich und scheint sehr griind-
lich und umfassend gewesen zu sein. Am 2. Mai 1840 wurden Weigrstrass von
der Konigl. Wissenschaftlichen Priifungskommission in Miinster die Aufgaben
mitgeteilt, die er binnen 6 Monaten schriftlich bearbeiten sollte :

oAuf Thr Anmeldungsgesach um Priifung pro facultate docendi werden
Ibnen nunmehbr, nachdem die K. Ministerial-Kommission zu Berlin Thre Zulassung
genehmigt hat, die Aufgaben zur schriftlichen Priifung zugestellt.

1) Philologische Arbeit in lat. Sprache:
Explicitur, qui viri rempublicam Romanorum liberam domi militiaeque om-
nium maxime adiaverint atque auxerint;
2) Mathematische Arbeit in deutscher oder franz. Sprache:
Nach den Aufgaben anf anliegendem, den Arbeiten wieder beizufiigendem Zettel;
3) Pidagogische Arbeit:

Unterschied des Niitzlichkeits- und Humanitéts-Prinzips in der Erziehung

und Nachweisung, wie das eine oder andere bei jedem Unterrichtsgegen-

stande in -Anwendung gebracht werden kann (mit besonderer Beziehung auf
den mathematischen Unterricht).

Die Arbeiten — in Fol. auf gebrochenen Bogen — sind binnen 6 Monaten
einzusenden. Bei jeder ist am Schlusse die Versicherung hinzuzufiigen, ,daf
die Arbeit von Thnen selbst und obne alle fremde Hilfe angefertigt sei¢.
Auch sind alle benutzten literarischen Hilfsmittel vollstindig und gewissenhaft
anzugeben.

Nach Einsendung der Arbeiten wird der Termin zur miindlichen Priifung
und zu den Probelektionen bestimmt werden.

Miinster, den 2. Mai 1840.

Kinigl. Wissenschaftliche Priifungs-Kommission.
Wagner.“

Die mathematische Arbeit bestand in der Lisung dreier verschiedener Auf-
gaben, die von Guperuany gestellt waren. Die erste dieser Aufgaben entsprach
einem eigenen Wunsche WEIERSTRASS':

! Yergl. G. MirTaG-LEFFLER, NigLs HENRIK ABEL, La Revue du Mois 4.(1907), p. 5—25,
p. 207—329,
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,Mathematische Priifungs-Aufgaben fiir den Kand. WEIeErsTRASS.

1. Die Modular-Funktionen (elliptische F.) konnen als gebrochene Funk-
tionen angesehen werden, und sowohl die Zshler als auch die Nenner sind als
Produkte unendlich vieler Faktoren und auch als Reiben dargestellt worden auf
verschiedene Arten, immer aber mittels der Grenzmethode. Da diese Methode
manchen Einwiirfen ausgesetzt ist, so wird eine auf zuvor hergeleitete Diffe-
rentialgleichungen gegriindete Darstellung derselben Grofien in den genannten
Formen verlangt. AuBerdem wird eine Entwicklung derselben in Reihen, welche
nach Potenzen des Arguments fortschreiten, gewiinscht, und in diesem Falle sind
auber der Rekursions-Formel auch die independenten Bestimmungen der unbe-
kannten Koeffizienten bis zu einer angemessenen Weite hin anzugeben. Auch
die bekannte Differentialgleichung fiir die Transformation der Modular - Funk-
tionen ist herzuleiten.

Bemerkung: Diese Aufgabe, die im allgemeinen fiir einen jungen Analytiker
viel zu schwierig ist, ist dem Kand. nur auf dessen ausdriicklichen Antrag mit
Bewilligung der Kommission gestellt worden.

2. Aus der elementaren Geometrie: In ein Dreieck soll ein zweites der-
gestalt beschrieben werden, dafl die Ecken des zweiten in den Seiten des ersten
liegen und die Winkel des zweiten halbiert werden durch die geraden Linien,
welche die gegeniiberstehenden Ecken der Dreiecke verbinden.

3. Aus der hoheren Mechanik: Wenn eine anziehende Kraft als Zentral-
kraft so wirkt, daBl sie sich umgekehrt verhdlt wie das Biquadrat der Entfer-
nung von dem Sitze derselben, so wird die Gleichung zwischen Zeit und Raum,
sowie auch die Bestimmung der Form der Bahn verlangt.

Der Kandidat hat im vorstehenden ein von ihm selbst begehrtes Thema
mit Bewilligung der Kommission bebandelt.*

,Beurteilung der gelieferten Atbeiten.

Ad 1) In der Arbeit hat der Verfasser micht nur die Erwartung der
Kommission erreicht, sondern ausgehend von einem Systeme bisher unbekannter
Differentialgleichungen, die nicht verfehlen werden, das Interesse der Analytiker
in hohem Mafle zu erregen, und die er in ganz richtiger Weise teils neben, teils
nach einander herleitet, hat er sich durch die Lehre von den Modular-Funktionen
hindurch eine neue Bahn gebrochen und ist auf derselben, wie zu erwarten war,
nicht nur zu den bekannten Darstellungen dieser Grifien, sondern auch zu ganz
neuen Resultaten gelangt. Der Kandidat tritt somit ebenbiirtig mit
in die Reihe der ruhmgekronten Erfinder. Wenn man bedenkt, daf
er zu der Zeit, als er in Miinster die erste Vorlesung iiber Modular-Funktionen
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horte, mit denselben so gut wie ganz unbekannt war, so tritt der Grund der
Bewunderung so bedeutender Leistungen auf diesem noch ziemlich neuen Gebiete
der Analysis um so mehr hervor, die nicht blof dureh einen anhaltend auf seine
Wissenschaft gerichteten Fleiffi des Kand., sondern vorziiglich durch die Annahme
eines ausgezeichneten Talents ihre Erklirung finden, das, wofern es nicht zer-
splittert wird, ohne Zweifel auch in der Zukunft die Wissenschaft erfolgreich
fordern wird.

Ad 2) Véllig befriedigend.

Ad 3) Auch diese Arbeit ist befriedigend.

Bei so ausgezeichneten Leistungen des Kandidaten bedart es, was die Menge,
den Umfang und die Begriindung seiner mathematischen Kenntnisse angeht,
keiner weiteren miindlichen Priifung mehr, und wird er in derselben nur zu
zeigen haben, daf er im Stande sei, den Unterricht in den Elementen nach einer
wohldurchdachten Methode zu geben. Fiir ihn selbst und die Wissenschaft ist
es aber garnicht zu wiinschen, daB er Gymnasiallehrer werde, sondern daf
giinstige Umstéinde es dereinst ihm gestatten mochten, als akademischer Dozent
zu fungieren.

GupERMANN®,

Die Arbeit, die als Losung der ersten Aufgabe abgeliefert worden war
und die von GubErMany in so hohen Worten gelobt wurde, sollte sogleich in
Druck gegeben werden. Hierzu kam es jedoch erst 54 Jahre spiter, als WriEr-
strass selbst sie als Nr. 1 seiner Gesammelten Werke publizierte. Nur einen
Auszug hat Wmerstrass schon vorher, im Jahre 1856, verdffentlicht und zwar
in der beriihmten Arbeit ,Theorie der AsrLschen Funktionen“ im 52. Bande von
Creries Journal. Wuierstrass kniipfte seine Abhandlung an eine Bemerkung
Aspris im ,Précis d'une théorie des fonctions elliptiques* an, daf die Funktion

Z = sinamu = snu = A(u)

definiert durch das Integral

z dx
" =fo Vi=a)(1-Fa)

immer als Quotient zweier bestindig konvergierenden Potenzreihen dargestellt
werden kann, die nach ganzen positiven Potenzen von u fortschreiten und
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen der Konstanten %, des Moduls,
sind, welcher die Funktion spezialisiert. Das Zitat aus dem ,Précis d’'une théorie
des fonctions elliptiques“ findet sich unter Nr. 10, Band 4, Seite 244 in CreLrEs
Journal. Es lautet:
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»On: pourra développer la fonction i(u) de la maniére suivante:

utauw-a'ut ...
T+ 0w+ ow+-

A(u) =

ou le numérateur et le dénominateur sont des séries toujours convergentes.
En faisant

pu) = ut+aw*+a v +-.,
fw) = 140w +0"u+.-,

ces deux fonctions auront la propriété exprimée par les deux équmations

o + ). (' — ) = [p(w).f W) — [ (). [ W,
£ +1). £ =) = [F(u)-f @) — o). 9 (T,

o «' et u sont deux variables indépendantes. Ainsi p.ex. si Uon fait «' = «,
on a

f@u) = [f@)]'— ¢ [p@)]"

Ces fonctions jouissent de beaucoup de propriétés remarquables.”
In einem Brief an Lrerxpre vom 25. November 1828 wiederholt Aprr das-
selbe, fiigt aber auflerdem folgende Darstellungen der Funktionen ¢ und f hinzu:

~

(53]

9 (m ;> = A sinz|1-2cos (22) g+¢*} |1~2cos (%) g+ ] |1-2cos (22)g™+q" } -+
P —) = 4'¢" (¢ — ) |1 - p* ] fl—preil—pe= {1—pte™l...

0
(e

f(w%) = Be* {1~ 2cos 22)¢+ ¢’} {1—2cos (22) 4"+ ¢} -
( ()
x......‘
14

f‘ ) —_ Blealaﬂ % 1___106—%} {1 __pesx} %1 _pse—wg {1,__psesea:}__ 5
8
ot A, A", B, B', a,a’ sont des quantités indépendantes de z; g =¢ © ,
(5]
——Tn -~
p=e % ; g et ——g enfin sont des fonctions complétes correspondantes aux

modules b = \1—¢* et c“

Die ersten drei Kapitel vom ,Précis d’'une théorie des fonctions elliptiques®
sind am 10. Juni 1829 veriffentlicht, das vierte und ein unvollstindiger Anfang
zum fiinften Kapitel am 21. Juli 1829.

Der Brief an Lrerxore ist erst in Band 6 von Creries Journal 1830 auf
Seite 76 verdffentlicht worden.

Alles somit nach Aprrs Tod!
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Agpzpr hat indessen schon bei Lebzeiten Verschiedenes iiber die elliptischen
Funktionen verdffentlicht. Seine Hauptarbeit trigt den Titel: ,Recherches sur les
fonctions elliptiques“. KEine kurze Einleitung und die sieben ersten Paragraphen
sind im 2. Bande von Crerres Journal am 20. September 1827 vertffentlicht, die
Paragraphen 8—10 und ein Nachtrag im 3. Bande des gleichen Journals am
26. Mai 1828 (Creee erhielt das Manuskript von Appr am 12. Februar 1828).
Schon am 3. August 1823 — Agrr datiert: Kopenhagen, im Jahre \/6064321219 —
war indessen der eigentliche Grandgedanke in der Theorie der elliptischen Funk-
tionen bei Asgr lebendig geworden, nimlich die obere Grenze der Integrale als
Funktion der Integrale selbst anzusehen. Er schreibt hieriiber an Hoimpor: ,Le
petit mémoire qui, comme tu te rappelles, traite des fonctions inverses de transcen:
dantes elliptigues, et dans lequel j'avais prouvé une chose impossible, j'ai pri¢ M.
Dueex de le parcourir; mais il ne pouvait trouver de vice de conclusion ni com-
prendre ou était la fante. Du diable si je sais comment m’en tirer. Die Art,
wie es AmpL gelang, sich hier ,herauszuziehen, aus einer Schwierigkeit, deren
Natur wir im iibrigen nicht kennen, sichert ihm., wie wir alle wissen, schon
allein fiir alle Zeiten in der Geschichte der Wissenschaften einen der ersten Plitze.
Seine Beweisfilhrung, in welcher er vom Gegenteil der Wahrheit ausgeht, ist
lehrreich und jetzt nicht ungewdhnlich. Es scheint urspriinglich in der Absicht
Asnzrs gelegen zu haben, seiner im 2. und 3. Bande von CriuLes Journal erschie-
nenen Abhandlung ein ,second mémoire“ folgen zu lassen. Das Manuskript
hierzu, welches 4 Paragraphen und 14 verschiedene Theoreme umfaft und vom
27. August 1828 datiert ist, befindet sich in meinem Besitz. Ich habe es aus Ita-
lien bekommen, es kann kaum anderswober als aus dem Nachlafi CreLes stammen.
Aber weshalb hat es dieser nicht publiziert? Ich habe es im Jahre 1902 ver-
offentlicht im 26. Band der ,Acta Mathematica“, dem ersten der drei Binde,
den ich am hundertsten Geburtstage AprLs seinem Andenken gewidmet habe.
Apprs Manuskript kaufte ich von einem Grafen Pavimi-Framizt in Rom. Die
Konigl. Bibliothek in Stockholm hatte es sich im Augnst 1898 erbeten. An-
geblich riihrt es aus den Sammlungen ILisris her. Wie es . in Lisris’ Besitz
kommen konnte, ist schwer erklirlich.

Der grioBite Teil des Inhalts war schon vorher in einer anderen Form ver-
offentlicht worden und findet sich in Band 2 von Anrrs Werken wieder, in dem
verschiedene Aufsitze oder Mitteilungen von ihm gesammelt und nach seinem
Tode versffentlicht worden sind. Es fehlt jedoch die 2. Hilfte von § 2, ebenso
sind die Theoreme 15 und 16 frither nicht versffentlicht worden. Sie enthalten
jetzt jedoch nichts Neues mehr.

Die von Wrierstrass eingereichte pidagogische Arbeit handelte iiber die ,So-
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kramische Lehrmethode“. Sie wurde im Jahresbericht des Progymnasiums in
Deutsch - Krone vom Herbst 1844 /Herbst 1845 abgedruckt und ist spiter in
dem nach Wrmrsrrass' Tod herausgegebenen 3. Bande seiner Werke nochmals
publiziert worden!. In meiner Bibliothek befindet sich ein Exemplar des ur-
spriinglichen Abdrucks im Jahresbericht des Progymnasiums, den ich von Wergr-
srrass selbst mit einer Widmung erhalten habe. Diese Arbeit ist von aller-
h6chstem Interesse, da Wrierstrass schon hier die Auffassung des Lehrerberufs
entwickelt, die spéter in seinem ganzen Leben fiir seine Lehrtitigkeit bestimmend
war. Dieselben Gesichtspunkte, die hier von dem Jiingling ausgesprochen werden,
der im Begriff steht, seine Lehrtéitigkeit zu beginnen, finden sich bei dem gereiften
Mann mit mehr als drei Jahrzehnte langer Erfahrung in der tiefdurchdachten
Ansprache wieder, womit er das Rektorat an der Universitit Berlin iibernahm 2.

In meiner Antrittsvorlesung bei Ubernahme der Professur fiir .Mathematik
in Helsingfors: ,En method att komma i besittning af de elliptiska funktionerna“
vom Jahre 1876 habe ich gezeigt, — ohne noch von Weikrstrass’ Priifungs-
arbeit mehr zu kennen als den im 52. Bande von Crerres Journal verdffentlichten
Auszug —, wie ApgLs urspriinglicher Gedankengang in seiner zu seinen Lebzeiten
verdffentlichten Abbandlung ,Recherches sur les fonctions elliptiques”, soweit es
die elliptischen Funktionen betrifft, bis in die kleinsten Einzelheiten in die Ab-
leitung der elliptischen Funktionen iiberfiithrt werden kann, die spdter in Weirg-
strass’ Vorlesungen die mafigebende wurde. Daf Wrirstrass, sowohl was die
elliptischen und Asprrschen Funktionen angeht, wie bei vielen anderen Arbeiten,
von ApiL beeinfluft worden ist, hat er selbst unablissig betont. ,Lesen Sie
Aser?, war der erste und letzte Rat, den er wihrend der ersten Jahre seiner
Berliner Zeit stets seinen Schiilern gab. ,Asgr, der Gliickliche! Er hat etwas
ewig Bleibendes geleistet! Seine Gedanken werden immer ihren befruchtenden
Einfluf auf unsere Wissenschaft ausitben® usw.

Korviesseraer, WriErstrass’ Schiiler, hat im Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung, Bd. 25, S. 393—424, einen hochinteressanten Aufsatz
iiber Werstrass’ erste Vorlesung tiber die elliptischen Funktionen versffentlicht.
Diese Vorlesung schliefit sich weit enger an die Doktordissertation an, als dies
bei spiteren Vorlesungen der Fall war?.

1 Uber die Sokratische Lehrmethode und deren Anwendbarkeit beim Schulunterrichte“. Der
wissenschaftlichen Prifungskommission zu Miinster vorgelegt im Frahjahr 1841. Werke, Bd. 3,
p. 315—329.

2 Ansprache bei der Ubernahme des Rektorats der Friedrich-Wilhelms-Universitat zu Berlin
am 15, Oktober 1878%. Werke, Bd. 8, p. 331—389.

3 Ich benutze die Gelegenheit, einen Irrtum richtigzustellen, der sich in meinem Aufsatz
sSur les fondements arithmétiques de la théorie des fonctions d’aprés WEIERSTRASS  Seite 11 im

Acta mathematica. 39. Tmprimé le 15 Juin 1923, 4
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Nachdem die schriftliche Priifung beendet war, fand im nichsten Friihjahr
die miindliche statt und zwar am 23. April 1841 von 8--10 Uhr morgens, sodann
folgten zwei Probelektionen in der Prima des Gyymnasiums von 10—1 Uhr und von
3—b5 Uhr; danach am 24. nochmals ein miindliches Examen von 83—6 Uhr nachmit-
tags. Der Bericht iiber Wrirrstrass’ Examen ist lehrreich. Er wirft ein helles Licht
auf das preuBische Schulwesen und hiermit auf den oft laut gewordenen Aus-
spruch, daB es in erster Linie der deutsche Schulmeister ist, dem Deutschlands
Siege auf verschiedenen Gebieten zu verdanken sind. Sechlieflich erhielt nun
Wersteass die ,Facaltas docendi“. In dem offiziellen Zeugnis, das dariiber aus-
gestellt wurde, heifit es wie folgt: ,Die erste mathematische Arbeit — nach einem
vom Kandidaten selbst begehrten Thema — bekandet ein ausgezeichnetes Talent
fiir die Probleme der htheren Analysis. Er hat bei Beantwortung der Aufgabe
sich eine ganz neue Bahn in die Lehre von den Modular-Funktionen gebrochen
und ist auf dieser, wie zu erwarten, zu den bisher bekannten Reihen- und Fak-
toren-Entwicklungen, aber auch zu ganz neuen Resultaten gelangt. Die Auf-
l6sung der beiden andern Aufgaben ist auch villig befriedigend und zeugt eben-
falls von dem mathematischen Scharfsinn des Verfassers®.

Die in GuperManxs AuBerung unterstrichenen Worte ,Der Kandidat tritt
hiermit ebenbiirtig mit in die Reihe der ruhmgekronten Erfinder® fehlen. Kmuine?!
hat dies damit zu erkliren gesucht, daf eine solche AuBerung nicht recht in ein
offizielles Aktenstiick hineinpasse. Das mag sein, aber was hinderte daran,
GuperMANY zu zitieren oder seine im iibrigen ganz offizielle AuBerung beizufiigen ?
Die Geschichte erinnert an eine dhnliche Begebenheit, die AiL betrifft. Hovnusog,
Asprrs Lehrer in der Kathedralschule in Kristiania, hatte im Jahre 1820 in einem
Schulprotokoll iiber AgrL folgendes niedergeschrieben : ,Mit einem ausgesprochenen
Genie vereinigt er einen unstillbaren Eifer und ein Interesse fiir Mathematik, -
daBl er der grofite Mathematiker der Welt werden kann, wenn er lange genug

Compte Rendu du Congrés des Mathématiciens tenu & Stockholm, 22.—25. September 1909 (TEUBNER,
Leipzig 1910) vorfindet. Ich zihle hier eine Reihe von WEIERSTRASS’ Schitlern auf, unter ihnen
jedoch nicht L. KoENIGSBERGER. Dies erklart sich daraus, daB die Namen einem Verzeichnis von
WEIERSTRASS Schillern entnommen wurden, das ich aus PEPER WEIERSTRASS® NachlaB erhielt, und
daf in diesem Verzeichnis der Name KoeniGsBerGERr fehlt. Der Korrekturleser meines Aufsatzes
hatte den Auftrag, mit Hilfe 'des vorgenannten Verzeichnisses meine Namenliste nachzuprifen; ich
hatte jedoch vergessen, ihn darauf aufmerksam zu machen, daf L. KoENIGSBERGER in diesem Ver-
zeichnis fehlte. Ich befand mich im Auslande, als mein Aufsatz gedruckt wurde, und war daher
nicht in der Lage, den Fehler bei der letzten Korrekturlesung richtigzustellen.

Beilsufig mochte ich bemerken, daB der in meinem Verzeichnis aufgenommene LANDAU nicht
der bekannte Gottinger Mathematiker ist. Dieser Name, der sich in dem Verzeichnis befindet, ist
nur durch ein Misverstindnis angefithrt worden.

! Biographie. Diese Biographie scheint die vollstindigste zu sein, die bis jetzt erschienen ist.
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lebt. Die Worte: ,der groBte Mathematiker der Welt“ sind indessen ausradiert
und an ihre Stelle die Worte: ,ein groBer Mathematiker“ eingefiigt worden.

Kein Mathematiker, der Wrimrstrass™ erste Arbeit studiert hat, wird
Gupmemanss enthusiastische Auferung verwerfen. In ihr findet sich auBer-
dem — was GuperuanN kaum vorausgesehen hat —, auch der erste Ansatz fiir
Woierstrass' spitere Entdeckungen iiber die Aprischen Funktionen.

Das gliicklich bestandene Examen ermutigte WeisrstrRaSS zu neuen Arbeiten.
Aus dem Sommer 1841 und dem folgenden Schuljabr, als er sein Probejahr am
Gymnasium zu Miinster ablegte, stammt die Abhandlung ,Darstellung einer
analytischen Funktion, deren absoluter Betrag zwischen zwei gegebenen Grenzen
liegt“!. 1In ibr findet sich, soweit bekannt, der erste ohne Anwendung von
Doppelintegralen oder Integration iiber eine Fldche streng durchgefiithrte Be-
weis filr den Cavcnyschen Satz iiber die Integration zwischen zwei komplexen
Grenzen; er ist so angelegt, daB man gleichzeitig den Laurenrschen Satz erhilt,
der erst zwei Jahre spiter durch eine Note von Cavcrv bekannt wurde®.

Bei der Bedeutung des Caucayschen Integralsatzes als uniibertroffenen Werk-
zeuges bei der Eroffnung von Wegen zu neuen mathematischen Wahrheiten moge
es nicht als iiberfliissig angeschen werden, wenn ich hier an gewisse Daten aus
der Geschichte seiner Entstehung erinnere?®.

Cavonys erste Mitteilung findet man in seinem ,Mémoire sur les intégrales
définies, Iu & VInstitut le 22 Aofit 1814¢. Er kommt in spiiteren Arbeiten mehr-
fach auf diese Abhandlung zuriick, die er besonders hoch schitzt. Sie wurde
indessen, ,remis au Secrétariat pour étre imprimé, le 14 septembre 1825¢, erst
in den ,Mémoires des savants étrangers®, Serie 2, tome 1, 1827*¢ gedruckt

! Mathematische Werke, Bd. 1, p. 51-—66.

? Comptes Rendus de PAcadémie des Sciences, 30 octobre 1843.

8. Vergl. speziell iiber die Vorgeschichte des Satzes PAUL STACKEL, ,Integration durch imagi-
néres Gebiet“, Bibliotheca Mathematica, Folge 8, Bd. 1, p. 109 —128 und ,Beitrige zur Geschichte
der Funktionentheorie im achtzehnten Jahrhundert®, Folge 3, Bd. 2, p. 11—121; ERNST LINDELGF,
»Le calcul des résidus etc., Paris 1905, p. 7—9.

+ Mémoires présentés par- divers savants & IAcadémie Royale des Sciences de Plnstitut de
France et imprimés par son ordre. Série II, Sciences mathématiques et physiques, tome 1, 1827,
p. 599—799. Die erste Abhandlung des Bandes ist CavcHys von der Akademie preisgekronte
Abhandlung vom Jabr 1815: ,Théorie de la propagation des ondes & la surface d’un fluide pesant
d’une profondeur infinie“ (p. 3—312).  Von Interesse ist, daB GREEN in der Einleitung zu seiner
bahnbrechenden Arbeit ,An essay on the application of mathematical analysis to the theories of
electricity and magnetisme®, Nottingham 1828, CAvucHYS preisgekronte Arbeit zitiert und also
CaucHYS im selben Band der Mémoires des savants etc. gedruckte Arbeit iber den Integralsatz
gekannt haben kann.

Vergl. auch E. LINDELOF ,Le calcul des résidus etc.“, p. 7, Anm., und ALFRED PRINGSHEIM,

4*
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(Oeuvres, série 1, A. 1). Die Abhandlung wird durch einen Bericht, unter-
zeichnet den 7. November 1814 von Lacroix und Licenprr, eingeleitet, der jedoch
nach Cavcuys Angabe von Lreenpre geschrieben isti. Ein tieferes Verstdndnis
fiir die neuen von Cavucny eroffneten Gesichtspunkte ist in diesem Bericht kaum
zu finden. Indessen wird hervorgehoben: ,L'introduction des intégrales sin-
gulié¢res dont I'idée appartient 4 'anteur peut étre regardée comme une découn-
verte en analyse“. In der Tat findet sich Caucavs spitere Residuenrechnung in
ihren wesentlichen Grundziigen in seinem Studium der ,intégrales singuliéres®.

In einem kurzgefafiten Referat iiber Cauvcuvs Mémoire, gezeichnet P (Poissow)
und verdffentlicht ungefihr gleichzeitig mit der Datierung von Lxerxpres Bericht,
spricht der Verfasser eine #hnliche Auffassung aus wie Lzeuxpre: ,ce que le
mémoire dont nous rendons compte contient, selon nous, de plus curieux, c'est
I'nsage que l'auteur fait des intégrales qu’il nomme singuliéres, pour exprimer
d’antres intégrales prises entre des limifes finies®. Weiter wird angefiibrt, daf,
wenn auch Cavcsvs Methode den bekannten und gewdhnlich angewandten Me-
thoden nicht vorzuziehen sei, sie doch ,trés remarquable und ,digne de l'at-
tenfion des géométres“ seil.

Die von Cavcay 1814 benatzte Beweismethode ist wesentlich dieselbe wie
bei Riemany in seiner Inauguraldissertation vom Jahr 1851 ,Grundlagen fiir eine
allgemeine Theorie der Funktionen einer verdinderlichen komplexen Grifie®®.

Cavcey nimmt denselben Beweis fiir seinen Integralsatz wie in der Abhand-
lung der Jahre 1814—1827 in einem lithographierten Heft wieder auf: ,Mémoire
sur les rapports qui existent entre le calcul des résidus et le calcul des limifes
et sur les avantages qu'offrent ces deux nouveaux caleuls dans la résolution des
équations algébriques ou franscendantes, présenté & I'Académie des Sciences de
Turin le 27 Novembre 1831“% Er hat selbst in Ferussacs Bulletin eine Zu-
sammenfassung des Inhaltes dieses lithographierten Heftes gegeben, fiber ,calcul
de limite* im Maiheft® und iiber ,les intégrales singuliéres® im Septemberheft ®

,Uber den CavcHyschen Integralsatz“, Minchener Berichte, Bd. 25, A.1, 1895; ,Zum CAUCHY-
schen Integralsatze“, Mimnchener Berichte, Bd. 25, A. 2, 1895.

t L. e. ,Avertissement de Pauteur®,

2 Bulletin des sciences par la Société Philomatique de Paris, Année 1814, p. 187.

3 Werke, 2. Aufl, p. 3.

¢ Die Lithographie scheint nach einem Manuskript angefertigt zu sein, das von CavcHyY
eigenbindig geschrieben war. Ein Exemplar davon, das der Bibliothek BoNcompaGNis gehorte,
befindet sich in meiner Bibliothek zu Djursholm.

5 Bulletin des sciences mathématiques, physiques et chimiques . . . publ. sous la direction
de M. le Baron de FErussac, tome XV, p. 260--269.

¢ Tome XVI, ,Formules extraites d’'un mémoire présenté le 27 novembre 1831 & PAcadémie
des. Sciences de Turin®, p, 119—128.
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des Jahres 1831. In einer Note in den Comptes rendus vom 3. August 1846*
hat er weiter die Ergebnisse, die er vorher erhalten hatte und die in der Haupt-
sache aus seinem Mémoire vom Jahr 1814 stammen, nicht unwesentlich erweitert 2.

Cavcnys Beweismethode in diesen verschiedenen Darstellangen bleibt immer
dieselbe wie spéter bei Riemaxn3, das heifit die Auswertung eines Doppelintegrals.
Cavcuy hatte indessen schon 1825 das Problem von einem andern Gesichtspunkt
aus wieder aufgenommen. In seinem ,Résumé des lecons données & I’Ecole Royale
Polytechnique sur le calcul infinitésimal“* hatte er mit meisterhafter Klarheit
und Schéirfe die Bedeutung eines bestimmten Integrals zwischen reellen Grenzen
festgelegt. Er erweiterte nun in seiner berithmten Arbeit ,Mémoire sur les inté-
grales définies entre des limites imaginaires“® sein Studium auf Integrale zwischen
imagindren Grenzen. Er &uflert dariiber :

»Mais ni ce travail (eine Arbeit von OsrraGrapski), ni aucun des Mémoires
publiés jusqua ce jour, sur les diverses branches du calcul intégral, n’ont
fixé le degré de généralité que comporte une intégrale définie, prise entre
des limites imaginaires, et le nombre des valeurs qu'elle peut admettre.
Telle est la question qui va faire l'objet de nos recherches. On verra que
sa solution dépend du calcul des variations, et de la théorie des intégrales
singuliéres, et qu'elle fournit immédiatement un grand nombre de formules
propres, soit a I'évalnation, soit & la transformation des intégrales définies.
Ces formules comprennent, comme cas particuliers, celles que j’ai déja men-
tionnées, et celles que quelques géométres ont obtenues depuis peu par
d’autres voies*.

Statt wie in den vorerwihnten Vertffentlichungen iiber eine Fliche, inte-
griert er hier lings einer zwischen zwei Endpunkten verinderlichen Kurve. Erst
durch diese Abhandlung wurde der Caucaysche Integralsatz ein allgemeines Eigentum
der Mathematik. Indessen ist gegen seine Beweismethode eingewandt worden, daf

1 ,8ur les intégrales qui s’étendent & tous les points d’une courbe fermée®. Oeuvres, série I,
t. X, p. 7074

2 Diese Note ist teilweise, aber hochst wesentlich erweitert wiedergegeben in der Abhandlung
sMdémoire sur les résultantes que lon peut former, soit avec les cosinus des angles compris entre
deux systémes d’axes, soit avec les coordonnées 'de deux ou trois points, Exercices d’Analyse et
de Physique Mathématique, t. 4, p. 7—86.

3 ,Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verianderlichen komplexen
Grobe“, Inauguraldissertation Gottingen 1851; 2. unverind. Abdruck, Gottingen 1867; Werke,
2. Aufl,, p. 3—48.

4 Lecon 21, tome I, Paris 1823. Diese Arbeit scheint MALMSTENs Vorlesungen itber Diffe-
rential- und Integralrechnung zugrunde gelegen zu haben, durch welche er wieder wirkliche mathe-
matische Studien in Schweden eingefiihrt hat.

5 Paris, aot 1825.
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er sich auf einen Satz aus der Variationsrechnung stiitze, der ohne Beweis an-
gefithrt werde!. Ganz streng durchgefiilhrte Beweise ohne. Anwendung von
Doppelintegralen sind von C.J. Marusten? und von Marrs Faix ,Démonstration
du théoréme de Cauvcuy sur l'intégrale d'une fonction complexe? gegeben worden.
Beide Beweise sind indessen recht verwickelt. Von meiner eigenen Studienzeit
in Uppsala erinnere ich mich, wie Dave, ich glaube im Herbst 1865, ein ganzes
Semester einer strengen Durchfiihrung des Beweises fiir den Caucavschen Satz
widmete, vermutlich in engem Anschluf an Mavmsrex.

Srorz * fithrt als Beweise fiir den Cauvcnyschen Satz, welche keine Doppelintegrale
voraussetzen, die ,fast zur gleichen Zeit“ vertffentlichten Beweise von Farx® und
von Goursar® an. Mavustens Beweis 7 war indessen schon 19 Jahre frither gedruckt
worden. Auch ich hatte 11 Jahre friher® einen Beweis verdffentlicht, der mir
durchaus bindend erscheint nnd der von weniger Voraussetzangen ausgeht, als
die andern Beweise. Wrinnstrass' Beweis wie auch die spiteren Beweise von
Mausteny und Fark setzen indessen voraus, daf die Funktion unter dem Integral-
zeichen in einem Gebiete einschlieBlich des Randes iiberall eine stetige Ableitung

hat oder daB ! ﬁi“;@z—;ﬂ;z) — (2 }l iiberall in diesem Bereich beliebig klein
!

ist. In Goursats Beweis fallen diese der Ableitung anferlegten Bedingungen fort;
er setzt iiberall innerbalb des Bereiches nur das Vorhandensein einer Ab-
leitung voraus. Die Beweisfilhrung ist wesentlich dieselbe, die immer. und
immer wieder eine Hauptrolle bei Weierstrass’ Grundlegung der Funktionen-
theorie spielt?.

Obwohl es bekannt und bewiesen war, dafi Casrr Frirprica Gavss schon seit
seinen Jugendjahren nicht vertffentlichte Entdeckungen besaB, die erst Jahr-

1 Vergl. C. J. MALMSTEN ,,Om definita integraler mellan imaginira grinser®. Vet Akademiens
Handlingar, Bd. 6, Nr. 3, 7. April 1865.

2 L. ¢

% Nova Acta Reg. Soe. Ups, Ser. 3, 1884, présentée 7 févr. 1883,

¢ ,Grundziige der Differential- und Integralrechnung®. Leipzig 1896. Bd. 2, p. 217, Anm.

5 L. e

& ,Démonstration du théoréme de Cavcmy, Extrait d'une lettre 4 M. HermiTE*., Imprimée
11 mars 1884. Acta Mathematica, t. 4.

7 L. c

8 ,Forsok till ett nytt bevis for en sats inom de definita integralernas teori®. Kgl. Vet.
Akademiens Ofversikt 8. Okt. 1873, Der Aufsatz ist wiederabgedruckt in den Géttinger Nachrichten,
24, Febr. 1875.

? Vergl. PRINGSHEIM ,Zum CAUCHYschen Integralsatze“, Minchener Berichte 1895, p. 295—304;
»Der CAUCHY-GoursaTsche Integralsatz und seine Ubertragung auf reelle Kurven-Integrale®, ib. 1903,
p. 673—682. KonraD Knop?, ,Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen“,
Sammlung GOSCHEN, Bd. 668, p. 58 ff.
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zehnte spiter allgemeines Eigentum wurden, erfubr man doch mit staunender
Bewunderung aus der Verdffentlichung von Gauvss’ Briefwechsel mit Busser 1880,
daB Gavss schon am 18. Dezember 1811 oder 8 Jahre frither, als Cavcay (im
Jahr 1814) seine Mitteilung an das Institut machte, durchaus mit Cauvcavs Inte-
gralsatz vertraut war und auch seine Bedeatung voll zu schitzen wuBte. Er
schrieb an Brssun anf Grund eines Aufsatzes desselben im Kinigsberger Archiv’
iiber den Integrallogarithmus?:

»- - - Was soll man sich nun bei [px.dz fir 2 =a+bi denken? Offenbar,
wenn man von klaren Begriffen ausgehen will, muf man annehmen, da8 z durch
unendlich kleine Incremente (jedes von der Form «+ i) von demjenigen Werthe,
fiir welchen das Integral O sein soll, bis zu #==a4bi iibergeht und dann alle
pz.dr summirt. So ist der Sinn vollkommen festgesetzt. Nun aber kann der
Ubergang auf unendlich viele Arten geschehen: so wie man sich das ganze Reich
aller reellen Groflen durch eine unendliche gerade Linie denken kann, so kann
man das ganze Reich aller Grofen, reeller und imagindrer Grdfen sich darch
eine unendliche Ebene sinnlich machen, worin jeder Punkt, darch Abscisse = a,
Ordinate = b bestimmt, die GroBe o +bi gleichsam reprisentirt. Der stetige
Ubergang von einem Werthe von « zu einem andern «+bi geschieht demnach
durch eine Linie und ist mithin auf unendlich viele Arten moglich. Ich behaupte
nun, dafl das Integral f gx.dx nach zweien verschiednen ffbergéjngen immer
einerlei Werth erhalte, wenn innerhalb des zwischen beiden die Uberginge
repréasentierenden Linien eingeschlossenen Flichenraumes nirgends g = co wird.
Dies ist ein sehr schoner Lehrsatz (eigentlich ist hiebei noch angenommen, daf ¢z
selbst eine einformige Function von z ist, oder wenigstens fiir deren Werthe
innerhalb jenes ganzen Flichenraumes nur Ein System von Werten ohne Unter-
brechung der Stetigkeit angenommen wird), dessen eben nicht schweren Beweis
ich bei einer schicklichen Gelegenheit geben werde. Er hiingt mit schonen andern
Wahrheiten, die Entwicklungén in Reihen betreffend, zusammen. Der Ubergang
nach jedem Punkte liBt sich immer ausfilhren, ohne jemals eine solche Stelle
Wo gz =00 wird zu berithren. Ich verlange daher, daf man solchen Punkten
ausweichen soll, wo offenbar der urspriingliche Grundbegriff von f px.dz seine
Klarheit verliert und leicht auf Widerspriiche fiihrt. Ubrigens ist zugleich
hierans klar, wie eine durch f pz.dz erzeugte Function fiir einerlei Werthe von
x mehrere Werthe haben kann, indem man nemlich beim Ubergange dahin um

' Kéonigsberger Archiv fiir Naturwissenschaft und Mathematik. Bd. 1, Jahrg, 1811—1812, p. 1.
? Briefwechsel zwischen GavUss und BEsskr, Leipzig 1880, p. 156. GAuss’ Werke, Bd. 8,
p. 90—91.
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einen solchen Punkt wo @& = co entweder gar nicht, oder einmal, oder mehrere-
male herumgehen kann. Definirt man z. B. logz durch f % dz, von 2 =1 an-

zufangen, so kommt man zu log z# entweder ohne den Punkt z = 0 einzuschliefien
oder durch ein- oder mehrmaliges Umgehen desselben; jedesmal kommt dann die
Constante +2=i oder —2x ¢ hinzu: so sind die vielfachen Logarithmen von jeder
Zahl ganz klar. Kann @2 nie fiir einen endlichen Werth von z unendlich werden,
so ist das Integral immer nur eine einférmige Function. DieB ist z. B. der Fall

- €' — e“—1 i g .
fiir g = ——, so daf | ———-dx gewill eine einformige Function von =z
xz z

ist, deren Werth durch die immer convergirende, also immer einen und nur
Einen Sinn habende Reihe dargestellt wird
x+%x"’+%8~x”+§%x*+---“

Wie man sieht, eine Darstellung des Satzes und seiner Bedeutung in so
moderner und knapper Form, daf man glauben kinnte, sie wiire heute geschrieben !
Kroxroxsr duflert sich dariiber!:

»In der Form (8) wird unser Satz am meisten benutzt; so warde er 1814
zuerst von Caveny veriffentlicht; diesem also gebiihrt das Verdienst, ihn in die
Analysis eingefiihrt zu haben. Er war freilich schon vorher Gauss bekannt, der
ihn in seinem Briefwechsel mit Brsser (18. Dez. 1811) ausdriicklich erwiihnt; aber
es ist doch ein grofier Unterschied, ob Jemand eine mathematische Wahrheit mit
vollem Beweise und der Darlegung ihrer ganzen Tragweite verdffentlicht, oder
ob ein Anderer sie nur so nebenher einem Freunde unter Diskretion mittheilt.
Deshalb konnen wir den Satz mit Recht als das Caucmysche Theorem bezeichnen.
— Rimmasy hat den Satz zuerst auf die schwierigeren Theile der Analysis an-
gewendet und die ersten wichtigen Resultate gewonnen®.

Gegen diese Darstellung ist verschiedenes einzuwenden. DaB der Satz
Caucny gehtrt und mit Recht seinen Namen trigt, habe ich schon hervorgehoben.
Aber Kroneckers Auffassung, daB Gauss den Satz Busser ,unter Diskretion* mit-
geteilt habe, kann ihre Ursache nur in einer personlichen, fiir Kroxrcker charak-
teristischen Auffassungsweise haben, die Guauss? ebenso fremd gewesen ist,
wie sie es Wummrstrass war. Wumestrass sagte immer alles, was er wufite,
und es bekiimmerte ihn wenig, wenn ein anderer seine Mitteilungen verdffent-
lichte, selbst wenn es unter dessen Namen geschah, falls nur alles gut und

t ,Vorlesungen tber die Theorie der einfachen und der vielfachen Integrale®, § 10, p. 52.
Leipzig 1894.
? Vergl. Gauss’ Brief an BESSEL vom 4. Jan. 1839. L. c., pag. 523 ff.
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richtig aufgefafit war; sonst konnte er furchtbar zornig werden, besonders wenn
die Mitteilung ihm aunfgebiirdet wurde. Nur wenn er eine blofe Vermutung aus-
sprach, konnte er wiinschen, dafl sie nicht veréffentlicht wurde. Vor allem ent-
hilt indessen Kronkoxers Aufierung ,Rremaxy hat den Satz zuerst auf die schwie-
rigeren Teile der Analysis angewendet und die ersten wichtigen Resultate ge-
wonnen* eine Ubertreibung und damit eine Ungerechtigkeit gegen Caucav.
Cavcay hatte schon am 12. Okt. 1846! in einer Note in den Comptes Rendus
»,Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui s'étendent & tous les
points d'une courbe fermée et sur celles qui sont prises entre des limites imagi-
naires“ die fundamentale Bedeutung des Satzes sowohl fiir elliptische wie fiir
Asrrsche Funktionen hervorgehoben. Er leitet die Note u. a. mit folgenden
Worten ein: ,Mais en exposant ces théorémes, dont les applications sont déja si
étendues, je ne m’attendais pas & ce qu'ils fussent enx-mémes compris comme cas
particuliers dans d’antres théorémes plus généraux dont les applications s'¢tendaient
encore beaucoup plus loin. C'est pourtant ce qui arrive, et ceux dont je vais
entretenir un instant I’Académie me paraissent devoir contribuer notablement
aux progrés de l'Analyse infinitésimale, puisqu’ils permettent d'établir avec la
plus grande facilité une foule de propriétés remarquables des transcendantes
représentées par les intégrales définies, et par conséquent, d’une multitude de
fonctions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques et les
transcendantes abéliennes®.

Man kann auch kaum einer AuBerung von PriNasmem? zustimmen: ,Denn
wenn auch derselbe erst durch Risuanxs Darstellung allgemeine Verbreitung ge-
funden hat, so ldBt sich doch mit unbestreitbarer Sicherheit nachweisen, da8
Caucry bereits fiinf Jahre vor dem Erscheinen der Rirmannschen Dissertation ihn
nicht nur gekannt, sondern in der Hauptsache auch publiziert hats.

Privasurivs Auffassung von Cavenys Prioritdt ist sicher ganz richtig, aber
die Ansicht, daB der Satz erst durch ,Riemanss Darstellung allgemeine Ver-
breitung“ gewonnen habe, kann nicht unwidersprochen bleiben. Wenn es auch
wahr ist, daB Rmmanys grundlegende Inauguraldissertation ,Grundlagen fiir eine
allgemeine Theorie der Functionen usw.“ schon 1851 herauskam?*, so ist doch

1 Qeuvres, série 1, t. X, p. 153.

¢ Uber den CaucHYschen Integralsatz¥, L. c. p. 43—44.

¢ PrINGSHEIM scheint hier nur an CaucHYs Note vom 3. August 1846, L c., zu denken, aber
nicht an seine vorhergehenden Mitteilungen.

* Wirklich bekannt wurden wohl RieMANNs ,Grundlagen® erst durch seine berithmte Abhand-
lungsserie im 54. Band des Journal fiir Mathematik 1857. Vergl. besonders ,Lehrsitze aus der ana-
lysis situs far die Theorie der Integrale von zweigliedrigen vollstindigen Differentialen, p. 105
—106. RIEMANN setzt bhier den Satz als allgemein bekannt voraus: ,Bekanntlich ist usw.® p. 105,

Acta mathematica. 39. Twprimé le 15 Juin 1923, 5
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fraglich !, ob nicht die beiden Abbandlungen von V. Puiskux, ,Recherches sur les
fonctions algébriques“? und ,Nouvelles recherches sur les fonctions algébriques“ ?,
welche sich aufs engste an Cauvcavs Note in den Comptes Rendus von 1846 an-
schlossen, in den niichsten Jahrzehnten ebenso viel wie Rimmaxns Doktordisser-
tation zur ,allgemeinen Verbreitung“ des Caucmyschen Satzes beitrugen. - Ganz
besonderen Einfluf iibte die Darstellung von Caucmrs Satz aus, die Brior und
Bouquer acht Jahre spiter 1859 in ihrer ,Théorie des fonctions doublement pério-
diques etc.“ gaben. Brior und Bouqurrs Darstellung ist ganz unabhingig von der-
jenigen Riemanns und schlieBt sich wie diejenige von Puiseux direkt an Cavcry an.
Ihre freilich nicht fehlerfreie Arbeit zeichnet sich durch grofe Eleganz und
Klarheit aus, Eigenschaften, die obne Zweifel in hohem Grade den neuen Ideen
zum Durchbruch verhalfen.

WhriersTrass' Abhandlung von 1841 enthilt nicht nur den Cauvcmyschen, son-
dern auch den Lavrentschen Satz*. Dieser wurde unter dem Titel: ,Extension
du théoréme de M. Cavony relatif i la convergence du développement d'une
fonction suivant les puissances ascendantes de la variable in den Comptes
Rendus vom 21. August 1843 gedruckt. Dabei wird eine vorhergehende Note von
Cavcny erwihnt; vermutlich handelt es sich um Caucuys ,Note sur 'le développe-
ment des fonctions en séries ordonnées suivant les puissances entiéres positives
et négatives des variables“®.

Zu Berichterstattern iilber Lisurents Arbeit waren Cavecsy und LiouviiLe
gewithlt worden. Am 30. Oktober 1843 erstattete Caucny seinen Bericht : ,Rapport
sur un mémoire de M. Lisvrent qui a pour titre etc. In diesem Bericht wird
zum ersten Mal der Liavrentsche Satz in Cavciys Formulierung mitgeteilt .. Cavcay

und beruft sich nicht auf seine Inauguraldissertation von 1851, welche hichstens durch die 1867
gedruckte zweite Auflage allgemein bekannt wurde.

! Was Schweden betrifft, verhilt es sich unzweifelhaft so.

2 Journal de Mathématiques, t. 18, 1850, p. 365—480.

3 L. ¢., tome 16, 1851, p. 228—240.

d PIERRE LAURENT, geb. 1813, drei Jahre vor WEIERSTRAsS, gest. 1874, Er war Schiller
der Ecole Polytechnique, spiter Hauptmann im franzosischen Geniekorps und stand 1854 in Havre;
nachher war er Bataillonschef in Paris.

5 Comptes Rendus, 31. Juli 1843.

¢ ,x désignant une variable réelle ou. imaginaire, une fonction réelle ou imaginaire de «
pourra, étre représentée par la somme de deux séries convergentes, ordonnées, l'une suivant les
puissances entiéres et ascendantes, Pautre suivant les puissances entitres et descendantes de x,
tant que le module de x conservera une valeur comprise entre deux limites entre lesquelles la

fonction ou sa dérivée ne cesse pas d’étre finie et continue®, Comptes Rendus, 30 octobre 1843;
(tuvres de CAUCHY, série 1, t. 8, p. 116.
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gibt an, daf das Theorem als Spezialfall in einem Theorem in den Exercices de
Math., t. 1 einbegriffen sei. Vermutlich denkt er hierbei an ein Theorem in einem
der Artikel ,Sur diverses relations qui existent entre les résidus des fonctions
et les intégrales définies“, p. 95—113, oder ,Sur quelques formules relatives a
la détermination du residu intégral d'une fonction donnée“, p. 133—139. Cavcny
bemerkt dazu, daf Lauvrenrs Theorem ,peut se déduire immédiatement d'une
proposition établie dans la troisitme livraison des Exercices d'Analyse etc., dont
voici I'énoncé: Si une fonction et sa dérivée restent continues, pour un module
de la variable renfermé entre deux limites données, la valeur moyenne de la
fonction correspondante & un module compris entre ces limites, sera indépendante
de ce module“. Dieser dritte Teil der Exercices d'Analyse war nicht ge-
drackt, als Cauvcy seine Mitteilung an die Akademie schrieb. Er erschien erst
1843 im Druck. Ich hape das Theorem, so wie es Cavony formuliert, nicht ge-
funden. Wahrscheinlich denkt er an die zweitletzte Abhandlung in Tome 3 oder
an sein ,Mémoire sur les fonctions de variables imaginaires®, p. 361—387.

In der Wheirrstrassschen Funktionentheorie hat der Laurentsche Satz nicht
den elementaren Platz und spielt nicht die grundlegende Rolle wie in der
Caucnyschen. Zwar kann er mit Hilfe von konformer Abbildung wie auch ohne
Heranziehung des Cauvcrvschen Integrals abgeleitet werden, aber die Herleitung
ist weitldufig und setzt einige andere Sdtze aus Wrierstrass’ Funktionentheorie
voraus'. Privosmen hat in einer Abhandlung ,Uber Vereinfachungen in der
elementaren Theorie der analytischen Funktionen®? einen dritten Beweis gegeben,
worin er sich sog. Mittelwerte bedient, was jedech im Grunde dasselbe ist wie
die Verwendung des Caucayschen Integrals.

Wenn Wuierstrass bei der strengen Kritik, die er an seinen eigenen Ar-
beiten iibte, seinen mehr als 40 Jahre frither abgefaBten Beweis fiir Cavonys und
Lavrents Sédtze in seinen Mathematischen Werken?® als Nr. 2 obne irgend eine
erklirende Anmerkung wie zum Beispiel bei Abhandlung Nr. 4 verdffentlichte,
5o kann der Grund kein anderer gewesen sein, als daf er seine Beweismethode
in ihrer scharfen und knappen Art auch fernerhin fiir zwingend hielt.

Zur Charakterisierung des jungen WriErstrass am Anfang seiner Laufbahn
ist die Abhandlung auf jeden Fall von hohem Wert. Wrirrstrass wurde erst 1842

1 Vgl. meine Abhandlung ,Démonstration nouvelle du théoréme de LAURENT®, Acta Math,
Bd. 4. SCHEEFFER hat im selben Band der Acta Math. einen andern Beweis gegeben, ,Beweis des
LAURENTschen Satzes“, der scheinbar einfacher ist als der meinige, aber in Wirklichkeit mehr vor-
aussetzt,

2 Mathematische Annalen, Bd. 47.

s Bd. 1, p. 51—66.
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mit Arbeiten von Cavony bekannt. Nichts derartiges fand sich unter der sehr
beschréinkten mathematischen Literatur, die ihm vorher zuginglich war. Er hat
selbst bei mehreren Gelegenheiten diesen Umstand hervorgehoben, nicht um da-
durch irgendwelchen Anspruch auf Prioritit zu erheben — nichts konnte ihm
ferner liegen — sondern um zu beleuchten, weswegen Cavcmys Gesichtspunkte
und Methoden keinen Platz im Aufbau seiner Funktionentheorie gefunden hatten.
Das Studiaum von ApeL in den frilheren Binden von Creres Journal, dessen
erster Band 1826 herauskam, hat ibn dagegen wesentlich beeinflafit . Und daf
Az sowohl Caveny wie Gauss gekannt und von ihren Untersuchungen in mehreren
Fillen Anregungen empfangen hat, diirfte zweifellos sein.

Die Grundlagen zu Wrierstrass' eigener Funktionentheorie waren schon mit
dem Jahre 1841 vollstindig fertig. Auf diesem Boden baute er dann in seinem
ganzen wissenschaftlichen Leben weiter, immer mit demselben durchdringenden
Scharfsinn und derselben methodischen Griindlichkeit, die schon den Sechsund-
zwanzigjihrigen auszeichneten.

Whuierstrass hat im ersten Band seiner Werke noch einen Aufsatz vom
Jahr 1841 abdrucken lassen: ,Zur Theorie der Potenzreihen“, datiert Miinster,
im Herbst 18412 Der darin enthaltene Satz war schon im Jahr 1832 von
Cavcey in einem in Turin lithographierten, jetzt #uBerst seltenen Heft ver-
offentlicht worden?® ~Gedruckt wurde er indessen erst im selben Jahr, als
WeigrsTrASS seinen Aufsatz schrieb®. Der Satz riihrt also ohne Zweifel von
Caucry her, und es ist deshalb ganz richtig, ihn, wie es oft geschieht, nur Caucnys
Satz zu nennen. Er ist bei Cavcay eine so gut wie unmittelbare Folge des
Cavucavschen Integralsatzes. DaB Wuigrstrass von einem andern Ausgangsge-
danken aus unabhidngig von Caucay ihn entdeckt and bewiesen hat, geniigt nicht,
um ihn Cavcay- Wrerstrassschen Satz zu nennen. Der Grund ist ein anderer.
Der Satz ist bei Cavcmy grundlegend in seinem Calcul des limites, nimmt aber
andererseits in der ganzen Wzrstrassschen Funktionentheorie eine noch zen-

* Vergl. seine Arbeit ,Uber die Entwicklung der Modular-Funktionen“, Werke, Bd. 1, p. 1—50.

? Werke, Bd. 1, p. 67—74.

3 ,Extrait du mémoire présenté & VAcadémie de Turin, le 11 octobre 1831 par M. AUGUSTIN
Caucuy, membre de PlInstitut de France. Lithographié & Turin 1832¢, § 2, p. 8, formule (9).
(Vergl. Note p. 50, t. 2, Exercices d’Analyse et de Phys. Math., 1841.)

Erxst LiNDELOF (,Calcul des résidus etc., L c.) driickt sich dahin aus, da8 diese Arbeit
von CAUCHY ,marque un des plus grands progrés qui aient jamais été réalisé dans I’Analyse®.

¢  Résumé d’un mémoire sur la mécanique céleste et sur un nouveau caleul appelé caleul des
limites® (lu & PAcadémie de Turin, dans la séance du 11 octobre 1831). Formules pour le déve-
loppement des fonctions en série. Calcul des limites, p. 53, formule (9) in Exercices d’Analyse
et de Phys. Math, f. 2, 14 livraison, 1841).
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tralere Stellung ein. Der Beweis fiir ihn ist wie immer in dieser Theorie rein
elementar und setzt keinen Satz aus der Integralrechnung voraus. Er wird
zuerst fiir Polynome hergeleitet, seine Giiltigkeit fiir Potenzreihen wird nach-
her durch eine Grenzbetrachtung bewiesen; beim weiteren Aufbaun der Funktionen-
theorie tritt er dann immer und immer wieder als eines ihrer vornehmsten Hilfs-
mittel auf.

Vom folgenden Jahr, 1842, stammt die Abbandlung Nr. 4 in Bd. 1 von
Wierstrass' mathematischen Werken: ,Definition analytischer Funktionen einer
Verdnderlichen vermittelst algebraischer Differentialgleichungen. (Auszug aus
einer im Jahre 1842 verfaBiten, bisher nicht verdffentlichten Abhandlung)“!. Die
Abbandlung begleitet folgende Anmerkung:  ,Zur Zeit, als ich die vorstehende
Abbandlung schrieb, war der in § 1 begriindete Satz bereits von Cauvcuy ge-
funden und verdffentlicht worden, wovon ich indef keine Kenntnis hatte. Bei
der gegenwiirtigen Herausgabe meiner Abhandlung, deren Inhalt ich bisher nar
bei meinen funktionentheoretischen Vorlesungen benutzt habe, konnte ich mich
jedoch, was die genannten Paragraphen angeht, nicht an Caucavs Darstellung
anschliefen, weil ich dann § 2 und § 3, welche wichtige bei Cavcny nicht vor-
kommende Sidtze enthalten, hitte vollstindig umarbeiten miissen und iiberdies
mein Beweis des in § 1 enthaltenen Haupttheorems von dem Cavcmvschen ab-
weicht“.

Der Satz (§ 1), den Wrizrstrass im Auge hat, lautet: ,Es sei vorgelegt das
folgende System von n Differentialgleichungen, in denen z,, ..., z, zu bestimmende
Funktionen einer unabhingigen Verinderlichen ¢ und

G By ooy )y o ovy Gy ey ,)

gegebene ganze rationale Funktionen von z,, ..., x, bedeuten sollen:

dz,
dai = Gn(xv ceey wn))
0 o
z,
dt Gﬂ(xli ceey ‘zn)‘

Dann lassen sich zunichst » in einer gewissen Umgebung der Stelle ¢ = 0 kon-
vergierende (gewOhnliche) Potenzreihen,

B.@), ..., Ba(®)

angeben, welche fiir z,, ..., z, gesetzt den vorstehenden Differentialgleichungen

! Werke, Bd. 1, p. 75—85.
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geniigen und zugleich fiir £ = O beliebig vorgeschriebene Werte
Gy oony Oy
annehmen®.

Cauvcay scheint indessen erst im selben Jahr, als WriErsTRAss seine Ab-
handlung schrieb, im Jahr 1842, einen Satz ,vertffentlicht® zu haben, der analog
mit dem Weiesstrassschen ist. Dies geschah im ,Mémoire sur 'emploi du nou-
veau calcul, appelé calcul des limites, dans l'intégration d’un systéme d’équations
différentielles® 1.

Wie es sich damit anch verhélt, § 2 und § 3 in WeiErstrass' Arbeit gehen
weit iiber Cavcry hinaus.

In § 1 fiihrt Weiersrrass seinen Beweis so, daBl er zuerst die Reihen

r, = $B1(t)’ ey Ly = S‘Bn(t)
a, = SB;(O)) ceey Op = 2B'n(())

ist, die formell den Differentialgleichungen des Systems geniigen. Hierauf
werden # Funktionen gebildet

bildet, wobei

G:I (xl’ M ] xﬂ)) e G—ﬂ(wl’ 9 xﬂ)

derart, daf jeder Koeffizient in G,( ) positiv und nicht kleiner als der absolute
Betrag des entsprechenden Koeffizienten in G,( ) ist. Weiter werden Zahlen
t Z |, ..y o =|a,l
eingefiihrt.
Die Reihen &, ( ), ..., G,( ) werden so gewihlt, daB sich konvergente Integrale

x, = S‘Bx(t)v coy Ty = s‘lsn(t)’
e, = PB,0) ..., &, = $,(0)

ergeben. Hieraus geht dann sofort die Konvergenz des Reihensystemes
z, = %1(07 ceny Ty = B.(0)

hervor.

Soweit ist das Verfahren dasselbe wie bei Cavcny und in voller Uber-
einstimmung mit der grundlegenden Methode im Calcul des limites. Es ist auch
nicht unwahrscheinlich, daB Wrirrstrass; der 1842 Bekanntschaft mit Cavcmy
machte, durch den Calcul des limites beeinfluft worden ist. Aus dem Bildungs-
gesetz fiir die Reihen $,(z) geht unmittelbar hervor, daf es nur ein System
solcher Reihen gibt, die dem System von Differentialgleichungen geniigen.

! Comptes Rendus, t. 15, p. 14 (4 juillet 1842). Oeuvres, série 1, t. 7, p. 5—17.
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Als Beispiel fiir die Wahl von G,( ) filhrt WriErstRASS Weiter ein

A=1,...,n,

(2) é—(xv"') x'n) = g(1+x1++xn)m = C%(xﬂ“'!xn); g>01

wobei die ganze Zahl m nicht kleiner ist als der hichste bei den Funktionen
G, () G ), ..., G,( ) auftretende Grad. Er erhilt dann das Resultat, daf die
Reiben ,(2), ..., B, (f) wenigstens in dem Bereich

(1 + u)—mH

6] = “ngm—1)

konvergieren. Dabei ist « grofer gewihlt als die Summe der absoluten Betrige
von @, ..., a, Die positive Zahl g ist so grof .gewihlt, daf der Koeffizient
fiir jedes Glied in G () groBer ist als der absolute Betrag fiir den Koeffizienten
des entsprechenden Gliedes in jeder der Funktionen G,( ).

In § 2 wird nun angenommen: ,Es mogen jetzt die Koeffizienten der in
den Differentialgleichungen (1) vorkommenden Funktionen

G, (xu Ty xn)’ S Gn(xn tevy xn)

und ebenso die mit a,,...a, bezeichneten Anfangswerte der zu bestimmenden
Griflen ,, ..., , eindeutige analytische Funktionen von beliebig vielen, einem zu-
sammenhingenden Bereiche angehorigen unabhiingigen Verdnderlichen u,, u,, ...
sein, und es werde angenommen, dafl innerhalb dieses Bereiches die absoluten
Betrige der genannten Koeffizienten, sowie auch der Grifen a,, ..., a,, simtlich
unter einer endlichen Grenze liegen‘.

Ein derartiges eingehendes Studium des Integralsystems P,(?), ..., B, () als
Funktion der Konstanten a, ..., a, haben wohl zuerst Poincars in der mit dem
Preise Konig Oskars ausgezeichneten Abhandlung ,Sur le probléme des trois
corps et les équations de la dynamique*! und Pamvikvi in seinen Vorlesungen
an der Stockholms Hégskola® aufgenommen. ‘Wesrstrass war sich schon seit
1842 iiber die Wichtigkeit eines solchen Studiums véllig im klaren. Er beweist:
»Die Reihen SBI‘(t), ...; B, (¢) konvergieren somit fiir die den angegebenen Bedin-
gungen entsprechenden Wertsysteme der Verdnderlichen /, u,, ,, ... nicht nur
unbedingt, sondern auch gleichm#fig, und bilden also ein System eindeutiger
analytischer Funktionen dieser Verdnderlichen“. (Vgl. die Abhandlung ,Zur Theorie
der Potenzreihen®). Wir haben also hier schon eine ausdriickliche und klare
Fixierang des Begriffes ,gleichmifige Konvergenz*. Der Begriff findet sich frei-

! Acta Mathematica, t. 13, p. 5—270.
2 ,Legons sur la théorie analytique des équations différentielles, professées & Stockholm, sep-
tembre, octobre, novembre 1895¢ (Paris, A. HERMANN).
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lich in nuce schon bei ApEL in seiner beriihmten Abhandlung iiber die Binominal-
reihe !, war aber zu der Zeit, als WeikrsTrass seine Abhandlung schrieb, wie auch
noch lange nachher der Allgemeinheit der Mathematiker unbekannt. WEiErsTRASS
ist bekanntlich der erste, der diesen Begriff scharf definiert und gleichzeitig seine
Bedeutung fiir alle wirklich tiefgehenden analytischen Untersuchungen gezeigt
hat; Caucay hingegen wie auch spidter so scharfen Analytikern wie Liwzone-
DiricaLer und Weierstrass' grofiem Mitbewerber Rizmany scheint er unbekannt
gewesen zu sein, was denn auch beide in bekannten Fillen zu unrichtigen SchluB-
folgerungen verleitet hat.

In § 3 wird zam ersten Mal der Begriff ,Fortsetzung“ und damit auch der
Begriff ,analytische Funktion“ definiert. Die Integrale des Systems von Diffe-
rentialgleichungen werden geschrieben

z = B (t— fy; Quyoney (), r, == a,
(4) T
xn, = an (t_to; a/” ooy a,n) x” p— a"'

Die §B,,..., B, sind als Potenzreihen in ¢ — 7, definiert, deren Koeffizienten ganze
rationale Funktionen von a, ..., q, sind. Die a, ..., a, sind beliebig gewéihlte
endliche Grifen. Mit 7, werde der gemeinsame Konvergenzbereich der Reihen
B.( ) oo Bu( ) bezeichnet. Ist der Bereich 7, endlich und deshalb darstellbar
durch das Innere eines um den Punkt #, beschriebenen Kreises, so variiert
dieser Kreis mit den Konstanten «,, ..., a,. Innerhalb des Bereiches 7, wird in
diesem Fall ein Punkt ¢, gewihlt, und die Reihen werden in ein neues System
von Reihen umgebildet

s’Bl(t._tx; a:i"') a’;z) = sBl(t_tO; Qyy e ey a"),
®)
B.t—t; a,...,0) = P, (t~1,; a, ..., a,),
wobei
a: = %1(&“’%5 a,,...,a,,), sy (l,’, = s'En(tx_to; Ayy ooy an)

igt. Die neuen Reihen haben einen gemeinsamen Konvergenzkreis, dessen Radius
mindestens nicht kleiner ist als die kleinste Entfernung zwischen ¢, und der
Berandung von 7. Dieser gemeinsame Konvergenzbereich kann jedoch auch iiber

L. Untersuchungen iiber die Reihe

m(m—-1)(-m—)—_2lgcs .
2.3

1-[—%-.’1:—% m(m2—1)  +

&
2

Lehrsatz 4, Journal f. d. reine u. angew. Mathematik, Bd. 1, p. 314—315; (Huvres completes. 2e éd.,
t. 1, p. 228,
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7, hinausragen. In diesem Fall sind die nenen Reihen eine ,Fortsetzung“ der
urspriinglichen. -Man-bildet nun, wenn eine solche existiert, eine ,Fortsetzung®
der neuen Reihen, dann eine Fortsetzung der so erhaltenen usw.

Es wird weiter bewiesen, dafl auf der Peripherie des gemeinsamen Kon-
vergenzkreises der Reihen P, ..., B, notwendig ein Punkt gelegen ist, der nie
im Innern des Konvergenzbereichs aller Reiben enthalten sein kann (ein singu-
lirer Punkt). Man kann nun ,auf mannigfaltize Weise eine Reihe von beliebig
vielen' Komplexen

%1(’5'—%; Gy vy an_)? ) s:Bn(t'v'“to; gy =0y an)i-
SBx(t—tu' By, ooy a:a)’ cen %n(t-tx; a;: teY a;,),
SBx(t—'te; afw":a;? T iBn(t"*tz; a!’.’!"'i a;:’

in der Art herstellen, daB jeder derselben, von dem zweiten an, ans dem unmittel-
bar vorhergehenden ebenso entsteht, wie nach dem obigen der zweite aus dem
ersten. Durch die Gesamtheit dieser Komplexe wird dann ein (eindeatiges oder
mehrdeutiges) System analytischer Funktionen der Verinderlichen ¢ definiert.”
Man bemerke, dafi die Koeffizienten in séimtlichen verschiedenen Systemen von
Integralreihen immer dieselben Funktionen der Koeffizienten im System der
Differentialgleichungen sind.

LBt man die Bedingung fallen, daf die in einem gemeinsamen Bereich
konvergierenden Reihen (4) das Integralsystem eines Systems von Differential-
gleichungen bilden sollen, so erhilt man die Definition eines Systems von analy-
tischen Funktionen und speziell den Begriff ,analytische Funktion“ in seiner
grofiten Allgemeinheit. Es steht anfler Zweifel und ist’ von Weierstrass selbst
bestéitigt worden, daB er schon seit 1841 dariiber vollkommen im klaren war.

Weizrstrass hat in seinen Seminarvortrigen in Berlin wiederholt zu den
Sdtzen, die in den §§ 1, 2, 3 der Arbeit ,Definition analytischer Funktionen usw.“
enthalten sind, ein paar andere hinzdgefﬁgt, die aus derselben Zeit stammen und
in denselben Rahmen fallen und die deshalb als § 4 und § 5 hitten folgen konnen.

In § 4 hitte der Satz angefiihrt werden konnen: Ein System von reellen
Funktionen, das unseren Differentialgleichungen: geniigt, ist bei gleichen Werten
der Konstanten #, und a, ..., 4, notwendig identisch mit dem eindentig be-
stimmten System von analytischen Funktionen, das jenen gentigt.

Wrmrstrass pflegte bei seinen Seminarvortriigen den Beweis im wesentlichen
folgendermaBen zu fithren:

Nimmt man einen Punkt ¢ und eine Stelle «,, ..., 2, beliebig’ an, so erhilt
man, wie wir gesehen haben, ein eindeutig festgelegtes Integralsystem

Acta, mathematica, 39. Tmprimé le 15 Juin 1923, 6
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gv = %v(T—t; Lyyooo xn)’
dg,

(2)
dT = Gv(gu ey gn)’

}v=1,2,...,n

das fiir geniigend kleine Werte von |7 —¢| konvergiert. Wenn andrerseits 7'
und §, ..., &, fixiert werden, bekommt man

; xv=$v(t—T; gu“‘$gn>7‘
%”

dz,
dt = Gv(xn very Ty )y

(b) =1,2, ...,

Beide Tntegralsysteme konvergieren fiir gentigend kleine Werte |T—t]. Jeder
endlichen Stelle #,, ..., z, entspricht eine eindeutig gegebene endliche Stelle &, ..., &,
und umgekehrt. W&hlt man |7 —¢| geniigend klein, so haben die Potenzreihen in
T—t, 2,...,%, n (a) identisch dieselbe Form wie die Potenzreihen in t ~ T, &,, ..., &,
in (b).

Fiir geniigend kleine Werte von 7 —¢ erhalten die Potenzreihen in (a) bei
fixiertem 7, aber variabelm ¢, z,, ..., z, denselben Wert.

Also ist identisch

. 0B, (T—1t; 2y -0y %) & 9B, (T—4; =,

+ 2

sy xn) Y .
(C) G(T—t) o 6:11’“ Qxc(xl7 RS xn) - 0'

Nehmen wir nun an, daf.
xl == ¢l(t)> e xn = 1»bn(t)

'lp:(T) = §,
11’2(11) = gz)

ist, wobel

ba(I) = &
gesetzt ist, unseren Differentialgleichungen geniigt, wenn ¢, (¢), ..., ¥,(¢) fiir reelle

Werte von ¢ definiert, stetig und differenzierbar sind.
Man hat dann identisch

OB (T8 ¥, w @) |, X OBAT =15 9. (), .., 0u() () _
B o(T—19) i o, (f) —ar =0

Es hat also
ﬂgv(T'—t; ¢1(t)7 vy "l"n(t))

fiir geniigend kleine Werte von |T —¢| einen konstanten Wert, andererseits ist
infolge der Gleichungen (a)

E = B(T—1; v, () .. v ()
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und demnach infolge von (b)

Z,b(t) = B,¢-T; o)
w.z. bow. L
Einen andereren Satz, der als § 5 in die Abhandlung ,Definition analytischer
Funktionen nsw.“ hitte aufgenommen werden konnen, pflegte WeiErstrass unge-
fahr folgendermafien herzuleiten.
Sei r die obere Grenze fiir den Radius desjenigen Kreises, in dem simtliche
in § 1 definierten Integrale

xv—_:s’Bv(tl a’u"'zan); 'V=1, 2,-..,%
der Differentialgleichungen

dz,

TG = G,(xy ..., x,)

konvergent sind. Wir bezeichnen mit WerersTrass diesen Kreis als den gemein-
samen Konvergenzkreis der Reihen $5,( ). In § 3 ist gezeigt worden, daf es
auf dem Kreis |/| = » immer eine singuldre Stelle, sagen wir #, der Integrale
$B,( ) gibt. Nidhern wir uns nun lings des Radius (0#') dem Punkte . Wenn
die obere Grenze fiir die Werte, die die Reihen |§,( )| dabei erhalten, endlich
ist, hat man in Formel (8) « gleich dem #-fachen dieser -oberen Grenze zu’
wihlen und daranf auf dem Radius (0#') einen Punkt #, so nahe an # zu fixieren,
daf der Abstand zwischen ¢, und ¢ kleiner ist als

(1+ “)—m+l
ng(m-=1)"

Die umgebildeten Reihen
%«/(t - tl ] a;f . '3‘“41)’

v=12 vy B
“:/"__ éBv(t:; an-",“n)’ e

konvergieren dann alle in einem Kreise, der den Punkt # einschlieft, und dieser
Punkt kann also nicht singuldr sein. Wir erhalten damit den Satz:

Wenn man vom Innern des gemeinsamen Konvergenzkreises der Integrale
B, (; ay ..., a,) aus sich einer singuliren Stelle auf der Peripherie des Kreises nihert,
so wichst dabei die obere Grenze fiir den absoluten Betrag der Integrale idiber jede
Grenze.

U PAINLEVE, L ¢, p. 396 hat, ohne ‘WEIERSTRASS® Satz zu kennen, einen Beweis fiir einen
allgemeineren Satz skizziert, der denselben Gedankengang verfolgt wie bei WEIERSTRASS.
Vergl. auch P1camD, Traité d’Analyse, t. 2 (1893), p. 314 und Enzyklopiadie d. math, Wiss.,
Bd. 2, H. 3, p. 204.
6*
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Der Satz ist ausgesprochen und bewiesen in einem Brief an mich vom
7. Aug. 1885Y worin Weikrstrass eine wichtige Anwendung fiiv ihn auf das
astronomische #n-Korperproblem gibt. Dasselbe kann nédmlich bekanntlich zuriick-
gefiihrt werden auf ein System von Gleichungen

dz,

W = Gv(xn Lyy v sy .’E").

Die Variabeln sind dabei die Geschwindigkeitskoordinaten der verschiedenen
Korper und der Abstand und die Abstandskoordinaten fiir je zwei Kdrper.
Fiihrt man die Voraussetzung ein, daB nie zwei Korper znsammenstofien, so er-
hilt man Wemestrass' Satz: ,Wenn die Bewegung des #-K@grperproblemes so
ist, daB es eine untere, von Null verschiedene Grenze fiir den Abstand zwischen
je zwei Kirpern gibt, so sind die Geschwindigkeitskoordinaten der verschiedenen
Korper und damit auch die Koordinaten selbst eindeutige Funktionen der Zeit
innerhalb eines sich ins Unendliche erstreckenden Parallelstreifens, der die reelle
Achse fiir die Zeitvariable einschlieft“* An dieses Theorem schlof WxigrstraSS
seine bekannte Preisfrage fiir den Konig- Oskar- Preis zum 60. Geburtstag des
Konigs an. Ich komme darauf bei der Schilderung des spiteren Teiles von
Wiierstrass' Leben zuriick.

Die drei Abhandlungen, deren Hauptinhalt wir wiederzugeben versucht
haben, zeichnen sich alle durch die gleiche klare, einfache und scharfe Dar-
stellungskunst aus, die man in allen spiiteren Arbeiten WarkrsTrass' wieder-
findet. Sie gehtren zu den klassischen Schriften der Analysis. Mehr als ein
halbes Jahrhundert behielt sie Weierstrass fiir sich, und erst, als ihr Inhalt
besonders durch seine eigene Lehrtitigkeit schon lingst Allgemeingut der Mathe-
matik geworden war, veriffentlichte er sie in seinen Werken, da er glaubte —
eine Auffassung, die niemand verwerfen diirfte, — daB diese Abhandlungen durch
die Art der Darstellung und die leitenden Gresichtspunkte auch weiterhin be-
achtenswert seien. Verschiedene andere Aufsiitze, die auBer den vier genannten
zur selben Zeit ausgearbeitet vorlagen, wollte Wrierstrass nicht in seine Werke
aufnehmen, weil er der Ansicht war, daf sie kein aktuelles Interesse mehr hitten.
Alle diese Abhandlungen diirften iibrigens kaum in der Absicht geschrieben
worden sein, sie zu verSffentlichen. Vielmehr machte Wrierstrass derartige
Ausarbeitungen, uwm in ijbnen den Grund festzulegen, auf welchem er seine
spiteren Arbeiten aufbanen wollte.

Im Herbst 1842 wurde am Progymnasium in Deutsch-Krone in Westpreufien

! G. MiTTAG-LEFFLER, ,Zur Biographie von WEIERSTRASSY, p.41, Acta Math.,, Bd. 35.
* L. ¢, p. 44—145.
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eine Lehrerstelle fiir Mathematik und Physik neu eingerichtet. WerErstrass wurde
als auf Vergiitung beschiftigter Hilfslehrer dorthin entsandt, doch riickte er
ziemlich schnell ‘zum ,ordentlichen Lehrer anf. Er gab auBerdem Unterricht
in Deutsch, Erdkunde und im Schreiben, dem einzigen Fach, in welchem er
wiihrend seiner Schulzeit in Paderborn nicht primiiert worden war. Zu Ostern
1845 wurde auBerdem Turnunterricht. eingerichtet. Wrmerstrass, der alte Korps-
student, war der einzige Lehrer, der auch diesen Unterricht iibernehmen wollte.

Im Herbst 1848 wurde er als ,ordentlicher Lehrer* an das Gymmasium in
Braunsberg berufen. 6 Jahre hatte der ,rnhmgekrinten Erfindern Ebenbiirtige*
fast seine ganze Zeit dem Unterricht von Knaben in den ersten Elementen
der Schulwissenschaften widmen miissen. Wihrend dieser fiir ihn so ermiidenden
Atbeit war es ihm doch gelungen, fiir Deutsch-Krone einen Platz in der Ge-
schichte der Wissenschaften zu erwerben, indem er in der wissenschaftlichen
Beilage zum Jahresbericht des Progymnasinms fiir das Schuljahr 184243 seinen
Anufsatz ,Bemerkungen iiber die analytischen Fakultiten“ zum Abdruck brachte.
Diese Abhandlung ist die erste aus Weierstrass’ Feder, welche im Druck heraus-
gegeben wurde, sie bildet einen Auszug aus einer groBeren Arbeit ,Uber die
Theorie der apalytischen Fakultiiten, datiert vom 20. Mai 1854, die CrerLe im
Jahre 1856 im 51. Bd. seines Journals verdffentlichte, die jedoch im wesentlichen
schon 1842 vollstindig durchdacht und fertig vorlag. Die sogenannten analyti-
schen Fakultiten haben den fritheren Mathematikern, die in der Form das
Wichtigste und Wesentliche sahen und die nicht imstande waren, bis zum Kern
des Problems durchzudringen, recht viel Kopfschmerzen verursacht. Vaxpeg-
monpE, Krawmp, CrEuLr, Gruserr, Omy, Namen, die gewifl unter Mathematikern
keinen besonders hohen Klang haben, deren Triger aber doch zu ibrer Zeit
groBen Einfluff und eine geachtete dufiere Stellung besaBen, wie auch ein wirklich
bedeutender Mann, Besser, haben vergeblich versucht, aus all den Widerspriichen,
in die man sich verwickelt hatte, einen Ausweg zu finden. Das Problem, aus
all dem Wirrwarr, den die Literatur iiber diese Frage aufwies, den wirklichen
Kern der Sache herauszuschiilen, sah nicht sonderlich verlockend aus, aber Wxirr-
sTrass sollte nicht zu bedamern haben, daB er es in Angriff nahm. Fiir eine tiefer-
gehende Erforschung war unbedingt erforderlich, zunichst eine wirkliche Funktionen-
theorie von Grund aus aufzubaunen, und es war auch nur dieser Weg, der Wrms-
strass zum Ziel fiihrte. Der Fehler, den Bassuv beging, lag darin, daB er den
von Wrrerstrass zundchst klargelegten Unterschied zwischen ,analytischem Aus-
druck“ und ,analytischer Funktion® mnicht verstand. Er behandelte einen ana-
lytischen Ausdruck wie eine einheitliche analytische Funktion. Daher kamen
dann die Widerspriiche, in die er sich verwickelte. Das war im Jahre 1812,
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und es hat lange Zeit gedauert, bis die Erkenntnis dieses wesentlichen Unter-
schieds sich Durchbruch verschaffte. Hrrwmire verstand ihn niemals. Ein so be-
deutender Mann wie CurisrorrrL entwickelte mir mit grofem Eifer einige Jahre
nach der Verdffentlichung von Wrikrsrrass' Arbeit von 1880 ,Zur Funktionen-
lehre“?, in welcher der grundsédtzliche Unterschied zwischen diesen beiden Be-
griffen zum ersten Mal im Druck auseinandergesetzt war, sein entschiedenes
Abstandnehmen von Wrigrstrass’ Ansicht.

In diesem Zusammenhang mag es von Interesse sein, darauf hinzuweisen,
dafl Pomvcari in seinen ersten Arbeiten? mit voller Klarheit und Schérfe den
Unterschied zwischen den beiden Begriffen ,analytische Funktion® und ,analy-
tischer Ausdruck® entwickelt, ohne Wrierstrass’ Arbeit von 1880 zu kennen. Es
ist nicht schwer zu sehen, wie das spitere Studium dieser Arbeit befruchtend
auf gewisse Arbeiten Poixcarks gewirkt hat®. Poincare war jedoch bereits auf
Grund seiner eingehenden eigenen Untersuchungen — er befaBite sich schon damals
mit den automorphen Funktionen, — zur gleichen Erkenntnis gelangt, wie Wrrur-
strass 40 Jahre vorher. Die Mathematik war eben in diesen Jahrzehnten nicht
stehengeblieben, und fiir einen scharfen Denker wie Poivcaré mufBite diese Auf-
fassung eigentlich ein selbstverstindliches Ergebnis sein. Anders lag das Pro-
blem fiir WEiErstrASS bel dem Stande, den die Wissenschaft 40 Jahre vorher
inne “hatte.

Die ausfiihrliche Abhandlung iiber die ,analytischen Fakultiten*, die Weirg-
strass im 51. Bd. von Crenirs Journal verdffentlichte, ist noch aus vielen Griinden
iiber das schon Erwihnte hinaus von grofiem Interesse. Wir wollen mit dem
rein Personlichen beginnen. Sie wird mit einer Bemerkung von CreLLe ein-
geleitet:

»Anm, Mit wahrer, wissenschaftlicher sowohl als personlicher Befriedigung
habe ich die hier folgende Abhandlung empfangen, und, der Erlaubnis ihres Herrn
Verfassers gemiB, in das gegenwirtige Journal aufgenommen, da sie zeigt, daf
die so wichtige Theorie der analytischen Fakultéiten, welche in &lterer Zeit
wenig beriicksichtigt wurde und zu deren niherer und allgemeinerer Begriindung
auch ich seit 32 Jahren beizutragen mich bemiiht habe, immer mehr die Auf-
merksamkeit der Analysten in Anspruch nimmt, und jetzt wieder eine mnoch
tiefer eindringende Erforschung durch einen so ausgezeichneten und scharfsinnigen

! Monatsberichite der Berliner Akademie vom 12. August 1880, Werke, Bd. 2, p. 201—233.

2 Sur les fonctions & espaces lacunaires®, Acta Soc. Sc. Fenn, t. 12, 1881, p. 843—350.
Vergl. ,Sur quelques points de la théorie des fonctions“ (Extrait d’une lettre de M. CH. HERMITE &
M. MiTTAG-LEFFLER), Acta Soc. Sc. Fenn., t. 12, p. 94, note.

3 Vergl. Lettre de POINCARE & MrTraG-LEFFLER. Caen, 1 juin 1881, Acta Math., t. 38, p. 147.



Die ersten 40 Jahre des Lebens von Weierstraf3. 47

Mathematiker, wie Herr WriErstrass es ist, angeregt hat. Meine eigenen Ar-
beiten tiber den Gegenstand betreffend, so hitte ich zur Rechtfertigung der
Unvollstindigkeit, die Herr Wrirrstrass daran bemerkt hat, wohl manches zu
sagen; aber meine, durch hohes Alter und stete Krankheit geschwichten Arbeits-
krifte reichen zu dergleichen nicht mehr hin. Ich mu8 also darauf verzichten;
was aber auch sehr wohl angeht, da ich bei meinen wissenschaftlichen Bemiithungen
nie auf mich selbst Riicksicht genommen, nie nach Ruhm und Lob, sondern nur,
nach meinen Kriiften, nach Forderung der Wahrheit gestrebt habe, und es mir
ganz gleich gilt, wer es sei, der der Wahrheit niher kommt: ob ich oder Jemand
Anderer, wenn nur fiberhaupt eine weitere Anndherung an die Wabrheit erzielt
wird.“ (Berlin, im August 1854, CreLis.)

Crerres Arbeit ,Theorie der analytischen Fakultiten“ stammt aus dem
Jahre 1823. Er war schon 30 Jahre friiher, bevor ihm Weirrstrass’ Arbeit und
Kritik zu Gesicht kamen, mit einem anderen Kritiker von Rang in Beriihrung
getreten, mit Nrers Huvwe Apen, als dieser als junger norwegischer Student
bei Crerie seinen ersten Besuch machte. Als Creire ibn iiber seine Studien
befragte, antwortete Asrr, daB er u. a. auch CreLLs eigene, jlingst erschienene
Arbeit, ,Analytische Fakultiten“ gelesen habe, die ungeachtet vieler Irrtiimer
ihn in hohem MafBe interessiert habe. Bei der Erwihnung der ,vielen Irrtiimer“
horchte Creuie auf, und nun entspann sich eine Diskussion, die spiter zu einem
niheren Verhéltnis zwischen Crerie und Asr fithren sollte®. Diese persin-
lichen Einzelheiten, so ehrenvoll sie sowohl fiir Arer und WErERsTRASS, Wie nicht
zum wenigsten fiir CreLLe sein migen, sind indessen vom wissenschaftlichen
Standpunkte aus nicht das, was in erster Linie mit Wrmrstrass’ Arbeit iiber die
yanalytischen Fakultidten® verkniipft ist. In ihr kommt beispielsweise eine mit
meisterhafter Schiirfe durchgefiihrte Darstellung der Konvergenzverhdltnisse eines
unendlichen Produkts vor, ferner das Studium der Gammafunktion mit der
Produktformel als Definition. Wuemerstrass hielt indessen nicht sehr viel von den
nanalytischen Fakultiten® an und fiir sich. Er #uflert in einer Anmerkung®:
»obwohl die Theorie der analytischen Fakultiten in meinen Augen durchaus
nicht die Wichtigkeit hat, die ihr in friitherer Zeit viele Mathematiker beimafen,
so habe ich doch die Abhandlung jetzt wieder drucken lassen, weil sie manches
enthilt, das auch gegenwiirtig noch, wie ich glaube, angehenden Mathematikern
von Nutzen sein kann®. Weiter kommt ein Satz fiber die Integrale zu einem
System von Differentialgleichungen vor, den ich oben angefiihrt habe (S. 87) und

! Vergl. G. MiTTAG-LEFFLER, ,Niels Henrik Abel“, p. 20. Revue du Mois, Paris 1907.
2 L. ¢, Werke, Bd. 1, p. 158.
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der trotz seiner Wichtigkeit erst in neuerer Zeit die richtige Beachtung ge-
funden hat.

Die Formulierung, die Wmerstrass dem Satze gab, ist jedoch in dem Auf-
satz ,Uber die analytischen Fakultiiten* nicht durchweg so korrekt, wie es
sonst immer in von ihm selbst herausgegebenen Schriften der Fall ist. Das
Formelsystem, auf welches er den Satz zur Anwendung bringt, muf erst auf
das oben angegebene reduziert werden, damit der Satz unbedingte Geltung hat.
Er war verzweifelt iiber dieses MiBigeschick, und, wenn er in seinen Seminar-
vortriigen aunf Differentialgleichungen zu sprechen kam, versiumte er niemals,
sein pater peccavi auszusprechen und den Satz so zu formulieren, wie er
von rechtswegen lauten mufite. In seinen Werken und in den ,Abhandlungen
aus der Funktionenlehre“ (Berlin 1886) ist diese Stelle der Abhandlung ge-
strichen.

Im Herbst 1848 siedelte Wrigrstrass, wie oben bemerkt, nach Braunsberg
iiber. Daf er nach der unbedeutenden Stellung in Deutsch- Krone diesen Platz
erhielt, muf} als eine wichtige Beférderung bezeichnet werden und beruhte nach
Angabe von Kmuine anf dem glinzenden Examenszeugnis aus Miinster. Der
Rektor des Gymnasiums, Ferpivaxp Scmvrrz, war gliicklicherweise ein Mann,
der, wenn anch nicht Wrirrstrass’ Arbeiten, so doch seine Persénlichkeit ver-
stand und wuBite, wer Wemrstrass war. In Deatsch-Xrone hatte Wrigrstrass
eine mathematische Bibliothek bitter vermift. Jetzt stand eine solche zu seiner
Verfiigung, zwar sehr klein, aber doch mit einigen wenigen grundlegenden
Werken versehen. Der Aufenthalt in Braunsberg wihrte 8 Jahre, vom Herbst
1848 bis zum Herbst 1856. Schon von Deutsch-Krone her brachte Wrimrstrass
die Aufgabe mit, die zu verfolgen und zum Abschluf zu bringen er sich seit
der Ausarbeitung seiner Priifungsarbeit zum Lebensziel gesetzt batte. Er sagt
hieriiber selbst in seiner akademischen Antrittsrede!: ,AsE, der gewohnt war,
iiberall den hdchsten Standpunkt einzunehmen, hatte ein Theorem aufgestellt,
welches, alle aus der Integration algebraischer Differentiale entspringenden
Transzendenten umfassend, fiir diese dieselbe Bedeutung hatte wie das Euvrersche
fir die elliptischen. In der Bliite seines Lebens dahingerafft, hatte er selbst
setne grofie Entdeckung nicht verfolgen konnen; es war aber Jacos: gelungen,
eine nicht minder wichtige daran zu kniipfen, indem er die Existenz periodischer
Funktionen mehrerer Argumente nachwies, deren Fundamentaleigenschaften
in dem Asruschen Theorem begriindet sind, wodurch zugleich der wahre Sinn und
das eigentliche Wesen desselben aufgeschlossen wurden. Diese Griofien ganz

! L. ¢, Werke, Bd. 1, pag 224.
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neuer Art, fiir welche die Analysis noch kein Beispiel hatte, wirklich dar-
zustellen und ihre Eigenschaften ndher zu ergriinden, ward von nun an eine
der Hauptaafgaben der Mathematik, an der auch ich mich zu versuchen ent-
schlossen war, sobald ich den Sinn und die Bedeutung derselben klar erkannt
hatte. Freilich wire es toricht gewesen, wenn ich an die Lisung eines Problems
auch nur hitte denken wollen, ohne mich durch ein griindliches Studium der
vorhandenen Hilfsmittel und durch Beschiiftigung mit minder schweren Aufgaben
dazu vorbereitet zu baben. So sind Jahre verflossen, ehe ich an die eigentliche
Arbeit gehen konnte, die ich, gehemmt durch die Ungunst der Verhiltnisse,
auch seitdem nur langsam zu férdern vermocht habe”.

Mit unerschiitterlicher Konsequenz verfolgte Wrigrstrass sein ganzes Leben
hindureh die Aufgabe, das eigentliche Wesen der Amguschen Funktionen voll-
stindig und griindlich zu erforschen, sie analytisch darzustellen und sie in allen
wesentlichen Teilen ganz unter die Herrschaft der Analysis zu bringen. Unter
seinen hinterlassenen Manuskripten finden sich mindestens drei verschiedene Dar-
stellangen der Theorie. In jeder derselben schreitet er zu immer groferer Voll-
endung fort. In einer seiner Abhandlungen hat er einmal ausgesprochen, daff
die Ergebnisse, welche er in ihr mitteile, ,wenigstens diejenigen Mathematiker
interessieren werden, welchen es Befriedigung gewihrt, wenn es gelingt, irgendein
Kapitel der Wissenschaft zu einem wirklichen Abschluf zu bringen“. Das Be-
streben, fiir die AsrrLschen Funktionen dieses Ziel zu erreichen, beherrscht Weir-
strass’ ganzes wissenschaftliches Lebenswerk. Alle seine iibrigen Entdeckungen,
alles, ‘was er sonst schuf und was er spiter bei seimer Lehrtitigkeit so frei-
gebig um sich strente, sind Funde, die er auf dem Wege zu einem grofen Ziele
gemacht hat. Schon von vornherein kam er zu der klaren Erkenntnis, daB
ohne eine eingehende Untersuchung der Anfangsgriinde der Analysis und eine
Ableitung der Funktionentheorie aus jhrem Grundbegriff, der ganzen Zahl, nicht
durchzukommen sei. Hiermit war er, wie wir gesehen haben, schon wihrend
seiner Zeit in Miinster und spiter in Deutsch-Krone in der Hauptsache fertig.
Bei dieser Arbeit muBite er alles von Grund auf untersuchen. Falsche und
unklare Vorstellungen mufiten ausgemerzt, entstandene Liicken mit dem vor-
handenen Material ausgefiillt werden. Es war eine Arbeit, die scharfes Denken,
einen unermiidlichen Arbeitsfleif und einen unbeugsamen Willen erforderte, um
das Ziel nicht aus dem Auge zu verlieren. Aber das Ergebnis, die WrizrsTrRASS-
sche Funktionentheorie, wurde auch eine der vollendetsten, in sich abgeschlossen-
sten Schopfungen, die irgendeine Wissenschaft aufzuweisen hat.

In einer Ansprache an Kumuer bei dessen fiinfzigjihrigem Doktorjubilium

richtete Wrrerstrass an ihn Worte, die in jeder Beziehung auf ihn selbst zm-
Acta mathematien. 39. Ymprimeé le 15 Juin 1993. 7
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treffen: ,Spekulativ angelegt und darum an dem Besitz iiberlieferten Wissens
allein kein Gentige findend, war Ihr Geist fiir produktive wissenschaftliche
Titigkeit auf das gliicklichste organisiert; mit dem Drange nach Erkenntnis des
Grundes und des Zusammenhanges der Wabrheiten verband sich in ihm die
Fihigkeit, bei ansgedehnteren Untersuchungen die fundamentalen Fragen. heraus-
zufinden und auf deren Ergriindung die ganze Kraft des Denkens zu konzentrieren,
mit dem Eifer des Schaffens Stetigkeit und Sinn fiir planméBiges Arbeiten, mit
idealem, auf das Hochste und Allgemeinste gerichteten StPeben ein klarer Blick
fiir das im konkreten Fall Erreichbare und Notwendige®.

Wie bekannt, stehen zwei andere funktionentheoretische Systeme dem
Wumrstrassschen zar Seite und sind jetzt bis in alle Einzelheiten durchgefiibrt,
das von Cavomy und das von Rmuawn. Keines ist jedoch, wie Wrisnstrass'
Funktionentheorie, vom Meister selbst hinreichend fest aufgebaut worden. In
beiden fehlt u.a. der wesentliche Begriff der gleichmiBigen Konvergenz. Keines
von beiden dringt zu dem eigentlichen Graund jeder Funktionentheorie durch,
einer strengen Feststellung des Wesens der Zahlen, die nicht rationale Zahlen
sind. Gavuss kannte gewif auch die wichtigsten Daten der Funktionentheorie, —
beispielsweise hat sich ja, wie oben angefiihrt, herausgestellt, dafi er schon im
Jahre 1811 und vermutlich bereits lange vorher im vollen Besitz von Caucavs
Integralsatz vom Jahre 1825 war, — aber bei den strengen Anforderungen, die er
an seine Verfasserschaft stellte, wurde er wohl niemals fertig mit der Arbeit,
eine einheitliche, in allen Einzelheiten mit voller mathematischer Schiirfe durch-
gefithrte Funktionentheorie zu schaffen. Meines Erachtens diirfte hierin ‘der
wabre Grund liegen, weshalb er drei Jahrzehnte hindurch mit der Mitteilung
zogerte, daf er im Besitz der Hauptsiitze fiir die Theorie der elliptischen Funk-
tionen war. Daher konnte er danm, als AspL und Jscost damit herauskamen,
mit Bewunderung feststellen, daf Agen ihn von der Verpflichtung befreit habe,
ein Drittel seiner eigenen Forschungen zu publizieren, und konnte auf Jacoss
ersten tastenden Versuch mit einer gewissen Geringschitzung herabsehen.

Warrsssrrass leitete seine Publikation iiber die Aspsischen Funktionen mit
dem Aufsatz ,Beitrag zur Theorie der Asrischen Integrale” ein, der im Jahres-
bericht des Kdnigl. Katholischen Gymnasiums zu Braunsberg fiir das Schuljahr
1848/49 ' erschien. Es war natiirlich, daB diese Arbeit so gut wie vollstindig
unbeachtet blieb. Man ist nicht gewohnt, in einem Schulprogramm eine Arbeit

1 P. 3—~23. Ein Exemplar hiervon, welches ich von WEIERSTRASS erhielt, befindet sich in
meiner Bibliothek. Die Abhandlung ist von WEIERSTRASS selbst in seine Werke, Bd. 1, p. 111181
wiederaufgenommen.
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von der Bedeutung zu finden, wie es WriErstrass’ Erstlingswerk iiber die Aser-
schen Integrale war.

In den Sommerferien 1853 schrieb dann Waeikrstrass in Westernkotten
gelegentlich eines Aufenthalts im Vaterhause seine Abhandlung iiber die Apmnr-
schen Funktionen, die im 47. Bd. von Creries Journal! veréffentlicht wurde.
Crecces Journal stand in jener Zeit auf der Hohe des Ansehens, das es sich
besonders durch die Veriffentlichung so vieler Entdeckungen AprLs im ersten
Bande erworben hatte. Damals waren diese Arbeiten keinem Mathematiker
mehr fremd. Das anBerordentliche Aufsehen, welches Weierstrass’ Abhandlungen
gleich von Anfang an in der Mathematikerwelt hervorriefen, 146t sich kaum be-
schreiben. Kiiiine sagt mit Recht: ,Die iiberraschende Wahrnehmung, daf ein
Lehrer am Gymnasium zu Braunsberg viele Jahre lang ganz in der Stille mit
diesen abstrakten Untersuchungen sich beschiftigen, jeden Anlaf zur Publikation
der einzelnen Fortschritte vermeiden und erst dann damit hervortreten konnte,
wie Enckr sagt, als das Ganze zu einer Abrundung sich hinneigte, das forderte
die hochste Bewunderung, ja, rief in der ganzen mathematischen Welt ein Er-
staunen hervor, das in der Geschichte unserer Wissenschaft fast einzig dasteht®.
Das Ergebnis war auch rein duBlerlich von einschneidender Bedeutung fiir Wrrer-
strass. Die philosophische Fakultdt der Universitit Konigsberg beschlof anf
Antrag Ricmerors sogleich, Weigrstrass den Doktorgrad honoris causa zu ver-
leihen. Eine Deputation mit Ricarror an der Spitze reiste nach Braunsberg ab,
um das Doktordiplom personlich zu iiberreichen. Dies geschah mit den folgenden
Worten: ,Wir alle haben in Herrn Wrigrstrass unsern Meister gefunden“. Fiir
diesen kam das Ganze vollig iiberraschend, und die Erinnerung daran bewahrte
er stets als eine seiner liebsten und teuersten. Noch an seinem achtzigsten Geburts-
tage, als er im Laufe der Jahre alle die dufieren Ehren empfangen hatte, welche
die gelehrte Welt ihren Hiuptern zu schenken pflegt, sprach er voll Riihrung
von Riceerors Besuch und der Verleihung des Konigsberger Doktorgrades als
seiner schonstén Erinnerung. Indessen kniipfte er daran die schmerzliche Be-
trachtung: ,Alles im Leben kommt doch leider zu sp#t‘. Er war ja damals,
als die Konigsberger Deputation ihm ihre Aufwartung machte, schon 40 Jahre
alt und hatte zwei Dezennien hindurch den griofiten Teil seiner Krifte fiir
Schulunterricht verwenden miissen. Sein Aussprach ist jedoeh keineswegs so
aufzufassen, als ob er die Titigkeit des Gymnasiallehrers irgendwie gering
schiitzte; er hatte damals wie stets nur warme und anerkennende Worte fiir diesen
Beruf und seine Aufgaben.

1 Werke, Bd. 1, p. 133—152.
7*
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Die Doktorpromotion hatte fast unmittelbar zur Folge, daB Wumestrass
zum Oberlehrer am Gymnasium zu Braunsberg ernannt wurde. Nachdem er
gleichfalls in Creries Journal die Abhandlung ,Uber die Theorie der analytischen
Fakultiiten“ ! vertffentlicht hatte, die ich schon oben erwihnte und die eine der
Friichte seiner auf ein hoheres Ziel gerichteten funktionentheoretischen Studien
war, erhielt er fiir das Schuljabr 1855—%56 Urlaub, um seine wissenschaftlichen
Arbeiten zu vollenden. Er sollte jedoch auf seinen Platz in Braunsberg nie wieder
zuriickkehren. Am 1. Juli 1856 wurde er zum Professor am Koniglichen Gewerbe-
Institut in Berlin ernannt, im Herbst des gleichen Jahres aufierdem zum aufier-
ordentlichen Professor an der Universitit Berlin und ungefihr zur gleichen
Zeit zum ordentlichen Mitglied der Berliner Akademie. Acvgxanxoer vox Humsonpr,
der grofie Polyhistor, mit seinem hohen Verstindnis fiir alle Wissenschaften,
der drei Jahrzehnte zuvor zusammen mit Gauss darom bemitht war, NmLs Hevem
Asir einen Lehrstuhl in Berlin za schaffen, war auch jetzt tétig gewesen und
hatte seinen Teil an Wemrstrass' Berufung an die Universitdt Berlin.

Von diesem Augenblick an beginnt eine neue Periode in Wrisrstrass’ Leben.
War er in den ersten 40 Jahren seines Lebens im Ganzen unbeachtet geblieben,
so tritt er nun mit einem Schlage als einer der grofiten, mnicht viel spiter als
der grofte in seiner Wissenschaft hervor, nnd sein Einfluf, der sich bisher nur
iiber die engen Kreise von Deutsch-Krone und Braunsberg erstreckt hatte, geht
nunmehr iiber die ganze gebildete Welt. Scharen von Schillern sammeln sich
um seinen Lehrstuhl, und fiir alle steht er mit einem Mal da als der grofle,
unerreichbare Meister, dem niemand sich ohne Verehrung und Bewunderung
nihert. Die Abhandlung aus dem Jahre 1853 iiber die Asgrschen Funktionen
war, wie schon gesagt, nur eine orientierende Ubersicht iiber das, was er spiter
in einer Folge von Abhandlungen mitzateilen beabsichtigte. Die erste von diesen
wuarde im Jahre 1856 unter dem Titel ,Theorie der Apruschen Funktionen® im
4. Heft des 52. Bandes von Creries Journal gedruckt?

Die Veroffentlichung der folgenden Abhandlungen kam indessen nur zum
geringen Teil zu Weisrsrrass’ Lebzeiten zustande. Als solche Vertffentlichung
konnen von gedruckten Schriften wohl nur die- beiden Abhandlungen ,,fTbe,r
die allgemeinsten eindeutigen und 2#-fach periodischen Funktionen von w Ver-
dnderlichen® im Monatsbericht’der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1869 3,
und ,Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie der periodischen Funk-
tionen von mehreren Veréinderlichen* im gleichen Monatshericht 1876¢ gelten;

' Bd. 51 (1856), p. 1—60; Werke, Bd. I, p. 153—221.
? Werke, Bd. 1, p. 297—356.
3 Werke, Bd. 2, p. 45—48. + Werke, Bd. 2, p. 55~—69.
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hingegen geschah die eigentliche Verdffentlichung durch seine periodisch abge-
haltenen Vorlesungen tiber Aptische Funktionen in den Sommersemestern 1863,
1866 und 1869, den Wintersemestern 1871—72, 1873—74, 1875—76, sowie im
Sommer 1876 und im Winter 187773, 1879—80, 1881—82 und im Sommer 1387.

Als er gegeﬁ Ende seines achtzigsten Jahres sich dazu entschlofi, seine
gesammelten Werke im Druck herauszugeben, beabsichtigte er, in diese Samm-
lung seine Vorlesungen iiber verschiedene Gebiete mit aufzunehmen. Die Apkr-
schen Funktionen vertraute er Hrrrxer und Knosuavcn gemeinsam an. Auf
Grund der Verdffentlichung sollte man annehmen, daf die Vorlesungen vom
Winter 1875--76 und vom Sommer 1876 als die ausfiihrlichsten und am ein-
heitlichsten durchgefithrten anzusehen sind. Zu Lebzeiten von WrisksTrass waren
jedoch nur die 18 ersten Bogen in Druck gekommen. Indessen war er weit
entfernt, mit ihrer Abfassung zufrieden zu sein. Es fehlte die Genauigkeit, die
durchsichtige Klarheit und die unerschiitterliche Folgerichtigkeit, die er von
seinen Arbeiten stets verlangte. Andererseits fiihlte er sich aber nicht mehr
linger imstande — und war es wohl auch kaam —, die fiir den Druck bestimmte
Abfassung selbst so vorzunehmen, wie sie seinen Anforderungen entsprach. Wenn
ich ihn zu dieser Zeit zuweilen aufsuchte, traf ich ihn oft mit der Korrektur
der Aserschen Funktionen auf den Knien, tief ungliicklich iiber die nicht zu-
friedenstellende Art, in der er seinem Vortrag darin aufgefaft und ausgelegt
fand. Hermver und Kxosuaven gehorten ohne Zweifel zu den ergebensten Schiilern
Weierstrass' und waren von dem Willen beseelt, das Bestmogliche zu tun.
Aber keiner von beiden war ein Mathematiker von der Bedeutung, daf er die
ihm anvertraute Aufgabe zufriedenstellend hitte losen konnen. Das zeigt sich
ganz besonders bei der Darstellung des Hauptteils der Theorie, dem tief durch-
dachten und geistreich ausgefiihrten Ubergang zn den @-Funktionen. Die ganze
Theorie kulminiert in der Losung dieser Aufgabe, die Weizkstrass schon von
Anfang an als sein Hauptproblem betrachtete.

Der eigentliche innere Grund, waram Wierstrass sich so spit entschlof,
seine Theorie druckfertig zu machen, oder — wie es schlieflich warde — druck-
fertiz machen zu lassen, war, daB es ihm erst im hohen Alter gelang, den
SchluBstein zu dem harmonischen, in sich abgeschlossenen Gebiiude einzufiigen,
das er auf den Asmschen Funktionen auffiihren wollte. In ihm fehlte noch ein
Teil: er wollte die allgemeinsten Funktionen von drei verschiedenen Gesichts-
punkten aus ableiten, aus dem Additionstheorem, aus der Periodizitdt und aus
den algebraischen Differentialgleichungen. Diese drei Definitionen sollten ein-
ander decken. Man sollte von der einen oder der anderen ausgehen kinnen und
immer mit Notwendigkeit zu derselben, in sich abgeschlossenen Funktionenklasse
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gelangen. Nur wenn es voll und ganz gelang, diese Aufgabe zu lgsen, dann
konnte er volle Befriedigung dariiber empfinden, daf es ibm gelungen war, ,ein
ganzes Kapitel der Wissenschaft zu einem wirklichen Abschlusse zu bringen®.
Die beiden ersten Gesichtspunkte erwiesen sich indessen als allgemeiner als der
dritte.

Der Rang fiir eine algebraische Gleichung zwischen zwei Variablen der
Ordnung p ist 3p — 8. Die Anzahl willkiirlicher Konstanten einer @-Funktion

2@HD. " Diese beiden Zablen sind nur identisch,

mit p Variablen ist hingegen
wenn p =2 und p = 3 ist. Ist p=>3, so ist die zweite griBer als die erste.
Es gibt somit periodische Funktionen, die allgemeiner sind als die, welche
durch algebraische Differentialgleichungen definiert werden. Was soll nun dafiir
an die Stelle der algebraischen Differentialgleichungen treten? Mit dieser Frage
rang Wemrstrass fast sein ganzes Leben hindurch. Er wartete mit seinen
weiteren Publikationen, immer in der Hoffnung, diese schliefliche Losung zu
finden. . Dazu war gleich im Anfang noch ein duflerer Grund gekomme‘ﬁ. Bzrx-
HARD Rimmany, der mit Wererstrass als der groBte Analytiker seiner Zeit wett-
eiferte, hatte ein Jahr nach WEIERSTRASS, im Jahre 1857, im 54. Bd. von CrEeLLES
Journal von einem von dem WeiErstrassschen wesentlich abweichenden Aus-
gangspunkte aus seine Theorie der algebraischen TFunktionen verdffentlicht. In
dieser fehlte dasselbe Glied wie bei WrErstrass, und es war natiirlich, daf
‘Wiierstrass diesem Mangel abhelfen wollte, bevor er seine Vertffentlichung
fortsetzte. Er duBert hieriiber selbst!: v

»Eine direkte Liosung meines Problems habe ich bereits im Sommer 1857
in einer ausfithrlichen Abhandlung der Berliner Akademie vorgelegt. Das schon
der Druckerei iibergebene Manuskript wurde aber von mir wieder zuriickgezogen,
weil wenige Wochen spdter Rimmany eine Arbeit iiber dasselbe Problem ver-
offentlichte, welche auf ganz anderen Grundlagen als die meinige beruhte und
nicht ohne weiteres erkennen liel, daf sie in jhren Resultaten mit der meinigen
vollstéindig tibereinstimme. Der Nachweis hierfiir erforderte einige Untersuchungen
hauptsichlich algebraischer Natur, deren Durchfiihrung mir nicht ganz leicht
wurde und viel Zeit in Anspruch nahm. Nachdem aber diese Schwierigkeit be-
seitigt war, schien mir eine durchgreifende Umarbeitung meiner Abhandlung er-
forderlich. Andere Arbeiten, sowie Griinde, deren Besprechung gegenwirtig
nicht von Interesse ist, bewirkten dann, dafl ich erst gegen Ende des Jahres 1869
der Losung des allgemeinen Umkehrungsproblems diejenige Form geben konnte,
in der ich sie von da an in meinen Vorlesungen vorgetragen habe®.

1 Werke, Bd. 4, p.-9—10.
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Ein Anfang zu der Lisung der allgemeinsten Aufgabe ist dann in einem
Brief an Borcuarpr. vom 5. November 1879 zum Vorschein gekommen, der im
89. Bd. von CrerLies Journal verdffentlicht wurde!. Wrierstrass spricht darin,
doch ohne Durchfiihrung des Beweises, den Satz aus, dafl eine 2r-fach periodische
Funktion von rationalem Charakter von » Variabeln immer durch eine @-Funk-
tion mit » Argumenten ausgedriickt werden kannZ

Im Sommer 1888, den WemrsTrass, umgeben von einer grofien Anzahl seiner
Schiiler, in Wernigerode am Harz verbrachte, sah er sich endlich in der Lage,
mitzuteilen, daB er nunmebr im vollstindigen Besitz der Losung des Ritsels
sei, das sein ganzes Leben in Anspruch genommen hatte. Diese war derart,
daff die ganze Theorie, und zwar von Grund auf, wiederum eine Umgestal-
tung erheischte. Der Rang einer algebraischen Gleichung spielte keine Rolle
mebr.  Die wirkliche Klassenzahl war etwas ganz anderes, und durch deren
Einfiihrung erhielt die ganze Theorie einen Abschluf und gleichzeitig eine Ver-
einfachung, die alles’ iibertraf, was Waizrstrass zu hoffen gewagt hatte. Die
letzte Krankheit, die ihn dann fast ein Jahrzehnt hindurch an seinen Liegestuhl
fesselte, hatte jedoch schon begonnen; sich bemerkbar zu machen. Man sah, daf
er den Wunsch hatte, den Hauptzug der Entdeckung mitzuteilen, die die Krone
seines Lebenswerkes bedeutete, aber daB er immer hoffte, wieder kriiftig genug
zu werden, um ihr mit gewohnter Lebbaftigkeit und Klarheit Gestalt zu geben.
Hierzu kam es indessen niemals. Nur ein paar verstreute Fragmente seiner
Arbeit konnten nach seinem' Tode herausgegeben werden, im 3. Teil seiner
Werke: ,Allgemeine Untersuchungen iiber 2n-fach periodische Funktionen von
# Veridnderlichen® and ,,ﬁber die Convergenz der '@ - Reihen beliebig vieler
Argamente’. Diese Fragmente konnten jedoch eine wesentliche Unterstiitzung
bieten bei einer Rekonstruktion der neuen Theorie in dem Gesamtumfange und
der Vollendung, die Weikrstkass anstrebte. Indessen ist dies noch eine unge-
16ste Aufgabe, eine der groBten, die den Mathematikern unserer Tage obliegt.

Verehrte Zuhorer! Die Zeit erlaubt nicht, meine Schilderung von Wrizr-
strass’ Leben und Wirken weiter fortzusetzen, ich hoffe jedoch, spiter darauf
zuriickkdmmen zu konnen. Eine solche Aufgabe ist ungewthnlich umfangreich,
gilt es doch, Waknsrrass selbst und die Grundziige seines Wirkens in vier Jahr-
zehnten zu schildern, von dem Zeitpunkte an, als er als Vierzigjéhriger nach
Berlin iibersiedelte. = Seirie eigene Akademie, die Berliner Akademie, die sonst
immer, wenn es sich um die groBten ihrer Mitglieder handelte, bestrebt war; dieser
Ehrenpflicht sobald als méglich nachzukommen, hat noch heute, nach 25 Jahren,

1p. 1-8 2L.c p. 8
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beziiglich Wrierstrass nichts unternommen. Wenn ich gleichwohl nicht zbgere,
den Versuch zu machen, einen Beitrag zu Wrisrsirass’ Biographie zu liefern,
so geschieht dies teils deshalb, weil ich den Verhéltnissen, die anf WriErsTRass
in jenmen Jahren einen tiefen Einfluf ausgetibt haben, nahestand, teils auch des-
halb, weil ich im Besitz einer grofen Sammlung von Briefen und Dokumenten
bin, die sowohl seine innere wie seine HuBere Geschichte in jener spiteren
Zeit beleuchten, und vor allem auch deshalb, weil ich bis an mein Lebensende
mit Verehrang, Dankbarkeit und Bewunderung die Erinnerung an den Mann
bewahren mochte, der mir das Kostbarste gegeben hat, was ein Mann dem an-
deren schenken kann, eine klare Auffassung des eigenen Lebensziels. Mag es
mir gestattet sein, heute damit abzuschliefen, daf ich Wemrstrass selbst reden
lasse. Jch wihle seine eigene Schilderung seiner Unterrichtsmethode. Kein an-
derer, glaube ich, hat tiefer und wahrer die rechten Grundziige fiir das Wirken
eines Universititslehrers gezeichnet, keiner hat der studierenden Jugend bessere
Leitsiitze gegeben.

,Nichts ist bildender fiir den aufstrebenden Geist als die Betrachtung des
Weges, den ein schon mehr ausgebildeter bei seinen Untersuchungen nimmt. Wenn
also der Lehrer die Kunst versteht, nicht blof Resultate mitzuteilen und a po-
steriori zu begriinden, sondern die ganze Gedankenfolge, die zu ihnen gefiihrt
hat, anschanlich zu machen, so darf er, zumal bei schon vorgeschrittenen Schiilern,
eines guten Erfolges sicher sein .......

...... Vormachen hilft mehr als Vorsagen ......

...... Der Lehrer soll die Wissenschaft vor den Augen des Schiillers ent-
stehen lassen. Wie sie sich in dem Geiste des gereiften Denkers aus den ihm
einwohnenden Grundvorstellungen entwickelt and gestaltet, so soll er sie, nur
fiir die jugendliche Fassungskraft eingerichtet, darstellen und als ein organisch
sich bildendes Produkt der Vernunfttitigkeit mitteilen ... .. “1,

oo e e Er darf nicht das Einsammeln sofort oder kiinftig praktisch ver-
wertbarer Kenntnisse und Geschicklichkeiten als das Hauptziel seiner Studien
betrachten, sondern mufi vor -allen Dingen, wie man es treffend bezeichnet hat,
das Lernen zu erlernen suchen ......

Der Erfolg des akademischen Unterrichts bernht, wie Sie vernommen haben,
zum grofien Teile darauf, daf der Lehrer den Lernenden fortwihrend zu eigenér
Forschung anleitet. Dies geschieht aber nicht etwa durch pddagogische Anwei-
sung, sondern zuniichst und hauptsichlich dadurch, dafl der Lehrer beim Vortrag
einer Disziplin in seiner Darstellung selbst durch Anordnung des Stoffes und

t L. c. ,Uber die Sokratische Lehrmethode und derer Anwendbarkeit beim Schulunterrichte,
Werke, Bd. 3, p. 315—329.
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Hervorhebung der leitenden Gedanken angemessen den Lernenden erkennen lifit,
auf welchem Weg der gereifte und das bereits Erforschte beherrschende Denker
folgerichtig vorschreitend zu neuen Ergebnissen oder besserer Begriindung schon
vorhandener gelangt. Dann versiumt er es nicht, ibm die zur Zeit nicht iiber-
schrittenen Grenzen der Wissenschaft zu bezeichnen und diejenigen Punkte an-
zudeuten, von denen aus ein weiteres Vordringen zunéichst miglich scheint. Auch
einen tiefern Einblick in den Gang seiner eigenen Forschungen versagt er ihm nicht,
verschweigt selbst nicht begangene Irrtéimer und getduschte Erwartungen ... ...

(Jacorr hat den folgenden Rat gegeben: ,Nicht sich hinsetzen und Ent-
deckungen machen wollen ist der Weg, in die Wissenschaft einzudringen, son-
dern das Einzelne, Bekannte klar und durchsichtig machen, sich mit Problemen
beschiéiftigen, welche es seien, das ist ganz einerlei; auf diesem Wege findet man
die wahren Probleme der Wissenschaft und die Prinzipien, die zu Entdeckungen
fithren . ..... ).

...... Fiir Sie, liebe Kommilitonen, mégen folgende Winke geniigen. Zu-
niichst steht fest, daf es keine unfruchtbarere Beschiiftigung geben kann als
Vielerlei treiben und Nichts ergriinden; iiberdies werden Sie nur dadurch, da8
Sie einem Hauptfache ein tiefer eindringendes Studium widmen, das Wesen
wissenschaftlicher Forschung iiberhaupt verstehen lernen ......

...... Vor allem aber erfilllen Sie sich mit der Uberzeugung, daf der
der Wissenschaft hichsten Preis erringt, wer — um mit dem Dichter zu reden
— in ihr die hohe, himmlische G6ttin erblickt, nicht aber das Weib in ihr sucht
oder gar die dienende Magd.

Freilich ist Wissen auch Ehre, ist Macht, ist die Wiinschelrute, die zeigt,
wo Schitze liegen, ist der Stein der Weisen, den die alten Alchimisten nicht
auf dem richtigen Wege suchten. Darum kamen schon zu Soxrates die jungen
Ménner von Athen, damit er die Kunst ,zu herrschen iiber die Menschen sie
lehre; und so dringt sich auch in unsere Horsile eine Schar, welche Weisheit
begehrt zn allerlei Gebranch, den Schein der Wissenschaft, nicht sie selbst.

Aber alle diese bleiben — ich gebrauche ein altes Bild — in der Vorhalle
des Tempels zuriick, in dessen innerstem Heiligtum der reine Gottesdienst der
Wahrheit gefeiert und nicht den bosen Didmonen der Zeit geopfert wird; wer
dies innerste betreten will, erscheine reinen Sinnes, von lauterem Wissensdrang
beseelt und voll echter Begeisterung fiir alles Grofie, das der Menschengeist
schaftt, und fiir alles Edle und Schine, das im Menschengemiit seine Stitte hat“%

! Ansprache bei der Ubernahme des Rektorats der Friedrich-Wilhelms-Universitit zu Berlin
am 15. Oktober 1873. Werke, Bd. 3, p. 331-—339.

Acty mathematica. $89. TImprimé le 15 Juin 1923. 8



