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SUR LINTEGRATION DE L’EQUATION RELATIVE A
L’EQUILIBRE DES PLAQUES ELASTIQUES ENCASTREES.

PAR

GIUSEPPE LAURICELLA.

a Caravia

Dans ce travail je substitue, a I'équation différentielle en U relative & I’équi-
libre des plaques #*U = f(x, y), un systéme I' de deux équations différentielles
ot les fonctions inconnues u, v sont les dérivées partielles du premier ordre de
la fonction U; on doit alors intégrer le systéme I' en supposant u et » données
sur le contour.

Pour cela je développe d’abord pour le systéme I" une théorie® généralisant,
dans ses points essentiels, celle du potentiel newtonien, qui me permettra de suivre
ici une voie analogue a celle de FrRepHOLM pour le probléme de Dirichlet, et que
Jai suivie autrefois pour le probléme de I’équilibre des corps élastiques isotropes.®

Outre au probléme de Pintégration du systéme I" pour une aire finie (pro-
bléme intérieur), je traite ici le méme probléme pour une aire infinie (probléme
extérieur);, et dans tous les deux problémes je suppose que les coordonnées des
points du contour, considérées comme fonctions de I'arc, sont finies et continues
ainsi que leurs dérivées des trois premiers ordres.

Le cas du rectangle, comme de tout contour ayant des pointes, échappe a
I'analyse générale que je développe, de méme qu’il échappe & I'analyse de FRED-

' Ce Mémoire est antérieur & ma Note: Sull'integrazione dell equazione 4* V=0 (Rendiconti
della R. Acc. dei Lincei; vol. XVI, 2:0 sem., Settembre 1907); il a été envoy¢ a I'Académie des
Sciences de Paris le Décembre du 1906.

? Ici, Vintroduction de deux expressions, généralisant la dérivée normale et analogues aux
tensions de la théorie de 1'élasticité, nous guide i considérer un probleme analogue au probléne
dérivé de Dirichlet. Dans ce travail je ne traite pas ce probléme, qui pourra se resoudre en utili-
sant les resultats du Chapitre I1I1.

* Lacricsura; Alcune applicazioni della teorin della equazioni funzionali alla fisica-matematicu
Nuovo Cimento, Serie V, Vol. XIII, 1907).
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HOLM pour le probléme de Dirichlet. M. CoraLowITCH! a traité, il y a quelques
années, directement ce cas, en faisant des importantes applications numériques.
Néamoins je ne crois pas sans intérét de donner ici pour le cas du rectangle une
autre solution directe, qui est aussi susceptible d’applications numériques.

CHAPITRE 1.

1. Soit ¢ une courbe plane fermée dépourvue de tout point de rencontre
avec soi-méme et douée de tangente déterminée en chaque point — exception
faite, au surplus, pour un nombre fini de points, ot nous supposerons toutefois
que la courbe C ait, des deux c6tés de chacun d’eux, deux tangentes déterminées,
au lieu qu’'une seule.

Rapportons les points du plan de la courbe C' 4 un systéme de deux axes
cartésiens ortogonaux =, y; et désignons par ¢ l'aire plane finie, qui est renfer-
mée par C, par ¢' la portion infinie du plan, qui est limitée par C, et par r le
rayon vecteur, qui joint deux points quelconques du plan, dont les coordonnées
soient (x, ), (&, 1).

Le sens positif de la normale n & la courbe C sera toujours celui qui est
dirigé vers lintérieur de l'aire ¢ ; et Je sens positif de la tangente celui qui peut
se porter en coincidence avec le sens positif de 'axe des x par un glissement du
plan sur soi-méme, qui entraine la superposition des deux sens positifs de la
normale n et de 'axe des y.

Ensuite nous désignons par s P'arc de la courbe ¢ rapporté & une origine,
que l'on pourra choisir arbitrairement sur C, et mesuré toujours dans la direc-
tion positive, déja fixée, sur la tangente en chaque point de la courbe. De ces
hypothéses on déduit, pour tout point (z,y) de C, les rélations connues:
de _dy dy_  _de
ds dn’ gs  dn

* Sur une équation aux dérivées partielles du 4:e ordre ‘en russe) (St. Pétershourg. — Tm-

primerie de I'Académie impériale des sciences. — 1902).
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Théorémes de transformation.
2, Soit U(z, y) intégrale des équations suivantes:

U »u  »rU

3 e i — R NG .
[(dans Vaire o) AU =0+ 2580 T o f(=, y),

(1)
. dU dUdx oUdy .,
i (sur la courbe C) U =al(s), dn "z dn T iy daz”b(s)’
ou nous supposons que la fonction donnée f(x,y), des points de o, soit finie,
continue et telle qu'on peut écrire la formule de Poisson:'

(2) IS f (&, ) log rdo) = f(, );

et ol nous supposons encore que la fonction a(s) des points de la courbe C ait
la dérivée du premier ordre finie et intégrable, et que la fonction b(s) de C soit
elle-méme finie et intégrable.

Posons:
( ) (?,,U — u (,},g —
3 dx 0 dy v

u dw U U,
(4) Tt oy Ty Y
Les (1), (3), (4) nous donnent:
, du _dv 2y
" J (dans Taire o) dy =z’ A = f(x, y),
5
d dad
.l (sur la courbe ') w= b(s)gg + g%gg:al (s), v="5(s) Jz—cﬂfﬁf =b,(s),

ou a,(s), b,(s) sont des fonctions des points de C finies et intégrables.
Soient u(z,y), v(z,y) intégrales des équations (5). En vertu de I'équation:

u__ 0w
dy dx’

! Pour la validité de cette formule on trouvera des conditions beaucoup générales dans
une Note de M. T. J. T'A. Brouwica (Proceedings of the London math. society; 8. 2:a, T. 3,
Parte 5).
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on peut écrire:

G _ iU
3 U= 01:) - f):’/ )
et, ensuite,

f __oﬁ dl"'_ 2
(4 = iz (’}y—d U.

En vertu de 1’équation:
40 = [(x, ¥)
on aura encore:

(dans Yaire o) AU = f(x, y).

Les deux derniéres des équations (5) nous donnent, ensuite,

(6) (sur la courbe C) U =f{a,(s)dx + b, (s)dyy + B= %ds + B,
0 0

aU dx dy
an =) ot bi(8) 5 =0bls),

(sur la courbe ()
ou B est une constante arbitraire.

La détermination de la fonction U/ dépende des équations (3). Elles la
déterminent &4 une constante prés, et nous pouvons choisir cette constante de
sorte qu’en résulte:

(sur la courbe C) U =a(s).

En concluant, nous pouvons énoncer le théoréme suivant: Uintégration des
équations (1) peut se ramener toujours v U'intégration des équations (5), et récipro-
quement.

3. Posons:

Uilo,y) = f rlogrye de. Vi y) = Ule, y)— U, ).

11 vient, en dérivant sous le signe d’intégral,

22U, == [(ogr + 1) [(£, 1) dv;

L4

et, d’aprés I'équation (2),

(dans l'aire o) LU, =[x, y).
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On en conclut donc pour la fonction V(x,y):

(dans Yaire o) A*V =o,
(1) , av dU \
(sur la courbe C) V =a(s)— U,(s) =a,(s), in = b(s)— Ez‘ = b,(s),

ou a,(s) est une fonction des points de C, qui admette la dérivée du premier
ordre finie et intégrable, et ou b,(s) est finie et intégrable sur C. Par conséquent,
nous pouvons énoncer le théoréme suivant: I'intégration des équations (1) peut se
réduare toujours & U'intégration des équations (1).

De ce théoréme en résulte, en vertu du théoréme du § 2, le corollaire sui-
vant: Dintégration des équations (3) peut se réduire toujours & Uintégration des
équations:

. X 7 7 du, @
(dans laire u) 2 A , A=A «(,}u‘ (—ﬂ}z ;
(s) dy dx dx iy
| (sur la courbe () U, = a,(s), v, =b,(s),

ot les fonctions a,(s), by(s), des points de C, sont finies et intégrables.

Remarque I. — La fonction U,(z, y) a ses dérivées des deux premiers or-
dres finies et continues dans 'aire v (les points de la courbe C inclus); par consé-
quent nous aurons le résultat suivant: dans le cas particulier ow Uon a: a(s)=
b(s) =o0, si les coordonnées des points de C ont les dérivées des deux premiers ordres
finies et continues, la fonction a,(s) aura ses dérivées des deux premiers ordres finies
et continues, la fonction b,(s) sera finie et continue, ainsi que sa dérivée premiére;
Pintégration des équations (1) peut se réduire touwjours « Uintégration des équations
(5), oit les fonctions a,(s), b,(s) sont finies et continues, ainsi que leurs dérivées du
premier ordre.

Remarque II. — Les résultats qui précédent sont aussi valables, si au lieu
de Paire finie ¢ nous considérons I’aire infinie ¢/, et si, en désignant par ¢ la
distance du point variable & l'origine des axes, pour g suffisamment grand, f(z, y)
Pz, y)

04+8
N

peut se mettre sous la forme , ¢(x,y) restant en valeur absolue inférieur

a une quantité fixe, ¢ étant une constante positive.
Il faut observer encore que, dans le cas de l'aire finie v, I'équation:

(5} (dans Vaire o) ou_ v

porte & la condition:
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{7) j{u o8 (ny) — v cos (nx)}ds = f{al (8)dx + b (s)dy} = o,
¢ e

pendant que, dans le cas de l'aire infinie o', de I’équation

du_dv
dy iz

on ne peut pas déduire la condition (7). Alors, dans le cas de l'aire infinie o,
si lon veut que la fonction U, déterminée par les (3), soit monodrome, il faut
admettre [voir la (6)] que les fonctions a,(s), b,(s) satisfaient a Ja condition (7).

Théorémes de détermination unique.

4. Soient wu(z,y), v(x,y) deux fonctions finies et continues, ainsi que leurs
dérivées partielles des deux premiers ordres, dans l'aire ¢ (les points de la courbe
C inclus pour les fonctions u, v et pour leurs dérivées du premier ordre). Sup-
posong que u, v satisfaient aux équations:

du dv

Ju (’!v)
o =0
dy ox

a0 =4[+ 5

(5)" (dans Paire o) iz " iy

Soit y la fonction associée de 6, c’est a dire la fonction déterminée par les
équations:

ay 4 a6 d
(8) o= cF o

oz~ dy> dy  dx

1

De ces équations et de la premiére de (5)

o
|

et, par suite,

B Py Pu dy  d jdu dv v Py dy 0 (d,? 314) ]
T [u{‘m TapTay oy ?7_3"/“(7:2}} " U{O_x’+ itz T ia\am T ayl[ ]

on aura:

Ozﬁy

dy dz

4 (0w dv __fl’u d*y i)(?. (’Iﬁo g’_u_dz
) dat " dyt dx dar Gyt Ay’

6}

(dans Uaire o)

_9 (‘7” ‘7“) _ Py #v 08 0w Bv iy
“ Az \0x dy _('iha:’*-('?y’_ilyaa:c’ dyt iz’

[

Cette formule nous donne, au moyen d’intégrations par parties,
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_ ﬁn) du dudvp dv dudv
o f{ _x@_ﬂay ???,; +( ) Xz Wi@}d o+

"’ d d d
+ ’ [u{z 0—?,003 (ny) + ;%Zcos (nx) — x cos (ny) ——(T;cos (nx)} +

do Jv du .
+ 17{2 55 908 {(nx) + @cos (ny) + x cos (nx)——%cos (ny)Hds,

et, en vertu des (5)",

d
(10) 0=2f{1_’—;)2+ f—,g)!-l—

T

du \
‘dx ”y) }dO‘ + 2 (uX + v Y,)ds,
C

ou l'on a posé:

1 (du ﬁv du 1

(11)
du

le—c(z + - /)cos(nx)+ ((IJ dt)cos(ny)

La formule (10) est aussi valable si, n’étant pas surs de l’existence et de la
continuité des dérivées du premier ordre de % et de v sur la courbe C, on sait
que les expressions X,, Y,, calculées dans les points d’une courbe (' paralidle a
C et intérieure & o, tendent vers des limites déterminées et finies, lorsque la
courbe C' s’approche indéfiniment & C.

1° Supposons avoir:

(12) (sur la courbe O) U=v=0.

La formule (10) nous donne:

du_dv u Oy,

dy dx 00 adx ay’
et, par suite,

u=hx+k, v=hy +7,

ou h, k, j sont des constantes. D’aprés cela, eu égard & Uhypothése (12), on aura:

(12) (dans laire o) w—v=o0.
2° Supposons avoir:

(13) (sur la courbe C) X,=—dcos(ny), Y,== d cos (nx),

ot 0 esl une conslante donndée.
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Pans ce cas la (10) dévient:

[Du)\? dv\® 10w dv\*|, . .
o:zf{((—ﬁ/) + ((’Tx) + 2 \aa " iy }do———dl[{u cos {ny) — v cos (nx) } ds;
a C

dont, en vertu de la (), qui est une conséquence de la premieére des (5)", en
résulte :

(x3) (dans Taire o) =hx + k, v="hy + j,

oit h, k, 7 sont des constantes arbitraires.
5. Supposons avoir:
du Ov

11 | Y ! hil g ¢ 2 —
(5) (dans Paire o) iy iz’ A0 =o,

et supposons encore que, pour o suffisamment grand, les fonctions u, v puissent se

o(x e, . oz, y)

(@, 1) et leurs dérivées du premier ordre sous la forme f,,,;;,?l, \
4

~

metire sous la forme

¢ (x, y) restant en valeur absolue inférieur ¢ une quantité fize.
En se servant de la formule (10), on démontrera, & aide de raisonnements
bien connus,

, N N S T S U B ) o P PO
(IO) 0 = ~/ { (7’—]/) + 5}) -+ 2 %—(Ty) }d(i ..f‘('I,LX, + ’U‘Y‘g)d‘?.
o ¢
3° On ait:
(14) (sur la courbe C) U=V=0.

De la (10), par un raisonnement analogue & celui employé au paragraphe
précédent, on déduat:

{14) (dans Yaire o) *=v=0.
4° On ait:
(15) (sur la courbe () Xy=Y,=o0.

On trouve, & cause de la (10),
(dans laire o) w=hx + k, v=nhy +3,

ot h, k, j sont des constantes; et, par conséquent, en se rappelant que u, v
s’annulent & Vinfini, on awra:
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(15) (dans Yaire ¢') W=7y — Q.

6. Des résultats 1° et 3°, que nous avons établis précédemment, on deduit
les deux théorémes suivants: ’

a) St les équations (5), ol les fonctions a,(s), b,(s) sont arbitraires, mais assu-
jetties a la condition:

f{a1 cos (ny) — b, cos (nx)}ds = o,
7]

admettent une solution, celle-ct sera unique.
b) 8¢ les équations (s), o Von remplace ¢ par o' et o les fonctions a,(s), b,(s)
sont absolument arbitraires, admetient une sclulion u, v, telle que, pour ¢ suffisamment

gz e, .
grand, les u, v peuvent se metlre sous la forme L{;_y,) et leurs dérivées du premuer ordre

sous la forme TQ;;J/_)

y @(x,y) restant en wvaleur absolue inférieure @ une quaniité

fize, il w’y a aucune autre solution, qui jouit des mémes propriéiés & I'infini.

Extension des formules de Green.

7. Soient u, v; u/, v deux solutions des équations:

du dv

(16) i}y=075’

0;

£ — 1 (‘ﬁ‘ + ‘,7—")

gz  dy

et supposons que les fonctions wu, v; u/, v' soient finies et continues, ainsi que

leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, dans l'aire o, les points du

contour € (formé par une ou plusieurs courbes fermées) inclus pour les u, v, o/,
v et pour leurs dérivées du premier ordre.

On aura, & laide d’intégrations par parties et en vertu des équations (16):

T G ax+i(f7u_"’l) n
*‘J VP (/y2_@ dy\dy iz
g

+ v,{oev‘ TN S (‘L”—Qi‘)}]dc

dxt " dyt ' dx de\dx  dy

. 0%y 4 Pu' Ay 9 du dvy) N
02 Ty Ty T @(7;}, 035)[
G

Acta mathematica. 32. Tmprimé le 3 février 1909. 21
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v P2 Ay @Y 0
+”{W+Tyf+ﬁx+«‘7}é(ﬁ-@)”d6—

— —f(u’X, + v Y)ds +f(uX'8 +vY',)ds,
CV

ou Pon a désigné par X',, ¥', les expressions (11) calculées pour les fonctions o/, v'.
Soit p=(&, 1) un point arbitraire de 'aire o, éJoigné du contour C. Déeri-
vons autour de p une courbe (', intérieure a4 ¢, et désignons par ¢, laire finie
limitée par C et C'.
Les fonctions:

P ] (7_1)? . Ordr
(18) W =logr + t”ﬂ”, ,

~ iy’

ot r=V(@—E)?2 + (y—r)?, satisfont dans laire ¢, aux équations (16) et obéis-
gent aux conditions de continuité et de dérivabilité imposées aux fonctions «/, v/,
qui apparissent dans la formule (17). Pour la fonction harmonipue 6' et pour
son associée ¥ on a:

du' 3 dlogr dlogr
r_ Y% vy _,v9%Tr r -
0-(’)75 dy 279z * dy
et ensuite:
g [0} dlogy o lrirdlogr,
(x9) X’_Z(f)y) dn ’ Y= Z(Ixily dn

Nous pouvons appliquer la formule (17) au cas de l'aire ¢,, et nous aurons:

~

o=f(Xsu' + Yo' — X'su— Yv)ds — ’(X,u' + Yo' — X'yu— Y')ds'.
5 o)
Mais la courbe (' est arbitraire et nous pouvons la varier de sorte que

laire 0 — 0, soit aussi petite que I'on veut. Ainsi, on trouvera, par des considéra-
tions bien connues,

I
25F
c

(20) u(§, r) = (X + Yo' — X'su— Y'0)ds.

De méme, en introduisant les fonetions

,,__(77‘ or

/ dr "__ dr\*
(18) T v =logr + (17y) ,
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on aura:

(xg) Xly=—2 —— =20 Y=o

dr\*dlogr
(}x) dn ’

et, par suite,

(20) v(& )= 2

Iﬂr { (Xo' + Yo' — X"su— Y'yv)ds.
¢

8. Les formules (20), (20)' sont parfaitement analogues & la formule de Green,
bien connue. Klles sont aussi valables, si au lieu de laire finie ¢ on considére
laire infinie ¢' et si, pour ¢ saffisamment grand, les fonctions u, v, quelles doi-

?(z, y)
¢

vent représenter, peuvent se mettre sous la forme et leurs dérivées du

, ¢(z,y) restant en valeur absolue inférieur &

premier ordre sous la forme (p%;—l)

une quantité fixe.

Les formules (zo0), (20) sont aussi valables si, n’étant pas surs de 'existence
et de la continuité des derivées du premier ordre des fonctions u, v sur la courbe
C, on sait que les expressions X,, Y,, calculées dans les points d’une courbe ('
paralléle & C et intérieure a4 ¢ (ou & ¢'), tendent vers des limites déterminées et
finies, lorsque la courbe C' s’approche indéfiniment & C.

9. Faisons quelque application des formules (20), (20)".

Nous avons trouvé au § 4 (2°) que les fonctions:
u,=hz+k, v, =hy + 7,

ou h, k, j sont des constantes arbitraires, forment une solution des équations
(16), et qu’'on a pour les valeurs des expressions (r1), qu’y correspondent,

(21) Xee — § cos (ny), YV = d cos (nx),

ou 0 est une certaine constante. Cette solution obéit aux conditions, que nous
avons posées, pour la validité des formules (20), (20); de sorte que nous pour-
rons écrire:

h& + k=—2iﬂt} {(he + ) X's + (hy + j) Y',}ds—-»fzd!_rﬁu' cos (ny) —v' cos (nx))ds,
¢ ¢
I

An+ j= —z%f{(}m + X+ (hy + DY ds— zd-:if‘{u” cos (ny) —v" cos (nx)jds.
C

C



212 Giuseppe Lauricella.

Remarquons que les solutions ', o' et u", »" des équations (16), données
par les (18) et (18), satisfont & la condition (7)!; par conséquent, nous pouvons
écrire encore:

Z

Bt h—— ;-f{(hx VX 4 (g + ) Vi) ds.
C

[{(hx + B)X"s + (hy + 1) Y')ds .
o

I

Obsérvant que les constantes k, k, j sont arbitraires, on obtient:

[ §= — OIT[ /(xX,s + Y }"'3)(1-5‘,
¢
(22) d
C
1:»—L’X',ds, I__:___,,I‘,/y”sds,
2 :T' 2 ff'
C C
(23) . R
Q= — I ]Y’sds=———1~/X”,ds,
27 2:r
C C

ol z, y représentent les coordonnées des points de C; §, r représentent les coor-
données d’un point quelconque de l'intérieur de o.

10. Désignons par u, v une solution quelcongue des équations (16), consi-
derées dans Paire finie ¢. L’application de la formule (17) aux deux solutions
u, v; u,, v, des équations (16), nous donne:

f(ule-i- v, Y,)ds :f(ztngl) +oYW)ds =—0 /{u cos (ny) — v cos (nx) )y ds,
c c :

d’ou résulte, en tenant compte de la condition (7),

ﬁulX, + v, Ysds=o.

C

! Ponr s'en assurer il suffit d'observer que au point p les fonctions ', ¢’ deviennent infi-
nies comme log 7, et que les fonctions v/, #” sont partout finies.
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Enfin observant que les constantes A, k, §, qui apparissent dans les fonc-
tions u,, v,, sont arbitraires, on parvient aux formules:

fX’dS ::fYSds :Tf(st + yys)dé‘"—“'o.
C c C

CHAPITRE II1.
Extension des théorémes sur les doubles counches.

1. Supposons que la courbe fermée ' admette une tangente déterminée en
chacun de ses points. Désignons par m le nombre maximum des points d’inter-
section d’une droite quelconque du plan avec la courbe C; par z, y les coor-
données des points de C'; et par &, n les coordonnées d’un point quelconque du

plan de C. Posons, comme au Chapitre I, r=V(x—&)*+ (y—1)% si le point

x

(§,7) n’appartient pas & C, pendant que nous poserons ¥ =V{@—E)P + (y—r)3
si le point (&, 1) appartient & C. Et encore, désignons par p le point de coor-
données &, r, 8’il appartient a l'intérieur de Vaire finie g, désignons-le par p', 8’il
appartient & 'intérieur de Plaire infinie ¢'.

On a, comme il est bien connu,

ar’ 2cllo;!;r dr gdlogr' o v dr'dlogr’
(x) ’(dx) f*” g8 ===, fdx dy dn ds =

o}

dy!  dn 2

et encore, pour les points p!:

dr\*dlogr ,  ["[ir\td logr ‘drirdlogr
(2) f((?x) ‘d‘;nﬁds ( (dy) “dn BT ((/ul_/*an ds =o;

C c c

pour les points p':

' ar\d logr . (77' ’dlogr - "‘(71‘(77’d]9%l’ =
(2) /(dx) ds dy “dn 0T ’(/x(/y an” #=

¢

Enfin on aura pour toutes posmons du pomt ( ;) sur le plan de C,

: Comparer avec les formules {(23) du Ch: lpltre L
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9o\ 2

f(ﬁ) ds <2.tm, f((?r)
dx) dy|

C b

dlogr

ds < z:ixm,
dn -

J

2. Soient u(s), v(s) deuxr fonclions finies et continues des points de la courbe
C, données arbitrairement. Considérons les intégrales:

drird logr ds < 2em.

[ U, r)~——+ f(X*‘ u + Y, v)ds,
c

(4)
V=" f(X”su+ Y",v)ds,
c
ou X',, Y, X"s, Y", sont les expressions données par les formules (19), (19)' du
Chapitre L
Soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit. En vertu de la continuité
de « et de v, nous pouvons déterminer, pour un point quelconque s,= (&, #') de C,

une portion C, de C, ayant le point s, dans son intérieur, et tel qu’on ait, pour
tous ses points s,

lus) —u(s)|<e,  Io(s)—v(s)]<e.

Par conséquent, & cause des formules (3), on peut écrire:

{5)

= [t =i + Yote) vt 1 1ds | < Sme,
Cy
quel que soit le point (£, r) du plan (les points de C inclus).

On a identiquement:

Uls, )~ _ulss f X'.d y' ds —

it

é
(6) :i} (X {uls) —u(sy) j + Y (v(8) —v(s,)}]ds =

u 8°)f"X;.d ”ny' ds—
¢ ¢

Vi
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— = L Culs) — usy)} + Y'y{o(s) — v(s)})ds —

c2¢,
(6) .
— ;ﬁX’s {uls) —u(sy)} + Y's{v(s) — v(s,)}1ds.
C,
Posons:
. ar' tdlog ! , _ ar 2d10gr’
(s, ) =2 (@) g Pss)=2 (6‘92) T
(7)
- . dr'dr'dlogr
B(3, 8) ='(s, 8,) = —2 ir Ty e

et observons qu'on peut décrire sur le plan de C, de s, comme centre, avec un
rayon suffisamment petit, un cercle, qui ne contient aucun point de ¢ —C, dans
son intérieur et tel qu'on ait pour un point quelconque p ou p' de son intérieur:

: ﬁx', {us) —u(sy)} + ¥'a{v(s) —vis)}]ds —
cte,

- f L8, 80) {() — (8} + B8, 8) (o) —v(so)]ds | <.
c-c,

On aura donc, & cause de la (5),

| [0y — ey + ot — vty da—
C

_;I}A[a(s, 8o) {u(8) — ul8,)} + (s, &) (w(s)—v(s,)}1ds| <& + 16me;
g

et, par conséquent,

Hm < (X {uls) — u(s,)} + ¥y {w(s) —v(s,)}]ds —
P=S50

¢
= ;tf[a(s, 8o) {u(s) — uls,)) + B(s, 8o) {v(8) —v(s,)}]ds,
¢

(8)
lim ﬁX’s{u(s)—u(so)} + ¥ o(s) — v(se))]ds =

=%
C

=£f[cr(s, 8o) {u(8) — u(8,)} + B(s, 8) {w(s) — v(s,);]ds.
¢
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Les (1), (2), (2)' nous donnent:
——:?[a(s So)ds =1, wrﬂlr-fX’s(p)dsfz, H;;Ir Xy(p)ds=o,
(& C
— f Y',(p)ds — o

C

1
o]

T

ﬁ?(s, s,)ds = o, — :;fY’,(fp)ds =0

C
par suite, on aura des (6), (8)
~
lim UE )= 2u(s)— > Tt s )l (s, 50 fo(e) — (el ds—
¥ 0 &
(o) —u(s)— > f fals, s)uls) + 3s sy v(s)) ds,
&
lim U(&, ) =—u(s,) — E{f‘{a(s, s, u(s) + (s, 8y) v(8)yds.
p'=30 ot
(4
De méme, on obtient:
lim V(&)= ov(sy) -—fi {{a’(s, s,y u(s) + 3 (s, 8,y v(s)}ds,
DP=so o
C
(9)
im V(&) = —o(s) — & [{c'(s, 50 u(e) + (5, 8,) v(s)} de.
o]

p'=s0
Les formules (9), (g) sont parfaitement analogues & la formule de disconti-

Y, 90X
dr,  dE

nuité d’une double couche.
3. On vérifie aisément les relations sulvantes:
X', Y, _ax
’ ar 13

X'y 0Y,
(z0) Gy = 9E = ¢
aX', 0X'y _ddlogr @Y, aY", _ 0 dlogr
3 + on —2(7:.2:?{77’ ds T dy T Ty dn
d dlogr
)w_(/i;?,‘ 'U(S)} ds,

aU  av 2 ("{d dlogr
YT T f {;ig‘d%‘ w(s) + 5
Cv
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dont il résulte que les fonctions U(&, 1), V(&,1) sont intégrales des équations:
(1) N
. >

La fonction associée de O, c’est & dire la fonction X déterminée par les

équations:

pourra s’éerire:

Désignons par n, la normale au point s, de la courbe C; supposons le

point (&, n) éloigné de C; et posons:

- 1{0U aV U 1
P&, n)= by (5—&———0—']) cos (n,x) + (W_EX) cos (n, y),
aV 1 av aU
Q& 1), = (—Jg + EX) cos (n,x) + E(W—E) cos (n,Y).
On a:
ey _ (T OV iU 1 -
P(,,n)o—(za m})cos(nox)—!— (%—EX cos (n,y) =

_[_x (] dlogr d dlogr 1 (f{0X" iY",
__[ y_rf{dg d7u+—077_dn—v}ds+ :[f( ir U+ o v)ds]cos(nox)+
C C

x [{0X's Y, 1 ([0 dlogr 0 dlogr
[—;J( in u+ p v)ds—;f{il_r-d;r u——‘,}—sqn—v}ds] cos (n,y).
C

C

-+

N

A cause des formules (10) et des rélations:

d d
cos (n,xz) = (d—z) == (Zyé) = —co08{s,¥),

cos (nyy) = (g—z)hm = (C%)swo = co8(s,%),

et en introduisant les notations:

Acta mathematica. 32. Imprimé le 2 février 1909.
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d
ok

J d
7E cos (s,x) + - o cos (s, ),

d 4 d
. cos (n,x) + P cos (n,y), ds,

on a encore:

1d (dlogr 1d (dlogr
P& m= zdnof“a;r“d”;agv “dn T
c

c

1 [[dX", Y, .
_;f{ 7 )+——0.§ cos(sox)}uds
C
1 H
—;[{ady (?Yg cos (s, )}vds=
¢
_1.d [dlogr 1d {dlogr
~ " wdn, | dn uds+;r¢i_% 7n—vd8+
C C
2d [drdrdlogr _2d (ﬁr)zdlogr
st; drdy dn ud wds, | \dx/ dn vds.
d C
Pareillement on aura:
__1d dlogr Id dlogr
C
2d (fdrdrdlogr 2d (ﬂ_r)gdlogr
Tnds,| dziy dn "% oy dn w98
C

4. On vérifie aisément les identitées suivantes:

d dlogr d dlogr d dlogr d dlogr

dn, dn ~  ds, ds ' ds, dn  dn, ds ’

d (0r0rdlogr) drdr d dlogr dlogr d ((77*0r)
ds, \0xdy dn dx dy

dxdyds, dn dn ds,
_Ordrddlogr dlogrd ﬂrar)_g((zl'ﬂil_og;)
((}xdy

T dxdyds dn, dn, ds

ds\dz dy dn,

d ((7r)2dlogr (01’)2d dlogr d]ogr ir d (ﬁr)
ds, | \dz] dn ds, dn dn 2 9xds, \Ux
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_(ﬁ_r)”ii_dlogr dlogr 0rd((7r) d (ﬂl‘)’(j_l()g_r
o ds dn, dn, 2 Gz ds \Gx) ~ ds \ox dn,

a (0r>2dlogr d ((7r)”dlogr )
ds,\\dy/ “dn | ds{\dy/ ~dn,
Par suite, on peut écrire:

1d (dlogr 1d (dlogr
PG o= ﬂdsof—dT“dH;M Tds T
e

d (drdrdlogr d Or)gdlogr .
+ fds{%@?no } uds _*fds{((}x dn, vds;
C

C

et, si 'on admette que les fonctions u(s), v(s), des points de la courbe C, aient les

dérivées du premier ordre (fiu Z partout finies et continues, en résultera, a laide
d’intégrations par parties,
1d du 1 d
P(g’n)":—f‘r&s_o log 7~ ds— ~dn flogr ds—
¢ o}
drdrdlogrdu 2 (@)’@_Io_g_ﬂ_ifd
Za}@—dﬁ:a}d‘? f(?x dn, ds "%’
¢
et ensuite:
_ dlogr du 1 [ dlogr dv
P 77: “ds  ds ™ Ef dn -%ds+
c (]
drdrdlogr @—Lds (r?r)”dlogrgl_y s —
drdy dn " ds dr| dn ds
C C
1 (du cos(rs) —cos (rso)ds_ 1 {dv cos(rn)—cos (m")ds—
ds r | ds r
C C
du dr dr cos (rn)— cos (rn,) dv(«?r)’ cos (rn) — cos (rn,) d
i ds 3,
dsdxdy r ds\dx r
C
ol:
o or ) —= €08 (8,) — 07 008 (8,9)
cos (r8) = —cos (sx) + d—gcos (sy}, cos (r8,) = —0§ A in oY)
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dr ar ir ar
cos (rn) = 72 ©08 (nz) + Ty cos{ny), cos (rn,) = — 7E cos(n,x) — 5;} cos (n,y).
Il ne sera pas inutile de rappeler que le point (&,7) est supposé toujours
éloigné de C.
5. Supposons maintenant que les coordonnées des points de C, considérées
comme fonctions de s, soient finies ef continues, ainsi que leurs dérivées des deux

. R . . du dv
premiers ordres. Alors, & cause de la continuité des fonctions ds’ ds* " peut

affirmer que les expressions:

r

du cos (rs)— cos(rs,) dv cos(rn) — cos(rn,)
ds' % g ds,
Cl

ds dx dy r
4]

dudrdr cos(rn) — cos(rn,) dv [0r\? cos(rn) — cos(rn,)
. ‘ ds, =] "2 ds,
ds \dz r
c
tendent uniformément vers des limites déterminées et finies, lorsque le point (&, 7),
toujours éloigné de C, s'approche indéfiniment du point s, de C, suivant une direc-
tion quelcongue. '

En effet, remarquons d’abord que I'on a:

2 8in

(rn) + (rn,) . (nn,) . (1)
2 M T g ) my)

—_— . M

cos (rn) —cos (rn,)

r 7 r 7 2 r

et, si nous supposons, pour le moment, que le point p (ou ') soit sur la normale
n,, on pourra écrire:

(nn,)

sin

cos (rn) — cos (rn,)
r

(rn) + (rn,) sin (rn,)
2 sin (1 n,)

]
2

Des propriétés admises pour la courbe C, en résulte, qu’on peut fixer un
nombre positif 4 tel que I'on ait, indépendamment de la position de s, sur C,

singﬁgi)
e <A.
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En outre, si 'on donne un nombre positif 7 inférieur & I'unité et un nombre
positif & arbitrairement petit, on peut fixer, indépendamment de la position de
s, sur C, un segment ¢ tel que, pour la portion C; de C, dont les points ont de
n, une distance non supérieure & d, on ait:

. A.
/ > q PR _
fsin ("' n)| > =, r /ds<3,

R . dv -
ot M est le maximum des valeurs absolues de ds Alors nous pourrons écrire:

dv _cos(rn —cos(m0 dv _cos (r'n) — cos (r'n,) £
<— 5 —ds{<

r 1

En dépendance du segment d, déja fixé, et indépendamment de la position
de s, sur C, on peut fixer, ensuite, un autre segment &' tel que pour ps, <d'

(ou pour p's, < &) Pon ait:

dv cos(rn)—cos(rn dv cos(r'n)—cos(r'n 3
(rm)—con(rm) 5, cos (') | ¢
ds’ r

c=¢,

Par conséquent, nous pouvons éerire, pour p (ou p') sur n, et pour ps, <49,
(ou pour p's, < §):

|fdv cos (rn)——cos(rnu)d dv cos(r'n)— cos (r’ﬁQd

Ts - 3|<e.
C

Eu égard a l'indépendance du segment &' de la position de s, sur C, cette
formule nous porte & conclure que 'on a:

P=3

C

limfg—i—,‘ cos (rn) — cos (rno) —lim dv cos (rn) — cos (rn,) ds —

r pmse ) ds r
c

dv _cos (r'n) — cos (r' 7lo)d3

ds’ r' ’
C

lorsque le point p (ou p') se rapproche vers de s,, suivant une direction quelconque.
De méme Uon aura:
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du cos (rs) — cos (rs,) ds — lim /du cos (rs) — cos (r8°)ds=

p-so ; Im )G ;
c
du cos(r's)— cos (1! so)d
ds’ ¥y
C
. dudrdr cos(rn)— cos(rn,) "dudrdr cos(rn)— cos(rn,)
lim | 2227CT. ds =i / erer ds —
p=s, | d80T 0y r | dsdziy r
C C
_ dudr' dr cos (r’n)~cos(r'n.0)d8
Isyx—@_ ¥ ’
(/'
6. Introduisant la notation:
— — cos (rn,
A(é',??)o:—— %@g cos {rs) rcos(r )ds—— fgz cos (rn) Tco ( )d9—~
0
2 (‘dudrdr cos(rn)— cos (7n0)d3—l~ fdv(ar)” cos (rn)~ cos(rno)d
dsdx iy r ' ds\dzx r
C C

on peut écrire:

(12} lim A(§, ), —lim A(&, 3), =o.

P=% =%
. ; . du
En outre, si dans les (g)' nous remplagons les u, ¢ respectivement par ds

dv . . -
Ts’ et sl ensuite nous retranchons, on déduit:

t . Qﬁ‘dlogr.m ar gdlogr dv 1
},lf,t ] dxdy dn (:)x dsds
c
(13)
— tim {2 [0 .41(5!@2“_, (f’r)*fﬂo_gr LCFA :2(@)
Pz, drdy dn ds dr} dn ds A5} sms,
C ¢

On a encore, comme il est bien connu,

. I {dvdlogr . dvdlogr (@ )
) o) ds dn ds—,},‘.’.’infds dn = ds),_,,
¢ ¢
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Enfin, si 'on fait la supposition que la fonction u(s) ait la dérivée du deuxiéme
ordre finie et intégrable, on obtiendra, au moyen d’une intégration par parties,

dlogr du,
f ds ds™ f‘o" ra 0o
C c
et, par conséquent:
dlogr du dlogr du
(x5) },Lson ds d —,}:_,ofv T ds d §=0
C c

Des (12), (13), (14), (13) en résultera:

(16) lim P(5,17)0—hm P& 5),=o0.

D=$5 P'=5%

C’est la formule que nous voulions établir.

Pareillement, si 1'on suppose que la fonction v(s) ait la dérivée du deuxiéme
ordre finie et intégrable, on aura:

(16)' lim @(§, 1)y —lmQ(§, 1)y =0o0.
=% D=3

Nous pouvons résumer les résultats obtenus en énongant le théoréme: si
les coordonnées des points de C, considerées comme fonctions de s, sont finies et con-
tinues, ainst que leurs dérivées des deux premiers ordres, st les fonctions u(s), v(s)
ont les dérivées du deuxiéme ordre finies et intégrables, on aura que les expressions
P&, 1)y, Q(&, 1), tendent uniformément vers des limites déterminédes et finies, lorsque
le point (§, 1), toujours éloigné de C, se rapproche indéfiniment du point s, de C,
suwant une direction quelconque; et les limites qu'on obtient, lorsque le point varia-
ble (5, 7) appartient & o, sont égauxr aux limites qu'on obtient, lorsque le point varia-
ble (&, v) appartient a o',

Ce théoréme est parfaitement analogue au théoréme sur la continuité de la
dérivée normale d’une double couche.

7. 1l faut observer que la condition de l’existance et de l'intégrabilité des
dérivées du deuxiéme ordre de u(s) et de v(s) sur C, a été introduite pour éta-
blir la (15); pendant que pour établir les (12), (13), (14) il suffisait supposer que
les dérivées premiéres de w(s) et de v(s) fussent finies et continues. Par suite,
si Pon suppose que les dérivées du premier ordre de u(s), v(s) soient finies et
continues sur C, on pourra démontrer pour les expressions:

d 1 d . dl d
(1) P& o~ T8 Ghds, @), — X [L87. 00 as
C

C
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le méme théoréme énoncé plus haut pour les expressions P(§,1),, @(5, 1) A
fortior nous pouvons énoncer le résultat snivant: si les fonctions u(s), v(s) des
points de la courbe C sont finies et continues, ainsi que leurs dérivées du premier
ordre, et si les expressions (17) admeltent des limites finies, lorsque le point (§, 1)
de ¢ (ou de o') se rapproche indéfiniment du point s, de C, suivant une direction
quelcongue, ces expressions admetlront les mémes limites, lorsque le point (§,7) de
o' (ou de o) se rapproche indéfiniment du point s, de C, suivant une direction quel-
conque.
8. Ce théoréme vaut aussi pour 'expression:

1 (dlogr du
Bzif_c'l}—'d&ds'

c
En effet, supposons, pour le moment, que le point p soit sur la normale
n,; et prenons pour origine des axes le point s, pour axe des z la tangente au
point s, de € et pour axe de y la normale n,.
Observons, avant tout, qu'on peut {ixer, indépendamment de la position de
s, sur C, un segment ¢ tel que, pour les points de C, qui ont de n, une distance
noun supérieure & d, on ait:

y={(a + &)z?, cos (ys) = (b + &)z,

ou a et b sont des constantes finies, et ol ¢ & sont des infiniments petits par
rapport a .

Ensuite, ayant donné un nombre positif «, aussi petit qu’on veut, on peut
fixer, indépendamment de la position de s, sur €, une portion €, de C, qui con-
tient le point s, dans son intérieur, et telle que la distance de ses points de =,

\

soit non supérieure & § et que l'on ait:

du

1
j‘f ds ds<a.
1
En posant:
ro=a*+1
on aura:
e a® + 1° l2zym—y*] l2y(n—9) + 9]
— = < SO A SR ~ A R, Vg J7 " J 1
’.2 x2+1]_2+y2__2y"7¥1+ 1'2 I+ 7.2
2 2
<1+2z|Y +(Q) =(I+ 4 ) ;
xr Z Zf

et, par conséquent, pour tous les points de C,,
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r’
;%={1 + 0] (a + &) x|},

oll & est une quantité qui dépende de = et qui est comprise entre —1et 1. On
pourra donc écrire:

d 1 d
B [Llor g,
G d " d
-— x u
=%f{%cos (s2) + 2 - 1 cos (sy)}d—gds“—'%] 008 (s2) g @8 +
+ % [feo1e+ ozl + (e + 01t cos (am) + L0 + )2f o

1

Par suite, ayant donné un nombre positif 8 arbitrairement petit, nous pouvons
fixer, indépendamment de la position de s, sur C, une portion C, de C, qui
contient s, dans son intérieur, et telle que I'on ait:

B, (p) =—:;f%cos(sx)%1—:ds+0,cﬂ,
L2

ou ¢ est une constante finie et positive, et ol 6, est compris entre —1 et 1.
De méme on aura pour le point 2/, si l'on suppose p'=(o, —1),

N L [dlogr du, 1 [z du /
B, (p')= fds -dsds—n T;cos(s.’v)dsds+0,cﬂ,

T
Cl Cl

ou ¢, est compris entre — 1 et 1. On a donc:
) B, (p) — B, (p) = (6,—0',) ¢ 8.
Ayant posé:
_ (dlogr du
B,— —ds -%ds,
C"C1

on peut fixer, en dépendance du segment 6, fixé plus haut, et indépendamment
de la position de s, sur C, un autre segment o' tel que, pour |5|<d’, I'on ait:

| B, (p) — B, (p')| < 8.

En concluant, nous pouvons écrire pour |5|<d':

[B(p)—B(@)|<(2¢+ 1)8.

Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909. 29
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Eun égard & Pindépendance du segment ¢' de la position de s, sur C, cette
formule nous porte & conclure, comme nous voulions I'établir, que si l'ex-
pression B admet une limite déterminée et finie, lorsque le point (§,7) de ¢
(ou de o¢') se rapproche indéfiniment du point s, de C, suivant une direction
quelconque, elle admettra la méme limite, lorsque le point (&, #) de ¢' (ou de o)
se rapproche pareillement indéfiniment du point s, de C, suivant une direction
quelconque.

Ce résultat-ci et celui du numéro précédent nous donnent le théoréme
guivant: si les fonctions u(s), v(s) des points de la courbe C sont finies et continues,
ainsi que leurs dérivées du premier ordre, et §'il existe une des limites qui appa-
raissent dans la formule (16) [ou dans la formule (16)], existera Uautre limite, qus
apparait dans la méme formule, et les deux limites seront égauzx.

Avec des considérations plus compliquées, nous pourrions démontrer le
méme théoréme par des conditions moins restrictives sur la nature des fonctions

u(s), v{s).r

Extension des théorémes sur les simples couches.

9. Soient ¢, (s), ¢,(s) deux fonctions finies et continues des points de la
oourbe ¢. Formons avec ces deux fonctions les expressions:

uy (&, n)——~f {log7 + 6 )}fp.( >+§;;’;w, (s)]

A2
v (§,9) = —Hf gr(;?;% s)+{logr+ (;7—5) }'7"1 (s)]ds.

Les fonctions wu,(£,7), v, (£, 1) sont finies et continues dans tous les points
du plan de C, dont les coordonnées £,7 sont finies; lorsque le point variable
(&, n) s’éloigne indéfiniment sur le plan, elles se comportent, en général, comme
log ¢.%

On peut vérifier aisément que les fonctions u, (&, %), v, (&, 1) satisfont aux
équations:

(18)

Ou, v\ _
T = TR, 4201=42((’E + ) o,

et que la fonction associée de 0, est:

1 On peut voir: Liarousorr. — Sur cerfaines questions qui se rattachent au probléeme de Di-
richlet (Journal de Mathématiques pures et appliquées, s. 58, t. IX, 1898).
* Rappelons qu'on a désigné par p la distance du point (£, 7) & l'origine des axes.
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1o (6 m) = w‘} (0logr 1—0150§T‘/’x)d

10. Considérons les expressions:

.. 1 jdu, dv
U, &, N)o ::E (“a? - (7']) cos (n, &) + (— __71) c0s (1, y),
(19)
d du
Vol 1l — (g2 + S cos (mge) + £ (52— T cos (e
En posant:
) d1o il
X =z () { e c0s np3) + 2 oos (noy)}
. , dr dr (01 a1
V(& = X8 )y —2 5 T os g + B cos ()]
Y&, n)y =2 ((7 a,) {0 370?7 cos (n,x) + dg)’;g " cos (n,og/)} ,
on trouve:
U o=, [ s+ ¥ (61w s
ViEme=—= } (X" E o + ¥ (E ) v} ds,
é'
ou encore:
U (& n)= % ((X’s o+ Y, )ds—
x

227

— U+ X S g+ (Y Y G i ds,

C

V, (&, "7)0 = /IE} (Xna(h + Y's¢,)ds —
g .

J[fx" + X" E @ + 1Y+ Y(E, oy W] ds.

¢
Les intégrales:

A’l (§’ 7])0 = _;I;f[{X’: + X (:C, ’])0}(p1 + {Y': + Y (:C: 7])0} 1//1] ds,
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B (6, =— % [0+ X5 i+ T+ X153 1o
C

sont de la méme nature que Pexpression A (&, 1), du § 6; par conséquent, si
nous supposons que la courbe C satisfait aux mémes conditions du § 5, on

aura: ]
lim ‘All (§, 72)0 = ]'in:oA’x (&, 77)0 == A'x (o),
p -

=%
hm B,l (§5 7;)0 = hm B!l (§: 7])0 = Bll (So),
=8 =g

ou 4',(s,), B (s,) désignent ce que les expressions A, (§, )., B, (£, n), diviennent
au point s,=(&,7) de C.

On vérifie aisément que les valeurs des expressions X'(&,7),, Y'(§, n),
X"(&n)y Y'(§, %), au point s,=(&,%), quel que ce soit, sont respectivement
égaux & ce que déviennent les expressions «(s, s,), 3(s,8), «(s,8,), £'(s, 8),
lorsque I'on échange s avec s,. Par conséquent, si on désigne par U, {(s,), V,(s,)
ce que déviennent respectivement les expressions U, (§,7),, V, (&, 7), au point g,
de C, on pourra écrire:

lUl (85) =—~%f{a (8ps8) o, + 3 (805 8) wl}d8>
C
(20)

V,(8) = "";I'r } {al (o> 8) O, + ' (80, 8) lva}dS;
¢

A (o) ==, [T (0, 0) + (o 9D + 00 (5,00 + 8 (o0 ) Wi1do,
c

le (8) = — %f[{a’ (8 80) + o (S5 3)}‘}’1 + {/3’ (s, 8) + ﬁ’ (84 8)} lp:]ds;
C

et encore, en vertu des formules (g), (¢'),

(21) lim U, (§, 77)0 =—,(s,) + U, (s,), lim V, (&, 77)0 =—1 (s,) + V,(8);

P=3% =%

(ZI)’ lim Ux (g’ 17)0 = Py ('30) + Ul (30), lim Vx <§’ 7])0 == wl (30) + Vl ('90)'
?'=% =5

Ces formules sont parfaitement analogues a la formule de discontinuité de la
dérwée normale d’une simple couche.




Sur l'intégration de I'équation relative 3 l'équilibre des plaques élastiques encastrées. 229

CHAPITRE III.

Résolution du probléme intérieur.

1. Ecrivons les équations:

du Ov

(1) ﬁc‘a_g)

.
?

du dv
1. 42 {%¥% —
A% =4 (0§+0n) o

et rappelons qu'on a posé au Chapitre précédent (§ 2):

" f
a(a,so)=z("’—')'dfi°§’, B, 00 =2|

dr'\3d logr'
dy “)

dx dn '’
(2) dr' 3¢’ d log »'
—’ —_— —— —————
B (s, 8)=0d'(s,8,)= zé‘:vﬁy In

Supposons que les coordonnées des points de la courbe C, considérées comme
fonctions de s, soient finies et continues, ainsi que leurs dérivées des trois premaiers
ordres. Alors les fonctions «(s, s,), 5'(s, 8,), « (3, 8,) =g (s, 3,) des variables indé-
pendantes s, s, seront finies et continues, ainsi que leurs dérivées du premier
ordre par rapport & s, pour tous les valeurs de s et de s,, qui correspondent
aux points de la courbe C.

Soient u (s), v(s) deux fonctions arbitraires des points de C finies et continues,
et assujetties & la condition:

(3) f{u (8) cos (sx) + v (s) cos (8y)}ds =o.
¢

Cette condition est nécessaire, si 'on veut que u(s), v(s) puissent représenter
les valeurs aux points de C, d’une solution des équations (1), considerées dans
Paire finie o.

Considérons le systéme d’équations fonctionnelles:

wla) = p (o) =L [ 0209 (0) 3 (000 wiolyds,
c

(4)
via = (o) — % ({0 ) o) + 80, wende,
C
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et le systéme d’équations homogénes:

0= 10— % [(@ (0,009,148 5,20 91 (01,
c

(5)
0=lp1 (80)"— TI/Ef{a' (s’ so)q)‘ (8) + (3'(8, 30) l.pl (8)}d8_
C
Posons:
1 . dr' 'dlog,.’ " B (E),d logr;
o X' (8, 8)g =2 (0__1;) an, Y (84, 8)g=2 P Mdno ,
2
dr'dr'd logr’
Y'(80,3)0==X”(30’s)ozﬂzéé dngo’ ,

et remarquons, comme au Chapitre précédent (§ 10), que nous pouvons obtenir
les fonctions X'y(sy, 8), Y",(8,.8), Y's(sy, 8) = X's(s,, 8) respectivement des fonc-
tions «(s, s,), £'(s,8,), B(s,8)=0c'(s, 8, en échangeant, dans ces derniéres fonc-
tions, la s avec la s, et inversement.

Ceci posé, considérons encore le systéme d’équations fonctionnelles homogénes:

0= (o) — L [(a 0y 091 (6) 4 8 (a0 ) ¥ (O},

C

0=¥(o0) — X [, 991 + 8 0 ) ¥ ) s,
C

que l'on peut obtenir du systéme (5) en échangeant dans les fonctions « (s, 8,),
3 (8, 8,), B(s,8)=0a'(s,8), qui contiennent, la s avec la s,. Nous appelerons les
équations (s5), (5)': équations fonctionnelles associées.

Puisque les fonctions (z),(2)' des variables s, s, sont toujours finies et con-
tinues, on pourra énoncer, en vertu des résultats, bien connus, de M. FREDHOLM,!
les théorémes suivants:

1:0) 87 les équations (4) admettent une solution, celle-ci sera finie et continue;

2:0) st les équations (5) ou (5) admetient des solutions différentes de zéro, ces
solutions seront finies et comtinues;

3:0) si les équations (5) admettent m solutions linéairement indépendantes, on
aura que les équations associées (5) admettront aussi m solutions linéairement indé-
pendantes; et réciproquement.

' Sur une classe d'équations fonctionnelles. — Acta mathematica, t. 27.
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2. Les équations (5)' admettent la solution différente de zéro:
(6) ', (8) = cos (ny), ¥, (8) = — cos (nx).

En effet, on a:
z f {50 9) 08 () — B (5, ) cos (nz) ds =
c

!
o
c

dix dy

dr'dlogr'dy . or' dr' d log 1’

dy dn, dn s—— t7ydnu Tdn ds=
C’

f o o 05 con () + §Trcos ()} =

__2c08(n,2) (0r'dr'dlogy , 2 cos ('noi/)[ 6r ’dlosr“:cos (n9),

T dxdy dn
C

dr'd log r' dr'
;rf {o' (s, 8) cos (ny) — B (s,, ) cos (nx)} ds = — %fﬁ_:?dd(:zgor d_:—z 8=— 08 (n,).
¢

On aura donc, en vertu du théoréme 3:0), que les équations (3) admetient,
an moins, une solution différente de zéro.
3. Désignons par @, (s), ¥,(s) cette solution, et considérons les fonctions:

O, (§,1)= —-:;f{X’. @, () + Y, ¢, (s)}ds,
(4]

ACOESEY [ PR AADLE
C

formées avec les ¢, (s), ¥, (s).

On vérifie aisément que les fonctions @, (&, 1), ¥, (&, 1) satisfont toujours
aux équations (1). On aura encore, en vertu de la continuité (théoréme 2:0)
des fonctions g, (s), ¥, (s) et en vertu des formules (g), (9)' du Chapitre précédent
et des équations (3),”

lim @, (&, 1) = (s0) — 2 f (a(s, 8) 9 (5) + B (8 8) ¥ (s)}ds = o,
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lim . 1) = 00—, [ (/60,0004 (9) + 85, ) v (Do =o;
C

lim @, (§, 7}) =—p, {8) — 1f{a (s, 8) 1 (8) + 3 (s, 8} ¥, (’9)}d'9 =—2¢,(8),
=5 T

(7)
}‘,IB}:PI (&, 77) =—Y,(8) — %f{a' (s, 8o) @ (s) + ﬂ’ (8, 8) ¥y (3)} ds=—2Y,(s,).
C

Les deux premiéres de ces formules nous donnent, en vertu du résultat
1° établi au § 4 du Chapitre 1,
{dans Yaire o) @, & nN=F,En=0

et, par conséquent, 'on aura encore, quel que ce soit le point (&, 1) de Laire o,

¥
it} 1
0.& 1) =5 + 5y
4. Les équations:
ai_ar, 0, _ or,
98 ap 0%

nous donnent, pour la fonction associée de @, (&, 7),
(dans l'aire ¢) I, (§, n) = const.

On aura done, quel que ce smt le point p=(&, y) de o et quel que ce soit
le point 8,=(&', 1/} de C,

P, (&, n),== (%gg_ — 5;; ) cos (nyx) + (%(% —=r ) cos (n,y) = — % I, cos (n.y),

0¥, 00,

Q. (5, m)e= (§+ F)cOS(nowH Ty O

) cos (n,y) = -I‘, cos (n,x).

En vertu de ce que I'on a remarqué au § 4 du Chapitre I, aprés avoir écrit
les (11), et au § 8 du méme Chapitre, nous pouvons prendre pour les valeurs,
aux points de C, des expressions X, ¥V correspondantes aux intégrales @, (&, n),
¥ (& n) des équations (1), c’est a dire pour les valeurs des expressions (11) du
Chapitre I, correspondantes aux fonctions @, (&, ), ¥, (£, 1), les limites suivantes:

Xﬁ” =1lim P (§, 1), = ——i—l‘, cos (nyy), Y‘” == hm Q. (& )= —I‘, cos (n,2).
=2
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Puisque, comme l'on a remarqué au § 1, les fonctions «(s, s,), 8'(s, 8,),
o' (8, 8,) = (s, 8,) ont leurs derivées du premier ordre finies et continues, on aura
des (5), en dérivant, que les fonctions ¢, (s), ¥, (s) admettent les dérivées du pre-
mier ordre, qui seront finies et continues sur C. Alors nous pouvons appliquer
aux expressions P, (&, 1), @,(§, ), le théoréme du § 8 du Chapitre précédent, et
ainsi nous aurons pour les expressions ?g”, 7&“ [les (11) du Chapitre I], cor-
respondantes aux intégrales @, (&, 1), #,(&,1) des équations (1), considérées dans
Paire infinie ¢',

= . 1 = . 1
X = 1’1m P (& 0),=— EF‘ cos (n,y), YW =1lim @, (§, n) = EF‘ cos (n,x),
=% p'=3
ol I', est une constante.
b. Remarquons que la constante I', doit &tre différente de zéro. En effet,
admettons qu’il soit I'; =0. On aura:

il

(sur la courbe C) ) = ?g"zo.

Alors, en observant que les intégrales @, (&, 1), ¥, (§, 1) des équations (1) se
comportent aux points & Vinfini du plan de C comme la fonction ¢, on pourra
appliquer le resultat 4° établi au § 5 du Chapitre I. Ainsi I’on aura:

(dans l'aire o) O, (&)=, (8§ 7) =o0;
et, en vertu des (7),
(sur la courbe C) ¢ (8) =y, (8) =0,

pendant que, par hypothése, la solution ¢, (s), ¥, (s) des équations (5) est diffé-
rente de zéro.

6. Cela posé, supposons que les équations (5) admettent une autre solution
P, (8), W, (s), différente de zéro.

Formons avec cette solution ¢,(s), ¥,(s) les fonctions @, (&, %), ¥, (&, n);
6,5, 1), I'y(5,m); Py(8, )0 @,(5 1) X‘f% 7&2); jf‘f’, :f’g?’, analogues aux fonctions
(Dl (—E’ ’7)’ 2Fl (§, 77); 01 (§> 77)’ Fl (Q: "“); P1 (§a 7[)0, Qx (:C; '7)0; Xﬁl)’ ‘Ygl); 1)_:(91)’ ngl)’ for-
mées, précédemment, avec la solution ¢, (s), ¥,(s). On aura, comme au § 4,

X&) =lim P, (§,7)y = — ~ Iy cos (nyy), ¥~
»

=8y

lim Q, (&, )=, I's 008 (no2),
pl=s

ou I', est une constante différente de zéro.
Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909, 30
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Déterminons maintenant une constante b, telle que Pon ait:
(8) Iy+bI',—
et envisageons les fonctions:

(9) P2 (8) = (8) + bepy (s), Y (8) =, (s) + b, (s).

Evidemment ces fonctions forment une solution des équations (5); et si nous
formons avec cette solution ¢y (s), ¥, (s) les fonctions @, (&, 1), ¥, (&, 1); O5(8, 1),
Uy(8,1); P& 1) @56, 1)y XB, YO, XO Y‘3’ ana]ogueq aux fonctions @, (£, 7),
¥,(§,7%);....., on aura encore:

X(3)~hmP (&, ) =1lim P, (& 1), + b lim P, (&, %), —

=3 P'=s, P'=3%

..
~~§<r. +bI;) cos (myy) — —  I's c0s (nyy),

Y(3) = lim @, (&, 3), = lim @Q, (£, 1), + b lim @, (¢ =

=gy D=3 =20

=§(1“l + brI,)cos (n,x)= % I", cos (nyx);
et, d’aprés 1’équation (8),

Ir',=o.
De cela on déduit, comme au § s,
(sur la courbe C) P, (8) =, (8) = o,

c’est & dire:
P.(8) + b, (s) =o, W, (s) + by, (s) =

On a donc le résultat suivant: wune solution quelconque ,(s), Y,(s) des
équations (5) est toujours égale & la solution ¢, (s), Y, (s) multiplide par une méme
convenable constante; en d’autres termes, si 'on considére comme différentes entre
eux, ces solutions qui sont linéairement indépendantes, on peut dire que les
équations (5) admettent une solution seulement différenie de zéro.

7. A cause de ce résultat et en vertu d’un théoréme sur les équations
fonctionnelles!, on a: la condition nécessaire et suffisante pour qu':l existe une solu-
tion @ (s), Y(s) des équations fonctionnelles (4), c’est que les fonctions données wu (s),
v(8) vérifient la condition:

! FrepHOLM; 1. ¢, § 2, n. 9.
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o= [{u(s)g',(s) + v(s)W (s)}ds = | {u(s) cos (ny) — v(s) cos (nx)}ds =
¢

3

= ’{u(s) cos (sx) + v(s) cos (sy)}ds.
P

Or, en vertu de I'hypothése (3), cette condition est vérifiée; on en conclut,
par suite, que les équations (4) admettent une solution ¢p(s), Y(s).
Cela posé, formons avec cette solution ¢(s), Y¥(s) les fonctions:

l‘ ug ) =— 2 f (X'up(s) + Y'aw(s)) ds,
C

(10)

() =— f {Xp(9) + Y5y (s)} s
l @

On vérifie tout de suite que ces fonctions satisfont aux équations (1). En
vertu de la continuité des fonctions ¢(s), W(s) (théoréme 1:0), des formules (g),
(9)" du Chapitre IT et des équations (4), on a ensuite:

lim (&) = (00— 7 [l 5)96) + 805, 00 $(o)}do == o),

D=3
C

lim v(&, n) = ¢ (s,) — »;f{a’(s, So)p(8) + 3'(8, so) W (8)y ds == v(s,).

P=35o
C

Par conséquent, nous pouvons énoncer le résultat suivant: les fonctions
(&, n), v(§,n), données par les formules (10), considérées dans Uaire finie o, satis-
font aux équations (1), et, sur C, elles se réduisent aux fonctions données u(s), v(s).

Ainsi nous avons résolu le probléme de lintégration des équations (5)' du
Chapitre I (probléme intérieur).

Résolution du probléme extérieur.

8. Sotent données deux fonctions quelconques u(s), v(s), des points de C, finies
et continues. Envisageons le systéme d’équations fonctionnelles:



236 Giuseppe Lauricella.

| wlon) =plen) + f {a(s, ) p(8) + Bls, 8)¥(s)) ds,
C

(x)
vle)=wla) + (e, 0p(6) + s ploN oy
C

et le systeme d’équations homogénes:

! 0 =e,(8)+ éﬁa(": &), (8)+73(s, 8) Y, (s))ds,
c

(12)
[ 0 == lt"l(“’o)"‘ iﬁa,(s' 80)(/3‘(8)‘*'#’(8, S Y, (8)}d8
C

Les équations (12) admetient les trois solutions différentes de zéro:

(13) Py = x(8), Y, = y(3); Pp=k, Y,=0;, gy=0, Yis =1,

ot z(8), y(s) désignent les coordonnées variables des points de C, et oit k, j désignent
deux constantes arbitraires.
En effet, les formules (22) du Chapitre I nous donnent:

p=3

1 RT T ! ' ‘
§—-x(ao)-—hm{ 2nf(a:X.-i—yY.)ds{,
4]

7 =y(s,) = lim - 7Irf(xX".+ y Y”.)ds} ;

P=%& 1 27

et, en vertu des (g), (9)) du Chapitre II, on aura:

x(s,) = ;[m(so) — ,i [{x(s) (s, 8) + y(8) 3 (3, 8,)} ds] ,
¢

oo = [to = [0 0,00 + 91903000 s .

. c
ou bien:

0=2x(s,) + if{a (8, 8,)2(8) + B (8, 8,)y(s)}ds,

c

o =yle) + ; [(d(o,002(6) + B (s, )ylaN) e
c
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De méme, des (23) du Chapitre I, 'on aura:

o=kt [lals sk + Bla,sgoyde,

C
o= X[l a)k+ #isa)odds
6’
I .
0= w'f{“(s, 8o)0 + (s, 8,)jsds,
C

0=17j+ ;{f{a'(s,so)o + 3'(8, 8,)71ds.
o
La proposition est donc établie.

9. Maintenant nous voulons démontrer que le systéme d’équations homo-
génes (12) n'admette d’autres solutions, que les trois solutions signalées ¢, ¥,,;
Pi> Y12y Piss Wi En d’autres termes, nous voulons démontrer qu’une solution
quelconque du systéme d’équations fonctionnelles (12) a toujours la forme:

hx(s) + &, Ry(s)+ 7,

o b, ¥, 7' sont des constantes.
En effet, soit ¢,(s), ¥,(s) une solution des équations (12). Formons avec
les fonctions ¢, (3), ¥, (s), les expressions:

O, (E,7) = % [{X's g () + YV'a i (a)}ds,
¢

3

HiE ) = [(X'spu(s) + Y'sy (o)) ds.

C

En vertu des (g), (9)' du Chapitre II et des équations (12), I'on a:

lim o, (&, '?) = —,(8,) + Tlrf{a (s, 30)(/’1(3) +8 (s, 8,) ¥, (3)}d3 =2 ‘Pl(su)s

P=sy
C

(14)

ii-nn: ¥ () =—y(s) + ;f{w(s’ So) 1 (8)+ B (8, 8o) p (s)jds = — 2, (8,);
C
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lim @, (&, '}) = ‘P:(So) + %f{a (8, 85} (8) + 3 (8, 8) ¥, (3)} ds =o,
=%
C

(14)

lim #,(6) = (0 + ¢ [0, 0009 + (5,00 1)) do = .
C

Les expressions @,(£,7), ¥,(% 1), considérées comme fonctions des points
157 s, 7
(§,7) de Taire infinie ¢', satisfont aux équations (1) et aux points a Pinfini du

. I ’ p
plan de C se comportent comme la fonction (;; par conséquent on aura, & cause

des (14)' et du résultat 3°, établi au § 5 du Chapitre I,
(dans ’aire ¢) D&, n)=P(§n) =0

De cela I'on déduit, en introduisant, comme aux §§ 3 et 4, les expressions
O.(&,7), T'i(Em; PG ), ©E e XU, T XU, Y{, et en raisonnant comme
au § 4,

=

. . 5 . o
lim Pl(év 77)0 == t I’ cos (no.'/)y Y (s”: Hm Qx(§, o = =1’y cos (n(,x),
p’s.yo 2 Pre=s, 2

ou I', est une constante; et, par conséquent,

(15) XV =lim Pu(&, n)y = — =T, cos (nyy), Y —lim Q(&, ), = L1 teos (n,2).
=% 2 P=2% z

Remarquons que les fonctions @,(§, ), ¥,(&,1), considérées dans l'aire finie
o, satisfont aux équations (1), et sur la courbe C satisfont aux équations (15).
Alors, en vertu du résultat 2°, établi au § 4 du Chapitre I, Yon aura:

(dans aire o) O, ) =hE+h,  H(E)=hy+],

ol A, k, 7 sont des constantes; et, par conséquent, 4 cause des (14),

pls) = — {ha() + k), () =— > {hy(s) + g}

LN )

En posant:

on peut écrire encore:
P1(8) =< h'x(s) + ¥/, Y,(s)=h'y(s) + 7'

C’est ce que nous voulions démontrer.
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10. Ceci posé, écrivons les équations fonctionnelles:

0 = #s(s0) + X [{a (50,9097, (5) + B (o0 )W l0)} s,

C
(12)

o= (s)+ ,Eff{a'(s“, s)q', (s) + B'(sq, 8) ¥, (8)3ds,
C

associées aux équations (12), et observons que les théorémes 1:0), 2:0) et 3:0), énoncés
au § 1 pour les équations fonctionnelles (4}, (5), (5)', vont aussi pour les équations
analogues (11), (12), (x2). Nous aurons alors: les équations (12) admettent trois
solutions différentes de zéro, et trois seulement.

Ajoutons que, en vertu d’un théoréme de M. PLEMELI,! on peut toujours
déterminer ces trois solutions 9',(s), W (8); ¥a(s), Via(8): #hals) Wials) de
maniére a satisfaire aux condilions:*

' f{x(s)w'n(s)+y(s>wn,<s)}ds- . frr"m)ds:o, fw',,<s>ds=o;
C C 4

el

(16) /{w(s)(/’,w(s) + y(8)¢'1,(8)}ds = o, ﬁ/’ln(s)ds =1, J;P',,(S)d8= o;
5 ¢

C c

f{x(s)q)ln(s) =+ y(s)lp",(s)}ds ==0, fq)lu(s)dg =40, f‘plu(s)d's = I.
d ¢ ¢

Alors, & cause d’'un théoréme sur les équations fonctionnelles,® dont nous
avons fait usage au § 7, on aura: la condition nécessaire et suffisante pour quil
existe une solution ¢(s), Y(s) des équations (11), c’est que les fonctions données u(s),
v(8) vérifient les trois conditions:

(17) { [aute)atto) + o (0 ds—o.

' Zwr Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung (Monatshette fiir Mathematik und Phy-
sik; XV. Jahrg.; Seite 115).

* On peut aussi déduire ce résultat indépendamment du théoréme de M. PrgueLs.

* FrepmoLy; 1. ¢, § 2, n. 9.
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1)

[{u(8)g'a(s) + v(8),5()ds = o,

O

(17) _
| j{u(S)(}"ls(s) + v(8) Y 4(8)}ds —=o0.
¢

Si l'on suppose auparavant que les fonctions u(s), v(s) vérifient les condi-
tions (17), on aura que les équations (r1) admettent une solution ¢(s), ¥(s).
Formons avec cette solution les expressions:

wE = [Xag(o) + Vi wiods,
C

(18) ] :
[ v(§,n) = iﬁX”,(p(s) + Y, w(s))ds.
C

Celles-ci, considérées dans aire ¢', satisfont aux équations (1); et, en vertu
de la continuité des fonctions ¢(s), ¥(s) (théoréme 1:0) et des formules (g), (g)’
du Chapitre précédent, elles nous donnent:

lim (g, 1) = ¢ (00) + * [{a (5,8)96) + 8 (s, )0 (s} ds — wla),
P=% %

c

=2

‘lim v(E, ) = Y(s,) + %[{a'(s, $0) @ (8) + B'(8, 8,)W(8);ds = v(s,).
¢

On aura donc: les fonctions w(&, 1), v(E, 1) des points de Vaire infinte o', don-
nées par les formules (18), satisfont aux équations (1), et, sur C, elles se réduisent
aux fonctions données u(s), v(s). Ainsi nous avons résolu le probléme de I'inté-
gration des équations, que 'on obtient des équations (5) du Chapitre I en rem-
placant ¢ par ¢, dans le cas particulier ou les valeurs des fonctions inconnues
vérifient les conditions (17).

1. Dans le cas ol les fonctions données sur ' ne vérifient pas les condi-
tions (x7), déterminons trois constantes &', k', 7/ de maniére que, ayant posé:

(19) u(8) = u(s) —Aw(s)— k', v(8) = v(s) — A'y(s) — 7.

en résulte:
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q

0— f (4(8)gsu(5) + D(s) 0, ()} s,
C

(17) 0— f ()7 a(5) + 5(6) W aa (a1} ds,
)

o= f (a()gss(8) + () Wy (s)}ds.
C

Faisant usage des (16) et des (19), ces équations deviennent:

r o 2\[\{“(3)[/)'11 (s) + v(s) w'n(s)}ds— A,
c

(x7)" 0= f {u(8)q' 5 (8) + v ()Y, (8)yds — K,
c

0= f (u()gss(8) + v(8) W (s)}do— 7'
C

Ainsi déterminées les constantes %', k', j, considérons les équations fonction-
nelles:

(o) = (o0 + * [latn, )go) + 8o, 0 0(oNde,
c

(xx)
o) = plo0) + 7 [((6,00910) + 8 (090 ¥ .
C

En vertu des (17)", la condition nécessaire et suffisante, pour qu’il existe
une solution ¢(s), Y¥(s) des équations fonctionnelles précédentes (11)’, est vérifiée.
Formons, avec cette solution, les fonctions:

w(En) =W+ K+ 2 f(x's P(s) + Y (s)} ds,
C

v, n)=Ah'y+7 + ;Irf{X”srp(s) + Y'p(s)}ds.
( &

Acta matheniatica, 32. Imprimé le 3 février 1009. 31
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Celles-ci satisfont partout aux équations (1); et, en vertu de la continuité
des fonctions ¢(s), ¥(s) (théoréme 1:0), en -faisant usage des formules (g), (9) du
Chapitre II et des équations (11), (19), elles nous donnent:

lim w(§ )= Halo) + K +gls)+ f (s, so)epls) + B (5, 8,)(s)} ds =

s,
= Rx(s,) + £ + u(s,) = u(s,),

lim o(§,7) = Ky(s,) + §' + P(s) + = f {@(s, s)p(s) + 85, 50)W(s)} ds =
p'=3 e
C

= Hy(s) + 7 +v(s) = v(s0).

On aura donc: les fonctions u(£,1), v(£,1) des points de Uaire infinie o', don-
nées par les formules (20), satisfont aux équations (1), et, sur C, elles se réduisent
aux fonctions données u(s), v(s). Ainsi nous avons résolu, en toute sa généralité,
le probléme de P'intégration des équations, que I'on obtient des équations (5) du
Chapitre I en remplacant o par o' (probléme extérieur).

CHAPITRE 1V.
Probléme intérieur pour le ecas d’un contour rectangulaire.

1. Dans le cas ou le contour C est rectangulaire nous ne pouvons pas
affirmer que la démonstration de I'existence des intégrales des équations (5)" du
Chapitre I (résolution du probléme intérieur), que nous avons donnée au Chapitre
précédent, soit acceptable; puisque, dans ce cas, les expressions (2), du Chapitre
IIT, ont des points de singularité. En effet, elles, en chaque sommet du rec-

. L1 .
tangle, ou prennent la valeur zéro, ou se comportent comme la fonction S Sui-

vant que les variables s, s, s’approchent des valeurs correspondantes & ce som-
met en variant sur le méme cdté ou sur deux cdtés consécutifs.

Nous résoudrons ici le probléme intérieur relatif au rectangle, en utilisant
les idées qui ont amené MartuIEU (Théorie de Uélasticité des corps solides; seconde
partie, Chapitre X) & résoudre un probléme d’élasticité relatif au prisme rec-
tangle; et, comme on le verra, nous ferons aussi souvent usage des mémes cal-

culs de MATHIEU.
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Ecrivons les équations (5) du Chapitre I sous la forme:

, du dv on u  dv\
(1) (dons Laire 0)  Gu—TE 20— (%-:Jr a—y)“ :
(2) (sur le contour C) u=u(s), v=1(s);

et supposons que les fonctions données u(s), v(s), des points de C, sotent finies et
continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, exception faite, au surplus, de
la continuité de ces dérivées pour les sommets du rectangle (voir, & ce propos, la
Remarque I au § 3 du Chapitre I).

2. Soient:

les équations des lignes droites, qui contiennent les cdtés du rectangle.
La condition (7) du Chapitre I, qui doit &tre nécessairement remplie par
les fonctions données u(s), v(s), divient:

b a b a

2 2 2 2
a b a b
fv(;,y)dy +fu(x, ;)dx +fv(——5,g/)dy +/;c(x, —-Z—)dxwo.
(!

[

2

2

LR~
LR~

Déterminons une constante & de maniére qu’on ait:

b

(3) f[v(g,y)+h]dy=o;
b
2

et remplagons les (2) par les autres:
(2)" (sur le contour C) =u(s) + A, v=uv(s) + h.

Les conditions (2) coincident avec les (2) si A =0, c’est & dire, gi I'on a:

b

2

fv(g,y)dyzo.

5
3
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Remarquons que, lorsqu’on a effectué, d’une maniére quelconque, I'inté-
gration des équations (1), (2)', on aura aussitot les intégrales des équations pro-
posées (1), (2); de sorte que nous nous bornerons & 'integration des équations
(1), (2)"

Remarquons encore que, en vertu de la linéarité des équations (1), (2), ce
dernier probléme peut se partager en les deux suivants:

1° intégration des équations (1) avec les conditions au contour £':

R Y R S e B

SR

2¢ intégration des équations (1) avec les conditions au contour C:

(2)”

(2)" { v(g, y) =0, (dans les autres points de () v=1v(s) + £,

(sur tout le contour C) w=u(s) + A.

Il est aisé de voir que ce dernier probléme se divise en sept autres et tous
semblables au premier; par conséquent le probléme proposé peut se partager en
huit problémes de la nature du 1°. Mais il convient partager encore ce dernier
probléme en deux autres: 'un, A4, intégration des équations (1) avec les condi-
tions au contour C':

S R S S S T

el

Pautre, B, intégration des équations (1) avec les conditions au contour C:

(4)

B N - S B

el =)o) oo

1y) = >{v(s) + B

(5)

ou 'on & fait:
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En ajoutant les deux solutions des deux problémes A et B, on obtiendra

celle du probléme 1°. Nous allons résoudre successivement les deux problémes
A et B.

Résolution du probléme 4. — Introduction de séries.

3. Pour ne pas trop compliquer la question, nous supposerons que f(y)
est une fonction impaire; mais la solution s’obtiendrait exactement de la méme
maniére si la fonction f(y) était paire; et f(y), dans tous les cas, peut se par-
tager en une fonction paire et une fonction impaire.

Ceci posé, supposons que la fonction impaire f(y) soit développable en série
de Fourier uniformément convergente, et que soit aussi uniformément conver-
gente la série des dérivées du premier ordre. Alors on pourra écrire:

f(y)=Z.Rusinny, f(y)=SanRncosny,

avec
.29z

n=
q étant les nombres entiers positifs 1, 2, 3, 4, ... et le signe sommatoire X 8’éten-
dant & toutes les valeurs de gq.

En posant:

an == An ’

nous aurons:
A, .

(6) y) = 3, sinny,

et la série:
fly) =234, cos ny

sera uniformément convergente.
Introduisons les notations:

sinh z = E(x), cosh x = E (z),
et posons:
2pm
a

m—= ,

F = xE,,%B,.@(nx) cos ny + 2, H,E(nx) cos ny +
(7)
+ yfmrln%m@(my) co8 mx + 2, OmE (my) cos mx
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ou p prend toutes les valeurs entiéres et positives 1, 2, 3, 4,...., et ol les
signes sommatoires I s’étendent i toutes les valeurs de p ou de q. Les coeffi-
cients B,, H,, B, Dm sont supposés, pour le moment, indéterminés.

Si 'on admet la 1égitimité des dérivations terme & terme des séries qui compo-
sent ¥, on pourra écrire:

U = %—Z— =3,B, {;Ii C(nx) + xE(nx)} cosny + =, H,nG(nx) cos ny —
(8) — Z0n By C(my) sin mx — Zp, Him E (my) sin mx,
V= % =3, Bn {niv, & (my) + yE(my)} cos mx + Z,, Dmm € (my) cos mx —
— 3, B,xC(nx) sin ny — 3, Hyn E (nx) sin ny.

Elimination des coefficients H, et D

4. Ayant égard aux conditions:

et aux relations:

. ma .
sin — =o, gin — = o,
2 2
les formules (8) nous donnent:

I na na

NI

E( )}cos ny+ 3, H,n G (ﬂ;)cosny:-o,

2"1;;513171{i 65 (m‘b) + éE(M)lcos me + ZpPmm € (m_b) cos mx = o,
m 2 2 2 J 2
d’ott I'on obtient:
E(@) E(mb l
I a 2 - I b 2
Ho=—=Bnisa* 2n may(® Pn = " 0mime Y om moy (-
@(7) ] @( 2 )

Substituons, dans les formules (7), (8), les expressions précédentes de H, et
de ., et nous obtiendrons, en simplifiant,
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(7)’ F=3,B,

5 (%)
%==3,B, |2 E (nz) —Z nZa
"oy

2

€ (nz)|cosny—

+ E (my) | sin maz,

J E
— 2B y6(7ny)—];; C:
53

v=23,8nlyE (my) & (my)|cosmae —

na
] Rl _
— 3. B leC(nx)— +; [E(nx) sin ny.

I
n

On vérifie, aisément, que les fonctions précédentes u, v satisfont aux con-
ditions:

R
u(-—é,y~o, v, —_ | =o.

Ainsi, en résumé, les fonctions w, v, données par les équations (8)', satisfont
aux conditions:

(9) u(g,y)=u(—g,y)=v(x, -—b—):=v(:t,——g)=o.



248 Giuseppe Lauricella.

Détermination des coefficients B,, 8B,,.

6. A cause des conditions:

27

(x0) ol y) =1, ufs Y=o

et de 1'équation:
B (z) — & {z) =1,

on aursa:
£ (3)
b é’sinnyzE B yE(my)~é 2~C‘E(my) cos 2% 4
2
1 na\ na .
e
2

(10)’

(5)
0=3,B, xE(nx)»g——nz—J € (nx) cos%é +
e f7)

+ Em%m%[lﬂ ("?) + %é ':nb ]ein mz.
¢ (%)

Multiplions la premiére de ces équations par sinny.dy et intégrons de
b, b

—; v Si Pon admet la légitimité des intégrations terme & terme des séries,

que nous voyons dans les formules (10), eu égard aux formules:

| o

sin*nydy =g,

>

. mE {my) sin ny— n C{my) cosn
f@(my)smnydyz my) m?i_)_ni ey !

)

m & (my) sinny—n E (my) cos ny +

yE (my)sinnydy ~y Pt

+ (n*—m') E (my) sinny + 2mn € (my) cos ny
(m?® + n3)t ’




Sur Vintégration de l'équation relative a I’équilibre des plaques élastiques encastrses. 249

b

2 znﬁ(";b) nb
.//Q(my) sin nydy::—*m—;?nTCO 5
b
-2
b mb
: | moB(Y) amns( o
E(my)sinnydy = e ’*2‘" cos™>
Y l mEp ot (m®+ nd) 2’
on obtiendra:
éA,,ziB,,[E (?L“) +1’E#I__]_
2n 2n 2 2 na
o
2
[nbE"i’?) 4mn@(7—2—é) nbE(lnz—b)J nb  ma
I R TR SR R LR
ou bien:
na I 9 _nm mb) T2
(r1) B"I)[E(z )+7 g(“_,;ﬁ_)]—bA sy Am%"‘(ﬂ%m?)‘lG ( 2 €057
2

On déduit de méme de la seconde des équations (10)':

mby mb 1 ma min na nb
(12) %ma[ (2 )+_2_-@_(m17)]=—8003—~2~2n3n(—1—n—2m~2@ (7) cos 2

2

Remarque. — Si on multiplie la premiére des équations (10) par dy et

DY

quon intégre de —Z— a g, on trouvera, en conformité de la supposition (3),

Pidentité:
0=o.

On déduira la méme identité de la seconde des équations (10)'.

6. Observons que nous pouvons obtenir les équations (11), (12), en faisant
A=o0, w =1 dans les équations & la page 149 de Vouvrage, déja cité, de MaTmIED;
par conséquent, nous pourrons déduire les valeurs de nos coefficients B, et Bm,
faisant A=o0, w =1 dans les expressions, trouvées par MATHIEU (loc. cit. page
154), pour les valeurs des coefficients Bs, B, qu’il a aussi introduit. Nous
ne rapportons pas ici les expressions qui donnent les valeurs de nos coefficients

B,, B,,; parce qu’elles contiennent des notations, qu’il faudrait expliquer et qui,
Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909. 32
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d’ailleurs, sont étudiées en tous leurs détails dans V'ouvrage de MATHIEU. Dans
cet ouvrage sont aussi données (loc. cit. pages 161, 162, 163) des valeurs numé-
riques (avec cing décimals), qui servent & calculer les coefficients B,, B,, dans
le cas d’un carré (a =b).

Convergence des séries qui représentent F, u,v.

7. Les expressions (8)' de u, v sont formées au moyens des séries suivantes:

2. B, E(nx)cosny, =,8,,E(my)sinmz,
. E ﬂ)
za G(nx) cos ny, . ..

¢ (%
2

(13) S.B,C(nz)sinny, .B.
Ces séries sont de la méme nature que la série:
Zm Bm K (my) cosme,

qui a été étudiée par MaTHIEU (pages 157, 158); et Von pourra démontrer leur
convergence uniforme, et, par conséquent, la légitimité des intégrations terme a
terme, admise au § s, faisant usage des considérations de MATHIEU.

A fortior en résulte la convergence uniforme des séries, qui forment I'ex-
pression (7)' de F, et la légitimité des dérivations, admise au § 3.

Lemme.
8. Soit une série uniformément convergente:
(14) W=1w, + W, + wy + -

de fonctions harmoniques dans Uaire o, limitée par un contour C. 8l existe la
onction de Green pour le contour C, on pourra appliquer & cette série la dérivation
terme & terme en tous les points de Uintérieur de Uaire a.

En effet, désignons par G la fonction de Green relative a la courbe C.

On aura:
" dG dé ,
wi:'—“} w¢d~—-nd8, 1u~f=fw d—nds,
¢

et, par conséquent,?

t Pour la légitimité des dérivations, voir: LavriceLrs; Sull’ integrazione delle equazioni
dell'equilibrio dei corpi elastici isotropi, 88 1, 2 et 3 (Annali di Matematica, t. XI, s. 38).
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owi _ [, 046G, w 746,
oz = Y ardn®® Gz T 1Y izdn

Alors, en vertu de Pintégrabilité terme 4 terme de la série (14), on pourra
écrire, pour un point quelconque intérieur a o,

7 d@ & 446 SR dw;
ﬁi f dwdn® “‘f?—g “zdn®® “Zf “izdn® “2'
c C

De méme 'on aura:

dw “ dw;

dy & gy
Le lemme est donc établi.

Vérifications.

9. Ce lemme est valable en particulier pour les séries (13), qui forment les

fonctions u, v; et alors, puisque Fon a (§§ 3 et 7):

dF  oF

W= 5— V= 53—
dx’ dy’
en résultera, pour un point quelconque de P'intérieur de o,

du 0:F du 0*F (7v 0t F dv _0*F

dx~ =’ dy dxiy’ dx  dydx’ (M/ 0y2’

| J
=:31; + ;75—~42F~ 23, B, E (nx) cosny + 2 3m Bmn C(my) cos mz;
et encore:
i v
(dans Daire o) iy =9z’ A0 =o.

Observons, enfin, que les expressions (8) de u et de v, qui vérifient les
conditions (g), (10), vérifient aussi, en vertu des équations (10), les autres con-
ditions:

v(—-%, y) = f(y), u(x, —g) = 0.

En concluant, les fonctions u,v, données par les formules (8), satisfont auw
équations (1) et aux conditions (4) au contour C'; par conséquent, elles résoudrent
le probléme A.

Remarquons que la fonction F, donnée par la formule (7), représente, a une
constante prés, la solution des équations (1)’ du Chapitre I, qui correspondent
au probléme A.
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Résolution du probléeme B. — Introduetion de séries.

10. Faisons sur la fonction f(y) les mémes hypothéses que nous avons
faites au § 3. On aura alors:

A4, .
Hly) =3, "sinny,

avec

2
n—= %”, (g=1,2,3 4, --.);

et la série
fly)=Z3,Asco8ny

sera uniformément convergente.
Posons:

F=Dx+ %D’x’ + xE,,%B,,E(n:c) cosny + 2, H,&(nr)cosny +

(15)
+ yEm%%m G (my)sin mx + 3, Dm E (my) sinmz,
avec )
m=(2]$)_7_t’ (j=0,1,2,3,,..).

Si 'on admet la légitimité des dérivations terme a terme des séries, qui com-
posent la fonction F, nous pourrons écrire:

°> = %% =D+ Dz?+ 3,8, {%E(nx) + x@(nx)l cosny +

f

(<6) +3,HmE(nx)cosny+ InBny&(my) cos mae+ 2, Pmm b (my) cosmz,
16

v == %g =3,,8m {% &(my) +yE(my)} sinma+ ZpPmmE(my) sinmz —

— 3. Buz E(nzx)sinny — 3, H,n & (nz) sin ny.

Elimination des coefficients H, et ...

11. Faisant usage des conditions:

wlt ) =0 ofnt) =0
Z)y 0, ;2 = s
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et des relations:

ma . nb
cos— =0, 8in -~ == 0,
2 2

on aura, des expressions (16) de u et de v,

D+IDra2+Ean{£E’ (M) +%6 (ﬁﬂ)l cos ny —l—)‘,,H,,nE(E) cos ny==0,
4 n 2 2 2 2

[
Emiﬂm{i@ (m~b) + QE (@)}sin me+ ZuPmmE (m~b> sinmx = o,
m 2 2 2 2
d’ou l'on tire:

D':_C% 3 Hn::‘“Bn _I‘*‘i* ) x\:)mz"":Bm/’z‘l‘ D AW A

P

Substituons les expressions précédentes de H,, P dans les formules (15),
(16), et nous obtiendrons, en simplifiant,

(15 F=Dz— 3 pas+

3a?
x 1 a Glnoa)l
+2,. B, %E(n:c)— ﬂ—2+2vn.E—E-(_l—[@(nx) cos ny +
y I b E(me)l
y (@ - ) — . T 1 o
+ Zm B m@(my) o . (m_b) E(my) |sinmz,
L 2
e[z
u=D—i2Dx’+E,,B,, x@(nx)—g- 2 E (nx)|cosny +
: CHE
L 2
1 b E(m7b>
+ Zn B |y Elmy)— < + E@v@ E(my)|cos mz,

(16)
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(16)' r E ("Lb)
— Q—éiA_ﬁ 2
v—-Em 5Bm yE(mZ/) 2 @ (@)

2

G (my) |sinmx —

®la

|
(7]

2

] & (-
- I a
— X, By xE'(nx)—,'n, + 5
On vérifie, aisément, que les expressions précédentes de u et de v satisfont

aux conditions:
( . ) ( b)
ul—-, yl=o0, wvlxr, —=)=0.
2 2

En résumé, les fonctions u,v, données par les équations (16), vérifient les
conditions:

(17) ul, y)=u (_‘f., y)=olx, ) =[x _‘1)=&

€ (nx)|sinny.

by

Détermination des coefficients B,, B,..

12. Des conditions:
b
(18) v(% y) ={(y), u(:r, ;) =0

on déduit, faisant usage des expressions (16)' de u et de v,

£
50 A gin ny— 3B,y Bimy) —2— 2. G (my) | sin ™% +
n NYy=zomOm|Yy m.’/) 2@ (mé) Y 2
e[ g
n 2 2 na
5%
(18)
na
4 a@ («; nb
D —Ex-—I)mann xE&(nx)— -~ —-— E(nx)|cos— —
a 2 g Qa) 2
,(2 ]
3.8, I[E (m!)) 2™ I Jeos ma
2 2 & @)
2
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Si nous opérons sur ces équations, comme 'on a opéré au § 5 sur les équa-
tions (10), nous obtiendrons:

2
(19) B,,b[@ (ﬂ) _nra, WL]=bA',,—SCosnTI)2mSBmm?£%¥@ (r_n‘b sin Tnﬁ,

2
mn (1) cosn®.

.. ma
—=—8sin 223, B, ey
¢ 2 n+in (1”2 + ng)g

De la seconde des (18) on a aussi:

E
(21) qu—EﬂBnﬁg\cosMJrEm%mlE(@f)— +7—n—b-——}—- .
2 E(H) 2 m) 2 2 & mb)
2 2

Il est aisé de voir que, lorsqu’on a déterminé les coefficients D, B,, B, de
maniére que les équations (19), (20), (21) soient satisfaites, et, par conséquent,
que soient satisfaites les équations (18), les fonctions u, v, qu'on obtient en
substituant ces valeurs de D, B,, 8B,, dans les formules (16), satisferont aux
autres conditions:

v(ﬁg’ y)=——f(y), u (x, _g)zo_

13. Observons que nous pouvons obtenir les équations (19), (20), en faisant

dans les équations (B'), () & la page 167 de I'ouvrage de MATHIEU; par consé-
quent, nous pourrons obtenir les coefficients B,, B, exprimés par le coefficient

A, = (a + ﬂ,) D
a
et par les autres coefficients 4,, 4,, 4,,..., en faisant:
R

o MTIF s

dans les formules de résolution, données par MATHIEU (loc. cit. page 175).
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Il faut remarquer que, dans les dites formules de MATHIEU, le coefficient
A4, est donné, comme tous les coefficients A,, par le développement en série de
la fonction f(y), pendant que notre coefficient A, (ou bien notre coefficient D)
est inconnu comme les coefficients B,, ¥». Or nous pouvons éliminer les coeffi-
cients B, B,, de 'expression (z1) de notre D (ou A4,).

En effet, substituons dans la formule (21) les valeurs de B,, 8,, qu'on peut

obtenir, comme I’on a dit plus haut, exprimées par les coefficients 4, = (a + 3)D,

4,, 4,, A,,... 1l en résulte une équation du premier degré en D (ou en 4,),
d’ol on peut tirer la valeur de D (ou de A,) en fonction des coefficients
A, A, A,...

Ensuite, il suffira de substituer la valeur de D (ou de 4,), ainsi obtenue, dans

les formules qui donnent B, et B,,, exprimées par 4, = (a + %) D A, A, A, ...

pour avoir les valeurs des coefficients B,, 8,, en fonction de 4,, 4,, 4,, ...

MATHIEU a donné aussi pour le probléme B (loc. cit. pages 179, 180, 181)
des valeurs numériques (avec cinq décimales), qui servent & calculer les coeffi-
cients B,, 8, dans le cas d’un carré (a = b).

14. Pour démontrer la convergence des séries, qui composent les formules
précédentes, et pour vérifier que les fonctions u, v, que I'on a obtenues, satisfont
4 toutes les conditions du probléme B, nous n’avons qu’a répéter les considé-
rations que nous avons faites aux §§ 7, 8, 9 dn présent Chapitre.

En concluant, les fonctions u, v, données par les formules (16)', satisfont aux
équations (1) et aux conditions (5) au contour C; par conséquent, elles résoudrent
le probléme B.

Remarquons ici, comme au § 9, que la fonction F, donnée par la formule
(13)', représente, & une constante prés, la solution des équations (1)’ du Chapitre
I, qui correspondent au probléme B.

Cette remarque et la remarque analogue du § 9 montrent qu’on peut ré-
soudre directement le probléme de I’intégration des équations (1) du Chapitre I,
en procédant comme précédeminent.

En effet, il suffit de partager ce probléme en huit autres plus simples, dont
quatre sont analogues au probléme A et quatre analogues au probléme B; et
ensuite opérer sur les deux fonctions ¥, que nous avons introduites précédem-
ment, comme 'on a opéré sur les fonctions u, v des précédents problémes A4 et B.




