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UBER DIE THEORIE DER RELATIV-ABEL’'SCHEN ZAHLKORPER!
VON

DAVID HILBERT

in GOTTINGEN.

§ 1.

In der Theorie der relativ-Abel'schen Zahlkérper nehmen zuniichst die
Korper vom sweiten Relativgrade unser Interesse in Anspruch.

Es sei ein beliebiger Zahlkorper £ vom Grade » als Rationalitiitsbereich
zu Grunde gelegt; unsere Aufgabe ist es dann, die Theorie der relativ-
quadratischen Zahlkérper K(/u), d. h. derjenigen Korper zu begriinden,
die durch die Quadratwurzel aus einer beliebigen ganzen Zahl p des Korpers
k bestimmt sind. Die »disquisitiones arithmeticae» von GAuss sind als
der einfachste Fall in jenem Problem enthalten. Wir kénnen unsern Ge-
genstand auch als die Theorie der quadratischen Gleichungen oder Formen
bezeichnen, deren Coefficienten Zahlen des vorgelegten Rationalitiitsbereiches
k sind.

Die Theorie des relativquadratischen Kéorpers fithrte mich zur Ent-
deckung eines allgemeinen Reciprocititsgesetzes fiir quadratische Reste,

! Mit geringen Anderungen abgedruckt aus den Nachrichten der Kgl. Ges.
der Wiss. zu Gottingen 1898.

Inzwischen sind folgende auf diesen Gegenstand beziigliche Inaugural-Dissertationen
in Gottingen erschienen: Das quadratische Reciprocitilsgesetz im quadratischen Zahlkirper
mit der Classenzahl 1. von H. DOrrie 1898, Tafel der Klassenanzahlen fiir kubische
Zahlkorper von L. W. REp 1899, Das allgemeine quadratische Reciprocititsgeselz in aus-
gewiihlten Kreiskorpern der 2"t Einheilswurzeln von K. S. HILBERT 1900, Quadralische
Reciprocitdilsgesetze in algebraischen Zahlkirpern von G. RiockLE 1901. Insbesondere die
letzte Dissertation enthilt zahlreiche und interessante Beispiele zu der hier entwickelten
Theorie.

Acta mathematica. 26. Imprimé le 10 juin 1902,
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welches das gewohnliche Reciprocititsgesetz zwischen rationalen Primzahlen
nur als ein vereinzeltes Glied in einer Kette sehr interessanter und man-
nigfaltiger Zahlenbeziehungen erscheinen lisst.

In meiner Abhandlung Uber die Theorie des relativquadratischen Zahl-
kirpers® habe ich die Theorie der quadratischen Relativkorper innerhalb
eines algebraischen Grundkérpers % vollstindig fir den Fall entwickelt,
dass der Grundkérper %k mnebst seinen simmtlichen conjugirten Korpern
imagindr ist und iiberdies eine ungerade Klassenanzahl besitzt. Die wich-
tigsten der in der genannten Abhandlung aufgestellten Sitze sind das Re-
ciprocitiitsgesetz fiir quadratische Reste in & und der Satz, demzufolge in
einem relativquadratischen Korper in Bezug auf k stets die Hilite aller
denkbaren Charakterensysteme wirklich durch Geschlechter vertreten sind.
Tch habe in jener Abhandlung zu zeigen versucht, welch ein Reichthum
an arithmetischen Wahrheiten in diesen Sitzen enthalten ist; dennoch
offenbart sich die volle Bedeutung der genannten Sitze erst, wenn wir ihre
Giiltigkeit auf beliebige algebraische Grundkérper & ausdehnen. In’ einem
auf der Mathematiker-Vereinigung zu Braunschweig gehaltenen Vortrage :
habe ich einige kurze Bemerkungen iiber den Fall gemacht, dass der Grund-
kérper k reell ist, bez. reelle conjugirte Kérper aufweist oder die Klassen-
anzahl 2 besitzt. In der gegenwirtigen Arbeit beabsichtige ich, die wich-
tigsten Sitze aus der Theorie der quadratischen Relativkorper innerhalb
eines beliebigen Grundkérpers % aufstellen und zugleich die Abinderungen
anzugeben, welche die Beweise in meiner zu Anfang genannten Abhand-
lung erfahren miissen, wenn man fiir den Grundkérper & die dort gemachten
beschrinkenden Annahmen beseitigen will.

Endlich habe ich im letzten Paragraph (§ 16) der gegenwirtigen
Arbeit fiir relativ-Abel’sche Zahlkérper von beliebigem Relativgrade und
mit der Relativdiscriminante 1 eine Reihe von allgemeinen Sitzen ver-
mutungsweise aufgestellt; es sind dies Sitze von wunderbarer Einfachheit
und krystallener Schonheit, deren vollstindiger Beweis und gehorige Ver-
allgemeinerung auf den Fall einer beliebigen Relativdiscriminante mir als
das Endziel der rein arithmetischen Theorie der relativ-Abel’schen Zahl-
kérper erscheint. ‘

! Mathematische Annalen Bd. 51, 8. 1—127.
* Jahresbericht der Mathematiker-Vereinigung VI, 1397, S. 88—04.
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§ 2.
Es sei k ein beliebiger Zahlkérper; der Grad dieses Korpers & heisse
m und die m — 1 zu k conjugirten Zahlkorper mégen mit &', k", ..., k™

bezeichnet werden. Die Anzahl der Idealklassen des Korpers k werde h
genannt. Wir iibertragen das bekannte Symbol aus der Theorie der ra-
tionalen Zahlen auf den hier zu behandelnden Fall, wie folgt: *

Es sei p ein in 2 nicht aufgehendes Primideal des Kérpers & und
a eine beliebige zu p prime ganze Zahl in k: dann bedeute das Symbol

(g) den Werth 4 1 oder — 1, je nachdem a dem Quadrat eimer ganzen

Zahl in %k nach p congruent ist oder nicht. Ist ferner a ein beliebiges zu
2 primes Ideal in % und hat man a = pg...w, wo p,q,..., w Prim-
ideale in % sind und ist « eine zu a prime ganze Zahl in %k, so mdge das

Symbol (g) durch die folgende Gleichung definirt werden:

6 =G -G

a/ " \p/\o/ " \w/

Sind a, b beliebige zu 2 prime Ideale in % und « eine zu ab prime ganze
Zahl in k, so gilt offenbar die Gleichung

a a a
(&) =6
Bezeichnet p irgend eine ganze Zahl in k, die nicht gleich dem Quadrat

einer Zahl in % ist, so bestimmt \j; zusammen mit den Zahlen des Kérpers
k einen Korper vom Grade 2m, welcher relativquadratisch in Bezug auf
den Korper % ist und mit K(y.) oder auch kurz mit A bezeichnet werde.
Sind in Bezug auf k% mehrere relativquadratische Kérper vorgelegt, so
heissen dieselben won einander wunabhingig, sobald keiner derselben als
Unterkdrper in demjenigen Korper enthalten ist, der aus den iibrigen
durch Zusammensetzung entsteht.

! Vergl. meine Abhandlung Uber die Theorie des relativquadralischen Zahlkirpers,
Definition 1 und 5.
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Ein relativquadratischer Korper K heisse unveraweigt in Bezug auf k,
wenn die Relativdiscriminante von K in Bezug auf £ gleich 1 ausfillt
oder, was das Nimliche bedeutet, wenn es in k& kein Primideal giebt, das
gleich dem Quadrat eines Primideals in K wird.

§ 3.

Wir machen zunichst itber den zu Grunde gelegten Korper k solche
zwei Annahmen, unter denen die Theorie des relativquadratischen Kérpers
bereits in meiner Abhandlung ausfithrlich entwickelt worden ist; es sind
dies folgende Annahmen:

1. Der Korper & vom m'" Grade sei nebst allen conjugirten
Korpern ¥, k7, ..., k™D imaginir.
2. Die Anzahl % der Idealklassen im Korper £ sei gleich 1.

Wegen der spiteren Ausfilhrungen wiederholen wir hier die haupt-
sichlichsten in Frage kommenden Definitionen und Resultate in einer
Fassung, die von der in meiner Abhandlung gegebenen Darstellung ein
wenig abweicht.

Definition 1. Ein solches zu 2 primes Ideal a des Korpers k, in
Bezug auf das fiir jede Einheit & in %

ausfallt, heise ein primdres Ideal.

Definition 2. Eine solche zu 2 prime ganze Zahl a des Korpers £,
welche congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in 4 nach dem Modul 2*
ausfillt, heisse eine primdre Zahl des Korpers k.

Wir koénnen dann den wesentlichen Inhalt des ersten Erginzungs-
satzes zum Reciprocititsgesetz wie folgt aussprechen:

Satz 1. Wenn a ein priméires Ideal in % ist, so giebt es stets eine
primére Zahl a, so dass a = (a) wird, und umgekehrt: wenn a eine pri-
miire Zahl in % ist, so ist das Ideal a = (a) stets ein primires Ideal.

Wir zerlegen nun die Zahl 2 im Korper % in Primideale wie folgt:

2 = (1. .. 1"
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wo I, ,, ..., [, die von einander verschiedenen Primfactoren der Zahl 2 in k&
und 7, , 0, ..., 1, die Potenzexponenten bedeuten, zu denen bez. jene Prim-
ideale in der Zahl 2 aufgehen.

Definition 3. Ein solches zu 2 primes Ideal a des Korpers &, in
Bezug auf das nicht nur fiir jede Einheit € in %, sondern auch fir jede
in 2 aufgehende ganze Zahl A des Korpers &

[LERTNCENS

ausfillt, heisse ein hyperprimdres Ideal.

Definition 4. Eine solche zu 2 prime Zahl a des Korpers &, welche con-
gruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k¥ nach dem Modul ("' [(3=+!.. (!
ausfillt, heisse eine hyperprimdre Zahl des Korpers k.

Wir konnen dann den wesentlichen Inhalt des zweiten Ergéinzungs-
satzes zum Reciprocititsgesetz wie folgt aussprechen:

Satz 2. Wenn a ein hyperprimires Ideal in k& ist, so giebt es stets
elne hyperprimire Zahl a, so dass a = (a) wird, und umgekehrt: wenn a
eine hyperprimire Zahl in k ist, so ist das Ideal a = (a) stets ein hyper-
priméres Ideal.

Der wesentliche Inhalt des allgemeinen Reciprocititsgesetzes fiir qua-
dratische Reste im Korper % lautet wie folgt:

Satz 3. Wenn v, p, ', ¢ irgend welche zu zwel prime ganze Zahlen
in k sind derart, dass die beiden Producte vy’ und gy’ primir ausfallen
und v zu p,»’ zu g prim ist, so ist stets

(O -6

Wenn die Klassenanzahl % des Korpers & nicht gleich 1, sondern eine
beliebige ungerade Zahl ist, so wird nur eine geringfiigige und aus meiner
Abhandlung leicht zu entnehmende Abinderung im Ausdrucke der Sitze
1—3 nothwendig.

Satz 4. Jede Einheit in %, welche primar (eine primére Zahl) ist,
st das Quadrat einer Einheit in k.

Satz 5. Es giebt in Bezug auf k keinen relativquadratischen un-
verzweigten Korper.

Die beiden letzten Sitze gelten unverindert fur den Fall, dass die
Klassenanzahl » des Kérpers & eine beliebige ungerade Zahl ist.
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§ 4.

Wir legen nunmehr fiir den Korper k& folgende Annahmen zu Grunde:

1. Unter den m conjugirten Korpern k, &', k", ..., k™™ gebe
es eine beliebige Anzahl s (> o) reeller Korper seien dles die Korper
kB, kY oo, BETD,

2. Die Anzahl % der Idealklassen im Korper & sei gleich 1.

Bei diesen Annahmen wird die Definition 1 des priméren Ideals un-
verindert beibehalten, dagegen wird es nithig, den Begriff einer priméren
Zah] enger zu fassen.

Definition 5. FEine Zahl a des Korpers k heisst fotal positiv in Fk,
falls die s zu a conjugirten bez. in k, %, ..., k“7 gelegenen Zahlen simt-
lich positiv sind. Wenn eine zu 2 prime Zahl a des Korpers k congruent
dem Quadrat einer ganzen Zahl in % nach dem Modul 2* ausfillt und
wenn ausserdem a total positiv in k ist, so heisse a eine primdre Zahl des
Korpers k.

Bei Anwendung der so festgesetzten Bezeichnungsweise gilt der erste
Ergiinzungssatz 1 und das allgemeine Reciprocitiitsgesetz 3 wiederum genau
in der fritheren Fassung und, wenn man in entsprechender Weise den
Begriff der hyperprimiren Zahl enger fasst, so bleibt auch der zweite Er-
ginzungssatz 2 in der fritheren Fassung gilltig.

§ s.

Wir erértern ferner die Frage, ob es unter den in § 4 fiir den Kérper
k zu Grunde gelegten Annahmen relativquadratische unverzweigte Korper
in Bezug auf & giebt. Zu dem Zwecke setzen wir zuniichst allgemein fest,

dass, wenn ¢ irgend eine Einheit in & bedeutet, stets ¢, &”, ..., ¢ die
zu ¢ conjugirten bez. in &', &”, ..., k*~V gelegenen Einheiten bezeichnen
sollen.

Nunmehr nehmen wir e, = — 1: wie die Einheit ¢, fallen offenbar

alle zu &, conjugirten Einheiten negativ aus. Ferner mége es in % eine

Einheit ¢, geben, welche in k positiv ist, wihrend mindestens eine der
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!’

conjugirten Einheiten ¢;, ..., ¢~ negativ ausfillt; es sei etwa die in &’
gelegene Einheit ¢; negativ. Sodann mége es in % eine Einheit ¢, geben,
welche positiv ist und fiir welche auch e} positiv wird, wihrend mindestens
eine der conjugirten Einheiten e}, e;”, ..., e{™ negativ ausfillt; es sei
etwa die in %" gelegene Einheit ¢;' negativ. In dieser Weise fahren wir
fort; wir mogen schliesslich eine Einheit ¢, (p <s) erhalten von der Be-
schaffenheit, dass ¢,,¢,, ¢, ..., &~ simmtlich positiv sind, dagegen &{*—"
negativ ausfillt und nun soll das eingeschlagene Verfahren sein Ende er-
reicht haben, d. h. wenn irgend eine Einheit & in % nebst ihren p — 1
conjugirten Einheit &', ¢”, ..., &#™ positiv ausfillt, so sel nunmehr auch
stets jede der iibrigen s — p conjugirten Einheiten &, ..., ¢“™" positiv.

Die Zahl s — p erhilt eine besonders einfache Bedeutung, wenn wir
dem Aquivalenz- und Klassenbegriff eine engere Fassung ertheilen, als
bisher geschehen ist. Wir wollen niimlich fortan zwei Ideale i, f des

Korpers k& nur dann als fquivalent bezeichnen, wenn %= a gesetzt werden

kann, so dass a eine ganze oder gebrochene Zahl in % ist, die selbst nebst
den simmtlichen bez. in k', k", ..., k=" gelegenen zu a conjugirten Zahlen
a,a’, ..., & positiv ausfillt, d. h., die total positiv in k ist. Rechnen
wir alle solchen Ideale des Korpers 4, die in diesem engeren Sinne unter-
einander #dquivalent sind, zu einer Klasse, so besitzt der Korper k, wie
leicht ersichtlich ist, genau % = 2’ Idealklassen.

Nach diesen Vorbereitungen findet ‘die oben aufgeworfene Frage nach
den unverzweigten Korpern in Bezug auf & in folgender Weise ihre Be-
antwortung:

Satz 6. Fir den Korper k giebt es ein System von s — p unab-
hiingigen relativquadratischen unverzweigten Kérpern in Bezug auf k.
Durch Zusammensetzung dieser s — p Kérper entsteht ein Korper Kk vom
Relativgrade 5 = 2°” in Bezug auf %k, der simmtliche unverzweigten
Korper in Bezug auf k als Unterkdrper enthilt und der Klassenkdrper von
k heissen moge. Die Anzahl H der Idealklassen dieses Korpers Kk ist,
auch wenn wir den Klassenbegriff in der vorhin (fiir %) angegebenen engeren
Fassung nehmen, stets eine ungerade Zahl.

Eine der merkwiirdigsten Eigenschaften des Klassenkorpers Kk besteht
darin, dass die Primideale des Korpers %k, welche einer und der nimlichen

Idealklasse von % im engeren Sinne angehéren, im Klassenkorper Kk stets
Acta mathematica. 26. Imprimé le 11 juin 1902, 14
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die nimliche Zerlegung in Primideale dieses Korpers Kk erfahren d. h. so
dass die Anzahl der verschiedecnen Primideale und ihre Grade die gleichen
sind; die Zerlegung eines Primideals p des Korpers k& im Korper Kk hingt
somit nur von der Klasse ab, der das Primideal p im Korper % angehort.

§ 6.

Um die genannten Thatsachen zu beweisen und unter den in § 4
gemachten Annahmen die Theorie des relativquadratischen Kérpers in Bezug
auf % vollstindig aufzubauen, bediirfen wir eines Symbols, welches ich
bereits in meinem in Braunschweig gehaltenen Vortrage erklirt habe.

Definition 6. Es sei w irgend ein Primideal in %, und es seien v, p
beliebige ganze Zahlen in %, nur dass g nicht gleich dem Quadrat einer
Zahl in k ausfillt; wenn dann v nach w der Relativhorm einer ganzen Zahl
des Korpers K(y/.) congruent ist und wenn ausserdem auch fiir jede hohere
Potenz von w stets eine solche ganze Zahl 4 im Kérper K(yu) gefunden
werden kann, dass v = N(4) nach jener Potenz von w ausfillt, so setze ich

()=

1V

ip jedem anderen Falle dagegen

(”_’_L‘>____I_
(]

Fillt g gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl (4= o) in k aus, so werde stets

() =+

gesetzt. Ferner definiren wir noch die s Symbole

vV, ¢ Vv, ¢t Vo ft.
T )\ ) )

wir setzen stets
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wenn wenigstens eine der beiden Zahlen v, p positiv ausfillt; dagegen
setzen wir

v,

— ) ==

( I ) ’

wenn jede der beiden Zahlen v, u negativ ausfillt. Ferner bezeichnen wir

allgemein die in k® gelegenen zu v, u conjugirten Zahlen bez. mit v, p®
und setzen

(u‘ — (”_ﬁ) w) _ (" <v,/z ) _ (v“*‘)»/z‘**‘))
A= (GO ()= () (328) - ().
Ist nun ein bestimmter relativquadratischer Korper K () in Bezug

auf %k vorgelegt, so wird eine naturgemisse Definition des Geschlechtsbe-
griffes aus der Definition 12 meiner Abhandlung gewonnen, wenn man sich

des verallgemeinerten Symbols (%1) bedient, wo @ die in der Relativ-

diskriminante von K(y.) aufgehenden Primideale und iiberdies diejenigen
Zeichen 1Y durchliuft, wofiir die in A® gelegene zu p conjugirte Zahl
¢ negativ ausfillt. Es gelingt dann ohne erhebliche Schwierigkeit die
ganze in meiner Abhandlung entwickelte Theorie der relativquadratischen
Korper auf den hier in Rede stehenden Fall, dass der Korper k die in § 4
gemachten Annahmen erfilllt, auszudehnen.

Das Reciprocititsgesetz fiir quadratische Reste im Korper k erhilt mit

Benutzung des erweiterten Symbols <E;u—”> die folgende einfache Fassung:

Satz 7. Wenn v, p beliebige ganze Zahlen == o0 in k sind, so ist stets

IT(2E) =+,
@ V@
wo das Product itber simmtliche Primideale @ == w in %k und tber die s

Zeichen o = 1, v/, 1", ..., 1*7 erstreckt werden soll.
Auch die Sitze 41, 64, 65, 67 in meiner Abhandlung lassen sich mit

Hilfe des erweiterten Symbols (V_a,,ﬁ) unmittelbar auf den Fall des hier

betrachteten Grundkérpers & iibertragen.

Wenn die in urspriinglichem Sinne verstandene Klassenzahl % des
Korpers k£ nicht 1, sondern irgend eine ungerade Zahl ist, so bediirfen die
Sitze in § 4—§ 6 nur einer geringen und aus meiner Abhandlung leicht
zu entnehmenden Ab#nderung.
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§ 7

Wenn fiir den Kérper & insbesondere s — p=o0 ausfillt, so wird 2 =1
und Satz 6.lehrt dann, dass es keinen unverzweigten Kérper in Bezug auf
k giebt. Wir wollen den pichst einfachen Fall s —p =1, h = 2 be-
trachten und vor Allem die am Schluss von § 5 angedeuteten Gesetze der
Zerlegung der Primideale in % niher erdrtern. Es migen daher fortan
fir den Grundkérper k folgende speziellere Annahmen gelten:

1. Unter den m conjugirten Korpern k&, k', k¥, ..., k™" gebe
es eine beliebige Anzahl s (> o) reelle Korper; es seien dies die
Korper k, k', k", ..., k7.

- 2. Die Anzahl % der Idealklassen des Korpers %, im urspriing-
lichen weiteren Sinne verstanden, sei gleich 1; die Anzahl ; der Ideal-
klassen des Korpers k, im engeren Sinne verstanden, sei gleich 2.

Unter diesen Annahmen ist der in § 5 erwithnte Klassenkorper Kk
relativquadratisch und besitzt folgende Eigenschaften:

Satz 8a. Der Klassenkérper Kk hat in Bezug auf h d1e Relativ-
diskriminante 1; d. h. er ist unverzweigt in Bezug auf 7.

Satz 8b. Die Klassenanzahl H des Klassenkorpers Kk, in engerem
Sinne verstanden, ist ungerade.

Satz 8c. Diejenigen Primideale in &, welche in k¥ Hauptideale im
engeren Sinne sind, zerfallen in Kk in das Product zweier Primideale.
Diejenigen Primideale in %, welche in & nicht Hauptideale im engeren
Sinne sind, bleiben in K% Primideale.

Von diesen drei Eigenschaften 8a, 8b, 8c charakterisirt jede fiir sich
allein bei unseren Annahmen iiber den Korper k in eindeutiger Weise den
Klassenkorper Kk.

Zum Beweise der Existenz des Klassenkorpers Kk ist es erforderlich
zu zeigen, dass es unter den hier gemachten Annahmen stets eine Einheit
¢ in k giebt, die congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl nach dem Modul
2? ausfiillt, ohne dass sie das Quadrat einer Einheit in k¥ wird. Der ver-
langte Klassenkorper Kk ist dann der Korper K(ye). Der Beweis fiir die
Existenz einer solchen Einheit ¢ ldsst sich durch eine ihnliche Schluss-
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weise fithren, wie sie im § 9 beim Beweise der Sitze 9a, 9b, gec an-
gewandt werden wird.

§ 8.

Im weiteren Verlaufe dieser Untersuchung wollen wir fiir einige an-
dere Tille die Gesetze der Zerlegung der Primideale des Grundkérpers k
im Klassenkérper Kk genau erértern und die Beweise der aufgestellten Be-
hauptungen erbringen. Es miogen in diesem Paragraphen fir den Grund-
korper k folgende specielle Annahmen gelten:

1. Unter den m conjugirten Korpern &, &', k", ..., k™" gebe
es eine beliebige Anzahl s reeller Korper; es seien dies die Korper
kyE R R,

2. 'Die Anzahl. % der Idealklassen des Korpers k, im urspriing-
lichen weiteren Sinne, stimme mit der im engeren Sinne verstandenen
Klassenanzahl 7 tiberein und sei gleich 2.

Unter diesen Annahmen ist der Klassenkérper Kk relativquadratisch
und besitzt folgende Eigenschaften:

Satz 9a. Der Klassenkorper Kk ist unverzweigt in Bezug auf k,
d. h. er hat die Relativdiskriminante 1 in Bezug auf k.

Satz 9b. Die Klassenanzahl H und H des Klassenkérpers Kk, im
weiteren sowie im engeren Sinne verstanden, sind ungeradé (H = H).

Satz 9c. Diejenigen Primideale in k, welche in & Hauptideale sind,
zerfallen in Kk in das Product zweier Primideale. Diejenigen Primideale
in k, welche in % nicht Hauptideale. sind, bleiben in Kk Primideale; sie
werden jedoch in Kk Hauptideale.

Von diesen drei Eigenschaften 9a, 9b, gc charakterisirt jede fir sich
allein bei unseren Annahmen iiber den Kérper ¥ in eindeutiger Weise den
Klassenkorper Kk; wir haben somit die Sitze:

Satz 10a. Es giebt ausser Kk keinen anderen relativquadratischen
Korper, der in Bezug auf k& unverzweigt ist.

Satz 10b. Wenn ein zu k relativquadratischer Korper eine ungerade
Klassenanzahl hat, so stimmt derselbe mit dem Klassenkorper Kk iiberein.

Satz 10c. Wenn alle Primideale in %k, die in ¥ Hauptideale sind,
in einem relativquadratischen Korper zerfallen, oder wenn alle Primideale
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in k, die in %k nicht Hauptideale sind, in einem relativquadratischen Korper
Primideale bleiben, so folgt jedesmal, dass dieser relativquadratische Korper
kein anderer als der Klassenkorper Kk ist.

& 9.

Um die Existenz des Klassenkorpers Kk und sodann die Sitze 9a,
9b, 9c¢ zu beweisen, machen wir der Kiirze halber die Annahme, dass der
Grundkérper k und seine simmtlichen conjugirten Korper imaginir sind und
nennen dann wie in § 3 eine ganze Zahl in k primér, wenn sie zu 2 prim
ist und dem Quadrat einer ganien Zahl in k nach dem Modul 2*? congruent
ausfillt. '

Wir bestimmen jetzt ein System von Grundeinheiten in % und be-
zeichnen dieselben mit ¢ , ¢, , ..., €m ferner sei t ein zu 2 primes Prim-

ideal des Kérpers k, welches nicht der Hauptklasse in % angehort, und es
werde t? = (p) gesetzt, wo p eine gewisse ganze Zahl in k£ bedeutet. Fiigen

wir sodann den obigen 721 ~— 1 Einheiten noch folgende Zahlen hinzu

g, = ——1 I ==
so bilden die - 1 Zahlen ¢ ,e,,...,&, ein System von Zahlen dieser
241

2
Beschaffenheit: jede ganze Zahl & in k, welche das Quadrat eines Ideals

in k ist, lisst sich in der Gestalt

E=che...c,

darstellen, wo die Exponenten z,,z,,...,%, . gewisse Werthe o, 1 haben
=+
2

und « eine ganze oder gebrochene Zahl in % bedeutet.
Endlich bestimmen wir mit Hinblick auf Satz 18 meiner Abhandlung
ein System von Primidealen ¢,,q,, ..., I, in k£, die zu 2 prim sind,
)

so dass
(1) B=—1, (=41 G+

P = n
(1,;-—1,2,...,2 +l)
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ausfillt und zu diesen solche Exponenten W, , ..., W, mit Werthen 0,1,
2
2

dass die Producte

7t

' e, o
q]t')%’i’wn,ﬂm v
3

Hauptideale in & werden; es sei etwa

m )
s

= (%), ..., Qn U = (x
0, ( 1): ) Q;_Hl ( ;“))

won % ,...,x,  gewisse ganze Zahlen in % sind.
— 41 *
2

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir den Ausdruck

vl.-.u,—;-+l]--- ’—21-}-1)
derselbe stellt, wenn man rechter Hand fir die Exponenten u, , ..., u,,_,+l
2
beliebige Werthe o, 1 und fir die Exponenten v,, ..., v, . irgend welche
2
der Congruenzbedingung
(3) vw, +vw, + ...+ vﬂgwﬂ“_:"o’ (2)
2 2

geniigende Werthe o, 1 nimmt, im Ganzen 2”*' Zahlen dar. Rechnet
man jetzt allgemein zwei ganze zu 2 prime Zahlen o,, @, in k zu der-
selben Art, wenn ihr Product ®,w, eine primire Zahl ist, so lehrt die
Betrachtung am Schlusse von § 21 meiner Abhandlung, dass es im Kérper
k genau 2™ verschiedene Arten von Zahlen giebt und es missen also unter
den Zahlen von der Gestalt (2) nothwendig wenigstens zwei Zahlen vor-
handen sein, die derselben Art angehéren. Das Product zweier solcher
Zahlen ist eine primére Zahl von der Gestalt

Um Om
3+ ER"
(4) W=cP...6, X...Xn a’,
7! 7t
wo die Exponenten %, ..., u,, b Vo Om gewisse Werthe o, 1 haben
2 2

aber nicht simmtlich gleich o sind und « eine ganze Zahl in k bedeutet.
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Wenn in dem Ausdrucke (4) fir die Zahl w die Exponenten v, ..., v

5+
simmtlich sich gleich o herausstellten, so wiire nach Satz 4 und 5 meiner
Abhandlung der Kérper K(Jw) ein in Bezug auf % unverzweigter relativ-
quadratischer Korper und somit der verlangte Beweis fir die Existenz des
Klassenkorpers mit der Eigenschaft ga erbracht.

Wir nehmen nun im Gegentheil an, es habe wenigstens einer der

Exponenten v,, ..., v, . den Werth 1 und zwar sei ¢ deren genaue An-
-+
2

zahl; es sel etwa o, = 1, v, =1,...,v,=1, wo die Indices ¢,4,,...,%

gewisse ¢ Zahlen der Reihe 1, 2, ..., 3'21 4+ 1 bedeuten. Bei dieser An-

nahme miissen die ¢ Primideale g; , q., ..., g, in der Relativdiskriminante
des Korpers K(\/») aufgehen; wegen der Bedingung (3) und da e primér
ist, folgt fermer, dass es ausser diesen ¢ Primidealen kein weiteres giebt,
welches in der Relativdiskriminante von K (Jw) enthalten wire. Die ge-
nannten ¢ Primideale des Korpers & werden bez. die Quadrate gewisser ¢
ambiger Primideale des Kérpers K (Jw), und die Anzahl aller ambigen
Ideale des Korpers K(w) fillt daher genau gleich 2° aus. Auch die
weiteren Bezeichnungen des Satzes 22 in § 15 meiner Abhandlung be-
nutzen wir: es mége der Korper & genau 2°° Einheitenverbiinde besitzen,
die aus Relativnormen von Einheiten in Kw) entspringen, und es sei 2%
die Anzahl der ambigen Klassen, in denen ambige Ideale des Kérpers
K(Jw) enthalten sind.

Was das Verhalten der Ideale des Korpers £ im Kérper K (yw) betrifft,
so sind hier die folgenden zwei Fille moglich:

I. Die Ideale des Korpers k, welche in & nicht Hauptideale sind,
werden in K(J/w) Hauptideale.

II. Die Ideale des Korpers k, welche in £ nicht Hauptideale sind,
werden auch in K (Jw) nicht Hauptideale.

Indem wir das Verfahren, welches ich in meiner Abhandlung beim
Beweise des Satzes 22 angewendet habe, auf der Kérper K (Vo) iibertragen,
finden wir leicht im Falle I die Gleichung

m

(s) @ =t+0—7
und im Falle IT die Gleichung

(6) a‘=t+v’——§—1.
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§ 10.
Wir wollen ferner fiir die Zahl ¢° eine obere von ¢ und m abhingige
Grenze ableiten. Zu dem, Zweck mogen z,, ..., z, irgend welche Ex-

2
ponenten o0+, 1 bedeuten; soll dann die Einheit

Tm -
2

e=c¢e]...¢e,

|

die Relativnorm einer Einheit in K(\/w) sein, so miissen nothwendig die

¢ Bedingungen
(8) B =tr . () =+

erfilllt sein.

Wir stellen nun der Reihe nach folgende Hiilfssiitze auf, welche fiir
beide Fille I) IT gelten:

Hilfssatz 1. Jede Einheit ¢ des Korpers k, die den Bedingungen
(7) geniigt, ist nothwendig die Relativhorm einer Einheit des Relativ-
kérpers K (Vo).

Zum Beweise dieses IHiilfssatzes unterscheiden wir, ob unter den In-
dices 4, , ..., i, die Zahl ’rzg + 1 vorkommt oder nicht. Tm ersteren Falle

m

sei 4, =+ 1. Wir schliessen dann aus (7) mit Riicksicht auf (1), dass

gewiss die Gleichungen

Z, =0, ..., %, ,=0O

1 t—1

bestehen miissen, und hieraus entnehmen wir, dass die Anzahl v" der von-
einander unabhiingigen Einheitenverbinde, welche aus den Relativnormen

von Einheiten in K (\/w) entspringen, héchstens gleich % —t 41 ist.

Kommt andererseits unter den Indices ¢, ..., ¢ die Zahl "2—1— + 1

nicht vor, so schliessen wir auf die nimliche Weise

Ty =0, ..., x, = O
Acta mathematica. 26. Imprimé le 11 juin 1902. 15
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und mithin ist die Anzahl v der von einander unabhingigen Einheiten-
verbinde, welche aus den Relativnormen von Einheiten in A (Jw) ent-

springen, in diesem Falle hochstens gleich %— t.
Wir erkennen leicht, dass im Falle I unter den Indices 4, ..., ¢ die
Zahl % + 1 nicht vorkommen kann. Wire niimlich im Gegentheil das

Primideal In in der Relativdiskriminante des Korpers X (\/w) enthalten

2

und bezeichnet P die ganze Zahl in K (Jw), welche das Ideal r darstellt,
so muss die Relativnorm dieser Zahl P gleich einer Zahl in & von der

Gestalt ¢p werden, wo e eine Einheit in % bezeichnet und p = €, die
’ 2

friiher festgesetste Bedeutung hat. Die hieraus folgende Bedingungs-

gleichung
' /Eem
ep _ 7 H
)\

steht im Widerspruch mit der in (1) getroffenen Festsetzung fiir das Prim-
ideal g, .
Pl

Die bisherigen Uberlegungen fithren im Falle 1 zu der Ungleichung

®) <

L
2

und im Falle II zu der Ungleichung

(9) v < ? —t+1

Die Gleichungen (5), (6) und die Ungleichungen (8), (9) zeigen, dass
in beiden Fillen I und II die Ungleichung a" < o gilt und da gewiss
auch 4" > o sein muss, so folgt nothwendig @’ = o, d. h. es ist im Falle 1

: ‘ - m
(10) V= _-—1
und im Falle 11

(11) =214
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Nunmehr. kénnen wir auch einsehen, dass im Falle II das Primideal

q§+l in der Relativdiskriminante des Korpers K{Jw) vorkommen muss.
2

Wire nimlich im Gegentheil die Zahl ;1—}- 1 unter den Indicesi,, ..., ¢

nicht enthaltén, so miisste, wie die vorhin angestellte Uberlegung zeigt,
die  Ungleichung (8) gelten, was der Gleichung (11) widerspricht.
Wir sehen mit Riicksicht hierauf, dass die Einheiten e in k, welche

den Bedingungen (7) geniigen, im Falle I genau g~t und im Falle IT

m . . . . . . .
genau — —¢ + 1 von einander unabhiingige Einheitenverbéinde ausmachen.

Da diese Zahl wegen (10), (11) in beiden Fillen I, II gleich ¢* ausfillt,
so liefern jene Einheiten e im ganzen 2*" Einheitenverbinde; dieselben
miissen daher mit denjenigen Einheitenverbinden iibereinstimmen, deren
Einheiten Relativnormen von Einheiten in K (/w) sind, d. h. in beiden
Fillen I, TI ist jede Einheit ¢ in %, die den Bedingungen (7) geniigt,
nothwendig die Relativnorm einer Einheit in K (/») und damit ist Hilfs-
satz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2. Wenn J ein Ideal in K(Jw) ist, dessen Quadrat einem
Ideal in % &quivalent ausfillt, so ist auch J stets einem Ideal in % dqui-
valent. B

Beim Beweise verstehen wir unter S die Relativsubstitution (/o : — o)
und unter N die Relativnorm einer Zahl oder eines Ideals in X (Jw). Da
die Relativnorm des Ideals

N =3.83
jedenfalls ein Ideal in & ist und nach Voraussetzung {}* einem Ideal in &
dquivalent sein soll, so folgt, (iass auch der Idealquotient 5% einem Ideal

j in k dquivalent sein muss.

Im Falle I ist | gewiss in K(Jw) ein Hauptideal. Wir beweisen an-
dererseits, dass im Falle II das Ideal j im Korper & Hauptideal ist. Wire
nimlich j in % nicht Hauptideal, so wire jt ~ 1, wo v die frither fest-
gesetzte Bedeutung hat; setzen wir.dann

S,
=4,
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wo A eine gebrochene Zahl in K (Jw) ist, so folgt offenbar, indem wir auf
beiden Seiten die Relativnorm bilden,

(12) ep = N(4),

wo ¢ eine Einheit und p =¢,, " die frither bestimmte Zahl in & bezeichnet.
2

Da das Primideal In im Falle IT in der Relativdiskriminante von K (yw)
B ,

vorkommt, so erhalten wir wegen (12) die Gleichung

EEmM
3 !
q =+ I,
m
7!

und diese widerspricht der in (1) getroffenen Festsetzung fiir das Prim-
ideal ¢, .
L

Wir haben somit erkannt, dass in beiden Fillen I, II der Ideal-

quotient 3k (Vo) dquivalent 1 ausfillt; wir setzen demgemiiss

BR)

3 _
(13) ”s§—“1’

wo A eine ganze oder gebrochene Zahl in K(Jw) ist. Bilden wir dann
die Relativnorm

(14) ‘ € =N(A))

so ist ¢ eine Einheit in %, die den Bedingungen (7) geniigen muss und
diese Einheit ¢ wird daher nach dem oben bewiesenen Hiilfssatz 1 gleich
der Relativhorm einer Einheit in K (\/w); wir setzen

(15) e = N(E,

wo E eine Einheit in K(Jw) ist. Aus (14) und (15) folgt
(16) N(4E) = 1.

Setzen wir

B =1 + S(4E),

(bez. B = 1, wenn etwa AE = — 1 ist), so wird wegen (16)

52— EA (bew. =1),
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und hieraus entnehmen wir mit Riicksicht auf (13) die Gleichung fir Ideale

8(BJ)

B3 "

d. h. BJ ist das Product eines ambigen Ideals des Korpers X (/o) in ein
Ideal des Korpers k. Da nun fiir beide Fille I, II frither die Gleichung
@’ = o bewiesen worden ist und folglich alle ambigen Ideale in K (Jw)
Hauptideale sind, so folgt, dass auch das Ideal § einem Ideal des Korpers
k dquivalent sein muss. Hiermit ist der Beweis fiir den Hiilfssatz 2 erbracht.

Hiilfssatz 3. Wenn J irgend ein Ideal in K(\w) ist, so giebt es stets
einen ungeraden Exponenten %, so dass J* einem Ideal in % dquivalent ist.

In der That, ist H die Klassenanzahl des Kérpers Kw) und setzen
wir H=="2"4, wo a einen gewissen Exponenten und % eine ungerade Zahl
bedeutet, so folgt, dass 3™ ~ 1 sein muss und hieraus schliessen wir mit
Riicksicht auf Hilfssatz 2 der Reihe nach, dass die Ideale 3*7'*, 3*7* ...,
J™, J* gewissen Idealen in k #dquivalent ausfallen.

Hiifssatz 4. Wenn p ein Primideal des Korpers & bedeutet, fiir
welches

(17) (5) =+

ausfillt, so ist p stets im Korper & ein Hauptideal.
Zum Beweise bedenken wir, dass wegen der Voraussetzung (17) das
Primideal p im Korper K(Jw) zerlegbar sein muss; wir setzen

p="P.5%,

wo B, SP zu einander relativeonjugirte Ideale in K(yw) sind und ver-
stehen dann mit Ricksicht auf Hiilfssatz 3 unter u einen solchen ungeraden
Potenzexponenten, dass P einem Ideal | in k dquivalent wird. Hieraus

folgt offenbar
p~ji*~1, d. h p~1.

§ 11,

Der gewiinschte Nachweis fir die Existenz der Klassenkdrper mit den
Eigenschaften ga, 9b, 9c¢ gelingt mittelst der folgenden Schliisse. Wir



118 David Hilbert.

wihlen an Stelle der in § 9 bestimmten den Bedingungen (1) geniigenden

Primideale q,,...,q, o irgend ? + 1 andere zu 2 prime Primideale q;, ...,
» ,

0, mit den entsprechenden Eigenschaften

D=t @=rn oo

2

Qs i
.o "
(z,,;: I, 2,...,-2—+A1>
und withlen wiederum die Exponenten wj, ..., w, _ in geeigneter Weise
2 .
so, dass
o,
' ’ ’ z /0 »
gt = (x), ..., (Gn ¥ = (x, )
24 Zh
2 3
und darin ], ..., x,  ganze Zahlen in k sind; sodann denken wir uns
— 41 ° .

2
die simmtlichen Schlussfolgerungen in § 9—§ 10 fiir -das neue System

von Primidealen qf, ..., q,',l+l wiederholt. Auf diese Weise gelangen wir
K

zu einem Awusdruck

’ -+
(18) o =¢exn".. . x
4
2
in dem ¢’ eine gewisse Einheit in % und v;,..,,v,  gewisse Exponenten
41

2
0, 1 bedeuten; falls wir wie vorhin annehmen, dass die Exponenten v, ...,

’

Um nicht simmtlich gleich o ausfallen, folgern wir wiederum fiir den

3 o .
Kérper K (o) die Giltigkeit der Hilfssitze 1—4, und entsprechend dem
Hiilfssatz 4 ist mithin jedes Primideal p des Korpers k, fiir welches

G-+

ausfillt, stets nothwendig ein Hauptideal des Korpers &.
Wir bezeichnen nun kurz mit w, alle diejenigen Primideale in &, fir

welche
[
(o) =+
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ist, und mit w,, diejenigen Primideale in %k fiir welche zugleich

)=t ()=

ausfillt, ferner mit w™* diejenigen Primideale des Kérpers &, welche Haupt-
ideale in k sind, dagegen mit w diejenigen Primideale des Korpers k,
welche nicht Hailptideale» in' & sind.

Da die Zahlen @, o' sicher nicht Quadrate von ganzen Zahlen in &
sind und bei unseren Annahmen wegen der Verschiedenheit der Primideale

Qs ooor Om s 01y o ee) Om " das Néamliche auch fiir das Produkt we’ gilt,
E} 2 '
so folgen aus Satz 17 meiner Abhandlung die Gleichungen
‘l‘r 1 I
(wz.;) ny 7108 —— + 1.(s), W>1)
(19) 1 I 1
(m.;w');(—tviw—)‘ =385 T les); >0

hier sind die unendlichen Summen iber alle Primideale w, bes. w,, zu
erstrecken und f£,(s), £,.(s) bedeuten Functionen der reellen Verénderlichen
s, welche stets zwischen endlichen Grenzen bleiben, wenn s sich dem Werthe
I ndhert; n bezeichnet stets die Norm im Kérper &.

Die Primideale w, sind offenbar simmtlich von den Primidealen w,,
verschieden- und da nach dem vorhin Bewiesenen die Primideale w, , w
simmtlich unter den Primidealen w*) vorkommen, so haben wir

’
ww

— I : I .
> s 5
(mz(_;)) n(niHy = (mzo) 7 (10,,) + (g) 7 (Waw)' (s> 1)

und folglich wegen (19)

(200 (;));(T:m):i%log;l—l+fm(8)+fw'($);

hier sind die unendlichen Summen wiederum iiber alle Primideale mit den
betreffenden Eigenschaften zu erstrecken.

~ Die Primideale w'”, w erschopfen offenbar die simmtlichen Prim-
ideale w in %, und es ist daher ‘

' L I I I
e 2 Syt X ey X ey g )

(ro(+)) (=) (w)
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wo die Summe (‘Z) fiber simmtliche Primideale w in % erstreckt werden soll

und f(s) wiederum eine fiir Werte s > 1, die sich dem Werte 1 nihern,
zwischen endlichen Grenzen bleibende Grosse bezeichnet. Aus (20) und (21)
zusammen folgt die Ungleichung

I I 1 I
(22) (n;-’-))n(m—(_‘_))‘—(‘mz—;))mialogmﬁ- 2fw(8) + 2fww'(8)—f(8).

Nunmehr stellen wir folgenden Hiilfssatz itber die Ideale des Korpers
k auf:
Hiilfssatz 5. Wenn in dem Ausdrucke

1 ) {
—_— — — (s>1)
((5) n(m(+)) (mg_:)) n (m(——))t 1

die erste Summe iber alle Primideale w™ und die zweite Summe tber
alle Primideale w™ erstreckt wird, so stellt dieselbe eine solche Function
der reellen Verinderlichen s dar, welche stets unterhalb einer positiven end-
lichen Grenze bleibt, wenn die reelle Verinderliche s sich der Grenze 1
nihert.

Der Beweis dieses Satzes wird durch die niimliche Schlussweise gefiihrt,
wie sie beim Beweise des Satzes 31 in meiner Abhandlung angewandt
worden ist.

Wir erkennen, dass die Ungleichung (22) unmittelbar einen Wider-
spruch gegen den Hiilfssatz 5 enthdlt, und mithin ist unsere urspriingliche
Annahme zu verwerfen, d. h. es miissen in der Gleichung (4) die Expo-
nenten v,, ..., v, . oder das zweite Mal in der entsprechenden Gleichung

B2
(18) die Exponenten o}, ..., v, simmtlich o sein; in der Zahl w bez.

2

o’ haben wir also eine Zahl des Korpers k, welche als Ideal das Quadrat
eines Ideals in k darstellt, die iiberdies congruent dem Quadrat einer Zahl
in k¥ nach dem Modul 2? wird und doch nicht das Quadrat einer Zahl
in k ist. ‘

Der Korper K(Jw) bez. K(Jo') ist der gesuchte Klassenkérper Kk
zum Grundkorper %k, da er die in Satz 9a ausgesprochene Eigenschaft
besitzt. Damit ist die schwierigste Aufgabe in der hier erorterten Theorie
gelost.
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§ 12.

Der Beweis fiir den Satz 9b sowie fiir die zweite Aussage des Satzes
g¢ ist aus den bisherigen Entwickelungen leicht zu entnehmen. Nicht so
einfach gelingt der Nachweis fiir die erste Aussage des Satzes 9c¢, wonach
jedes Primideal des Kéorpers k, das in k der Hauptklasse angehért, im
Klassenkorper Kk, der jetzt K({w) ist, weiter zerlegbar sein muss. Wir
fithren diesen Nachweis in folgender Weise:

Nach dem in § 11 Bewiesenen ist die Zahl @ von der Gestalt (4):
®=¢pep... e§+1’

wo die Exponenten u,,...,u, gewisse Werthe o, 1 haben, aber nicht

— 41 :

5 ,

simmtlich gleich o sind: es sei etwa u;, = 1; dann bezeichnen wir die

Zahlen e,,8,, ..., 8 1,841, CnsSn, bez. mit ¢, ..., :s'ﬂ und bestim-
2 2 2

m . s .
men — von v verschiedene Primideale p,, ..., pn in & derart, dass
?.

e e
= -1 — ) == I,
(p») ) (m> + (hee)
(k 3 k = l 3 2 b IR | ﬁ)
2
hd

s )=+ o

wird. Wegen (23) sind nach der zweiten Aussage des Satzes gc diese

Primideale p, , ..., p, simmtlich Hauptideale in k; wir setzen
m
b, = (72.1)) SRR vﬂ=(75)>
2 \ 2 i
WO 7, ..., T, ganze Zahlen in k bedeuten. Nunmehr wollen wir zeigen,

2
dass ein Ausdruck von der Gestalt
u
y® »
(24) w‘ = E‘ul v e e 82 51‘. . 7rm Py
2

* *

(ul,...,u,,,,v,,...,v =o,1)

2 ) .
Acta mathematica. 26. Imprimé le 18 juin 1902, 16
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nur dann eine primire Zahl in k darstellen kann, wenn die Exponenten
iy ooy Um, Uy, .oy ¥, simmtlich den Werth o haben. In der That, wire

2 2
" primir und wenigstens einer dieser Exponenten gleich 1, so beweisen

wir wie oben durch Hiilfssatz 4, dass alle Primideale in %, welche in K (Jo")
zerlegbar werden, in & Hauptideale sind, d. h. es miissten dann alle Prim-
ideale w, nach welchen w" quadratischer Rest ist, Hauptideale in % sein.
Die Thatsache, dass zugleich auch alle Primideale w, nach denen @ qua-
dratischer Rest ist, Hauptideale in % sind, fithrt uns wie frilher in § 11
auf einen Widerspruch.

Aus der soeben erkannten Thatsache, dass der Ausdruck (24) ausser
der Zahl 1 niemals eine primire Zahl darstellen kann, ziehen wir leicht
durch ein dhnliches Schlussverfahren, wie wir es frither angewandt haben,
diese Folgerung: wenn x eine beliebige zu 2 prime ganze Zahl in k ist,
so ldsst sich stets ein System von Exponenten uy, ..., u,, 0, ..., U

2 2

finden derart dass der Ausdruck

u¥ om

«u* 3 z

(25) xei" . Em W ... Tm
2 2

eine primire Zahl in & darstellt.

Es sei nun g irgend ein Primideal der Hauptklasse in k; wir setzen
g = (x), wo x eine ganze Zahl in % bedeutet und nehmen entgegen der
zu beweisenden Behauptung an, es sei g in I (\/5) unzerlegbar. Wir bilden
fiir die Zahl x den Ausdruck (25) und bezeichnen denselben mit a. End-
lich bestimmen wir in %k ein von t verschiedenes Primideal ¥, welches in &
nicht Hauptideal ist, und eine Zahl o in &, so dass ¢ = vt wird; wir

setzen @ = (:: oder @ =, jenachdem w den Faktor t® enthilt oder nicht.

Da nach Satz 9b der Korper K(/w) eine ungerade Klassenanzahl
besitzt, so gilt mit Riicksicht darauf, dass a primir ist, nach dem in meiner
Abhandlung fiir diesen Fall bewiesenen quadratischen Reciprocititsgesetz
die Formel
26 fe)_[vel.
(20) l\/m '« f
hierbei habe die geschwungene Klammer fiir den Korper K(yw) die ent-
sprechende Bedeutung des quadratischen Restcharakters, wie die gewdhnliche
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Klammer fiir den Kérper k. Das Hauptideal yz im Korper K(Jw) ist
entweder gleich 1 oder gleich dem Primideal t. Fallt nun <%) = 41 aus,
so ist gewiss auch {%} =41 Ist (’—;) = —1, so wird wegen (%)) =—1

[4o)

nothwendig (?) = + 1 und umsomehr Vi =+ 1. Andererseits ist wegen
o = (Jw)’ nothwendig {%"} = 41 und folglich auch {%} =4 1. Wir

baben also in jedem Falle gewiss [ + 1 und wegen (26) folgt hieraus

* o) =
. [val - 4 1.
(27) Ve | +

Wenn 4 irgend eine ganze zu ¢ prime Zahl in A (Jw) bedeutet, so
gelten nach dem Primideal q des Korpers &, das auch in /(yw) Primideal
bleiben sollte, folgende Congruenzen

o)
{%}EA- ? ' (q)
| r)=1
F)=wa ™,

und da
S4=A4"9, NA = 4o+ (a)

Iil = I..{é
Lo S >
Nehmen wir insbesondere A = /@, so erhalten wir

-9

x

ausfillt, so wird mithin

Andererseits ist wegen (23) allgemein das Primideal p, in K (/@) zer-
legbar; wir setzen

b= P, SP,, (=122
wo P, ein Primideal in K(yw) bedeutet. Da
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wird, so haben wir

e == )

Wegen (27), (28), (29) ist mit Riicksicht auf die Bedeutung von a

)
o )+

Da die Zahl a primir ist, d. h. dem Quadrat einer ganzen Zahl in ¥
congruent nach 2? ausfillt, so folgt leicht, dass #(a)=1 nach 2* und mithin

n(a)—1

()= e

a

sein muss; wir erhalten mithin aus (30) die Gleichung

(%) = 4 1 und somit auch <$> =+ 1,

welche der Annahme widerspricht, wonach q in % unzerleghar sein sollte;
diess Annahme ist somit als unzutreffend erkannt, d. h. jedes Primideal
des Korpers k, welches der Hauptklasse in %k angehért, zerfallt in A (Vw)
in das Product zweier Primideale, wie Satz 9c in seinem ersten Theile
aussagt.

§ 13.

Wir erortern jetzt die Reciprocititsgesetze fiir quadratische Reste im
Korper %k unter den besonderen Annahmen k = h = 2, wie sie in § 8
iitber den Kérper & gemacht worden sind. Der erste Ergiinzungssatz lisst
sich wieder genau wie frither in der Form des Satzes 1 aussprechen, sobald
wir dem Begriff »primdres Ideal» die folgende engere Fassung geben: wir
nennen in dem zu Grunde gelegten Kérper k ein zu 2 primes Ideal a dann
primdr, wenn fiir dasselbe

3
(5) =+
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ausfillt — nicht nur fir alle Einheiten &, sondern auch fiir diejenigen
ganzen Zahlen & in k, die Quadrate von Idealen sind, d. h. wenn

Q= G-+ ()=

wird. Indem wir in entsprechender Weise den Begriff eines hyperprimiren
Ideals in dem zu Grunde liegenden Korper &k enger fassen, gilt auch der
zweite Brginzungssatz in der frither aufgestellten Form des Satzes 2 und
ebenso auch das allgemeine Reciprocititsgesetz in der Fassung des Satzes 3.

Um den Beweis fir diese Reciprocititsgesetze zu fithren, bedenken
wir, dass der Klassenkorper K (\/w) eine ungerade Klassenanzahl hat. Fiir
einen solchen Korper habe ich das Reciprocititsgesetz in meiner Abhand-
lung bereits bewiesen. Aus diesem Reciprocititsgesetz fiir den Korper K (\/Z;)
gewinnen wir sodann ohne Schwierigkeit durch ein geeignetes Schlussver-
fahren die eben genannten Reciprocititsgesetze fiir den Kérper k.

In meiner Abhandlung habe ich unter den in § 3 der vorliegenden
Arbeit gemachten Annahmen gezeigt, wie die Idealklassen eines beliebigen
in Bezug auf k relativquadratischen Korpers in Geschlechter einzutheilen
sind. Unter der gegenwirtigen Annahme k= j = 2, die wir im § 8 fir
den Korper k gemacht haben, theilen wir die Idealklassen eines beliebigen
relativquadratischen Korpers K (yu) in Bezug auf & auf folgende Weise in
Geschlechter ein. Es sei I ein beliebiges Ideal des relativquadratischen
Korpers K (p). Wir definiren zuniichst wie in dem Falle, den meine Ab-
handlung betrifft, das Charakterensystem einer Zahl des Korpers k. Sodann
verstehen wir unter t ein bestimmtes zu 2 primes Ideal, welches nicht der
Hauptklasse in % angehért, und wihlen dann den Exponenten u = o, 1
derart, dass im Korper & das Product der Relativnorm von J dem Ideal
t* dquivalent wird: es sei etwa

N = (v),

wo ¢ eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Endlich bilden wir das
Charakterensystem fiir die Zahl : und fiigen diesem noch die Einheit
(— 1)* hinzu. Das so erhaltene System von Einheiten + 1 heisse das

Charakterensystend des Ideals J. Alle Ideale, die dasselbe Charakteren-
system besitzen, bilden ein Geschlecht. Es gilt wiederum der Fundamen-
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talsatz, dass stets genau die Hdlfte aller moglichen Charakterensysteme wirk-
lich durch Geschlechter in K(|.) vertreten sind.

Wenn fiir einen Kérper £ der Werth der Klassenanzahl % im ur-
spriinglichen Sinne und der Klassenanzahl  im engeren Sinne zusammen-
fallen und nicht gleich 2, sondern das Doppelte irgend einer ungeraden
Zahl sind, so bediirfen die in § 8—§ 13 ausgesprochenen Siitze nur einer
geringen und aus meiner Abhandlung leicht zu entnehmenden Abiinderung.

§ 14.

Es mége endlich kurz die Annahme behandelt werden, dass der Grund-
korper & die Klassenanzahl & = j = 4 besitzt; wir haben dann zwei Fille
zu unterscheiden:

A. Es giebt eine Klasse C in k derart, dass C, C? C° C* = 1 die
4 Klassen des Korpers k& darstellen.

B. Es giebt zwei Klassen C,,C, in k derart, dass C,, C,, C,C, = C,,
C} = C} =1 die 4 Klassen des Korpers k& darstellen.

v Im Falle A. ist der Klassenkorper Kk des Korpers k relativeyklisch
vom Relativgrade 4 in Bezug auf & und weist folgende fundamentale Eigen-
schaften auf: '

Satz 11a. Der Klassenkérper Kk hat in Bezug auf % die Relativ-
diskriminante 1. '

Satz 11b. Die Klassenanzahl H, H des Klassenkorpers Kk im ur-
spriinglichen bez. im engeren Sinne ist eine ungerade Zahl. Der Klassen-
korper Kk besitzt einen und nur einen relativquadratischen Unterkérper
UKFk. Die Klassenanzahl von UKk ist das Doppelte einer ungeraden Zahl.

Satz 11¢. Diejenigen Primideale in %, welche in & Hauptideale sind,
d. h. der Klasse 1 angehoéren, zerfallen in Kk in das Product von 4 Prim-
idealen. Diejenigen Primideale in %, welche der Klasse C? angehéren, zer-
fallen in UKk in das Product zweier solcher Primideale, die im Kérper
Kk unzerlegbar bleiben. Diejenigen Primideale in %, welche der Klasse
C oder C® angehiren, bleiben in Kk unzerlegbar; simtliche Ideale in &
werden in Kk Hauptideale.

Von diesen 3 Eigenschaften 11a, 11b, 11c charakterisirt jede fiir
sich allein bei unserer Annahme iiber den Korper & in eindeutiger Weise
den Klassenkorper Kk; wir haben somit insbesondere folgende Sitze:
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Satz 12a. Wenn ein relativquadratischer Korper die Relativdiskrimi-
nante 1 in Bezug auf & besitzt, so stimmt derselbe mit UKk iiberein.
Wenn ein relativ-Abel'scher Kérper vom Relativgrade 4 in Bezug auf %
die Relativdiskriminante 1 besitzt, so stimmt er mit K% iberein.

Satz 12b. Wenn ein relativquadratischer Kérper in Bezug auf k eine
Klassenanzahl besitzt, die das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, so stimmt
dieser Korper mit UKk iiberein.

Satz 12c. Wenn ein relativ-Abel’scher Korper vom Relativgrade 4
in Bezug auf % eine ungerade Klassenanzahl besitzt, so stimmt er mit K&
iiberein. :

Im Falle B. ist der Klassenkérper Kk des Korpers & relativ-Abel’sch
vom Relativgrade 4 und weist folgende fundamentale Eigenschaften auf:

Satz 13a. Der Klassenkorper Kk hat in Bezug auf k die Relativ-
diskriminante 1. ~

Safz 13b. Die Klassenanzahl des Korpers Kk ist ungerade. Der
Klassenkorper Ik besitzt drei relativquadratische Unterkérper UKE, , UKk,
UKk, in Bezug auf k. Die Klassenanzahl eines jeden dieser drei Unter-
korper ist gleich dem Doppelten einer ungeraden Zahl.

Satz 13c. Diejenigen Primideale in &, welche in ¥ Hauptideale sind,
d. h. der Klasse 1 angehéren, zerfallen in Kk in das Product von vier
Primidealen. Diejenigen Primideale in %, welche der Klasse C, angehdéren,
zerfallen in einem jener drei Unterkorper, etwa in UKk, in das Product
von zwei Primidealen und sind in jedem der beiden anderen Unterkorper,
also in UKk,, UKk, unzerleghar. Diejenigen Primideale in k, welche der
Klasse C, bez. C, angehoren, zerfallen etwa in UKk, bez. UKk, in das
Product von zwei Primidealen und sind in UKk, , UKk, bez. in UKk, UKk,
unzerlegbar.  Simtliche Ideale des Korpers k werden in jedem der drei re-
lativquadyratischen Korper UKk, , UKk, , UKk, Hauptideale.

Von diesen Eigenschaften charakterisirt wiederum jede fiir sich voll-
stindig den Klassenkorper Kk und die drei Unterkérper UKFE,, UKk,,
UKk,. ‘ | |

Die eben aufgestellten Sitze 11a, 11b, 11¢, 122, 12b, 12¢, 133,
13b, 13¢ bestitigen, wie wir leicht erkennen, unter der gegenwirtigen
Annahme %k = j = 4 sowohl im Falle A. wie im Falle B. die Giltigkeit
der weiter unten in § 16 aufgestellten allgemeinen Sitze 14 und 15.

Zum Beweise der Sitze 11, 12, 13 ist vor Allem néthig, zu zeigen,
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dass fiir den Grundkorper % bei der gemachten Annahme stets wenigstens
ein relativquadratischer Korper mit der Relativdiskriminante 1 existirt.
Sodann hat man in Bezug auf diesen noch einen weiteren relativqua-
dratischen Kérper mit der Relativdiskriminante 1 zu construiren, was auf
Grund des schon bewiesenen Satzes 9a stets moglich ist.

Wenn fiir einen Korper k& der gemeinsame Werth der Klassenanzahl
k im urspriinglichen Sinne und der Klassenanzahl 4 im engeren Sinne nicht
gleich 4, sondern das Vierfache irgend einer ungeraden Zahl ist, so be-
diirfen die hier ausgesprochenen Siitze nur einer geringen und aus meiner
Abhandlung leicht zu entnehmenden Abinderung.

3 15

Die im Vorstehenden bewiesenen und im folgenden Paragraph (§ 16)
allgemein ausgesprochenen Sitze zeigen, dass fiir die vollstindige Unter-
suchung der arithmetischen Eigenschaften eines beliebig vorgelegten Grund-
korpers k vor Allem die Kenntniss des zu % gehorigen Klassenkorpers Ak
erforderlich ist. Unsere Entwickelungen setzen uns in den Stand, in jedem
besonderen Falle auf arithmetischem Wege den Klassenkorper Kk wirklich
zu finden. Im Folgenden wollen wir auf eine transcendente Besttmmungs-
weise des Klassenkorpers hinweisen, die der bekannten von DIRICHLET er-
sonnenen Methode der transcendenten Bestimmung der Klassenanzahl ent-
spricht.

Wir machen fiir den Grundkorper k die besondere Annahme b= p = 2
und bezeichnen mit x die in meinem Berichte Uber die Theorie der alge-
braischen Zahlkorper® im § 24 definirte, dem Korper £ eigenthiimliche
Zahl; ferner mégen H die Klassenanzahl des Klassenkdrpers Kk und K die
entsprechend definirte Zahl fiir den Klassenkirper Kk bezeichnen: dann
gilt die folgende Formel

I 1 K
31 L —n — ya e - >n
( ) =1 ] (12‘;)) n(l(+)) (I(X_)) n(l( )) } hx '

worin die Summe(_(%:)) itber alle Hauptideale i in % und die Summe(’(z))
1 |

! Vgl. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV,
1804—95, S. 229.
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iiber alle diejenigen Ideale {™ erstreckt werden soll, die nicht Hauptideale
in k sind. Der Ausdruck K enthilt in gewisser Weise die Logarithmen
der FEinheiten des Klassenkorpers Kk, so dass durch denselben die er-
wiinschte Bestimmung des Klassenkirpers erméglicht ist.

Zum Beweise der Formel (31) betrachfen wir das Product

I
1 —n(w)’

(32) {(s) =

(w)
in welchem w alle Primideale des Korpers & durchliuft; dasselbe convergirt
fiir reelle Werthe von s > 1 und es ist

(33) L (s — 1)¢(s)) = Bx.
Das entsprechende Product fir den Korper Kk lautet

Z(s) = _ , (>
(s) (Ig_ 1 —nN(B)
wo rechter Hand W alle Primideale von Kk durchléuft und #N die Norm
der Relativnorm von 2B in %, d. h. die Norm in Xk bedeutet. s ist dann
(34) L{(s — 1) Z(s)) = TIK.
=1

Wir unterscheiden nun unter den Primidealen %8 diejenigen die durch
Zerlegung irgend eines Primideals in A entstehen, und diejenigen, die Prim-
ideale in % sind. Wegen Satz gec filllt fiir die ersteren N(9B) gleich einem
Primideal w™® der Hauptklasse in k aus; fiir die letzteren dagegen ist
N(®B) gleich dem Quadrat eines Primideals w'™ in %, welches nicht der
Hauptklasse in % angehért. Mit Riicksicht hierauf wird

Z = ) r ‘ I
(3) (H)([ — n(wt))” s)l (’g)  Q— n(m(—))—s;

und hieraus folgt wegen (32)

Z(s) .1 1 2 o I N o R S
) iy P ) (ﬂ»‘ + () (%nﬁ‘“)‘ (i(Z—:» n(
diese (Heichung liefert, wenn wir zur Grenze s = 1 iibergehen, mit' Riick-
sicht auf (33), (34) den verlangten Beweis der Formel (31).

Acta mathematica. 26. Imprimé le 18 juin 1902. 17
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§ 16.
Es sei endlich k ein vollig beliebiger Zahlkérper. Wir treffen fol-

gende Festsetzungen, in denen gar keine beschriinkende Annahme fiir

k liegt:

1. Unter den m conjugirten Korpern &, k', k", ..., k"~ gebe
es eine beliebige Anzahl s reeller Korper; es seien dies die Korper
kR, K, .o KD,

2. Die Anzahl der Idealklassen des Korpers k, im engeren Sinne
verstanden, sei eine beliebige Zahl j.

Ein in Bezug auf k relativ-Abel'scher Korper X heisse unverzweigt,
wenn die Relativdiskriminante von X in Bezug auf k gleich 1 ausfillt,
oder, was das Nimliche bedeutet, wenn es in % kein Primideal giebt, das
durch das Quadrat eines Primideals in X theilbar wird. Wir stellen dann
folgende Theoreme auf, die im Vorstehenden fiir gewisse besondere Fille
bewiesen worden sind, deren vollstindiger Beweis jedoch, wie ich iiber-
zeugt bin, auf Grund der von mir angegebenen Methoden gelingen muss:

Satz 14. Es giebt in Besug auf k stets einen villig bestimmien relativ-
Abel’'schen unverzweigten Korper Kk vom Relativgrade h; dieser Korper Kk
heisse der IKlassenkorper von k. Der Klassenkorper Kk enthdlt sammiliche
in Bezug auf k relativ-Abel’schen unverzweigten Korper als Unterkorper.

Die Relativgruppe des Illassenkirpers ICk ist mit derjenigen Abel’schen
Gruppe holoedrisch isomorph, die durch die Zusammensetzung der Idealklassen
in k bestimmt wird.’

Diejenigen Primideale p des Kirpers k, welche der ndmlichen Ideal-
klasse von k, im engeren Sinne verstanden, angehiven, erfahren im Klassen-
korper Kk eine Zerlegung in Primideale der ndmlichen Anzahl und der nim-
lichen Grade, so dass die weitere Zerlegung eines Primideals p des Hirpers
k im Korper K nur won der Klasse abhingt, der das Primideal p im Korper
k angehort. |

!-Man vergleiche hierzu die Untersuchungen von H. WEBER, Uber Zahlengruppen
in algebraischen Korpern, Mathematische Annalen, Bd. 48, S. 433 und Bd. 49, S. 83.
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Definition’ 7. Eine ganze Zahl A4 des Klassenkorpers Kl heisse eine
Ambige dieses Korpers Kk, wenn sie die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt:

a) Die ganze Zahl A sei total positiv (Vgl. Definition s5); d. h. das
durch A dargestellte Ideal gehore auch im engeren Sinne der Hauptklasse
in k an.

b) Jede zu A relativconjugirte Zahl soll sich von A nur um einen
Factor unterscheiden, welcher eine Einheit in Kk 1st.

Eine Ambige heisse eine Primambige, wenn sie nicht eine Einheit ist
und sich nicht als ein Product von zwei Ambigen darstellen lisst, von
denen keine eine Einheit ist.

Satz 15. Jede Ambige des Klassenkorpers Kk stellt ein Ideal des
Grundkiorpers k dar und umgekehrt jedes Ideal des Grundkorpers k ldsst
sich durch eine Ambige des Klassenkorpers Kk darstellen; diese ist abgesehen
von einem Einheitsfactor durch jenes Ideal bestimmdt.

Jede Ambige des Klassenkorpers Kk ist mithin auf eine und nur auf
eine Weise in ein Product von Primambigen zerlegbar, wenn man dabei von
der Willkiir der auftretenden Einheitsfactoren absieht.

Die in diesem Satze aufgestelite Eigenschaft kommt unter allen relativ-
Abel'schen Korpern in Bezug auf k allein dem Klassenkorper Kk zu.

Das allgemeinste Reciprocititsgesetz fiir quadratische Reste driickt sich
auch in dem beliebigen Korper % durch die Formel des Satzes 7 aus.
Auch das Reciprocititsgesetz fiir hohere Potenzreste gestattet eine ebenso
einfache und allgemeingiiltige Fassung.’

Endlich sei noch bemerkt, dass die gehérige Verallgemeinerung dieser
Entwickelungen zur Begriindung einer Theorie der »Ringklassenkorper>
fiithrt, d. h. solcher relativ-Abel’scher Korper in Bezug auf &, die zu den
Idealklassen eines Ringes in & in einem entsprechenden engen Zusammen-
hange stehen, wie der hier behandelte Klassenkérper Kk zu den gewGhn-
lichen Idealklassen des Korpers k.

! Vgl. die Preisaufgabe der K. Ges. d. Wiss. zu Géttingen fiir das Jahr 1901.
Mathematische Annalen, Bd. 51, S. 159. Die preisgekronte Arbeit von FuUrT-
WANGLER erscheint demnichst in den Abbandlungen der K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen.



