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Die vorliegende Mittheilung beschaftigt sich mit der Frage nach dem
kleinsten von o verschiedenen Werthe, dessen das Integral

I Zf[f(w)]zd” (5>a)

fihig ist, wenn man fir f(x) eine ganze rationale Function n— 1t
Grades mit ganzzalligen Coefficienten wihlt und wenn man unter « und g
gegebene Constanten versteht. Wird

sl -
flo) =aa"" 4+ a2 4+ ... + a,
gesetzt, so geht das Integral in eine definite quadratische Form der n
Veranderlichen a,, a,, ..., a, tber:
ik

I = Zaikcziak, (i,k=1,2,..,n)

deren Coefficienten durch die Formel
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Ay = j‘x‘zn—i—kdx _ 14
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n—-i—k+4+1 ___ a‘Zn—l‘——Ir-}-l

2n—e—k+1

gegeben sind.
Um eine obere Grenze fir das Minimum dieser quadratischen Form
1 zu erhalten bedarf es der Berechnung ihrer Discriminante
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Ersetzen wir in dieser Determinante jedes Element durch seinen Integral-
ausdruck und verwenden dabel in allen Elementen der ersten Horizontal-
reihe die Integrationsveranderliche z = z,, in den Elementen der 2",

., n* Horizontalreihe beziiglich die Integrationsverinderlichen z = z,,
covy X =1, so stellt sich die Discriminante der quadratischen Form I
als ein n-faches Integral von der folgenden Gestalt dar:

4 B ik
D, = f . .fx;'—lg;g—2 o al (@, — 2)da, . . . da,.
4 [/

Die Vertauschung der # Integrationsveranderlichen x ,...,z, und die
Addition der dadurch entstehenden Gleichungen liefert dann

A B ook
Daﬁ_:’inf;..fH(xi—xk)’dxl...d:cn

und wenn wir mittelst

x, = é(ﬁ —_ a)yi +é(ﬂ + a) (=1,2,...,7)

die neuen Integrationsveranderlichen y,, ..., y, einfithren, so gewinnen wir

die Iormel
D, — (55 “) D,

wo zur Abktirzung D = D_, ., gesetzt ist.
Beispielsweise folgt fur ¢ =0, =1
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Um nun D zu berechnen, entwickeln wir die ganze rationale Func-
b o
tion f(#) in eine nach Legendre’schen Polynomen X, fortschreitende Reihe.
Wegen
" = Cme + c;n‘ m—1 + . + (’(M)X
wo
| m

C’”=1.3',.1:,...(2m—1)

ist, erhalten wir
f(x) = al( n—1 —1 + Cn—- n—2 + . ') + a?(cn—2Xn—-2 + crlz—2Xn—3 + e ) + .
=c, .0 X, ,+ ( 1y + €, 2%) X, .+ (c ( 1 Gy Cra 8y -y aSXn»—.'s) + ...

und mit Hilfe der Formeln

+1 2 +1
2 __ —_
_[dex = Zm ¥ .’ _lj.Xkadx =0 Cmekk)
folgt somit
_ 2 2 2 9 2 2
[T = f Ple)de = =B+ B+ b+

bl = C,,__lal,
b, = ¢, 10, + €,y

1y ’
bg = Cp1y + €3y 4 €, 303,

gesetzt ist. Auf Grund dieser Darstellung als Summe von Quadraten
linearer Formen gewinnt man fur die Discriminante D den Werth
2n

= 2
D-_1.3.5...(2n_I>(Cocl-..cn_l)

2 {1”—12"’2 coo{n—2)}(n — 1)1-}4
pin-lgn—2 | (2n — 2)2(2n — I)!

n?

und hierin ist die rechte Seite genau identisch mit ZZ

Werth bedeutet, welchen ich in meiner Abhandlung Uber die Discriminante

, wo A denjenigen
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der im Endlichen abbrechenden lypergeometrischen Reihe' fur die Discriminante
des einer gewissen linearen Transformation unterworfenen Legendre’schen
Polynoms #'* Grades erhalten habe. Unter Beriicksichtigung der oben
fur D aufgestellten Formel folgt hieraus dus Resultat

1
Die Discriminante der quadratischen Form j '} (x)dw hat den Werth
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3 2 g —— 2n—=bain=2 o (zp — 2)% (21 — 1)
I I 1 I
n n4+1 w42 2p—1

und stimmt genaw wberein wmit dem reciproken Werth der Discriminante der
Gleichung n* Grades

e+ (e (e 1 =0

deren linke Seite sich durch eine lineare Transformation der Verdnderlichen
€ in das Legendre’'sche Polynom X, tberfiihren lisst.

Wir kehren zu der ursprunglich gestellten Frage zuriick. Die An-
wendung der Stirling’schen Formel liefert, wenn N eine positive Zahl
bedeutet, die Gleichung

Nit + (N—0)l2 + ...+ 2l(N— 1) + 1IN = ;A""lN—iN’(I_ + ),

wo g, eine mit wachsendem N verschwindende Zahl bedeutet. Mit Hilfe
dieser Formel findet man leicht

! Crelle’s Journal, Bd. 103, 8. 342.
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wo ¢, mit wachsendem # verschwindet, d. h.

D= N 2~

o= 5

wo 7, mit wachsendem # sich der Einheit n#hert.

Nun ist es, einem Satze von H. Mixkowski' zufolge, stets moglich,
in einer definiten quadratischen Form die # Verfinderlichen derart als
ganze Zahlen zu bestimmen, dass der Werth der quadratischen Form
kleiner ausfallt als das n-fache der n'® Wurzel aus ihrer Discriminante.
Wird daher die positive Differenz §— a kleiner als 4 angenommen, so
folgt, dass es stets moglich ist, eine ganze rationale Function f(x) mit
ganzzahligen Coefficienten zu bestimmen, fur welche der Werth des In-

und folglich

B ﬁ / n
tegrals I = ff’(x)dx kleiner ausfillt, als my;c'@z “ l) . Da aber , = ¢z,

mit wachsendem # sich ebenfalls der Einheit nahert, so erhalten wir das
Resultat

6
Das Integral f f*(z)dxr kann einen beliebig kleinen positiven Werth

erhalten, wern man die ganze gamzzahlige Function f(x) geeignet wdhit, vor-
ausgesetzt, dass das Integrationsintervall o bis [ kleiner als 4 ist.

Konigsberg 1. Pr. 13. Marz 1893.

' Crelle’s Journal, Bd. 107, 8. 291,




