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UBER BESTANDIG CONVERGIRENDE POTENZREIHEN 

lVIIT RATIONALEN ZAHLENCOEFFICIENTEN UND VORGESCHRIEBENEI'i I~ULLSTELLEFI 

V O N  

A. t t U R W I T Z  
in  K ( ~ N I G S B E R G  i. P r .  

Den Quotienten zweier reeller ganzen Zahlen bezeichne ich im Fol- 

genden als reelle rationale Zahl und  verstehe unter  einer rat ionalen Zahl 

schlechthin jede GrSsse a + bi, deren Componenten a und b reelle ratio- 

nale Zahlen sind. 

Es sei irgend eine Potenzreihe 

(~) ~(x)  = ao + al.~ + a,~x" + . . .  

gejeben. Dann kann man stets, und zwar auf  unendlich viele VVeisen, eine 

bestd~dig convergirende Potenzreihe g (x )  so bestimmen, dass die Entwick- 

lung des Produktes 

(~) ~ ( x ) .  e~(~)= ~o + ~',x + ~ '~  + . . .  

lauter rationale Coel~icienten besilzt. Wenn in's besondere die Coefficienten 

ao, ~q, a,., . . . yon %(x) reell sind, so kann man die Bestimmung yon g(x )  so 

b'effen, dass die Coefficienten r o , r~, r.~, . . .  r e e l l e  rationale Zahlen werden. 

Z u m  Beweisc .dieses Satzes nehme man cine unendliche Reihe positi- 

ver Grsssen z~ , x: ,  z 3 , . . .  an, welche nur  der Bedingung unterworfen 
sind, dass die Potenzreihe 

(3) z~x + z~x '~ + z~x:' + . . .  
Acta mathemat@a. 14. I m p r i m ~  le 9 d~cembre 1890. 
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best~ndig eonvergirt. Sodann entwiekle man l o g ~ ( x )  in der Form: 

(4) l o g ~ ( x ) - - s  logx  + log~,~ -t- %z -k- %x 2 -t- . . . ,  

wo a~ den ersten nicht verschwindenden Coeffieienten a0, a~, a ~ . . .  
bezeiehnet. Endlieh setze man, f~'~r n - -  I .  2, 3 , - - - ,  

(5) ~ , , -  p , , - - A ,  

indem man die rationale Zahl p,, so bestimmt, dass der absolute Betrag 
yon /9,, kleiner als s,,, also in Zeichen: 

(6) iAI < ~,, 

wird. Diese Bestimmung ist stets msglich, da in jeder noch so kleinen 
Umgebung von ~,, unendlieh viele rationale Zahlen vorb.anden sind. Nun- 
mehr wird die lleihe 

(7) U(x) -- loge:, q- 19,.c + ~;r  ~ + . . .  

die gewanschten Eigenschaften besitzen, l)enn einerselts zeigt der Ver- 
gleieh mit der Reihe (3) auf Grund der Ungleichung (6), dass g ( , )  be- 
st'andig convergirt. Andererseits ist 

und folglieh 

log~(J:) + a(z) = s  logx +/,1.~ + p~,,= + . . .  

Die Entwicklung der rechten Seite dieser Gldchung nach aufsteigen- 
den Potenzen yon :r liefert aber lauter rationale Zahlencoefficienten, da 
,o 1 , p~, . . .  rationale Zahlen sin& Wenn die Potenzreihe ~(x)  reelle Coef- 
fieienten l)esitzt, so werden auch % , %, . . .  reelle Zahlen sein. Man kann 
dann offenbav p,, als reelle rationale Zahlen w~hlen, so dass auch die 
Potenzentwieklung yon ~( : r ) .  c 'J:~ .ree!le rationale Zahleneoeffieienten erhalt. 

Aus dem vorstehend bewiesenen Satze Iassen sieh einige bemerkens- 
werthe I~olgerungen ziehen. Es sei gegeben eine Reihe yon Gr0ssen 

(8) ~,~. ~,:, ,,, , . . . ,  
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welche nur der Bedingung unterworfen sind, dass 

(9) l ima,  ~ c~ 

ist, falls die Reihc (8) nicht abbricht. Nach einem Satze des Herrn 
WEIE[~STRASS 1 kann man dann auf  mannigfaltigc Weise eine bestandig 
convergirende Potenzreihe herstellen, ~velche die Grossen ( 8 ) u n d  nur 
diese zu Nullstellen hat. Bezeichnet ~ (x) irgend eine solche Potenzreihe 
so sind alle t~brigen in dcr Form 

(to) 

enthalten, wo G(x) eine beliebige bestandig convergirende Potenzreihe 
bedeutet. Wenn die Reihe (8) in sich i~bergeht, falls jede Grssse a,~ 
durch ihren conjugirt imaginiircn Werth ersetzt wird, so darf man voraus- 
setzen, dass ~ (x) reclle Coefficienten besitzt. Denn andernfalls sei ~ ( x )  
die Reihe, welche entsteht, wenn man jcden Coefficientcn yon ~1 (x) 
durch seinen conjugirten Werth ersetzt. Dann ist ~2(x):~.~i(X)~l(X ) 
eine Potenzreihe mit reellen Coefficienten, welche an Stelle yon ~3~(x) 
gesetzt werden kann. 

Auf Grund des oben Bewiesenen ksnnen wir nun den Satz aussprechen: 

~enn  eine Reihe yon Gr6ssen (8) #egeben ist, so kann man auf man- 
nigfaltige Weise eine bestCindig convergirende Potenzreihe herstellen, welcJ~e 
(.lie Grsssen (8) und nut  diese zu Nullstellen l~at und welche iiberdies ratio- 
hale Zahlencoefficienten besitzt. Falls die Reihe (8) in sich iibe~:qeht, wenn 
man jede in ihr enthaltene Gr6sse durch deren conjugirt-imagi~aren Werth 
ersetzt~ so kann man jene .Potenzreihe derart bestimmen, dass sie reelle Coef- 
ficienten erhQlt. 

Wie eine leichte l~berlegung zeigt, erhalt man die allgemeinste Po- 
tenzrcihe v o n d e r  im Satze genannten Beschaffcnheit aus einer bestimmten 
~(:c)  vermSge der Gleichung 

(II) 

1 Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functio~len. A b h a n d l u n g e n  der K0- 
nigl .  A k a d e m i e  d e r  W i s s e n s e h a f t e n  zu Ber l in  yore J a h r e  1876.  Wieder abge- 

druckt in den Abhandlu'~gen aus der Functio~enlehre. Berlin 1886. 
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wo c irgend eine rationale Zahl und h(x) irgend eine best~4ndig eonver- 
girende Potenzreihe mit rationalen Coefficienten bedeutet. 

Der besondere Fall, in welchem die Reihe (8)aus  einer einzigen 
Zahl a besteht, ergiebt den Satz: 

Jede beliebige (reelle oder complexe) Zahl a ist tVurzel einer Gleichung 

o - - - r  o + r,.r + q.~'-' + . . . ,  

deren rechte Seite eine bestdndig convergirende Potenzreihe mit rationalen 
(reellen bez. eomplexen) Coefficienten darsteUt und welehe ausser der Zahl 
a keine weitere Wurzel besitzt.)) 

Sei ~(x) eine be_~tlindig eonvergirende Potenzreihe mit rationalen 
Coeffieienten, und sei a~, a.~, a . , , . . ,  die Reihe ihrer Nullstellen. Die 
letzteren mSgen willktMieh in n Gruppen G~, G o , . . .  G,, zerlegt werden. 
Naeh dem Vorhergehenden ist es dann mOglieh n - -  ~ bestlindig eonver- 
girende Potenzreihen ~ ( x ) , ~ ( x ) , . . .  g~,~_~(x) mit rationalen Coeffieienten 
herzustellen derart, dass !l~,.(x ) fnr die in die Gruppe G~ aufgenommenen 
Stellen und nut" flit' diese versehwindet. Der Quotient aus !13(x ) und 
dem Produkte ~ ( x ) .  ~(:r.). . . i t~,__(x ) lasst sieh dann als besti~ndig con- 
vergirende Potenzreihe ~3~(x) mit rationalen Coeffieienten darstellen, und 
es wit'd ~,~(x) far die in G,, enthaltenen Stellen und nur far diese ver- 
sehwinden. Hieraus folgt: 

Jede best(tndi.(! convergirende Potenzreihe ~nit rationalen C'oefficie~den 
l(isst sich als Produkt yon n ebensolchen t~iben darsteUen derart, class sich 
die Nullstellen der ersteren Beihe in beliebi(j vorgeschriebener l~eise auf die 
n Factoren vertheilen. 

Ins besondere kann man also die linke Seite einer algebraisehen 
Gleiehung ,n t~n Grades mit rationalen Coeffieienten aufl6sen in ein Produkt 
von n bestgndig eonvergirenden Potenzreihen mit ebenfalls rationalen 
Coeffieienten, von welehen jede einzelne far je eine Wurzel jener Gleieh- 
ung versehwindet. 

Aus den vorstehenden Satzen geht hervor, dass im Gebiete der be- 
st'~ndlg eonvergirenden Potenzreihen mit rationalen Coeffieienten eine un- 
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beschri~nkte Zerlegbarkeit stattfindet, und dass also in diesem Gebiete der 
Begriff der Irreducibiliti~t keine Stelle findet. 

Schliesslich erwMme ich noch folgeudcn Satz, dessen Beweis nach 
den eingangs angestelltcn Betrachtungen keine Schwierigkeit bietet: 

Jede best(indo convergirende Potenzreihe m it b e l iebigen Coefficienten 

kanu dargestellt werden als Produkt yon unendlich vielen best(~ndig conver- 

.qirenden t)ote~zzreihen mit ra t iona len  Coefficienten, yon welche~jede einzelne 

an einer oder an keiner Stelle verschwindet. 

Konigsberg i. Pr. 10. Marz 1889. 

Vgl. E. STRAUSS: Eil~e VeraUgemei~erung der dekadischen Schreibweise nebst func- 
tionentheoretischer A~wendung. Acta Mathematiea~ Bd. 11, S. 13. 


