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D'U N 

SUR LE 

CORPS 

PROBLi~ME DE LA R O T A T I O N  

SOLIDE A U T O U R  D'UN P O I N T  FIXE* 

PAR 

SOPHIE K O W A L E V S K I  
S T O C K H O L M .  

I .  

Le probl6me de la rotation d ' u n  corps solide pesant autour d'un 
point fixe peut se ramener, comme on sait, g l'int6gration du syst6me 
d'6quations diff&entielles suivant: 

(i) 

A-j-[dr = ( B -  C)qr + M g ( y o f '  Zor'), dr-- ---- r f  - -  q f ' ,  

B ~dq = (C - -  A ) rp  + Mg(z0r- x0f' ), d~d'z= Pr" - -  rr ,  

dr' 
C~t t (A - -  B)pq + M g ( x o f  - -  YO'), f f  = qi" - -  PT'. 

Les ¢onstantes A ,  B ,  C ,  Mg  , Xo , Yo , zo qui figurent dans ces ~qua- 
tions ont la signification suivante. 

A ,  B ,  C sont les axes principaux de l'ellipsoide d'inertie du corps 
considerS, relativement au point fixe. 

M est la masse du corps; 
.q Pintensit6 de la force de gravitY; 

1 Cc mdmoire est le rdsumd d~un travail auquel l~Acaddmie des Sciences de Paris~ 

dans sa sdance solennelle du 24 ddcembre I8881 a ddcernd le prix Bordin dlevd de 3000 

k 5ooo francs. 
Acta mathematica.  12. Impr im~ le 22 janvier 1889. 28  
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x0,  Y0, z0 lea coordonn6es du centre de gravit6 du corps consid6r6 
dans un syst~me de coordonn6es, dont l 'origine est au point fixe et dont 
la direction coincide avec celle des axes principaux de l'ellipsoIde d'inertie. 

Juaqu'k pr6sent on n'6tait parvenu k int6grer cea 6quations que dana 
deux  cas particuliers:  

I) Le eas de Polssol~ (ou d'EuLER) oh l 'on a x o =Y0 = Z o  = o, 
2) Le caa de LAGRANGE O{1 l 'on a A = B ,  x 0 ----Y0 = o. 
Dans ces deux cas l ' int6gration s'op6re k l'aide des fonctions tg(u) 

dont l ' a rgument  est une fonction enti6re lin6aire du temps. 
Les six quantit6s p ,  q ,  r ,  T, ~", Y' sont dans ces deux cas des fonc. 

tions uniformes du temps, n 'ayant  d'autres singularit6s que des p61ea pour 
routes les valeurs finies de la variable. 

Les int6grales des 6quations diff6rentielles consid6r6es conservent-elles 
eette propri6t6 dana le cas gdn6ral? 

Si tel 6tait le cas il faudrait  pouvoir int6grer ces 6quations diff6- 
rentiellea k l 'aide de s6ries de la forme 

(2) 

+ 

q ---- t - ' ( q  o + 

r - -  t - ' ( r  o + 

r = t -" ' ( fo  + 

T' = t-"'(go + 

~.,, = t-",(h ° + 

p, t  + p2t ~ -+- .... ), 

qlt + q~t ~ + . . . ) ,  

rlt + r2t 2 + . . .),  

fit + f2t' + . . . ) ,  

glt + g~t ~ + . . . ) ,  

h,t + h.~t 2 + . . . ) ,  

oh n I , n2, n s , m 1 , m 2 , m 8 ddsignent des nombres entiers positifs, et ces 
a6ries, pour pouvoir repr6senter le syst6me g6n6ral d'int6grales des 6qua- 
tions diff6rentielles eonsid6rdea, devraient  contenir cinq constantes ar- 
bitrairea. 

I1 faut  donc examiner si une pareille int6gration est possible. 
On s'assure facilement, en comparant  les exposants des premiers 

termes dans les membres gauches et dana les membrea droits des 6qua- 
tions consid6r6es que l 'on dolt avoir 
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On trouve ensuite, en posant par bri6vet6 

A l ----- B - -  C, B 1 = C m  A, C 1 ~ A m  B 

et en supposant l'unit6 de longueur choisie de mani6re h ce que l'on ait 

suivantes 

(3) 

que les coefficients Po, qo, ro 

__ Apo ~ Alqoro + yoh ° w Zog * , 

- -  B q o  = BlroPo + Zofo - -  xoho, 

--Cro = Gpo o + Xoao--Vofo, 

doivent saris&ire aux 6quations 

- -  2fo -~- rog o - -  qoho, 

- -  2go = Po ho - -  ro fo, 

- -  2 h o = qo fo - -  Pogo" 

Pour que les trois derni6res de ces 6quations puissent 4tre satisfaites par 
des valeurs de fo, go, ho diff6rentes de z6ro, il faut que le d6terminant 

soit nul. 

2 ro ~ qo 

- -  r o 2 P o  

qo ~ ?o 2 

Si 1'on ajoute les trois 

= 2 (4 + + qo' + 

premi6res des 4quations (3) apr6s les avoir 
multipli6es respectivement par APo, Bqo, Or o, on trouve 

(4) A2P~ + B~q~ % C2r:o 

= xo(Uqoh o - -  C%go) -{- yo(Crofo - -  Apoho) + zo(Apogo - -  Aqofo); 

mais des trois derni6res des 6quations (3) il r6sul te  

2(Bqoho-- Crogo) ---Po(Apofo T Bqogo + Croho)-- fo(AP~ T Uq~ + Cry), 

(5) 2(Crofo --APoho)-----qo(Apofo + Uqogo + Croho)--go(Ap~o + Bq~ + Cry), 

2(Apog o -  Bqofo)----- ro(Apof o + Bqog o + Croho)--ho(Ap2o "Jr Bq~ + Cr~o). 

Les six quantit6s /9, q ,  r ,  r ,  ~", T" devant satisfaire aux deux  relations 
alg6briques 

Ap '  + Bq'  + Cr' = 2 (%r + yor' + Zor") + / 1 ,  

Axop + Byoq + C~or ----- l, 
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1 et 11 d6signant des constantes d!int6gration, il faut que 

Apo f  o + Bqog o + Croh o = o, 

xofo T Yogo :t- zoho = ~(Ap~ T Bq~ + Cr~). 

I1 r6sulte done des 6quations (4) et (5) 

C ro = - - -  (Ap~o + B ~  + Cr~) 2. 
4 

I1 faut maintenant  distinguer deux eas. 

I ~ cas. Supposons qu'aucune des quantit6s 

A 1 = B - -  C, B 1 ---- C - -  A, 

ne soit nulle. Si l 'on pose alors 

-' (po ~ + qo' + ro ~) ----- ~o, 2 

I-(Ap2o + Bq~o + Cr~o)~-tt, 
2 

I 
2 (A2P~° + B2q~' + c2r~) = ,t,, 

on a 

Or nous avons trouv6 

i ~ BC,~ o - - ( B  + 0)2 + "~t 

I OA,~ 0 - -  (G + A ) 2  + 2 t 

q~ ----- - -  01 A, ' 

I ~ AB2 o - - ( A + B ) , t + ~ ,  
2 ro -~- A~B1 

I~ 2. 
~o ~--- ~ 2 ,  "~1 = =  2 

l!on ait 

C~ - ~ A - - B  
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On a donc 

(6) 

p~ = 4BC + 2(B + C)2 + ,1' ~__ (2B + ,1)(2C + ,1) 
B101 BI 01 

q~ = 4CA + 2(0 + A),1 + ,l 5 ___ (20 + 2)(2A + 2) 
O~A1 O~A1 ' 

r~o ~ 4 A B  + 2(A + B)2 + ,1' ~ (2A + ,1)(2B + 2) 
A 1 U 1 A 1 Bt 

Si l'on ajoute les trois premi6res des 6quations (3) apr6s les avoir mul- 
tipli6es respectivement par Xo, Yo, Zo, on trouve 

(7) xo(Apo + A~qoro) + yo(Bqo + BiroPo) + zo(Cr o + Cxpoqo) = o. 

Cette 6quation sert k d6terminer la quantit6 2. 
Les trois quantit6s fo, go, ho doivent satisfaire aux 

suivantes 

Pofo + qogo + roho ~ o, 

Apof  o + Bqog o + Croh o = o ,  

Zofo + Yogo + zoho = 2, 

d'ofi Yon tire, en posant 

trois 6quations 

# - ~ _  (A~xoqor o + BlYoroPo + C~zoPoqo)= AxoP o -Jr- BYoq o + Czoro, 

2 
fo ~-  - -  Alqoro = , Iz 

,1 
(8) go • - -  BlroPo- z , 

,1 
ho ----- - -  5'1 °oqo 

Les 6quations (6) et (7) d&erminent les quantit6s Po, go, ro au signe pr~s. 
Si l'on pose 

a = v  ' b = v  E ' c = v  c, 
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en fixant le signe des quantit6s a,  b, c d'une mani6re arbitraire, on 
trouve que pour satisfaire ~ routes les 6quations (3) il faut  poser 

Po ~- be, 

~o = c a  ~ 

r o ~ - -  a b .  

L'6quation (7) peut donc dtre 6erite de la mani~re suivante 

Xo(A + '~)Po + Yo( B + "~)qo + zo(C + "~)ro = o  
ou bien 

xo(A + 2)bc + Yo(B + )t)ca-- zo(C + 2)ab-~-o. 

2 d cas. Supposons maintenant  que l 'une des trois quantit6s A1, B 1 , C1, 
(p. ex. C~) soit 6gale ~ z6ro. (Dans ce cas on peut toujours aussi sup- 
poser Y0 = o.) Pour  satisfaire aux deux 6quations 

a(p°f. + qogo) + cro~o = o ,  

Pofo + qogo + roho = o, 

il faut n6cessairement que l'on ait 

r oh o ---- o. 

Les 6quations (3) admettent  done deux systgmes de solutions, qui 
peuvent  s'6crire, en d6signant par ~ + I, 

20 Zo 20 
I.  p o - -  , i .  a - ~ - - - - - 0  ~-:'  fo = - -  ~-:, 

qo ----*ipo, go =--ir2C' 
~o 

r o ~--- 2 . i ,  h o ~ 0 .  

II .  Po = o ,  fo = 
2A 

~'0 ~ O,  
2A 

h o - - - - - r i - -  • 
~o--i*Zo 
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Leg coefficients 
Po , qo , ro , fo , go , ho 

une lois determin6s, on obtient les coefficients 
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p " ` , q " ` , r " ` , f . , , g . , , h . .  

en r~solvant le syst~me d%quations lin~aires suivantes 

(m ~ a ) Ap"` ~ Al  (qor"` 

( m -  ,)c,-"` - -  c,(poq~ 
(m - -  :)f"` - - t o g " `  + 

( m -  2 ) g . , - - p o h " `  + 

( m  - -  2 ) h " `  - -  qof"` + 

+ roq,.) - -  zog"` + yoh"` = P"`, 

+ por"`) - -  zo ho, + Zof~ = q"`, 

+ qoP"`) ~ Yof,. -1-- Xog"` = R"`, 

qoh"` - - g o r . ,  "t- hoq,. ~ F"`, 

rofm - -  hop., + for"` -~  G,., 

Pog"` - -  fo q"` A- goP,. -~- H"`. 

Les membres droits de ces ~quations sont des fonctions 
coefficients lv~, q~., r~,, f , ,  gz, h~ dans lesquels l 'index p < m. 

Afin que les s~ries 

p = t - l E p " ` t  m, r = t - ' E f " ` t " ` ,  

q ~ -  t - i E q m  t"`, F' = t - : Z g , , t " ` ,  

r ---- t - ~ r " ` t  "`, r" -~  t -2~h"` t '% 

enti~res des 

contiennent le nombre suffisant de constantes arbitraires il faut que le 
d~terminant de ces ~quations lin~aires, lequel est une fonction enti~re du 
6 m" degr~ en m, s%vanouisse pour cinq valeurs diff4rentes de m ~gales 
k des nombres entiers positifs. De plus il faut que les quantit6s P,~, 
Q,~, R,~,  Fro, G"`, H"` soient telles que les 6quations pr~c6dentes soient 
compatibles entre elles. 

En effectuant leg calculs je me suis assur~e que ces conditions ne 
sont pas remplies dans le cas g~n6ral; mais que, outre leg deux cas d~jk 
connus, elles sont encore remplies dans un cas nouveau, oh les constantes 
satisfont aux ~quations suivantes 

A = B ~ -  2C,  z o ~ -  o. 

C'est ce cas-lk que je me propose d%tudier dans les paragraphes guivants. 
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2.  

Dans le c a s q u e  nous allons eonsid6rer, on a 

A = B =  2 C ,  z o = o .  

Par  une rotation des axes de coordonn6es dans le plan de x y e t  par un 
ehoix eonvenable de l 'unit6 de longueur,  on peut  toujours effectuer, que 

l 'on ait de plus dans ee eas 

Y0 ~ O, C----- I. 
Si je pose alors 

C O ~ Mffx 0 

les 6quations diff6rentielles que nous avons k consid6rer sont les suivantes: 

(i) 

d T  d~" 
2 ~ t -  - -  q r ,  - -  ~ r y '  ~ q r " ,  dt 

dq - -  p r  - -  COT" , dr" --~ py,, 
2 d--[ - ~  d - i  - -  r ~ . ,  

dr , dF" 
d-[ ~ co T,  d-F = qT - -  PT'" 

Les trois int6grale s alg6briques du eas g~n6ral, sont dans ce cas-ci: 

/ 2 ( p 2 + q ~ )  + r 2 ___ 2 c 0 r +  6l , ,  

(2) 2(pr + qr') + rr" 21, 

T~ + T,~ + { ,2=  I. 

Outre ces trois int6grales alg6briques on en t r ouve  facilement encore une 

quatriSme. 
o n  a en effet (en posant i = ~/~----x), 

2 d ( p  + qi) = - - r i ( p  + q i ) -  Colt", 

d 
d-~(r + r'i) = - - r i ( r  + r'i) + r"i(p + qO. 
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Par  cons6quent  

d 
d--t{(P + qi) ~ + Co(r + r'i)} = - - r i l ( p  + qi): + Co(r + r'i)}, 

et de m~me 

d 
d~{( p - - q i ) :  "4- Co(~"-  r'i)} = r i l (P qi) ~ + co(" f - -  y'i)}, 

d 'oh il suit  

d 
~ql(p + q~)' + Co(r + ~r')l + ~ g { ( p -  q~)' + Co(r-~r')} = o, 

et, en . in t6grant ,  

(3) {(P -f- qi) 2 -4- co(r + ir')}{(P ~ qi) ~ + C o ( y - - i t ' ) }  = k~, 

en d6s ignan t  par  k une constante r6elle arbitraire.  
Posons 

xl ---- P -t- qi,  Yl ~-- Y + y i ,  

y: ~ y - -  T'i, 

$1 = (P + qi) ~ + Co(r + it') = x~ + coy,, 

~ = ( p -  qi) ~ + C o ( r -  ~Y) = ~ + Coy~. 

L'6quat ion (3) s '6crit alors 
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Des 6quations (2) on t ire les valeurs  de r~,rT '', T ''2 exprim6es en xl ,  x~, $1, $~; 

i ~ 2 = 6 1 1 _ @ 1 + x I )  : + $ 1 + $ ~ ,  
(4) Co~'r" = 21Co + z,x~(x, + x 2 ) -  x~$1-  x~$~, 

co - -  t - -  zl z~ + z.~ $1 + x, $,~, 
Aeta  m a t h e m a t i e a .  12, ][mprim6 le ~ f6vrier 1889. 24  
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ou bien, en posant 

(4') 

Les quatre 

g6briques suivantes 

(5) 

Sophie Kowalevski. 

a ------ 6/1 - -  (X 1 -~ X2) 2, 

~J~ = 21CO "-~ XlX2(Zl  + '~2)' 

- -  ~2 2 2 

r ~ = a + $ , + 5 ,  

Corr" --~ ~ - -  x~ ~ ~ x~ ~ ,  

C2 tt 2 2 or ~ + + x~$~. X2 ~1 

quantit6s Xl, x2, ~ , ~: satisfont done aux deux relations al- 

~1 ~ = k'~, 

Posons 

~ - O .  

4 ? - -  k 2  R ( x ~ )  ---- ¢2x~ .+ 2~x1 "4- ~ - -  xa "-b 61~x~ "4- 41e(,x~ + co 

R ( x , )  = ~x~ d- 293x2 d- ~ = - - x ~  4- 61,x~ d- 41CoX~ "4- c~ - k ~, 

RI(x,x.2) = a e  - -  ~ '  = - -  61, x; x:' - -  (C~o - k~)(x, + x2) ~- 

--41c0(,~, + x~)x,x~ + 6 l , ( 4 -  k ~) - -  4z~co ~. 

Les 6quations (5), ddvelopp6es, deviennent alors 

R(x~)~, + R(~ , )~  + R,(xl~) + k~(x, ~ , ~ ) ~  = o. 

Posons de plus 

R ( X l Z 2 )  = a X l ~  9 + ~ ( X  1 + X2) -if- ~ = - -  X~X~ -4- 6l, x,  x2 

d- 21Co (x, -4- x2) 4" C2o - -  k:; 

on a alors l ' identit4 

(6)  / ~ ( ~ 1 ) ' / ~ ( ~ 2 )  - -  /~('~/lX2) 2 = (~1 - -  ~2)2t~1(~/lX2)" 
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P o s o n s :  

(7) w ~= {R,(x,x:) + k~(~,- ~)~}~-- 4k~R(~,)n(~) 

= {RI (X lX: )  --}- k~(x, - - x 2 ) 2 } ~ -  4ku{R(XlX: )  ~ -l t- (x, - - z2 )~R I ( x , x~ ) }  

= [ R l ( ~ l X 2 )  - -  ~2(~ 1 - -  x2)2}  2 -  4k2 .~ (x1~2)  2 

= { R I  (Xl x 2 ) -  ]}~2(Xl _ _ x 2 ) 2  2kR(xlx2)}IR 1 ( X l X 2 ) _ _ ~ 2 ( X l  _ _  x2) 2 .if._ 2~/~ (X lX2) } .  

V u  que  d 'apr6s  l ' ident i t6  (6) on a 

k2(Xl - -  X2) 2 "~ 2 k ~ ( X l X 2 ) -  Rl(XlX2) 

' ,~{~a(~ - -  ~)~ + ~(~ ,  - -  ~ ) ~ R ( ~ , ~ )  + R ( ~ , ~ )  ~ 

i 
(X 1 - - ~ , ) 2  { [k ' (Xl  - -  X2) '2 --ll- .R(X lX2) ]  2 - - -  R(Xl)~(x2)  } 

(z, - -  z , ) '  (z, z , ) '  ' 

et de mSme  

! 
= (X 1 - -  X2)2~./~.(X,X,)--  

l 
~k}[ R(z'z~) + #R-(~'~)~/R(z'~) k] 

on p e u t  dcrire 

(7') W:= (xl--x~)4 R(*'~') -- #a--(~')~/I~('~'~) --kI[R(*'~')-- #R--(-~')~/~T~') +- k] 
• (~, - -  ~ ) ~  (,., - -  ~.~)' 

( . ,  - -  . , ) *  (~ ,  - -  ~ ) '  ' 

et on a alors 

2R(x2) 

(s) | R,(~,~) + 7~'(~,- ~)~ + w 
! 2R(z,) 
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Au  lieu des deux  variables x~ et x 2 introduisons main tenant  deux  
variables  nouvel les  sx et s`/, d6finies par les 6quations 

(9) 

M t l  R(~,~,) v ' i t ( z , ) ( ~ ( ~ , )  + ~ ,, 

8 /̀ = 2(z, - -  z,)' "~ 211; 

s~ et s`/ sont, eomme  on le voit, les deux racines de l '6quation alg6brique 
du second degr6 

- -~/~,x,x` / )  = o. 

On a alors 

Wll = ( ~ 1 -  X,)4(281- ~ I -  k ) ( 2 8 1 -  Ii "~ k ) ( 2 8 5 -  l I - -  k ) (28` / - -  [ I -].- k)'~ 

ou bien, en posant  

o n  a 

kl l. + k I , - - -k  
- -  2- ' k 2 ~  2 

(,o) W 2 ~- , 6 (x ,  - -  x,)4(s,  - -  k , ) ( s ` / - -  k , ) (s ,  - -  k ` / ) (s ` / - -  k`/), 

(,,) 
= R ( ~ , ~  { [ @ ,  - -  k , ) ( . .  - -  k , )  + @ ,  - -  k , ) ( . ,  - -  ~ , ) ] ~  - - / ~ ` / } ,  

¢, - - ~  ~ [~ / ( . ,  - z~, ) ( . ,  - z~,) - -  ¢ ( s ,  - z~,)(,., - k , ) ]  - -  k21. 

]~]tablissons main tenan t  les 
deux  variables nouvel les  s 1 

En posant 

dquations diff6rentiellcs, qui  
et s 2 en fonction du temps. 

( , 2 )  
9'/  k2  2 = ~ Co + 3 1 ~ ,  

- -  1 Co, = _ ~ ~ )  + , ~  gi l, (k 2 c0 

ddfinissent ces 

S ,  = 4 s ~  - -  g ` / s l  - -  g 3 ,  S`/ - =  4 s ~  - -  g~s~  ~ g ~ ,  
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on t rouve  

I 
n ( < )  - -  ~(~, - -  ~2)/t'(~,) 

I n ( . , )  + ~ ( <  - .,)/~'(..~) 

(I3)  

I 
I~(~,) - - ~ ( <  - -  .2)/c(.~,) 

(X t - -  X~) s 

I 

ds~ dx, dx, 

ds 2 dx~ d% 

Des 6quations difl'6rentielles ( , )  il suit, vu que x~ = / ~ + q i ,  et x 2 = p ~ q i ,  

( ' 4 )  

Pa r  cons6quent  

2 i d z  ~ 
dt 

• d ~  2 
2S-d--f- 

p 
= r x ,  + Cot ~ , 

= rx2 "-F COT'" 

/ d z ,  \2  c~ y"  2 
- -  = r x~ + 2rCoT x l  + 4 k_ f f  ) 2 ,2 ,, 

ou bien, en 6crivant  au  l ieu de r 2 Corr" ,~ ,,2 , , coy leurs valeurs ,  d6finies 

par  les 6quations (4'), 

ldx,  \ 2 

= R ( X l )  + ( x  1 - - x 2 ) 2 ~ 1  . 

De la mdme mani6re  on t rouve  

et  
d~  1 d ~  2 

. ,, Co T 4 dt " dt - - - r~x tx2  + ~CoT (Xl -1- X2) -4- 2 ,t2 

== R ( x , x . , ) .  
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En  6 l e v a n t  au  carr6 

on t r o u v e  

- -  4.6, ~ \ - ~ /  

ou bien,  

Sophie Kowalevski. 

les d e u x  m e m b r e s  de la p remi6re  des 5quat ions  (I 3), 

X2)2( $1 \ R(z,%) = ~ + ( < -  + ) 

par  "suite des ~quat ions  (59, 

(* '-~') I R,(<~2) + k'(~,--x2)21--/~-TZS,~.~/~%) = 2 R ( z , ) . R ( % )  

_ R ( < ) .  t~(.,) + tt(~,. .)  2 - -  2 R ( < . ~ ) # R ( . , ) # R ( % )  - -  ~(~, - -  %)' 
R(x,)R(x.a) 

_ ( < - - % ) '  I[R(~A)--~/R(~,7#~(~,----)I~__k,I 

(;gl - -  X~)  4 

- 4 R T - ; , ~ :  ~,-~-7,) (~,  - -  k~) (s~  - -  I,'0. 

M a i s  o n  a 

Par  cons6quent  

Posons  

V'~( . , )#t t (z~).  
82 - -  81 ~ (X,  - -  93~) '~ 

~','. \ ~lt / (.~, - -  ~,)~ 

E 1(8) = - -  S ( 8 - -  ]~1)(8-- k2) - -  - -  4 ( 8 - -  61)(8- -  e2) (8- -  e 3 ) ( 8 - - k 1 ) ( 8 - -  k,2) ; 

on a alors 
ds~ dt 
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On trouve tout  ~ fait  de la m~me mani6re 
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D'oh il suit 

ds~ dt 
~/R~(,~) s, - -  s ! 

(,,~S 1 d,% 
0 ~ "Jl- . . . .  ' 

d t -  s, ds, s.~ds~ 

Rl ( s  ) 6tant un polynbme du cinquibme degr6, et les raeines de l'6qua- 
t, ion R ~ ( s ) ~ - o  6tant toutes diff6rentes entre elles, les 6quations diff,.  
rentielles (i5) nous conduisent aux fonctions ultraell iptiques,  ou autre- 
ment dit, aux fonctions de M. ROSE~nAIS. 

Cherchons d'abord les expressions des six quantit6s p,  q , r , i ' , i " , y '  ex- 
prim6es h. l 'aide des deux quantit6s s~ et s~. Nous y arriverons k l'aide 
de formules, que j ' emprunte  ~ un cours in6dit de M. WEtERSTRASS sur 
les fonctions elliptiques, et dont une partie se trouvent  aussi d~velopp6,es 
dans le Traitd des fonctions elliptiques etc. de M. HALPtIEN et dans les 
Formeln und Lehrs~itze etc. de M. SCHWARTZ. 

3 ,  

Soit 
R ( x )  = A x  4 + 4Bx  '~ --b 6Cx 2 -t- 4B'x  + A'  

un polyn6me du quatri~me degr~ de la variable x. Les coefficients 
A , B , C , B ' , A '  sont des constantes, assujetties ~ la condition que I t ( x ) n ' a i t  
point de diviseur quadratique.  Soit u une seconde variable, like .h, x par 
l '~quation diffSrentielle 

dx (,) = 

La relation la plus g~n~ral e entre u et x peut  ~tre exprimSe de la ma- 
ni tre  suivante. 



192 

eosons 

(~) 

on a alors 

Sophie Kowalevski. 

g~ = A A ' - -  4 B B '  + 3 C2, 

g~ ~ A C A '  + 2 B C B '  - -  A B ' B '  - -  A ' B B  - -  C '~, 

D =  B 2 - A C ,  E = A 2 B  ' ~  3 A B C  + 2B~; 

D) ~ D E ~ 
(3) 4 ~ - - . q , - ~ - - g ~  = - ~ .  

Nou8 d6signerons par p(u)  la fonction ~o(u, g2, g3), et par ~(u) la 
fonetion g o ( u , g 2 , - - g 3 ) .  ~ En vertu de l'6quation (3) on peut d6finir un 
argument w tel, que, le signe de ~/] 6tant fix6 arbitrairement, les 
deux 6quations 

D E 
(4) ~,~(w) ----- ~ ,  ~d'(w) - -  

.4 ~/x 

aient lieu simultan6ment. Posons 

B 
¢0(u)  = A + - -  2 ~/-A ~.~u - -  ~w 

" ' 1 6 ' ( ~ -  ~-) ~'(~) ~'(~)1 

L'expression la plus g6n6rale de x en fonction de u est alors 

( 6 )  x = ¢ o ( U  - -  Uo) 

off u o d6signe une constante arbitraire. (Pour 
I d x  

, ~  ~/~.) On a 

u --~- Uo i X ~ o,v et 

~o(- -  u + w) = ¢0(u), ÷:) 

1 Voir HALPHEI~'~ Traitd des fouctions elliptiques. 
ScHwARTZ~ Formeln und Lehrsaize zum Gebrauche der elliptischen Fu~wtionen. 
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et par cons6quent, si l'on pose 
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B i 

- A + T 2  
I 

~(u,  w) est une fonction paire de u. 
Les 6quations (4) subsistent sans changement, si l'on ajoute £ w 

une p6riode quelconque de la fonction go(u). Si nous d6signons par con- 
s6quent par (2&, 2&') une paire quelconque de p6riodes primitives de la 
fonetion p(u) ,  et si de toutes les valeurs de w (en nombre infini) qui 
satisfont aux 6quations (4), nous fixons une arbitrairement, les quatre ex- 
pressions 

~(~, w), ~(~,w + ~ ) ,  ~(~, w + :~  + ~ ' ) ,  ¢(~, w + 2~) 

repr6senteront quatre fonctions paires, dif[drentes de u, qui toutes, raises 
la place de x, satisfont ~ l'6quation diff6rentielle (I). En effet si 252 

et 2~2' sont deux pdriodes quelconques de la fonction g~(u), il r6sulte 
de l'6quation (8) 

(9) 
¢(~ ,w + : ~ ) =  ~(~ + ~ ,  w) 

(~, w + 2~,) = ¢(~ + ~,, w). 

Pour que l'6quation 

~(u, w + : ~ ) =  ~(u, w + 2~') 

puisse subsister pour toutes les valeurs de u, il faut donc que l'on ait 

(u + ~, w ) = ~  (u + ~', w), 

(u + ~2'-- ~, w ) =  ~(u, w), 

c'est b~ dire ~2'--$2 doit ~tre une p6riode de la fonction ~(u)  et par 
eons6quent, (en vue de la derni6re des 6quations (8)) ~2'--$2 dolt gtre 
aussi une p~riode de g~u. 

Acta mathematiea. 1~. Impr im6 le 6 f6vrier 1889. 25 
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Si tel n'est pas le cas, les deux fonctions F (u, w + 2 ~) et f (u ,  w + 2 X2') 
ne sont pus identiques. On en conclut done que les quatre fonctions 
pr6cit('es, 

~(u,  w), ~ ( .  , w + ~ )  , ~(~ , w + ~.,;, + 2co'), e (u ,  ~. + ~ ' ) ,  

sont toutes les quatre diff6rentes entre elles. 
Mais il n'existe en tout  que quatre fonetions paires de u, qui, raises 

k la place de x, satisfont k l '6quation diff6rentielle (I); ces quatre fonc- 
tions se distinguent par l'X, que pour u ~ o chacune d'elle devient 6gale 
k l 'une des quatre racines de l '6quation 

R(.~) = o .  

Ces quatre fonctions doivent done 6tre identiques avec les quatre fone- 
tions paires pr6cit6es, et, en vertu des 6quations (9) on petit aussi les 
6crire de la mani&re suivante: 

f ( u ,  w),  ~(u + ~o , w),  ~(u + ,;, + co', w),  f (u + co', w). 

Si nous posons 

a = ~(o ,  w), a, = ~(~o, w) = ~ ( o ,  w + 2,;0, 

a~ ---- ; ( &  + &', w) ~--- ~ ( o ,  w + 2go + 25/), 

~,~ = ~,( , ; / ,  w) = ~ , ( o ,  w + 2,-o'), 

les quatre quantit6s a,al,  a~, a~ repr6sentent les 4 racines difffrentes de 
l '6quation R(x)= o et l 'on a 

,,/,o\ 

a ---- ~ - ~ - +  - - ,  a :  = -t 

/,/w go') 
i '~' ~,7 + ~ ° +  

2 ~/-2 ,/~,, ~ '  ~,, ~ ~ + co + co' / 

,,/w ) 
a, '( ) 2~/~ ~ ~ + ~o 

,,/w ~,) 
~'~ t,-~ + 
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En posant  ~(¢b) = e , ,  gd(& + 5 J ' ) =  e2, ~ ( 5 J ' ) =  e3, les relat ions suivantes  

ont  l ieu pour  chaque  va l eu r  de l ' a r g u m e n t  u ,  

- -  2 (% - -  %)(% - -  e i ) (e ,  - -  e ~ ) 6 u  

(e, - -  e,)6,u + (e~ --  e,)%u + (e~ - -  e~)6,u 

,,/~\ 

O n  a d e  plus 

(e, - -  e.~)6,u6~u + (% - -  e,)63u6,u + (e, ~ e,)6,u62u 

6~u + 62u + 6~u 1 
6u 

6(w) - -  - - e l '  6(w) - -  --A - e 2 '  6(w) A - - e 3 "  

P o u r  chaque  va l eu r  d6termln6e de w, les signes correspondants  des ra- 

cines carr6es dans ces fo rmules  sont aussi p a r f a i t e m e n t  d6termin6s,  et 

l 'on a 

¢ ~  ¢_~ Cn  I ol,(W ) ~ E - - e , .  - - e ~ .  ~ - - e 3 - -  2 2~¢----~ 
Ell ve r tu  de ces formules ,  on a donc 

f w) - - 9 S  = 

(e,~- e~)V//~----= el + (e~ --  e~)~//D 

_ _  
- -  2 @ 2  - -  e s ) ( e  ~ - -  e l ( e  , - -  %)  

, , / w \  

e)  / - ~  e l ) ¢ ~ - -  +(e ,  e~ )V l l~ - - e i  (~ - ~ V - X -  e,  + (eo - -  e ,  - -  

I <-I 

i Voir ScrlWAl~Z, Formeln und Lehrs~itze. 
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P a r  consequent  la racine a de l '6quat ion R ( x ) =  o, correspondante ~ la 
Valeur part icul i6re de w que nous avons chois ie ,  est donn6e par  la for- 
mule :  

-I 5,(w) + 62(w ) + 6~(w) B 
a~-- -  

v'A- 60) A 

B 
A 

Si l 'on pose 

ho ~,(w) + 6~(w)+ 6 ~ ( w ) ¢ ~  ¢ ~  ¢ ~  = 6(w) = -]---  e, + --e.~ + 5 - - -  e~, 

hi -_= (e 2 - -  es)6,(w ) + (e s - -  e , ) 5 ~ ( w )  + (e, - -  e~)6~,(w) 

= ( e ~ -  e ~ ) ¢ ~ - - e  1 + ( e ~ -  e l ) ¢ ~ - - e  ~ -[-(e 1 - - % ) ¢ ~ - - e ~ ,  

(e~, - -  ei)6,(w) + (4 - -  e~)6.Aw) + (d - -  e~)~(~v) 
h~ = ~(w) 

- -  m 

= ( e : -  e ] ) ¢ A  D- - - e  I + ( e : -  e '~)¢  D -  e : - I - ( e ~ -  e:) ¢AD----- - -  e:~, 

Oil a donc 

B ho a ~  
A 

= - - - _ "  ho 
A 

2 (e.~ - -  e,,)(~.~ - -  e, )(e, - -  e.2 
h 1 ~ou + h~ 

En posant  
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c t  cn  d 6 s i g n a n t  p a r  ) , ,  # ,  ~ l e s  n o m b r e s  I ,  2 ,  3 dans  un  o r d r c  q u e l -  

c o n q u e ,  on  a l e s  f o r m u l e s  

6(u + 2~oz) 6"t~ ' 

6(u  + 2co,,) 6u ' 

6(u + 2co~) 5u 

On  o b t i e n t  done ,  en  d c r i v a n t  dans  les f o r m u l e s  pr~.c~dentes,  w-1-2~o~ ,  

w q -  2 t o ~ , w  Jr- eto~ '~ la p l ace  de  w et  en p o s a n t  

h; - -  6 , ( w ) -  % ( ~ ) -  6~(~ ~ )  
6 ( ~ )  

6(~v) 

h;' = - -  6 , (w) + %(w) - -  6:,(w) ~(w) 

( I 4 )  
h'/----- - -  % - -  e~)6,(w) + (~.~ - -  e ,)~. lw) - - (~ ,  - -  e~)6o(~) 

6 (w)  

h;' = - -  (4 - -  4 )~ l (w)  + (e~ - -  e~)6.~(w) - -  (e~ - -  eD6o(w) 
6(w)  

,,, - -  % ( w ) - -  %(,w) + 6~(w) 
h0 = 6(w)  - -  ' 

,,, - - ( %  --e~)%(w)- (e~--e,)%(w)+(e, --e,)6.~(~ v ) 
hi __ ~(w) ' 

- -  ( e~ - -  e~) 5 ,  ( w ) - -  ( e~ - -  e~)'.5.2( w ) + (e~ - -  e~) 5~ ( w ) 
h ' ; '  = 6 ( w )  ' 
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les formules suivantes 

~ ( u ,  w) ---- 

B 
A 

B h 0 

h0 
~/~-' 

2 ( ~ ,  - -  ~ ) ( . .  - -  ~ , ) ( e ,  - -  ~,) 

~(,~, + o,~, '.4 = 

~( .  + ,o~, w) 

! 
B ho 

a~ = A ~/-ff ' 

B h'o 2 (e,~ - -  e~)(e~ - -  e l ) ( e  I - -  e , )  

It B ho 
% - -  A ~ / -5 '  

B h'o' 2 (e,, - -  e s ) ( e  s - -  e t ) ( e  I - -  e~) 

~,(u + eo3, w) ..... 

B 
6 3  ~ A 

B h'~" 

It/ 
ho 

I X '  
( e ,  - -  e ~ ) ( ~  - - e , ) ( e ,  - -  e , )  

Dc cette maniSre on obtient les quatre fonctions paires dc u, qui satisfont 
dz 

l'6quation diff~rentielle d-~----~/R(z), de mdine que les racines corres- 

pondantes de l%quation R ( x )  = o, c'est ~ dire les valeurs que chacune de 
ces quatre fonctions prend pour u - - o ,  exprim6es en fonctions rationelles 
des quantit6s suivantes: 

B i 6z(w ) , / ~  
Va--e i '  

6,(w) ~//D 6~(w) ~//D 
6(w)~-- A - -  e2, 6(,0)-- A e~. 

Jusqu'k pr6sent nous n'avons assujetti les constantes A ,  B ,  C,  B' ,  A'  
(les coefficients de R(x) )  ~ aucune condition; supposons maintenant que 
tous ces coefficients sont r6els. - -  ]1 y a toujours dans ce cas des va- 
leurs r6elles positives de u qui satisfont k l'~quation p ' ( u ) =  o; d6signons 
par w la plus petite de toutes ces valeurs. De mdme l'6quation ~ ' ( u ) = o  
peut dtre satisfaite par des valeurs r6elles positives de u et nous d6- 
signerons par & la plus petite de ces derniSres. 
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]l faut k pr&ent distinguer deux cas" 
I. La quantit~ g~ ~ 27g ~ est positive. 
Posons dans ce cas 

199 

0)1 = ~o, % = ~o "k- & i ,  ~o a ~ & i ,  

,go(col) m_ e,, ~.9(eo,) = e,, ~.9(e%) = e~. 

Les quantitSs e~, e2,ea, qui repr~sentent ]es racines de l%quation 

4 s a - . q f i - g a  - - -  O, 

sont dans ce cas toutes trois r~elles, et ron  a 

e 1 ~ e~ ~ ea; 

(20)1, 2e%) est une paire de p&iodes primitives de la fonction ~o(u). 
II. La quantit~ g ~ - - 2 7 g  ~ est nggative. 
Posons dans+ce cas 

:2 ~ 0)3 ~ - - - - '  

(2e01,2eoa) repr&ente dans ce eas ~ussi une paire de p6riodes primi- 
tives de la fonction p(u) ,  mais e 1 et e~ sont dans ce cas des quantit6s 
imaginaires, conjugu6es, tandis que e 2 = - - ( e  1 -k-ea) est r6el. La quan- 

tit6 e, - -  % i est positive. 

Si nous convenons de donner g ~/A- sa valeur positive dans le cas 
oh A est positif, et de d6signer par cette racine le pro&fit de i par une 
quantit6 positive, dans le cas oh A es t  ndgatif, on peut dans les deux 
cas d6terminer de la mani6re suivante une valeur de w satisihisant aux 
6quations 

D E 
2 , = 

A C Y 
Les 6quations 

E 2 
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D 
nous font voir que dans le cas I, si A > o, ~ dolt 6tre contenu soit dans 

D 
l ' intervalle (e~ . . .  co), soit dans l ' intervalle ( e3 . . .  e~); si A < o ,  ~- appar- 

t iendra soit k l ' intervalle ( - -  c o . . .  e3) soit ~ l ' intervalle (e~ . . .  el). Dans 
/) 

le cas II, au contraire, ~ -do i t  ~tre contenu soit dans l ' intervalle (e~...cx9), 

soit dans l ' intervalle ( - - o o . . .  e~). 
D6signons par ( a . . .  b) une quantit6 contenue dans l ' intervalle rdelle 

( a . . .  b), par ( + )  et ( - - )  des quantit6s positives ou n6gatives respective- 
ment  et par z une quantit6 r6elle satisfaisant b~ la condition 

On a dans le cas I 

0 < - " <  I . . .  

(~) 1.9(2s~o) = ( 0 0 . . .  e,), 

(2) ~a(to -I- 2 ¢ 6 J i ) =  (e, . . . e ~ ) ,  

(3) g~(2zo, -F ~oi) = (e~ . . . e~), 

(4) 

I ( - - ) ,  si ~ < 2 '  

I ,~.~'(2.~,o)-- I o , >) * = 2 ' ,  

(+)  ' )) ~ > 2 

/ ' (+ . ) i ,  si s < ? ,  
! 

~9/(w + 2 e ~ i ) =  o , )) e = - ,  

I (--) i ,  )~ s > ? .  

] ' ( + ) ,  si s < ? ,  

p ' ( 2 . . , , ,  + coi) = o , ), s = -  o ,  

I ( - - ) ,  )) ~ > ~ .  

J , 
(--)i, si s < ? ,  

I 

(+) i ,  )~ .~>?.  
4 
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Dans chacun d e  ces quatre cas, si l'on fair croitre s d 'une mani6re 

continue de o ~ 2 '  la fonction ~o(u) parcourt  tout  l ' interval le  indiqu6, 

en croissant cont inuel lement  dans le 3 me et dans le 4 me cas, en diminuant  

i jusqu'~ I, dans le I ~r et dans le 2 ~'. Si l 'on fair varier  ensuite ~ de 

~ ( u )  parcourt  dans chaque cas le m 6 m e  intervalle ' qu auparavant ,  mais 
, I 

dans le sens contraire. A deux valeurs de s, ~ egale distance de ~, cor- 

respondent les m6mes valeurs de ~o(u), mais des valeurs contraires de ga'(u). 

Dans le cas II  on a 

~o(2sto) = ( +  c ~ . . .  e2) , (s) 

(--), si s < 2 ,  

I 

I (+), )> ~ > ~ .  

(6) 

I I 
( - - ) i ,  si s <~,  

I 

I (+)i ,  )) , >~ .  

D'apr6s ces formules, on peut  d6finlr une quantit6 w, satisfaisant aux 

6quations 
D E 

~ ( w )  = ~ ,  p ' (w)  = ~¢~_ 

de la mani6re suivante: 

I. g ~ -  2 7g~ est positifi 

i )  Si 

peut poser 

D 
A est positif et ~- appart ient  ~ l ' intervalle ( +  c ~ . . .  el) on 

w : 2 , o J  ( o < , < i ) ,  

en remarquant  que 

e ~  <-~,~ selon que E - o .  

A a a  mathematiea. 12. I m p r i m ~  le 6 f~v r i e r  1889. 26 
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D 
2) Si A est n6gatif et ]- se trouve dans l'intervalle ( ~  c o . . .  e3) , 

on peut poser 
W = 2S&i  (0 < S < I ) ,  

et l'on a 
! > 

s .  < ~ ,  selon que E ~ o .  

D 
3) Si A est positif, mais ~ se trouve dans l'intervalle (es.. .e~) on 

peut poser 

et l'on a 
I 

~ ,  selon que E ~ o .  

4) 
poser 

et l'on a 

D 
Si A est n~gatif et ~ appartient k l'intervalle (e, . . .  e~) on peut 

( o < s <  ,), 

2'  selon que E 3  o. 

II. g ~ -  27g~ est une quantitg n~gative. 

5) Si .4 est positif, D ~- appartient k l'intervalle 

peut poser 
w =  (o < < ,) ,  

(e2 . . . co )  et l'on 

s ~tant < i > 2'  selon que E ~ o .  

D 
6) Si A est nSgatif, ~- se trouve dans l'intervalle ( - - c o . . .  e2) et 

l'on peut poser 
w =  2s~i ( o < s <  I), 

<_ I selon que E ~ o .  s ~tant ~ 2 '  
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Les cas I) e t  2) se pr6sentent lorsque toutes les quatre racines de 
l '6quation R ( x ) =  o sont r6elles. 

Les cas 3) et 4) ont lieu si tous ces racines sont imaginaires. 
Enfin on a lea cas 5) et 6) lorsque deux racines sont r6elles et les 

deux  autres imaginaires conjugu6es. 
D D D 

Dans le cas I) les quantit6s ~ - - - e  1 , - ~ - e ~ ,  A e~ sont toutes 

trois r6elles et positives; dans le cas 2) elles sont rdelles et n6gatives; 
par consdquent, en vertu des dquations (I4) les quantit6s 

; !  ; z /  h,o h'o ho ho 
¢~' ~ '  ~ '  i ]  

sont dans les deux cas r6elles. 
D D 

Dans le cas 3) les quantit6s ~ -  el, A 

D 
que ] - ~  e s est positif; par consdquent 

- - - - e ~  sont n6gatives, tandis 

~/-X A - - e '  et ~/2- - -  e2 

sont des quantit6s imaginaires, tandis que ~-~ ~- - -e~  est une quantit6 

r6elle. 
! J z  I z !  

h~ /~r 0 h0 h0 
Les quantit~s ~/~-, ~/~-, ~)i-' ~/A- sont donc des quantitds complexes. 

Les quantit6s a et a~, ainsi que a~ et a~ sont darts ee eas-ei des quantitds 
complexes eonjugufies. 

D D 
Dans le e a s  4) les quantit6s ~ - - - e ~ ,  .~-~e~ sol~t positives, tandis 

D 
que ~ - ~  e~ est n6gatif; par eons6quent 

est r6el, mais 
¢,4- ~ ~ 

ho h'o h'o' h'o" V,]_, /~_ , ~/~, /~ sont des quantit6s complexes. 

sont imaginaires. 
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Les racines :a et a~, ainsi que a~ et a~ sont des quantit6s complexes 
conjugu6es. 

D D D 
Duns le cas 5) ~-- -e~ es t  poaitif, ] e~, A e 3 s o n t  des quan- 

tit6s complexes conjugu6es. Les ~'onctions ¢.u 6~u prennent pour des 
5u ~ 5u 

valeurs r~elles de u des valeurs complexes conjugu~es, de mani~re que 
si u et u' sont des valeurs complexes conjugu6es, lea valeurs corres- 
pondantes 

6~u (aau' 

5u ~ 5U' 

sont aussi des quantit6s complexes conjugu6es. 
Duns le cua 5), aussi bien que duns le cas 6), lea quantit6s 

I 6~w I ,5,w 
~/~ z~ , ~/~ z~ 

sont des quantit6s complexes conjugu6s, tandis que 

I 59w 

est une quantit6 r~elle. 
Lea quantit6s a e t a  2 sont donc r6elles dans les cas 5)e t  6), mais al 

e t a  3 sont complexes et conjugudes. 
II r~sulte donc de la discussion pr~c6dente que, pour des valeurs 

r6elles de u, lea fonctiona 

~(u, w), ~(~ + ~1, w), ~(u + ~ ,  w), ~(u + ~ ,  w) 

sont toutes r6elles dans le cas I) et 2) et toutes imaginaires, dans le 
cas 3) et 4). II eat k remarquer que duns le cas 3) la premi6re et 
la troisi6me de m~me que ]a seconde et la quatri6me de ces fonctions 
sont des quantit6s imaginaires conjugu6es; duns le cas 4 ) c e  sont au 
contraire la premi6re et la seconde, de m6me que la 3 me ct la 4 me de 
ces fonctions qui sont conjugu6es. 

Dans lea cas 5) et 6) la premi6re et l a  troisi6me de ces fonctions 
sont r6elles, tandis que la seconde et la 4 m~ sont imaginaires et conjugu6es. 
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§ 4 .  

Pour pouvoir appliquer les formules 
cas qui nous occupe il faut commencer 
de l '6quation 

Posons 

En g6n6ral, si 

du paragraphe pr6c6dent au 
par la discussion des racines 

R ( x )  --- - - x '  -{- 61lx 2 q- 4colx -t- C~o k 2 

2 
ko = c o - -  k2, l o = c o l .  

R ( x )  = A x  4 + 4 B x  3 + 6Gx 2 + 4B 'x  + A '  

et que l 'on pose 

g2 = A A '  - -  4BCB'  q.- 3 C2, 

g3 ----- A C A '  + 2BCB'  - -  A B  '2 - -  A ' B  2 - -  C", 

la condition de la r6alit6 des racines de l 'dquation R ( x ) - = - o  peut 
s'6noncer de la mani6re suivante. 

Si G = g~  - -  2 7gl < o, l '6quation R ( x )  --- o a deux racines r6elles 
et deux racines imaginaires eonjugu~es. 

Si G = g ~ - - 2 7 g  ~ > o, toutes les quatre racines sont r6elles k la lois 
ou toutes les quatre imaginaires, eonjugu6es deux k deux. Le premier 
eas a lieu, si Iron a en plus 

B ~ ~ A C  > o ,  I 2 ( B ' - -  AC) 2 -  A292 > o. 

Mais si, g ~ -  27g ~ 6tant positif, l 'une de ces derni6res quantit6s est n6ga- 
tive, toutes les quatre racines de l '6quation R ( x ) =  o sont imaginaires. 

Appliquons ceci h, notre cas. On aura 

A - - = - -  x, B - - - o ,  C = ll, B' = Ic o = t o ,  A'  ~ c ~ k  2 =  ko, 

g~ = --Zl(k0 + l~) + ~, 
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B 2 - -  A C  = l l ,  I 2 ( B  2 - -  2 t 0 )  2 - -  A 2 g 2  --~ k, o -~- 91~, 

a ~ -  : 7el = ( - -ko  + 3Z~) ~ -  : 7 [ - - l ,  (ko + Z~) + Z~] 2 

= - -  27 t~ - -  21,(~o + t,)lo + 7~ 

En vertu de l 'identit6 

les racines de l '6quation quadratique en l~ 

Q(1,~o) = l 'o--  2l,(ko + l~)l] + ~ko(ko + 9 W  

peuvent  s'6crire 

~o ~ = t., +o + ~:) + ( - ~ o  + ~,:)+, 
3 

¢' : ,, +o + ,:) - (- '°~ + ~':)~, 
,q 

nous supposerons le radical "(--k° + 3l~)~" positif, s'il est formules rdel. 
3 

Appl iquant  ces formules g la discussion des racines de l'6quation 
R ( x )  = o, on volt qu'il  faut distinguer les cas suivants: 

l°. I x > o , k o > o , - - k  o + 3 1 ~ < o .  
I)ans ce cas l'o 2 ct 1 ''9 ,o sont tous les  deux imaginaires. Par cons6quent 

G - - - - -  27Q(l~) est n6gatif pour toutes les valeurs rdelles de 10, et 
l '6quation R ( x ) =  o a deux racines r6elles et deux racines imaglnaires. 

2 °. l ~ > o , k 0 > o , - - k , , +  31~>o .  
I;" et -0/"9 sont positifs tous h's (teux et l:,'~> lo".'~ Alors si 

]tt2 lg>10 '  ou v0 >1o, 

on a G < o et l '6quation R ( x ) =  o a encore deux racines r6ellcs et 
deux racines imaginaires. Si au contraire 

l tP~ 
l0 g > l~ > ~0 , 



Sat le probl~me de la rotation d'uh corps solide autour d'un point fixe. 207 

G est positif, et, vu que l 'on a a u s s i  l ~ > o , k o - J r  9 1 ~ > o ,  les quatre 
racines de l '6quation R(x)  - -  o sont r6elles. 

3 ° . 1 , > o , k  o < o , k o +  91~>o .  
La racine l0 t e s t  positive, i 'autre ~o1"~ n6gative. La quantit6 

(7 = -  27Q(l~o) 

1~ > lo 2, et dans Ce Cas l '6quation R(x)-----o a quatre 
Si au contraire lo ~ < 1'o 2, G est positif, et l '6quation pro- 

off 

deux cas suivants: 

I) l ~ > O , k o < O , k o +  9 1 ~ < o , l o  2 < l o  t . 

2) l ~ < o , k 0 < o , l ~ < l ;  ~. 

] t t  t I) / , > O , k o > o , - - k o +  3 1 ~ > o , l o : > l ~ o > , ~ o  , 

l o t =  l, (ko -t- l~) -f- (--ko3 + 3l:)~, 

~o ----- 3 

2) l l > o , k o < o , k o  + 9 1 ~ > o , i ~ < l o  t . 

Les quatre racines de l '6quation B ( x ) =  o sont imaginaires dam les 

est n6gative, si 
racines r6elles. 
pos6e n'a que deux racines r6elles. 

4 °. l I > o ,  ko < o ,  ko + 91~ < o. 
Comme dans le cas pr6c6dent G est positif pour lo ~ < lo 2, et n6gatif  

pour l~ > loL S'il est n6gatif, l '6quation R ( x ) - - . o  a dans ce cas quatre 
racines imaginaires; s'il est positif elle a deux racines r6elles et deux 
racines imaginaires. 

5 ° . la <o,k o >o. 
l02 et to 't 6tant n6gatifs ou imaginaires, la quantit6 G - - - - ~  27Q(1~) 

reste n6gative pour toute valeur r6elle de /o; l '6quation R ( x ) - - - o  a 
donc deux racines r6elles et deux racines imaginaires. 

6 ° . 11 <o,k 0 <o. 
Ce cas est tout ~ fair conforme au quatri6me. 
R6sum6: 
L'6quation R(x)---- -o  ~ quatre racines r6elles dans les deux  cas 

suivants: 
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Enfin l '6quat ion R(x)-----o a deux raeines r6elles dans les eas suivants:  

I )  l 1 > O ,  ]C o > 0 , 

2) l ~ > o , k o > o ,  

3) 11 > O ,  k o < 0 , 

4) /1 > 0 , k o < 0 , 

5)  

6) 

- - k o  "4-3l~ < o ,  pour chaque valeur  de l o. 

koA- 3 1 ~ > o , l ~ ) > l o  s ou bien 1 ;<~o • 

l~ < o ,  k0 > o, pour  chaque: va leur  de 10. 

l~ < o ,  kl < o ,  l~ > lo s . 

§5. 
J ' examinera i  plus en d6tail le cas oll toutes les racines de l '6quation 

R ( x )  --~ ~ x ~ + 61~x s "b 41cox "b C~o ~ k ~ ----- o 

sont r6elles. 
En nous servant  des mdmes d&mtations que dans le § 3, on a donc 

dans ce cas 

D 
~ ( w )  = ~ = - -  l , ,  

w e s t  pu remen t  imaginaire.  
e l ,  es, e 3 sont r6els et l 'on a 

el > e  s > e a  > - - l ~ .  
Les quanti t6s 

~-(w) ---- ~/-- (t, + e,), ~-(w) = ~/-- (t, + e,), 

sont toutes les trois p u r e m e n t  imaginaires,  et  
quantit6s 

~ ' ( w ) '  = 4 s  3 - -  gss  - -  .q3 = - -  Z~o. 

il 

~ ( w )  = ¢ -  (t, + ~3) 

en est de m~me des 

6, 6~ 63 
ho = ~ - ( w )  + ~ ( w )  + z ( w ) ,  

6 t 68 h, = (e s - -  e , ) ~ - ( w )  .Jr- (e 3 - -  e,) ~ (w)  -{- (e, - -  e,) ~ - (w ) ,  

s~ 61 I" ~ 6,  6 a 
h s ----- ( e ~ -  es )~- (w)  "4- ( e l -  e~)~-(w)  "4- ( e ~ -  e~)~-(w).  

ko + 9Z~ > o ,  l~o > l; s. 

ko "4- 9l~ < o ,  l] > l'o ~. 
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Le coefficient 

d & n s  c e  e~ts~ 
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de x ~ duns R(x )  6tant  6gal £ -  I', nous poserons done  

en d6signant  par  E le p rodu i t  (e~ ~ e~)(e~ - -  el)(e I - -  e~), 

p + q i  = X t ---  ~ ( U l )  = i h 0 -~- h~go~4z -~ h ,  ' 

p - - q i - - - - -  x,  = f ( u , )  = i  h o + h~fu, + h~ ' 

et l 'on volt  que xl et x~ seront des quanti t6s  imaginaires  conjugu6es, si 

u~ et u2 le sont. Posons 

u + vi u ~ vi 
2 2 

reels. u et v 6 t a n t  ' 

On a alors 
8 ; =  ~(~1 + u~) = ~(u), 

I1 suit  de ces formules,  que s 1 et s: sont tous les deux des quanti t6s 

r6elles,  contenues entre  les  l imites suivantes  

( ¢ x ~ . . . s l ~ . e l ) , ( e ~ . . . s ~  . . . .  - - ~ ) .  

Pou r  expr imer  les quanti t6s p e t  q au moyen  de s I et s 2 je me  servirai 

des formules  suivantes. 
On t rouve ~ la page 5o de l 'ouvrage  cit6 de M. ScHwAaz les ~or. 

mules  suivantes 
~(w)~(~ + v + w)~(~-  v) 

=~(~  + w)~(~)~(~ + w ) ~ ( ~ ) -  ~(~ + w)~(u)~(~ + w)~(~), 

~ (w) ~ (~ + v + w) ~ (~ - -  ~) 
_ - - _ 6 ~ ( u + w ) 6 ~ ( u ) 6 ~ . ( v + w ) 6 ~ ( v ) - - ( e ~ e t , ) ( e ~ - - e ~ ) 6 ( u + w ) 6 ( u ) 6 ( v  + w) 6 (v). 

En faisant dans ces formules  w =  o et en dormant  successivenmnt ~ 

les valeurs  I ,  2 , 3  on t rouve  

6~(u + v ) 6 , ( u - - v )  = 6 ~ u 6 ~ v -  ( e~- -e2 ) (e , - - e~)6 :u6~v ,  

~:(. + ~ ) ~ ( . -  v) = ~ . ~  + ( e , -  ~ ) ( e : - - e , ) ~ . ~ ,  
~ ( u  + ~ ) ~ ( u  - -  ~) = ~ u ~  - -  (e, - -  e ~ ) ( e ~ - - ~ ) ~ u ~ ,  

Acta mathematiea. 12. Imprim$ le 8 f~vrler 1889. 27 
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ou bien, en remarquant  que 

~(,~ + ,,)~,(u - v)= ~ ,~ ~ ~ + ( ~ -  e~)(~l- e,) ~ : u ~  + (e, -- ~)( ~ , ~  v + ~ ~,~) .  

I1 suit de ces formules 

2 (e 2 - -  e3)(e 8 - -  el)(e 1 - -  e~)ff ,~u~v = (e 2 - -  e s ) ~ ( u  Jr- v ) ~ ( u  - -  v) 

2(e~--e , )6~uT~v = (e~ - -  e,) 6a (u n u v) C,~ (u - -  v) 

- -  (e, - -  ei)g~(u + v)6~(u - -  v) - -  (e~ - -  e~)6,(u + v ) 6 , ( u  - -  v), 

= (e, - -  ~,)~(,~ + v ) ~ ( . - - , , ) - -  %(,, + , , )~ (u- - , , )  + ~(,~ + , , ) ~ ( . - - , , ) ,  

---- --(e~ - - e , ) ( ~ ( u  "k- v ) 6 ( u ~ v ) ~ 6 ~ ( u  -5 v ) 6 ~ ( u - - v )  -{- g~(u + v ) g , ( u - - v ) ,  

d'oh ron tire par division 

6,' ~ ( e , -  e,)6(u + v )6 (u-  v) + % (~ + v)%(~- v ) -  %(u + v)%(u--~) 
6'---u = (e,--e~)(e,--  e,) (e,--e,)61(u + v)6 , (u- -v )  + (e , - -e , )6 , (u  +v)6,(u -- v )+(%--e , )6~(u+v)6~(u- -v )  

et par cons4quent, vu  que ~au----6~u 6 'u  -k- el, 

2 2 , 2 q , 2 E6(u + v) 6 (u---v) + (e, --e~) 6, (u + v) 6, (u --v) + (e~--e,) %(u + ~) %(u --v)  + (e, --e,) %(u + v) %(u - -  v) 
(e,--e.,)6,(u .+ v )6 , (u- -v )  + (e a --e,)6.,(u -I- v)62(u--v)  "-{- (e,---e,)6s(u + v)Ts(u- -v  ) 

~ V  ----- - - E 6  (u + v) 6 (u--v) + (e~--e~) 6, (u + v) 6, (u--v) + (e~--e~) 6,(u + v) 6 ,(u--v)  + (e~--e~) 6.o(u + v) 63(u--v ) 
(e,--e.)%(u + v)6,(u--v) + (e~- e,)%(u + v)%(u--v)+ ( e , -  e.)%(u + v)%(u--v) 

En posant donc 

6~(u 1 + %) 6~(~1 - -  %) 
(a- - I ,2 ,3)  
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011 a 

(el - -  e~)P, + (el - -  e~)P, + (e~ - -  el)Ps 
(e, - -  % ) P ,  + (% - -  e , ) P ,  + (e, - -  e , ) P ~ '  

- -  2E 

~(u~) .  ~o(u~) ---- (e,--e~)(e~ + e, es) P , + (e~--e,)(e~+ e~e,)P, + ( e , -  e,)(ei+ e,e,) P~ 
(%--%)P1 + (%~e, )P~ + (e 1 ~ e ~ ) P  8 

E n  p o r t a n t  ces express ions  dans  les f o r m u l e s  

,~, + x, _ i (h o q- E h,(~u, + ¢u,) + 2h, 

•' - -  % - -  E h , ( ~ u ,  - -  ~ u 2 )  

on t r o u v e ,  apr6s  q u e l q u e s  caleuls,  

• L ,p ,  + ~ , P ,  + ~V,P. 
LP,  + MP, + 1VP s 

E 
q ~ L P  1 + M P ,  + N P , '  

off j ' a i  pos6 

L = (e 2 - - e ~ ) ~ ( w )  = i(e 2 - -  e3)~/~ + e~, 

2-1//= (e 8 - -  e l ) ~ ( w  ) ---- i(e 3 - - e l ) ~ / ~  + e,, 

i V =  (e 1 - - e 2 ) ~ ( w  ) ---- i(e 1 - - e ~ ) ~  + e~, 

6 ~ ( w ) ~ ( w )  ---- @ 2 -  e3)~/(/, + e,)(l, + e,~, L 1 ---- (e~ - -  es) ~- 

~a 6t 
M 1 = (e 3 - - e l ) ~ ( w ) ~ - ( w  ) = (e 3 - - e l ) ~ / ( l  , + e~)(t, + el), 

61 ~ 
N 1 = ( e , - - e 2 ) ~ - ( w ) ~ - ( w  ) = @1--e,)~/( l~ +e~)(l~ + e,). 
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Les quanti t6s l~ + e~, l~ -{- e~, l~ + e 3 sont routes les trois positives. 

Les quanti tds  s~ ~ e~, s~ ~ e~, s~ - -  e~ sont aussi positives. 

Les quantit6s~s~ - -  e~, s~ - -  e : ,  s~ ~ e 3 sont au contra i re  toutes  les 
trois n6gatives. 

L ,  .31, N ,  1)1, P~ , P3 sont done imaginaires .  

~5~, M~,  N~ sont r6els. 

On volt que  p et q ont  des valeurs  r6elles. 

P o u r  ca lcu le r  la va l eu r  de r je  me sers de l '6quat ion 

dp qr. ~7---- 
En g6n6ral, ~si l ' o n  pose 

l~(S) --~ Ro(S - -  ao)(S - -  al)(s - -  a,)(s - -  a 3 ) ( s -  a,), 

s~ ds t s~ ds 2 
du~ = ~/~(,,) + ~ ( ~ ,  ds~ = ~/-K(s,) (du~ - -  sf l%),  

8 2 - -  8~ 

ds~ ds, 
= ds 2 = (-ff(s,) (dul _ _  s, du~), 

s~ - -  s t 

(a=0 ..... 4~ 
kS=o, ..;;41 

_ _  ~/R(s , )  ] 
(s, - -  ~ ) ( s .  - -  ap) ' 

c~ et c.z d6signant  des constantes que]conques,  on t rouve  apr6s q u e l q u c s  

calculs,  
~P~__ ~ [PrP~r P~P~]  
~U~ 2 ( a ~  - -  ar)~ CrCar CflCap J '  

aP.  ~ I ~arPzP .  ~ .a#Prl 'T;! ,  
au~ 2 (a~ - -  at) ~ c~c~ CrC~ r . ] 

OPa~ I p a t )  
au, --  2 Roc.~ 

Ou~ 2 2 CrC~rCBr 
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D a n s  n o t r e  cas  on  a 

2'13 

R ( s )  ---- - -  4 ( s  - -  e , ) ( s  - -  e2)(s - -  e3)(s - -  kl)(s  - -  k~) ,  R o  ---- - -  4 ,  

d t  ~ d u l ,  o ~ d % .  

O n  t r o u v e  donc  

2 d p  . L P 2 ~  q" M P 8 1  + N P 1 2  

d t  L P 1  ,4" M P 2  + N P 3  

i 
t ) 2 3  - - - -  

81 - -  8 2 

- -  ~ / ( 8 1  - -  e 2 ) ( 8 ,  - -  ~ ) ( ~ ,  - e , ) ( 8 ,  - k 1 ) ( ~ 2  " k , } ,  

P 1 3  ~ - -  
$ I  

i 
{~/(8, - -  ~2)(81 - -  k , ) ( 8 ,  - -  k 2 ) G  - -  e , ) ( ~ ,  - -  ~ )  8 ,  

- -  ~ / (~1  - -  ~ ) ( 8 ,  - -  ~ , ) ( 8 2  - ~ 2 ) ( 8 2  - -  l ~ ) ( ~ ,  - -  k , ) } ,  

i 
G ~  - - -  { ~ / ( 8 ,  - e . ) ( 8 ,  - -  k , ) ( 8 ,  - k ~ ) ( 8 2  - -  e , ) ( 8 2  - -  e 2 )  

81 - -  8 2 

- -  ~ / ( 8 ,  - -  ~ 1 ) ( 8 ,  - -  ~ 2 ) ( ~ ,  - ~ ) ( ~ 2  - -  k , ) ( 8 2  - -  k , ) } -  

C o m m e  nous  l ' a v o n s  v u  p l u s  hau t ,  p o u r  des  v a l e u r s  r6e l les  de  t , s  1 

d o i v e n t  4tre  c o n t e n u s  en t r e  les l imi t e s  s u i v a n t e s  

e t  s 2 

Les  q u a n t i t 6 s  

son t  donc  pos i t ives ,  e t  

n6ga t ives .  

o , 9 . . ,  s I . . .  e 1 , e~ . . . s 2 . . .  ~ cxv. 

(81 - -  e l ) ( s  2 - -  e~) (s  2 - -  e.~) 

( 8 1  - - - -  e 2 ) ( 8 2  - -  e 3 ) ( 8 2  - -  el) 

(s  1 - -  e3) (s  2 ~ el)(s 2 - -  e~) 

les q u a n t i t 6 s  

(81 - -  e~)(81 - -  e ~ ) G  - -  e l )  

(s  1 - -  e~ ) ( s  1 - -  e l ) ( s  2 - -  e~) 

(s I - -  e l ) ( s  1 - -  e2) (s  2 - -  es )  
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Pour que r soit r~el pour des valeurs r6elles de t, il faut que P2~, Ply, 
/)12 soient r~elles; pour que cela ait lieu, il faut que le produit 

(81 - -  kl)(81 - -  ~)  

soit n~gatif, et que le produit 

(s~ - -  kl)(s ~ - -  k~) 
soit positif. 

Les constantes d'int6gration doivent donc 6tre choisies de mani~re 
satisfaire ~ l'in6galit6 

k~ > e 1 > k~. 

s 1 et s2 devront alors 6tre contenus entre les limites 

(21 . . . 8 1 . . . ~ 1 ) ,  (k~ . . .  ~ . . . - - ~ ) .  

I1 nous reste ~ calculer les valeurs de r ,  f ,  f ' .  
On obtient f '  de l'6quation 

2d-t='dq - -  r]3 - -  C o t "  

OU 

Col' ~ ~ (2 dq~[ --]- rp), 

et l'on trouve ~ l'aide des formules de differentiation pr~cit~es 

L1P~ + MIPI8 + hrlPl~ 
COT" ~ Lpgs + MP18 + NP1~ ' 

les coefficients L ,  M,  N,  g l ,  M1, N 1 ayant les m~mes significations qu'au- 
paravant. 

La valeur de T' peut ~tre calcul~e ~ l'aide de l'~quation 

dr 
d7 ~ c°f" 

L'on trouve 

d d 

CoT' - -  - -  i .  (LP~ + MP~ + N P a )  ~ 
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D'apr6s les formules de diff6rentiation pr6cit6es, l'on trouve 

d t,.+ ap,~+ a~.) (LP~ + MP~ + ~.P~)(Z,~ M~ N~t 

215 

= no(L~, + MP~ + ~P.)(LP~'~ + MP~P, + ;v?~p~) 

( L V . + ~ V , ,  +2VV,,)(L e ,v . -v ,e , ,  + ~ v , . , , - v ~ P .  +~Vv, P.-P,P,,~ 
e~ - -  e a e~ - -  e~ e t - -  e~ / 

L 2 

= -no(L ~ + -~  + -~)-Pl-Pd', ~ _ ~  - -  P . (P ,p~  - -  P~P,:) 

ea ~ e t 01 ~ e~ 

+ MN (no(P~ + Pi)P1 _ p lV ,  P..,_~,- v , v .  P1 P, PI, ~ P3P~a~ 

-{- NZ (Ro(P~ -{- P~)P~ - -  -P1~P3P'~e, ----e 8P'P''- I)~3 P,P,3e, --~-- PtP,8~/ 

+ L~(Ro(P~ + P~)P, -- p P,v,,~ _-- ~,vm=-- p,, Pm,.~, --_ P,F,:~.~ / 

Cette expression du nominateur de r' peut &re un peu simplifi6e de la 

mani~re suivante. 
En d6signant par a,fl,T,(~,e les hombres i ,  2 , 3 , 4 ,  5 ran~6es 

dans un ordre quelconque et en posant, comme nous l'avons fair, 

81 ~ 8~ 
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on trouve faci lement les relations suivantes: 

~o pop~_p ~ _ _G~ ~'~ eo~ - v~ Po~ = ,p~  po~ , 
a ~  - -  a r 

a r - -  a a  

' a a  - -  a f t  

~o(P~ + P ~ ) P . - -  _Pr P ~ P ~ r -  P~P,~r p~ P ~ P ~ - -  PrPpr 
a a  - -  eb B a 7 ~ a a  

= G~v~ + P~v~,, + no (a~-  a~)S~'o, 

Ro(-P~ + Pl)P~--  -vo~ v ~ v ~ -  v~vo~_ _G v ~ v ~ -  vov~ 
a B - -  a r a,a - -  a B 

= P-~.~P,~ "4" P~.~P'r'. a t- R o ( a r - - a , ) S P ~ ,  

no(P~ + P~)P~-- G~ v~e°~ - v~e~ 
a r - -  a a 

Si l'on pose donc 

- .Pr Pr P~r - -  P~ P ~  
a f t -  a, 7 

a l  ~ e l ~  k l  ~ a4, 

a s ---- es, k s - -  a~, 

a 8 ---- e 3, 

on trouve pour c0T' l 'expression suivante 

, i L ~ - p 1 ~ . P t 5 + M ~ . P ~ . - p 2 5 + N 2 . P 3 ~ - p 8 ~ + M . N [ P 2 ~ P a ~ + - P ~ 5 P 3 ~ + ( e 2 - e s ) 2 P . ] + N L [ - p 3 ` - p 1 5 + P 3 5 P ~ + ( e s - e ~ ) ~ P ~ ] + L M [ - p ~ ` P 2 6 + - p ~ 5 P ~ + ( e ~ - e ~ ) ~ P ~  

(L .P~ + M P 2  + 2YPs)  "~ 

Enfin on trouve la valeur de T, exprim6e £ 1'aide de s~ et de s2, 
k l 'aide de l'6quation 

2 (ps + qS) + rs = 2Cot + 6~1. 
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p 6quations suivantes, dans lesquelles _ F ~ ( x ) ,  . . . ,  F p ( x )  

fonctions enti6res de x d'un degr6 inf6rieur ~ p, 
d6signent des 

Xl  xp 

--_ / ' E , ( z ) d z  . / ' F , ( z ) c l z  

j + " "  + J  ' 
a ,  a 2 p _  1 

Posons 

Up 

Xt  Xp  

~- / ~ F A x ) d z  .Fp(z)dx.  

d VI~(~) + " '  + / ~  
a I a ~ p  _ 1 

a 2 f l - - 1  a 2 f l - - 2  

. . . - .  _ _  

~;v = ~K,~, + ~g~ + . . .  + ~K~v, 

en convenant de d6finir la racine carr6e dana chaeune de ces int6grales 
par la formule 

D6finissons p variables nouvelles v l , . . . ,  vp par les 6quations 

u, = 2 K ,  v, + . . .  + 2K~%, 
• • • • • • ° 

u s = 2Kplvl + . . .  + 2K~vp .  

Supposons que ces 6quations, r6solues par rapport 
donnent 

V 1 --~- G n u  I + . . .  Jr- Gpiup, 

~, vl , . . .  , vp, nous 

vp = G, pul + . . .  + Gppup. 
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Posons 

r~.z = 2i(GI:K~ B + . . .  +. Go:KoB), 

d'oh il suit r:~ == rz~, et d6finissons la fonction ~9(v~... %) comme la 
somme de la s6rie infinie 

la sommation, indiqu6e par le signe ~ ,  doit 6tre effectu6e de telle ma- 
nitre, que chacune des p quantit6s v ~ , . . . ,  v o parcourt, ind6pendemment 
des autres, toute la s6rie des hombres entiers d e -  ~ jusqu'~ + co. 

Cette fonction O(v~, . . . ,  vo) satisfait aux deux 6quations suivantes: 

e(~, + p , . . .  ~o + ~oo) = e ( v , . . .  ~), 

p t . . . p p  d6signant des nombres entiers quelconques, et 

e(v, + r , ~ . . ,  v o + :o~) = e (v~ . . ,  vo)e-(=~+~o TM. 

Inversement, chaque fonction continue de v~ . . .  % satisfaisant g ces deux 
6quations pour toutes les syst&nes de valeurs v ~ . . . % ,  doit n6cessaire- 
ment 6tre 6gale g ,5(vl. . .  vo) , multipli6e par une constante. 

D6signons par n , . . .  np des constantes arbitraires, posons 

~ = n~r.~ + n2r~2 + . . .  + n or~ o 

et d6finissons une nouvelle fonction bQ(Vl.,, V O I n 1 . , .  nO) par l'6quation 

1 9 ( V l ,  • .  VO I " 1  • • • nO)  = ~9(V 1 -Jr-'C1 ° . * Vp + r i ) e  ~ 'ana(2va+' :a , z i .  

Les quantit6s n~ . . .  n o s'appellent les param~tres de cette nouvelle fonc- 
r t tion ~. Si n ~ . . . n  o d6signent un autre systeme de p constantes, et que 

l'on pose 

Oil  a 

- -  • • n p "~ ao 

= ~(v l . . .  ~o I nl + < . . .  no + n'o) e-x"'°(~.~+~'~':'. 
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I Si les quantit6s n '~. . .ne,  m~. . .  m e sont des nombres entiers, on a 

e(v~...vel,,, + '~;...ne + n~)= e(vl... '~e I ~, ."  "'~e), 

~9( vl + Onl *" * V, ° + J~e I ~1 " " " t~e) = eXa2mana'r:¢~'9( v I ° ° °  '~'P I n l ° ° °  "~P) 9 

o ( v ,  + g . . .  ~e + ~; I ~ . . .  ,~e) --= ~-x"°(~ '~+~'~ 'o(v~  . . .  ~e I ~ . . .  ,~e). 

Posons de plus 

( , 
?~ ( Vl  . • • Vp)), = t9 V 1 "Jr- -~ m ~  . . . v e + ~ m ~  -~ . . .  (~=0,1,2 , . . . ,2p)  

sont d6finis par l'6quation oh les nombres entiers m~. . .  m~, n ~ . . .  np 

a)L 

f F~(x)dx = n i K : :  . .  ~ ' m~K:, + . + maeK., + i ~ ' ~ ' . .  (n, K'., + + . + neK'..e). 

(On s'assure facilement que chacun des nombres entiers m~.. .m~ est 
~ g o o u a  6gal g o ou g - - x ;  et chacun des nombres entiers n~. . .np 

+ i). 
En d6signant ensuite par ), et # deux nombres diff6rents queleonques 

V 1,' de la s6rie o ,  I , . . . ,  2p, d6finissons les nombres entiers m~. .me, 
n l . . .  n~, par les congruences 

(rood 2 )  d 

n a ~ Tt a --]- 

et de plus par la condition que ehacun des nombres m~ doit dtre 6gal 
g o ou g ~ I, et chacun des nombres n] g o ou g + I, et posons 

I v I v I v I v l  
(vl...ve)~. z = 0 vi + ~ m l . . . v  e-{-~m e ~ n , . . . ~ n  e • 

La relation entre les variables v l . . . %  et x l . . .  xp peut alors dtre ex- 
prim6e de la mani~re suivante. 

Posons 
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et d6signons par • + I, selon que A o ~ o; on ~ alors 

~/¢P("  l ) ~ ( a 2 a )  _ .  zg(v, . . .  vp)~ 

~/R (a~a) O(V x . . .  Vp) 

_ . . .  

.4  o ~ ( x ~  - -  a ~ ) ( z ~  - -  a~)iD'(~va) " ~  # ( v ,  . . .  v p ) z ~ 9 ( v ,  . . .  v p ) , "  

Nous avons suppos6 que toutes les raeines de l'6quatiofl R ( x ) =  o 
sont r6elles. M. HE~OC~I a montr6 duns sa dissertation inaugurale (Berlin 
1867) comment ces formules peuvent ~tre g6n6ralis6es, pour le cas off 
les raeines de l '6quation R ( x ) =  o sont imaginaires. 

§ 7. 

Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe pr6cSdent au cas 
qui nous occupe, il faut ranger les cinq quantit6s r6elles k~, k~, e~, e2,e ~ 
par ordre de grandeur. 

Plusieurs cas peuvent  se pr6senter ici. Le manque de temps 
m'emp~che de les examiner  tous en d6tail. Je  me contenterai d'effectuer 
tous les calculs pour le cas oh l 'on a entre les constantes d'int6gration 
les in6galit6s suivantes 

12 3 l~  - -  k 
l~ > k > Co > O , < - - - - f - -  

Duns ee eas, si l 'on 6crit 

2 2 

on s'assure facilement que les cinq quantit6s e 1 , e~, e 3 , k l ,  k 2 satisfont aux 
in6galit6s suivantes 

l, + k >  el ~ e2 > l, - - k  ---Z . . . .  2 > e~. 

Si l 'on d6signe par a0, al ,  a~, a~, a, les cinq raeines de l '6quation R (s) = o, 
rang6es par ordre de grandeur 

a 0 < a  1 < a ~  < a  3 < a ~ ,  
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il faut  donc poser 

l~ + k l~ --  k 
- -  ~4~  ~ a ~  ~ ~ a ~  e 2 = a2~  e~ = 6~ 0 .  

2 2 

Si l 'on pose alors 
s~ d8~ s~ cls~ 

d s  I d s ,  

et que l ' on  d6termine les quantit6s K~z, K ' ~ ,  v ~ . . .  v~ comme il a 6t6 
montr6 au paragraphs  pr6c6dent; v~, v: seront des fonctions lin6aires du 
temps, et l 'on aura,  en d6signant par c~ la ~¢aleur que prend t~(v~ ,v~)~ 
pour v, = o , v 2  = o ,  les relations suivantes: 

2 2 11 -4- e 1 a a -[-  a 1 a g  - - a  o .~ 2 ,~ a s - -  a s e~ ~ ~2 (~2C0S034 - -  C5C2a C9¢14 

a 4 a z k 2 2 2 , k a 4  a l  2 s C4C01C12 - -  ¢4C0t 4 12 

2 2 I t "st- e 2 a 4  ~ a l  - - - a 0  - -  a s _ _  • 2 2 a s - -  a o e 1 - -  e a CoCuaCa4 ~ csCsa  ¢oC2 
2 9 ' a a a~ k .2 2 2 ~ k a 4 _ _ a l  ~ 2 Co~Cr~ - -  ( .4¢01¢12 ¢4¢01 

2 2 2 l~ "~  e s a 4 "Jv a I a s a 2  _ _  2 ~ 2 2 a 2 - -  a 0 _ _  e ,  ~ e s ¢ 5 ¢ 1 4 C 3 4  : - -  - -  V a ¢ o s  ¢ o ~ 2  

a 4 - -  a I k 2 s 2 ~ .2 2 2 2 , ¢4(~01¢12 k a 4 - -  a s C4(~12 COI¢lS 

st, en posant 
)~  ColCo2C12CssC14cs4 

C = (a  8 - -  a 1 2 2.2 , 
¢o ¢s C4 

o n  a 

~/as-a ,  ¢o,C,~c,, ~.(v,~2) ' 

~/as-  a, ¢o,¢os ao(v,v,)' 
6 c~c, a , ( v ,  v2) 

1 9  4 ~ -  ~ / ( s ,  - -  k , ) ( s  s - -  k l )  : ~/(s~ - -  a . ) ( s  s - -  a . )  : ~ / ~ - - a ,  c l , c s ,  O . ( v , v , )  

C CoC, C , ~,(v,v 2) 
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8~ - -  8 2 

c , 9  ~ ( v , v , ) '  

. p ~  = v'(8, - ~)(8,  - ~ , ) ( 8 , -  k~ ) (8~-  ~ , ) ( 8 9 - ~ )  - ~ / ( ~ , .  ~ . ) ( 8 , -  ~)(8~ - ~ ) ( , , -  k , ) (8~-~ : - )  

81 - -  89 

---- _ _  CC~ #o~(V,v~) 
Co, ~ ( v ,  v g ) '  

8,  - -  89 

~,, ~ ( v , v ~ )  ' 

~/(8, - ~ ) (8 ,  - e~)(8, - ~ , ) (8 .  - ~,)( .9 - ~ - ~/( , ,  - ~ , ) ( , ,  - k~)(~9 - ~)(8~ - ~)(8~ - k ~  

81 ~ 82 

p ~  = ~/(8,  - ~ , ) ( 8 ,  - k , ) ( . ,  - ~ , ) (8~ - ~ ) ( 8 ~  - ~ - g - ( i ,  - ~ , ) ( . ,  - ~ ) ( 8 ,  - ~ , ) (8~ - ~ , ) ( . ~  - k ~ )  

81 - -  8 9 

__  CC~ ao~(V, v~) 
c ,  a ~ ( v , v ~ ) '  

8 2 - -  8 9 

= _ _  C ¢ ~  ~ , , ( v , v . )  

c o ~ o ( v , v , )  ' 

8 1  - -  8 2 

c .  ~ l v . v , ) '  

p ~  = ~8 ,  - ~,)(~1 - ~)(~, - k~)(,~ - ~)( ,~ - k ~  - v %  - ~)(~,  - ~ ) ( ,~  - ~ ) ( ~  - ~ ) ( , ,  - ~ J  

81 ~ 8 9 

---- - -  i C  co ao,(v,~,,) 
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~ / ~ ' [ - - e , ) ( s , - - e , ) ( s , - - k , ) ( s , - - e , ~ ) ( s , - - k , )  - -  ~ / ( s , - - e s ) ( s , - - k , ) ( s , - - e , ) ( s , - - e l ) ( s , - - k , )  
"P8 5 ~ ' 

= _ i C ~  ~o,(V,,,,) 

81 --82 
014 (VIV2) = - -  icC~ 

~., O~(v,v,) " 

Les six quantit6s i v , q , r , / ' , F '  F" , une lois exprim6es k l'aide des 
O~(v,, v,) . ,  quotients O(v,, v,)' dans lesquelles v 1 , v~ d~signent des fonctions entmres, 

lin~aires du temps t, il s'agit de trouver les expressions des six autres 
cosinus a ,  a ' ,  a", f l ,  fl', fl", en fonetion du temps. 

Ces quantitds satisfont aux 6quations diff6rentielles 

d a  d f l  
d---i = a' r - -  a"  q , d--i = fl' r ~ i f ' q ,  

a : = ~,,p a y  fl"p - -  fir d--[ - -  a r  ~ d t  - -  ' 

d r !  

de - -  aq - -  a ' p ,  d y '  ae - f lq  - -  Y P "  

De ces 6quations il suit 

d (a  + fli) = (a' + f l ' i ) r -  (a"  + f l " i )q .  
dt  

En divisant par  a + f l i e t  en remarquant  que 

(,; + fl' 0(, ,  - fl~) = ,,,,' + f l y  + ~(,¢'  - -  ,,'~) = - -  rr '  + ¢r", 

(~," + fl"~)(~, - -  fli) = ,,,," + f l~ '  + @ f l " - -  ,,"~) = - -  r r " - -  ~/ ,  

(~ + f l i ) ( ~ -  fli) = ~ + f l ~ =  i - -  r ~, 
on t r o u v e  

d - -  VY' + iV" 
d T l g ( ~ + f l i ) = r  i - - r '  + q -  

= ! ~7 + i(r'q + r"~) 
2 I + T  

rr" + i t '  _ - r E F  + i(r 'q + f ' , ' )  
I ~ F ~ I - -  T 2 

dr  
dt i(r '~ + f',-)] 

I - - V  I" 



Sur le probl~me de la rotalion d'un corps solide autour d'un point fixe. 

De la mgme mani6re on trouve 

225 

[ d r' d'/ 

d-i lg(a' -4- fl'~i) ~ ~ ] ~ + r' 
- - -  i ( rp  + r"¢)[ 

I--r' --]" 

~I dr'' dr" 
d . ,, ,,. d {  + i(rp + r'~) dt i(rp + (q)] 

l g ( ~  "3 I - ~  't) = I Of. y" I - -  ~" j" 

En portant dans les seconds membres de ces 6quations, les valeurs de 
p ,  q,  r ,  F, F', F", exprim&s en fonctions du temps, on voit que pour 
obtenir les valeurs de a ,  f l , a ' ,  i f ,  a", fl" il faut int6grer des fonctions 

,~(t  + c ,  c,) 
rationnelles de quotients 0(t + c-, c~) 

On peut d6montrer que chacune des six quantit6s a ,  a ' ,  ~", f l , f l ,  fl" 
est une fonction uniforme du temps, n'ayant que des pbles pour des 
valeurs finies du temps. 

D'apr6s un th6or6me bien connu f ( t )  est une fonction uniforme 
pouvant (~tre repr6sentde sous forme de quotient de deux s6ries conver- 
gentes pour toutes les valeurs times de t, si la condition suivante est 
remplie: 

d 
d-t lg f(t)  

peut gtre d6velopp6e dans l'entourage de chaque valeur finie t o en sdrie 
convergente de la forme 

d 
d ~ t l g f ( t ) =  m( t  - -  to) -1 -4- ~ ( t - -  to) 

oh ~ ( t - - t o )  d6signe une s6rie infinie ne contenant que des termes g 
exposant positif, et m est 6gal k z~ro ou k un nombre entier positif ou 
n~gatif. 

Or, tel est justement le cas pour les seconds membres des 6quations 
qui d6finissent 

(~ + fl,.), d lg (a' + y i ) ,  ~ (¢' lg ~ ~ lg -4- fl"i) 

en fonctions du temps. 
Aeta matheraatica, 12. Imprim6 le 2 f6vrier 1889. 29 
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Si l 'on 6crit dans ces seconds membres pour F,  F', F " , P , q ,  r leurs 
valeurs en fonctions du temps et si, en supposant t dans l e  voisinage de 
to, on les d6veloppe en s6ries proc6dant selon les puissances de t - - t  0, 
on voit imm6diatement que des termes k exposant n6gatif ne pourront 
entrer dans ces d6veloppements que dans les deux cas suivants: 

I) Si les d6veloppements de p ,  q ,  r ,  T, Y, F" contiennent des puis- 
sances n6gatives de ( t -  to). 

2) Si pour t = t o l 'une des trois quantit6s ~-, 7", ~-" est 6gale k _4-_ I. 
En ayant  recours aux 6quations diff6rentielles (I) et en 6crivant r au 
lieu de t - - t o ,  on voit que dans le I '~ cas les d6veloppements de ~o, q, 
r , F ,  F', F" doivent avolr la forme suivante: 

P = Po r -~  + p~ + P ~ r  + " " ,  

q = qo 3-1 + ql + q~r + . . . ,  

r = r o r  - 1 +  r 1 + r2 r + . . . , 

r = fo r-~ + f , r - '  + f, + . . . ,  

i" = go v-2 + g l r  -1 + g2 + • " ' ,  

?.', _-=_ hor--~ + hxr -1 + h 2 + . . . ,  

oh lea coefficients P0, qo, ro, fo, go, ho peuvent avoir ces deux syst6mes 
diff6rents de valeurs ivoir § 1): 

I. r o o, h o + i 4 
C O 

qo --~ + i 2 ,  .qo - ~  o ,  

Po O, f0 4 
¢o 

II. qo = +- ipo, go = +- ifo = - - 5  _= -~ _ : ,  
C o C o 

r o ~ +__ 2i, h o ~ o. 

En portant  ces d6veloppements dana le second membre de l '6quation 

y,,dT" 
d lg (a" + #' i)  - ~  - -  i(yp + F'q) 

dt / " - -  I 

I 

2 

dF" d~" 
-bY -- ~(rp + r'q) ~ i  + i(.(p + r'q)[ 

r ' ' - I  + r " +  i i '  
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on volt que l'on a dans le cas I 

d 
d-ilg(a" + f l " i ) = - -  2r - '  + ~ ( r )  

et dans le cas II 
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d__ lg(a"  + f l " i ) = - -  r - '  + ~ ( r ) .  
dt 

Examinons ma in tenan t  

sinage d'une valeur t = t o 
En g6n6ral, si l 'on pose 

P--~Po -k Plt + " . ,  

q = q o  + ql t + ' " ,  

r - -~r  o + r~t + . . . ,  

les coefficients p~, qa, r 1 , f~, g~, h~ 

d (~(, 
le d6veloppement de ~ l g  + fl"i) dans le voi- 

pour laquelle T " =  ---+ I. 

r =  + f , t + . . . ,  

/ = g o  + g l t + . . . ,  

i / ' -~ho  + h~t + . . . ,  

sont d6finis (on vertu 

diff6rentielles (I), § 2) en fonctions de Po, qo, %, fo, go, ho 

2PI ~--- ¢oro, fl -~ rogo - -  qoho, 

2ql = -  Poro - -  coho, gl =Poho ~ rofo, 

rl -~- Cogo, hi = qofo - -  Pogo" 

tions s u i v a n t e s  

des 6quations 
par les 6qua- 

Les trois quantit6s ~', y', y '  sont liSes par l 'Squation 

~'~ W r '~ -4- ~-"~ = i. 

Leurs valeurs initiales fo,go, ho sont donc aussi assujetties ~ la condition 

D6signons par s 1 et par e2 deux quantit6s qui satisfont ~ l '6quation 

Si je pose h o ~ 1  il faut  donc que l'on nit en mdme temps g0~---s~if0 
et l 'on trouve alors 

h I ---- : _ _  ~2ifo(po + z~iqo), 
1°o5 + qogo = fo(Po -4- s2iqo) ------ s~iht. 
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I dt iz~(py + qy') 
Le d6veloppement du terme 

2 " i - -  $ t  

puissances n6gatives de r, a doric la forme 

qui seul peut contenir des 

+ ~:~ :~ + ~(~). 
2 

Si ~ et z 2 ont mdme signe le coefficient de r -~ est 6gal ~ "4- I. 
Si e~ ct z~ ont des signes contraires ce coefficient est nul. 
On voit done que dana tous lea cas, le ddveloppement de 

a la forme voulue 

d (r~" ig + ~,,~) 

d (~., 
,~-~lg + fl"i) = . , ( t  - -  to)-'  + ~ ( t  - -  to), 

d'ofi il rdsulte que a"A-f l " i  eat une fonetion uniforme du temps, pouvant 
dtre raise sous la forme d'un quotient de deux sdries toujours convergentes. 

On arrive au mOne rdsultat eoncernant a-1-fl i  et a ' - t - f l ' i .  
Je me suis aussi assur6e que ces quantitds peuvent dtre exprim6es en 

fonctions rationnelles des quantitds de la forme 

• eua a(~:,) 

a 6tant l'index d'une de x6 fonctions t~(u~u~), u~, u~, u~ d6signant des 
fonctions lin6aires, enti6res du temps, et v l ,  v~ d6signant des constantes 
imaginaires. 

Mais "~ cause de la grande complication des caleuls, je ne Suis pas 
encore arriv6e b. d6velopper ces formules sous leur forme finale. 

~ s .  

I1 peut dtre int6ressant de r6aliser sur un mod61e un cas de rotation 
d'un corps solide autour d'un point fixe oll toutes les conditions du cas 
que nous venons d'6tudier se trouvent remplies. 
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Dans les 6quations diff6rentielles (i) les constantes A,B,C d6signent 
los trois moments d'inertie principaux relativement au point fixe. 

Soient maintenant  A1, B~, C'~ les trois moments d'inertie principaux 
du m ~ m e  corps relativement k son centre de gravitd et d6signons par 
x ,  y ,  z les coordonn6es d 'un point dans un syst6me d'axes de coordonn6es 
dont l'origine se trouve au centre de gravit6 et dont les directions co- 
incident avec les trois axes d'inertie principaux passant par ce point. 

On a alors, en d6signant par /, la densit6 du ~ corps consid6rd au 
point donc les coordonndes sont x ,  y ,  z, 

A~ = f f f  l~(u' + ~')d~dyd.,, B~ = f f f  I~(~ ~ + ~.~)d~l.,#~, 

o =fffz~,j~d~ey:u~, o = f f f~xu~@u~,  o =ffft,~yU~dyd~,. 
Toutes ces int6grales triples doivent 6tre 6tendues b~ tout l ' int6rieur du 
corps eonsid6r6. 

Soient a ,  b,  c les coordonn6es d 'un point O. D6signan~ par ~, 7/, ~" 
les eoordonn6es d'un po in t  de l'espaee relativement k des axes parall61es 
aux pr6c6dents, mais dont l 'origine coincide avec le point O, on a 

~ = x - - a ,  ~ = y - - b ,  ~ = z - - c .  

L'6quation de l'ellipso'ide d'inertie dont le centre est en O est, comme 
on salt, 

i = A',~ ~ + B;r/'2 + C',¢ 2 -  2 D ; ~ ' - -  2E',~'~-- 2F,~r/ = f ( ~ ,  r/, ¢), 

les coOfficients A'I, B ' ~ , . . .  6tant d6finis par les 6quations 

.~; = f f f ~ ( , ;  + ¢~)~d~d¢= A~ + ~(b ~ + ~), 

B; =fff~(¢~ + ~)d~dVd¢= B1 + ~ ( ~  + ~), 

C; = f f f ~ ( e  + ~ / ~ V ~ ¢ =  C, + i ( ~  ~ + b~), 

n ; =  f f f  m ¢ ~  ~V ~¢ = Mbc , 

E; = -  f f f  ~¢e de d,~ de = Mc~, 
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21/ d6signe la masse totale du corps, 

M = 

Soient maintenant  u ,  v ,  w les coordonn6es d'un point dc l'espacc relative- 
ment  k des axes, dont l 'origine eat au point O, mais dont les directions 
coincident avec les directions des axes principaux de l'eliipsoide d'inertie, 
correspondant k ce point. On a alors 

u =  ~ +  f i r +  r;', 

v = a,~ + fl,~ + r,;', 

~ + ~s q_ ¢.: = u s + v ~ + w s, 

~($,  y/, ¢) = ,~u ~ + # v  s + ~w s, 

2 , /~ ,  v 6tant des constantes positives. 
Dc plus en d6signant par u 0, v 0, w 0 les coordonn6es du  centre de 

gravit6 darts ce nouveau syst6me, on a 

- - u  0 = a . +  f i b +  7"c, 

- -  v o = ~ a  + fl~b + r~c, 

- - w  o ~--- asa  .-~ fish + Tsc. 

Si nous imprimons maintenant au corps consid6r6 un mouvement  de rota- 
tion autour du point fixe O, les conditions du cas 6tudi6 par nous seront 
remplies, si l 'on a 

2 = # :  2~, 

- - w  o = % a  + fish + r~c = o.  

On dolt donc pouvoir satisfaire aux 6quations suivantes 

¢(~, ¢ ,  ;3 = ~ [ : (~  + v~) + w~], .a~ + b~ + ~r~ = o, 

~ s + , ; . ~ + ~ = u  ~ + v  s + w  ~, ~ +  f l ~ +  r ~ = ~ .  

Voyons si l 'on peut choisir le point 0 de mani6re h ce que ces 6quations 
soient remplies. 
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Des deux premi6res de ces 6quations, il rdsulte 

¢(~, 7 ,  ~) - -  2~(~ ~ + ~ + ~ ) =  - - ~ w  ~. 

Cette derni6re 6quation devant  gtre satisfaite identiquement,  si l'on 6crit 
pour  w sa valeur  

on obtient, en dgalant ~ z6ro les coefficients de chaque terme dans cette 
identit6, les dquations suivantes: 

A i - -  2 l J  = .A 1 + M(b  ~ + c 2) - -  2~ = - -  ~a~, 

B ; -  2~ = B, + M(c: + a ' ) -  2~ = - - ~ f i ,  

c,; - ~.~ = ( : ,  + ~ ( a  ~ + b ~) - -  : ~  = - -  ~r~ ,  

E; = Mca = ~r~%, 

"~-'1' = Mab = v%A.  

Si aucune des trois eonstantes a ,  b ,  c (les coordonndes du point (9)n'6tait 
nul le  il r6sulterait des trois derni6res 6quations 

M3a~b~c2 . 3  ~ , ~ 2  o 

I 
M½a = ~ % ,  

M~b ½ 

1 

M½c = V~r~, 

ce qui est 6videmment  impossible par suite des 6quations 

~ + ~  + r~ = i, 

a% + bfl~ + % = o, 

ni M ni u ne pouvant  gtre = o. 

Si nous supposons c = o, mais a et b diff6rents de o, nous devon 
poser r.~ ----o, et par  eons6quent 

Mab = ~%A,  a~ + N - -  ~, a% + bt3 ~ = o, 
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d'ofi il suit 

Sophie Kowalevski .  

b - - a  

% i ~ ,  L i ~ ,  

(le signe de ~/~ + b ~ 6rant d6termin6 arbitrairement)  

6quation impossible, 
positives. 

VU q u e  

a ~ + b ~ ' 

M e t  v sont t o u s l e s  deux des quantit6s 

Il faut  done supposer b---- -o ,c--- -o .  On a alors 

A; ---- A, ,  B'~ - - -  B 1 + Ma:, C'~ ~ C~ + Ma:, 
t r 1), = o, E l  = o, F; --- o, 

~(~, 7,  ~) = A~ ~ + (B, + ~ ) ~  + (C, + M.~)~ ~. 

Si les trois axes d'inertie principaux A~, B , ,  L'~ 
gravit6 du corps consid6r6 satisfont ~ l%quation 

A, ---- : (B, - -  C,), 

relatifs au centre de 

, r • . on pourra satisfaire h toutes les conditions suppo~ees par nous, en prenant 

e a r  o n  a d a n s  c e  ca  s 

B1 Jr M a 2 =  d l ,  

par cons6quent 

a2 _ A, - -  B 1 
M ' 

! 
C1 -Jr Ma ~ ---- G'~ "4- A~ - -  B~ ----~AI, 

( i )  ~ ( ~ , ~ , ~  =A1 ~'~ + ~ + ~ ¢ ~  • 

Remarquons seulement que pour que a soit r6el, il faut et il suffit que 
l'on air B 1 > 2C1. 

On voit done, d'apr6s ce calcul, qu'il  est possible de r6aliser m6- 
caniquement toutes les conditions du probl6me que je viens d'6tudier. 




