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SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION

D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE:
PAR

SOPHIE KOWALEVSKI

4 STOCKHOLM,

§ 1.

Le probléme de la rotation d'un corps solide pesant autour d'un
point fixe peut se ramener, comme on sait, a4 l'intégration du systéme
d’équations différentielles suivant:

d Y 2 4 d ’ 1
AZy = (B— C)gr + Mylyor” — 27, =17 —ar

. dq , " dy i
(1) By = (C— A)rp + My (s, — o), o ==
dr _ , ' :
O = (4 — B)pg + My(wy’ — to7); i = —or

Les constantes. 4, B, C, Mg, z,,y,, 2, qui figurent dans ces équa-
tions ont la signification suivante. :

A, B, C sont les axes principaux de lellipsoide d’inertie 'du corps
considéré, relativement au point fixe.

M est la masse du corps;

¢ Vintensité de la force de gravité;

! Go mémoire est le résumé d'un travail auquel I’Académie des Sciences de Paris,
dans sa séance solennelle du 24 décembre 1888, a décerné le prix Bordin élevé de 3000

3 5000 francs.
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%, 4 Y, 5 %, les coordonnées du centre de gravité du corps considéré
dans un systéme de coordonnées, dont l'origine est au point fixe et dont
la direction coincide avec celle des axes principaux de U'ellipsotde d’inertie.

Jusqu'a présent on n’était parvenu a intégrer ces équations que dans
deux cas particuliers: ,

1) Le cas de PoissoN (ou d’EuLEr) ou l'on a 2z, =y, = 2, = o,

2) Le cas de LAGRANGE o I'on a 4 = B, s, =y, = o.

Dans ces deux cas lintégration s'opére & l'aide des fonctions #(w)
dont Pargument est une fonction entiére linéajre du temps.

Les six quantités p, ¢, r, y, 7,7’ sont dans ces deux cas des fonc-
tions uniformes du temps, n’ayant d’autres singularités que des péles pour
toutes les valeurs finies de la variable.

Les intégrales des équations différentielles considérées conservent-elles
cette propriété dans le cas général? :

Si tel était le cas il faudrait pouvoir mtegrer ces équations diffé-
rentielles 4 l'aide de séries de la forme

’

p=1t"(p, +pt + pt" +..)
g=1t"(g + ¢t + 9,t' +...)
r=t"0r, +rt+ rt*+...)
)
)
)

.

-

*)?

r =t G
r= t_m’(go + 9,0 + 92t2 + ...
7= t_ms(ko + bt + R

~-

H

ou n,,n,,n,,m ,m,,m, désignent des nombres entiers positifs, et ces
séries, pour pouvoir représenter le systéme général d’'intégrales des équa-
tions différentielles considérées, devraient contenir c¢ing constantes ar-
bitraires.

Il faut donc examiner si une pareille intégration est possible.

On sassure facilement, en comparant les exposants des premiers
termes dans les membres gauches et dans les membres droits des équa-
tions considérées que l'on doit avoir

nlznﬂzﬂazl, m
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On trouve ensuite, en posant par briéveté
4 =B—C, B =C—d4, C—A—B

et en supposant l'unité de longueur choisie de maniére & ce que l'on ait
Mg =1, que les coefficients p,,q,, 7, doivent satisfaire aux équations
suivantes

- Apo = Alqoro + ?/oko — %9 - 2ft; =19y — goho’
(3) - qu = Blfopo + zof; - xoh’o’ — 24, =100}"0 — Tolo»
- Cro = Olpoqo +'xogo - yoﬁ) ’ — 2ko = qoﬁ) — Do

Pour que les trois derniéres de ces équations puissent étre satisfaites par
des valeurs de f,,g,,h, différentes de zéro, il faut que le déterminant

2 VO —-—qo
-7, 2 28 =2(4+10§+q3+7’3

9% — b 2
soit nul.
Si T'on ajoute les trois premiéres des équations (3) apres les avoir
multipliées respectivement par Ap,, Bg,, Cr,, on trouve

(4) A’py + B’qy 4 C°r}
== xo(Bgoho - 01’090) + ?/o(oroﬁ) - Apoko) + »%(AI)OQO - Aqoﬁ));

mais des trois derniéres des équations (3) il résulte_

2 (Bgyhy — Cr,9,) = p,(4p,f, + Baug, + Crohy) — £,(4p; + Bg; + Oro),
(5)  2(Cryf, —Ap,h,) = 9,(4p,f, + Ba,9, + Cryh,) — 9,(4p; + By + Or}),
2 (Apogo_ quﬂ)) =%, (Apof; + qugo + 07‘0 ho) - h’o (Apg + Bq: + 07'3).

Les six quantités p,q,r, yr,, 7’ devant satisfaire aux deux relations
algébriques '

Ap* + Bg® 4 Or* = 2(x,r + Yo’ + 2r") + s
Az,p 4+ By,q + Cz,r =1,



180 Sophie Kowalevski.

l et I, désignant des constantes d’intégration, il faut que lon ait
Ap,f, + Bg,9, + Cr,h, = o,
Tofy + Yutly + 2ok, = (APt + Be + Ord).
Il résulte donc des équations (4) et (5)
A% + By + O = — (49} + Ba} + Or)”

Il faut maintenant distinguer deux cas.

1 cas. Supposons qu'aucune des quantités
4, =B—C, B, =C— 4, C,=4—B

ne soit nulle. Si I'on pose alors

S+ g+ ) =12,

I Y,

5 (4p; + Ba; + Crg) =12,
I
5 (4’0, + By + C'rg) =14y,

on a

1, BOW—(B+ O+ 4
2o B,C, ’
1, Al —(C+ A)A+ A
2% = C 4, ’
1,  ABl—(4+B)2+}

o 4,B, '

Or nous avons trouvé
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On a donc
»  4BO+2(B+ 02+ 2 (2B + )20+ A)
po o BIOI o Blol ’
6 g 404 4+ 2(C + i+ (20 + (24 + )
(6) %= 0.4, — 04,

2 44B + 2(4 + B+ 2 (244 )(2B + 4
. VO_,—— A‘lBl o ’ Ale

Si Ton ajoute les trois premiéres des équations (3) aprés les avoir mul-
tipliées respectivement par z,,y,, 2,, on trouve

(7> xo(‘Apo + Alqo"ﬁo> + ?/0<qu + Blyopo) + 20(07‘0 + Clpoqo) = 0.

Cette équation sert a déterminer la quantité A.

Les trois quantités f,, g,, h, doivent satisfaire aux trois équations
suivantes

poﬁ) + gogo —I" roho = 0,
Apoﬁ) + BQ()go + 07'0;‘0 =0,
Toly + Yo9y + 2k =2,

d’otr l'on tire, en posant

ﬂ: - (Alxo%ro + Blyoropo + 0120p0q0> == Axopo + Byogo + Czoro’

A
fo = _Alqoyol_4 ’
A
(8> 9y = —Blfopo" ’
y7
. A
ho R CLpoqo ‘,; :

Les équations (6) et (7) déterminent les quantités p,, gq,, 7, au signe pres.
Si T'on pose

242 _\/2B+2 _\/20+1
am\/ i b= B, - c= g,
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en fixant le signe des quantités @, b,c d'une maniére arbitraire, on
trouve que pour satisfaire & toutes les équations (3) il faut poser

pozbcy
q, =—ca,
y — — ab.

L'équation (7) peut donc étre écrite de la maniére suivante

z(4 + Np, + Yo (B + Ng, + 2(C + Hr,=o0

ou bien
z,(4 + Nbc + y,(B + Nea — 2,(C + X ab=o.

2% cas. Supposons maintenant que I'une des trois quantités 4,, B, ,C,,
(p. ex. C,) soit égale & zéro. (Dans ce cas on peut toujours aussi sup-
poser y, = o0.) Pour satisfaire aux deux équations

A(p,fo + 2,9,) + Cryhy =0,
Doly + 99, + 7ok, =0,
il faut nécessairement que l'on ait
r b, = o.

Les équations (3) admettent donc deux systémes de solutions, qui
peuvent g'écrire, en désignant par ¢ + 1,

. 20 g 2C
; =gq. .2 _——
I Bo 4—20C z’ fo x,’
. 2C
q, = &ip,, gp=-—1%—>
0
r, = 2¢t, h,=—o0
. 24
== 0 =2 — N
IL. by ’ f x, — ie7,
g, = 2&i, g, =0,
24
7, =0, hy, = &t
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Les coefficients
PorosTosys 905 Iy

une fois determinés, on obtient les coefficients

pm? Qm’rm7 fm’gm’ km

en résolvant le systéme d’équations linéaires suivantes

(m— 1) Ap, — Ay (o7 + ¥o4n) — 2o + Yohtn = Po,
(m —— 1) Bgp, — Bi(roPn + PoTw) — Tl + 2ofu = Qn»
(m — 1)Crpy — Ci(PoGn + 9ba) — Yol + Tog = B,
(m— 2)f,, — 7oGn + Gl — 97w + "9 = F,,
(m— 2)gn — Pohn + rofu —hDp + forn = G,
(m— 2)hy, — @ofo + Do — folm + Go00 = H,.
Les membres droits de ces équations sont des fonctions entiéres des

coefficients p,, q,, 7., f., 9., b, dans lesquels l'index pu < m.
Afin que les séries

p—=t1 2 p, ", F=t2Zft",
q=1"2g,t", =t g.t,
r =12, ", 7=t h, ",

contiennent le nombre suffisant de constantes arbitraires il faut que le
déterminant de ces équations linéaires, lequel est une fonction entiére du
6™ degré en m, s'évanouisse pour cinq valeurs différentes de m égales
& des nombres entiers positifs. De plus il faut que les quantités P,
Qns B, F,, G,, H, soient telles que les équations précédentes soient
compatibles entre elles.

En effectuant les calculs je me suis assurée que ces conditions ne
sont pas remplies dans le cas général; mais que, outre les deux cas déjh
connus, elles sont encore remplies dans un cas nouveau, ou les constantes
satisfont aux équations suivantes

A= B=20, 2, == O.

]

C'est ce cas-la que je me propose d’étudier dans les paragraphes suivants.
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§ 2.

Dans le cas que nous allons considérer, on a
A == B = 20’ Z’O = 0.

Par une rotation des axes de coordonnées dans le plan de ay et par un
choix convenable de l'unité de longueur, on peut toujours effectuer, que
Pon ait de plus dans ce cas

Si je pose alors

¢, = Myx,,

les équations différentielles que nous avons & considérer sont les suivantes:

dp . dy s ’”
q - s r’ 1 o,
(1) 2= —pr—cy, 7t =" —
dr ’ 7’ ’
_t__cor’ | _t.——_ qr_pr.

Les trois intégrales algébriques du cas général, sont dans ce cas-ci: .
J 2(p" + ¢°) + r* = 2¢,y + 6L,
(2) 2(por +ar) + 1" =2,
l r? + rt? + Tu? = 1.
Outre ces trois intégrales algébriques on en trouve facilement encore une
quatriéme. o
"On a en effet (en posant ¢ = y—1),

d . : N
22 (p + ¢i) = —ri(p + 9) — i,

U%(r + 7)) = —ri(y + 1) + i(p + 4.
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Par conséquent
%{(p + 90" + ¢, (7 + 7O} = — ril(p + 90)* + ¢,y + )}
et de méme
(%{(20 — i)' + ¢ — 1)) = riflp — @) + ¢(r — 1)},
d'otr il suit
%Wﬁ + 4 + ¢ + i) +§ll—tlg{(p — qi)* + ¢y — ir)} = o,
et, en . intégrant,

(3) {0+ 0)* + oG + ir)hi(p — )" + ¢, — i)} = &7,

en désignant par k une constante réelle arbitraire.
Posons

$1=p+qi, yl’——-‘)‘-l—)"i,
T, =p—gi, Yy =77

& =+ 0) + ¢y + i) = = +

£ = (p—aqi)’ + ¢,y — i) = 2} + c¥s.
L’équation (3) s'écrit alors
£&, =1k
Des équations (2) on tire les valeurs de »% 7", 7’* exprimées en z,,2,,§,,§,;
r? = 6l, — (z, + 2,)* + & + &,

(4) l o1y’ = 2ley + 2@y (2; + @) — 3.6, — 1,6,

2.012 ___ 2 .2 2 2 2 2
oyt = ¢ —F —aix; + 5,6 + 216,
Acta mathematica. 12. Imprimé le 5 février 1889. 24
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ou bien, en posant

ad = 6], — (xl + x?)g?
B = 2lc, + x,2,(w, + ),

C=c; —k — xjn,

9”2=a+§1—|—52,
(4) ey’ =B —x, & — 3,8,

0(2))’”2 = QC 4 23¢ + 21 &,.

Les quatre quantités ., z,, & , & satisfont donc aux deux relations al-
q 1 2 1 9
gébriques suivantes

6] 62 = Ac.l’

5
( ) (a + EI + 52)(@ + T;éx + T?E‘z) - (QCB —.”l??f] — mlf?)? = O.

Posons

R(xz) = da} + 28z, + C = — 2t + 6l 2] + 4le,x, + ¢ — &2,

R(z,) = Qu; -|- 2Bx, + C = — 2t + 6L, 72 + 4lcyx, + 2 — k2,
R, (r,2,) = AC — & = — 61,5} x; — (c§ — kQ)(xl + z,)’

— 4ley(x, + @) w2, + 61, (c; — K°) ~— 4l’c}.
Les équations (5), développées, deviennent alors
, §¢, =Kk,
(5) R(w,)¢, + R(x,)¢, + R, (v,x,) + k*(», — x,)* = o.
Posons de plus
R(wlxz) = du,1, + B(x, + 2,) + C = — 22l + 6l,7,2,
+ 2ley(z; + x,) + ¢ — k%

on a alors l'identité

(6> R<xl)R(x2) — R(x1x2)2 = (xl - x2)2R1(x1x2).
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Posons:

(7) W*={R/(z,x,) + bz, — 2,)’}" — 4k*R(x,) R(z,)
= {R,(z,2,) + k&, — x,)’}" — 4k"|R(z,3,)* + (v, — 2,)" R, (x,7,)]
— (R, (xlxg) — B, — 2,)Y) — 4k?R(x1x2)2
—(R, (0,,) — k*(&, — @,)* — 2k R (1,2,) | B, (2, 2,) — k*(, —,)*+ 2k R (2,1,)}.
Vu que d’aprés lidentité (6) on a |

k2(901 - .902)2 + 2kR(ao1x2) - Rl(x1m2)

I

= (w—___;?{k?(ml - 002)4 + 276((/01 - x2)2R(x1x2) + R(xlx2)2 - R<x1>R(x2)}

I

— = w,)Z{M(x —_ L, ) -+ R(xl%)}? — R(x])R(x2)}

2| B (w,2,) — VR(z,)VE(,)

) | B(@,2,) + VB(2,)VE(=,)
(9(31 "—mz)? + kl

3
o —o) +k|

= (xl - xz)
et de méme

k*w, — x,)* — 2kR(w,x,) — R, (v,,)

R(2,2,) — VR (2)VE(z,) }

(961 - w2)2

R, + VR(#)VB(z,)

 — =)

on peut écrire

R(wx,) — VR(2)VE(2,) ]

(2, —w>

R(z,,) \/R(w )\/R(w 1
@, — ) ””}

{R(m) + VE(z)VR(z) k’

(7,) W= (xl _’%)4

R(z,2,) + \/R(wl)\/R(%) .
X (ml - %2)2 + k

(961 - w2>2

et on a alors

£ = R (z,2,) + k' (2, —2,)" — W
1 T ZR(%g)‘ 9
(8) . 2 2
5 — 1<$1x2) + k (ml - xQ) + W'
G2

2R(z,)
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Au lieu des deux variables z, et z, introduisons maintenant deux
variables nouvelles s, et s,, définies par les équations

_ R(waw,) — VE(z,)JR(z,) I
1 2(w, — wﬂ)z + Ell’
(9) R
s _ Rl + VRGVRG) | 1
P 2w, — ,)* 2’V

s, et s, sont, comme on le voit, les deux racines de I'équation algébrique
du second degré

I 2 / 1 I
(xl - .’I)2>?<S - 5l1> - R(%“E)Ks - 511> _ZRl(xle) = O.
On a alors
W? = (xl - x2)4<231 - ll - k)(zsl - ll + k)(232 _ ll - k‘)(282 - ll + k);

ou bien, en posant

k =l,_-2+-_k’ o=t

1

on a

( ) W= 16('1;1 - .232)4(81 —k )(S —k )(s —k )(82 - k?)’

If - JW@ (e — k) + Vs, — k), — 1)) — k),
II
& -

Etablissons maintenant les équations différentielles, qui définissent ces
deux variables nouvelles s, et s, en fonction du temps.
En posant

[\/(s kl)(s2 — k) — \/<31 - ]‘.2)(3: - kz)J2 - k2}

9 =k2'—'c(2) + 31?’

(12)
gy = L(F" — o — B) + Ic,

S, = 48] — 9,8, — G, Sy = 48y — 928, — s
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on trouve

R(m»—i(wl — 2 R(=,) R(ay) + (@, — ) K (x,)

V8, = (, — #,)° VEGe,) — (@, — ,)* VE(,))
o R(z,) —-i(ml — u,)R(z,) 7 R(»,) + i(xl — ) B'(2,)
VS =y VR g Ve
ds, _ de, d.%_,,
5.~ VR VG
(13)
I ds, div, dux,

VS, = VR T VR

Des équations diftérentielles (1) il suit, vu que z, = p 4+ ¢, et x, = p—yqs,

.de ,
2@E—t—‘ = ro, + et

(14) s
— %EtJ = rx, + ¢,y

Par conséquent
dwx ’_ 2,2 7 9 112
— 4 Tt = 1wy + 206, 7" %, + Coy
ou bien, en écrivant au lieu de »*, ¢yry”, c;y’* leurs valeurs, définies
par les équations (4'),

- 4<%>2= x?(a + 51 + 52) + le(éB__ xzéx - xvfz) + C ‘JF 90351 + -‘c?&-z

='R(m1) + (xl - 9("2)251'
De la méme maniére on trouve

— 4<%)2= R(z,) + (2, — z,)%,

et

g o ' 2 '
bap ar = rmds ey @+ @) + g

= a}le(& + & + E?) + (xx + xQ)(éB-— 2,6 — xx‘-:a) + C + 53§, + 71§,
= R(x,x.).
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En élevant au carré les deux membres de la premicre des équations (13),

on trouve
I (cls > 4 <dw > /_w> 8 do, de,
degi\at) T R(x,) Kd VE(z)WE(z,)dt dt

S Ez (”’z "“2)

=t — wa+<) o T

ou bien, par suite des équations (5),
( I ds>
VS, dt

= 2 — R(E:'Ul)_jﬁ’gw (R, (2,2,) + k*(x, —x,)"} —

| 2R(2,2,)
VE(#,)-VE(2,)

_ R(z).R(=,) + R@»,)" — 2R(@2,) VR (2, WE(z,) — k'@ — )"
- R(z,)R(a,)

— (wl _w2)4
= R(e,) R(z)

_ )t (R@w) — VR WR(,) 1)\ (Re,) — VE(@ VE(z,)
411’(%)}{(&,)( (e, — 1) 2]”>< 2(, — ) )+ ]>

[R(2,2,) — VR (z,)JR(=,)|" k?'

(‘Z - wz)‘

{z,
= 4R, R(@)@ — k)6 — k).
Mais on a
. \/’Tfm\/ﬁ@g_
2 1 (2, —w,)”

—5 () - R

Par conséquent

Posons

61)(3 - 62>(8 - 63)(8 - kl)(s —k,);

R1<S> = S("S“kl)(‘g_—kz) = 4(8

on a alors
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On trouve tout 4 fait de la méme maniére

Don il suit
ds ds

O = 1 + "2 R
VE(s) © VR(s)
s,ds, s,ds,

t = .
\/R1(31) \/Rl(s2)

R (s) étant un polyndme du cinquiéme degré, et les racines de l'équa-
tion R (s)=o étant toutes différentes entre elles, les équations diffé-
rentielles (15) nous conduisent aux fonctions ultraelliptiques, ou autre-
ment dit, aux fonctions de M. Rosenmain. A
Cherchons d’abord les expressions des six quantités p,q,7,7,7,7" ex-
primées a l'aide des deux quantités s, et s,. Nous y arriverons a l'aide
de formules, que j'emprunte & un cours inédit de M. WEIERSTRASS sur
les fonctions elliptiques, et dont une partie se trouvent aussi développées
dans le Zraité des fonctions elliptiques etc. de M. Harrnen et dans les
Formeln und Lehrsdtze ete. de M. ScHwARTZ. ‘

(15)

Soit
R(x) = Ax* + 4Bz’ 4+ 6Cz* 4+ 4Bx + A’

un polynéme du quatriéme degré de la variable x. Les coefficients
A,B,C,B, A’ sont des constantes, assujetties &4 la condition que R(x) n’ait
point de diviseur quadratique. Soit # une seconde variable, liée & 2 par
Iéquation différentielle

— dw__
VE ()

(1) du

La relation la plus générale entre u et x peut étre exprimée de la ma-

niere suivante,
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Posons
g, = A4’ — 4BB' 4 307,
(2) g, = ACA’ 4+ 2BCB' — AB'B' — A'BB — C?,
D = B*— AC, E = A’B — 3ABC + 2B?;

on a alors

D\* D E*
(3) 4(3) — %79 =

Nous désignerons par @(u) la fonction p(u,g,,9,), et par p(u) la
fonction p(u,g,, —g,).' En vertu de 'équation (3) on peut définir un
argument w tel, que, le signe de /4 étant fixé arbitrairement, les
deux équations

D , B
) pl) =%, pl) = —
alent lieu simultanément. Posons
. B I pu+ g,)'_uf
¢ (u) = —7 + VA gu— gw
__ B 1 6’(u—w)_6'(u) G'(w)
_—Z+ V4 6(u—w) 6(u) + e(w)|’

L’expression la plus générale de x en fonction de w est alors

(6) z == fpo(u - uo)

ou %
I de —
P%:\/A.) On a

, désigne une constante arbitraire. (Pour w =—u,; 2z =00 et

@o(— u + w) = ¢, (u), ¢0<M +7_”£>:¢0<_u +%;>

! Voir HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques.
Scuwartz, Formeln und Lehrsiize zum Gebrauche der elliptischen Functionen.
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et par conséquent, si 'on pose

8) ¢, @v):%(u +%>:-—§+—_

o(u , w) est une fonction paire de w.

Les équations (4) subsistent sans changement, si I'on ajoute & w
une période quelconque de la fonction @(u). Si nous désignons par con-
séquent par (2@, 2@’) une paire quelconque de périodes primitives de la
fonction @(u), et si de toutes les valeurs de w (en nombre infini) qui
satisfont aux équations (4), nous fixons une arbitrairement, les quatre ex-
pressions

elu,w), o, w + 20), ¢(u, w + 2c$+ 20"), ¢, w + 2&)

représenteront quatre fonctions paires, différentes de w, qui toutes, mises
a la place de =, satisfont a l'équation différentielle (1). En effet si 28
et 2 sont deux périodes quelconques de la fonction @ (u), il résulte
de l'équation (8)
() euw, w4+ 28)=0¢u+ £, w)
9 .

o, w+ 22)=9¢(u + £, w).
Pour que l'équation

o, w+ 28) =9, w + 22)

puisse subsister pour toutes les valeurs de u, il faut donc que lon ait

e+ 2, w)=‘¢(“ + &, w),
o+ & — 9, w)= ¢, w),
cest a dire £ — & doit étre une période de la fonction ¢(u) et par

conséquent, (en vue de la derniére des équations (8)) £ — £ doit étre
aussi une période de pu.

Acta mathematica. 12. Imprimé le 6 février 1889, 25
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Si tel n’est pas le cag, les deux fonctions ¢(u,w + 22) et g(u, w4 22"
ne sont pas identiques. On en conclut donc que les quatre fonctions
précitées, '

e, w), 0w, w+ 20), ¢u,w + 26 + 26, ¢u, w + 26,

sont toutes les quatre différentes entre elles.

Mais il n'existe en tout que quatre fonctions paires de u, qui, mises
4 la place de z, satisfont & I'équation différentielle (1); ces quatre fone-
tions se distinguent par la, que pour # =0 chacune d’elle devient égale
& l'une des quatre racines de I'équation

R(z)y=o.

Ces quatre fonctions doivent donc étre identiques avec les quatre fonc-
tions paires précitées, et, en vertu des équations (9) on peut aussi les
écrire de la maniére suivante: '

ew,w), o+ a,w), e+ o+ a,w, ¢u+ &, w).
Si nous posons
a= g0, w), o, =¢@,w) =¢O,w+ 2d),
a, = (@ + @, w) = g0, w + 20 + 2d),
aa = 5[’(‘7’” w) = 5"(0 y w + 2‘7)'),-

les quatre quantités a, e, , a,, @, représentent les 4 racines différentes de
I'équation R(x) = o et l'on a

w
B Ig)<> B
a, =

@ = — — +2\/A-, >7

vl 8

o
<

N
< | -
b
—|
vl &

+
2
+
I
~—

+
22
SN’

+ @

w 0
50(”2"+‘> S S
! 2\/A ,<w ) : A 7 24
2

/—\\/‘\

wigivl8
+ .
R

~—
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En posant p(&) =c¢,, p(® + @) =e¢,, p(@') =¢,, les relations suivantes
ont lieu pour chaque valeur de largument u,

w\ (es — €5)6,u + (65 — €})6,u + (e — €2)6,u
{J<E)— (e, — €,)6,u + (6, — €,)6,u + (¢, — ¢,)6,u

— 2(62 - 63)(63 - 61)(31 — 62)6'“
(e, — €,)6,u + (6, —¢,)6,u + (e, — 82)63u’

_) (e, — e,)6,u6,u + (e, — e,)6,u6,u + (¢, — €,)6,u6,u
> T oulle, — 6,)6,u + (6, — ¢,)6,u + (¢, — e,)6,u]

2 6 u + 6,u + 63%. 1

6,(w) ~\/2 . 62<w>__\/D . s(w)__\/D__,
e(w) V A v e(w) V A » e(w) VY A 3
Pour chaque valeur déterminée de w, les signes correspondants des ra-
cines carrées dans ces formules sont aussi parfaitement déterminés, et

on a
— \/_._e ——e —___I_ ’(w)—-______
14 A TV 4 3 T T ¥ —zA\/_A.

En vertu de ces formules, on a donc

. <@_,,> _ (2 — e@\/? + (& — e?)\/ % e 4 (e — Bg)\/% —
2 (e, —-—63)\/ —e, +(e,—e )\/ e, + (6, — 2)\/§

AN — 2(e, — e,)(e;, — e,(e;, — ¢,)
(3)-

(e, — e)\/ — e, + (e, ——e)\/ —e, +(el———e»2)\/ g———eé ,
w : L
=y

y

' Voir ScawArz, Formeln und Lehrsdtze.
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Par conséquent la racine a de l'équation R(x) = o, correspondante a la
valeur particuliére de w que nous avons choisie, est donnée par la for-
mule:

6, (w)+ 6,(w)+ o6,(w) B

‘I
4= ——= —

V4 6 (w) 4

Si Ton pose

6, (w) + 6,(w) +6,(w) \/I) \/1) \/D '
hy = s(w) =Vi-a*tVi—a+tVi—e

b — (32 — 63)61(’11)) =+ (63 — 6‘)62(1,0) + (el - 62)63(”’)
1 G(w)

= (62 - ea)\/%"% + (83 _61>\/§—‘e2 + (61 _e'z> ;—)—-—(13 ’

(63 — €5)6,(w) + (63 — €1)By(w) + (61 — €}) 6y(w)
hy = 6(w) o

on a donc
o=—3__"h
R e e T e
En posant
= w,,
» 4+ O = w,



Sur le probléme de la rotation d'un corps solide autour d’un point fixe. 197
et en désignant par A, p,v les nombres 1,2, 3 dans un ordre quel-

conque, on a les formules

on(u + 201  Gru
6(u + 2wy) T 6u

6, (u + 2(0#)__ G U
6(u + 2w,) 6u’
Gi(u + 20,) Gu
G6(u + 2m,) Gu

On obtient donc, en écrivant dans les formules précédentes, w 4 20,
w + 20, , w + 20, a la place de w et en posant

1 o Gi(w) = 6,(w) — 6,(w)
(e 6('&0) 9

B — <82 e 6%)61(7”]) - (ea - 61)62(10) - (61 - 8‘))63(10)
= 6(w) ’

By (6 — e)Gi(10) — (e — )6y (w) — (i — D) 6y(w)
by == ’

G(w)
Jrr — —8(w) + 6y(w) — 6, (w)
v 6(w) ’
" — (¢, —¢,)0, 2, —— €,)0, — (e, — &,)6,(w
(14) B — (6, — ¢,)6,(w) + (e 6(:0)) () — (o, — e)8y(w)
B — — (33 - 3;)61('W> + (8% —_ 82)62(w> — (gi _— 62)63(1,0)
’ 6(w) ’
B e 6, (w) — 6,(w) + 6,(w)
o 6(w) ’
/Y —— (6, — ¢,)6,(w) — (6, — €,)6,(w) + (¢, — €,)8,(w)
T o(w) )
(B — )6 (w) — (e — e, (w) + (¢} — D)Gy(w)
P b

6{(w)
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les formules suivantes

g— B B
4 ya’
" __;_"Q__ 2 (62%—63)(P3—61)(61——62)
ol w) = —F— G 7T hogw + Iy ’
W _B_H
1 Z_\/‘Z’
’ B h(/) 2 (82_63)(63_6x)(91—_82>
¢ + “’l’l")ﬁ—Z“ﬁ_¢j lygu + h, ’
(15)
o — B __ W
2 A \/2"
B hy 2 (e, — e )e, — e,)(e, — ¢,)
(M+(02,l0) —Z—\/—.A_'—\/A ,pu+h s
_ W
a;s_—z—-\/z’
(4 s B h‘,)” _2__(62—‘ J) (1_02>
9<“+(03,u)>—_z_ﬁ_\/;1— hl 8Ju+h/// *

De cette maniére on obtient les quatre fonctions paires de u, qui satisfont a

I'équation différentielle g%= JR(z), de méme que les racines corres-

pondantes de I'équation R(z) = o, c’est & dire les valeurs que chacune de
ces quatre fonctions prend pour == o0, exprimées en fonctions rationelles
des quantités suivantes:

B L smw_ /D 6<w
4’ \/Z, 6(w) Z—el \/__ € 6(w) \/__e

Jusqu'a présent ‘nous n'avons assujetti les constantes 4, B,C, B, A’
(les coefficients de R(x)) a aucune condition; supposons maintenant que
tous ces coefficients sont réels. — Il y a toujours dans ce cas des va-
leurs réelles positives de # qui satisfont & I'équation p'(u) — o; désignons
par o la plus petite de toutes ces valeurs. De méme I'équation o'(u)=—o0
peut étre satisfaite par des valeurs réelles positives de » et nous dé-
signerons par @ la plus petite de ces derniéres.
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Il faut & présent distinguer deux cas:
I. La quantité g2 — 2792 est positive.
Posons dans ce cas

0, = o, 0, = 0 + @i, w, = @i,
89<w1) = €, go(ws) == Oy Xo<w3) = 6.
Les quantités e , e,, e, qui représentent les racines de l'équation
48" —g,s — g, = O,
sont dans ce cas toutes trois réelles, et I'on a
e >e, > e

(20, , 20,) est une paire de périodes primitives de la fonction @(w).
II. La quantité gj — 279} est négative.
Posons dans;ce cas

w — @1 w + o
- — (()’ (1)‘ - — s

p(‘”l) == €, p(‘”z) == €y, 5‘9(‘"3) = &3

(20,, 20,) représente dans ce cas aussi une paire de périodes primi-
tives de la fonction @(u), mais e, et ¢, sont dans ce cas des quantités
imaginaires, conjuguées, tandis que e, = — (¢, + ¢,) est réel. La quan-
e, s €4 -8 ..
tité I—T-s est positive.

Si nous convenons de donner & 4 sa valeur positive dans le cas
ol A est positif, et de désigner par cette racine le produit de ¢ par une
quantité positive, dans le cas ol A est négatif, on peut dans les deux

cas déterminer de la maniére suivante une valeur de w satisfaisant aux
équations

Les équations
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o

nous font voir que dans le cas I, si 4 > o, = doit étre contenu soit dans

A

. . . . D
Iintervalle (e, ... 00), soit dans Vintervalle (¢, ...¢,); si 4 <o, — appar-

1

tiendra soit a l'intervalle (— oo ...e,) soit & lintervalle (¢, ...e). Dans

le cas II, au contraire, %doit étre contenu soit dans l'intervalle (e, ... o),

soit dans l'intervalle (— co...e,).

Désignons par (a...b) une quantité contenue dans l'intervalle réelle
(@...b), par (4+) et (—) des quantités positives ou négatives respective-
ment et par ¢ une quantité réelle satisfaisant & la condition

o<e<I.
On a dans le cas 1 -
(=), & <1
(1) 9 (2¢0) == (0. ..¢), @' (2ew) =1 0 , » e= é,
(+), » > ;
(+)i, si e< é,
(2) o+ 2608 = (¢, ...¢,), @0+ 2¢d)) =] o , » e= é,
(—)is » e>5
(+), si e< é,
(3) @eo + @i) = (¢, ...¢,), @20 + @)=, o , » e=o0,
(—), » &> %
(—)i, si &<y
(4) p(2e@8) = (— 00 ...e,), P'(2e@i) =7 o , » e= —;,
(+)i, » e> ?;
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Dans chacun de ces quatre cas, si 'on fait croitre ¢ d'une maniére
continue de o a é, la fonction @(u) parcourt tout l'intervalle indiqué,
en croissant continucllement dans le 3™ et dans le 4™ cas, en diminuant
dans le 1° et dans le 2™. Si lon fait varier ensuite ¢ de —; jusqua 1,
@(u) parcourt dans chaque cas le méme intervalle qu'auparavant, mais

. . 1
dans le sens contraire. A deux valeurs de e, a égale distance de 5» cor-

respondent les mémes valeurs de g (), mais des valeurs contraires de p'(u).
Dans le cas II on a

(=) & e<s,
(5) p2ew) = (4 c0...¢,), . pRew)=] 0o, » e= é,
(+) » &> 51 .
(—)i, st e < g )
(6) Pp(2edi) = (— 0 ...¢,), @' (2e60) = 0 , » e= é y
(+)e, » >
D’aprés ces formules, on peut définir une quantité w, satisfaisant aux
équations
plw)=—,  pw)= _2_577.

de la maniére sulvante:
I g5 — 274} est positif.

1) Si A4 est positif et % appartient a lintervalle (4 co...¢,) on

peut poser
w=2e0 (0<e<1),

en remarquant que

e

VIA
SRR

, selon.que E % o.
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. o D ’e
2) Si A est négatif et - se trouve dans lintervalle (—oo...¢e),

on peut poser
w= 280 (0<e<I),

et I'on a

e%%, selon que E%o.

3) Si A est positif, mais ’?I se trouve dans lintervalle (e, ...e,) on
peut poser
w= 200 + & (0<e<1),
et I'on a
I
e %5, selon que E$ o.

. P s D . e
4) Si A est négatif et - appartient a Iintervalle (e, . ..e,) on peut

poser
W= + 2:0 (0<e¢e<1),

et I'on a

I <
5» selon que E3o.

®
VIIA

I g3 — 279} est une quantité négative.

5) Si A4 est positif, %) appartient a lintervalle (¢,...o0) et l'on

peut poser
=200 (0<¢e<1)

¢ étant < -, selon que EZo.

N
Al

. ., ep D ye
6) Si A est négatif, - se trouve dans lintervalle (— oc...¢,) et

l'on peut poser
w=2ed (0<e<TI),

: I
e étant S, selon que E2o.
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Les cas 1) et 2) se présentent lorsque toutes les quatre racines de
Péquation R(x) = o sont réelles.

Les cas 3) et 4) ont lieu si tous ces racines sont imaginaires.

Enfin on a les cas 5) et 6) lorsque deux racines sont réelles et les
deux autres imaginaires conjuguées.

D D D ,
R R R T R sont toutes
trois réelles et posmves, dans le cas 2) elles sont réelles et negatwes,
par conséquent, en vertu des équations (14) les quantités

Dans le cas 1) les quantités

b e Ry
VA VA YA 4
sont dans les deux cas réelles.

.., D P .
Dans le cas 3) les quantités — —e¢ — e, sont négatives, tandis

D
A 14

que g—-— e, est positif; par conséquent

I D I D

e
\/A ! \/A 2

, . 5
sont des quantités imaginaires, tandis que V;\/4 —e, est une quantité

réelle.
., hy h:,' hy” .
Les quantités ﬁ \//I JA g sont donc des quantités complexes.
S
Les quantités a et a,, ainsi que a, et a, sont dans ce cas-ci des quantités

complexes conjuguées.

... D D - .
Dans le cas 4) les quantités ——¢,, 7 —e¢, sont positives, tandis

D o .
———— | — YOy 3 §
que —-—¢, est négatif; par conséquent

D e ' D [ D €
T Y T T Y T T
4 est réel, mais 47 4 sont imaginaires.
VA ’ va VA ¢
¢ v

] h/ B h// hl// .,
L" R — sont des quantités complexes.

VA4
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Les racines-a et a,, ainsi que a, et a, sont des quantités complexes
conjuguées. ’

e, sont des quan-

D cop D D
Dans le cas 5) —— ¢, est positif, L

oy . , . . 6,4 G,u

tités complexes conjuguées. Les fonctions 6‘— ; ?*J prennent pour des
U

valeurs réelles de u des valeurs complexes conjuguées, de maniére que

si # et w sont des valeurs complexes conjuguées, les valeurs corres-

pondantes
6,u 6,u
6u ’ Gu

sont aussi des quantités complexes conjuguées.
Dans le cas 5), aussi bien que dans le cas 6), les quantités

I 6w B, W

1
VA4 ow ’ \Jq ow
sont des quantités complexes conjugués, tandis qué

1 6w
VA 6w
est une quantité réelle.
Les quantités a et a, sont donc réelles dans les cas 5) et 6), mais a,
et a, sont complexes et conjuguées.
Il résulte donc de la discussion précédente que, pour des valeurs

réelles de u, les fonctions

e, w), ¢u + o, w), ¢+ 0, w), ¢ + w,, w)

sont toutes réelles dans le cas 1) et 2) et toutes imaginaires, dans le
cas 3) et 4). Il est a remarquer que dans le cas 3) la premiére et
la troisiéeme de méme que la seconde et la quatriéme de ces fonctions
sont des quantités imaginaires conjuguées; dans le cas 4) ce sont au
contraire la premiére et la seconde, de méme que la 3™ et la 4™ de
ces fonctions qui sont conjuguées. ‘

Dans les cas 5) et 6) la premiére et la troisiéme de ces fonctions
sont réelles, tandis que la seconde et la 4™° sont imaginaires et conjuguées.
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§ 4

Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe précédent au
cas qui nous occupe il faut commencer par la discussion des racines
de I'équation

R(x) = — z* + 60,27 + 4¢)lx 4+ ¢} — k* = o.

Posons

ko= — k1, =ec,l.

En général, si
R(z) = Ax* + 4Bz’ + 6Cx® 4 4Bw + A’
et que 'on pose
9, = A4’ — 4BCB’ + 307,
g, = ACA" 4+ 2BCB' — AB* — A'B* — C?,
la condition de la réalité des racines de I'équation R(z) = o peut
g'énoncer de la maniére suivante. »
Si G=g}— 279; <o, l'équation R(z) = o a deux racines réelles
et deux racines imaginaires conjuguées.
Si G=g; —27g; > o, toutes les quatre racines sont réelles & la fois

ou toutes les quatre imaginaires, conjuguées deux & deux. Le premier
cas a lieu, si I'on a en plus

B'— AC > o, 12(B* — 4C)* — A%, > o.

Mais si, g3 — 27g; étant positif, 'une de ces derniéres quantités est néga-
tive, toutes les quatre racines de I'équation R(x) = o sont imaginaires.
Appliquons ceci & notre cas. On aura

A=—1, B=o0, C=1 A = ¢ — k= k,,

12
gz = — k"o + 3l?7
9s = — ULk + ) + &,
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B* — AC =1, 12(B* — AC)* — A9, =k, + 9l},
9i— 2795 = (— ko + 35)" — 27[— Lk, + &) + &]°

= — 27|l 2h{h + B + gklh + o))

En vertu de lidentité

._._ko +3_l‘13>8

Blko + B)' = = ha(ky + ol + (=

les racines de l'équation quadratique en [}
QW) = 1h — 2li(ko + T)B + 3 holhe + o)’

peuvent s'écrire

— ko + 3l3>%
- 1

1= 0k + B + (=

— k + 3}_}*)%’

= bk + 1) — (=

3
. . =k + 3NE L ,
formules oti nous supposerons le radical (———-—(’3—3—'> positif, s'il est réel.

Appliquant ces formules & la discussion des racines de l'équation
R(xz) = o, on voit qu’il faut distinguer les cas suivants:

1° L >o0,k>0,—k + 3 <o.

Dans ce cas [;* et [;’? sont tous les deux imaginaires. Par conséquent
G = — 27Q(l;) est négatif pour toutes les valeurs réelles de 7, et
I'équation R(r) = o a deux racines réelles et deux racines imaginaires.

2°. I, >o0,k>0,—k,+ 3 >o0.

[} et I¢? sont positifs tous les deux et I;* > I5'%  Alors si

L>107 ou ?>1;,

on a G <o et I'équation R(x) = o a encore deux racincs réelles et
deux racines imaginaires. Si au contraire

>8>0,
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G est positif, et, vu qué Ton a aussi /, >0,k + 9! > o, les quatre
racines de l'équation R(z) = o sont réelles.

3% 1, >0,k <0,k + 98 >o0.

La racine l)® est positive, 'autre I; négative. La quantité

G = —27Q(k)

est négative, si 2> I;’, et dans ce cas l'équation R(z)= 0 a quatre
racines réelles. Si au contraire §; < [’, G est positif, et 1’équation pro-
posée n'a que deux racines réelles.

4 >0,k <0,k 4 ol! <o.

Comme dans le cas précédent G est positif pour 7§ < I;? et négatif
pour 73 > ;% Sl est négatif, 'équation R(x) = o a dans ce cas quatre
racines imaginaires; s'il est positif elle a deux racines réelles et deux
racines imaginaires.

5% I, <o,k >o.

l;* et 1;’? étant négatifs ou imaginaires, la quantité ¢ = — 27Q(%)
reste négative pour toute valeur réelle de [ ; I'équation R(z) = o a
donc deux racines réelles et deux racines imaginaires,

6°. I, <o,k <o

Ce cas est tout & fait conforme au quatriéme.

Résumé:

L’équation R(z) = 0 a quatre racines réelles dans les deux cas
suivants: ,

1) h>o0,k>0,—k+30>0,l7>5>1"
ou

— ks + 3&)3
- b

Iy = l1<1‘70 + Z%) =+ < 3

_ o amd
B = Lk + 1) — (TR
' ‘ 3

2) L >0,k <o,k +9li>o0,L <

Les quatre racines de I'équation R(x) = o sont imaginaires dans les
deux cas suivants: S '

1) >0,k <0,k+9i<o0,l<h™

2) L<o,ky<o,lj<h?
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Enfin I'équation R(z)==o0 a deux racines réelles dans les cas suivants:
1) >0,k > o , — ky + 31} < o, pour chaque valeur de [.
2) L>0,kh>0,—k,+ 35i>0,6>1" ou bien I <’
3) L>o0,k<o, k+oli>o0,L>1
4) hL>o0,k<o, 7c0+§l?<o,l§>l5’.
5) l,<o,k >0, pour chaque valeur de l,-
6) Li<o,k<o,l>0%

§ s.

J'examinerai plus en détail le cas ou toutes les racines de 'équation
R(x) = — g + 61,27 + 4le,x + e — k=0

sont réelles.
En nous servant des mémes dénotations que dans le § 3, on a donc
dans ce cas

2

s @(w) =48 —g,8—g, = — 1.

w est purement imaginaire.
e ,e,,e sont réels et 'on a
e, >e >e >—I.
Les quantités
6 —_— G ———— e G,
G_l(w> = \/_ (tl + ex)" ~6_2(?’0) = \/—(lx + es)’ 6_( ) = \/ l + 6)

sont toutes les trois purement imaginaires, et il en est de méme des
quantités

By = 2 (w) + 2 (w) + 2 (w),

by = (6, — ) S (w) + (¢, — &) 2 () + (6, —&,) 2 (w),
Iy = (& — )2 (@) + (& — )2 (w) + (& — S (w)
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Le coefficient de z* dans R(x) étant égal a — 1, nous poserons donc
dans ce cas, en désignant par E le produit (e, —e,)(e, — e,)(e, —e,),

: . 2F
p+gi=2 = ¢u)= @(ko +VW>’

. . 2E
b—q =2, = 50(”2) — Z<ko + h,pu, + h,z)’
et 'on voit que z, et x, seront des quantités imaginaires conjuguées, si
u, et u, le sont. Posons

u + vi % — vi
1 = ’ U, = ’
2 2

u et v étant réels.
On a alors

8§ = 50(“1 + “2) = 50(%),
Sy = So(ul - “2) = So(m>

Il suit de ces formules, que s, et s, sont tous les deux des quantités
réelles, contenues entre les limites suivantes

(0...8 ...¢),(€...8...— )
Pour exprimer les quantités p et ¢ au moyen de s, et s, je me servirai
des formules suivantes.
‘On trouve & la page 50 de l'ouvrage cité de M. Scuwarz les for-

mules sulvantes

G, (w)G(u + v + w)6(uw — v)
= G(u + w)6(u)6,(v + w)6,(v) — 6,(u + w) G, (u)6(v + w)6(v),

G, (w)6,(w + v + w)6,(u — v)
= 6, (u+w) 6,() 6,(v+w) 6, (v)— (e, —e,)(e,— 6,) 6 (u~+w) 6 () 6 (v + w) ().
En faisant dans ces formules w.= o et en donnant successivement a A
les valeurs 1, 2, 3 on trouve

6(u + v) 6w — v) = 6*ubjv — GluG’

6,(u + v)6,(u — v) = GluBlv — (¢, — &,)(¢; — €;)6"uG’,
6,(u + v)6,(u — v) = GLuBLw + (6, — €)(6: — ;) G"uG™,
G, (u + v)8,(u — v) = GuGv — (¢ — es)(e, — €,)6"uG",

Acta mathematica. 12, Imprimé le 8 février 1889. 27
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ou bien, en remarquant que
Giu = Glu + (e, — €,)6u,
Giu = Glu + (¢, — €;,)6%u,
6y(% +v) Gy(u — v) = G UGB} v+ (e,— &,)(€,— €;) B°uB -+ (¢, — €,)(G*u G v 4 G2 wG™),
Gy +)8y(u —v) = Bl u B}v -+ (6,— e,) (e, — ;) G*uB -+ (e, — €,)(G*uBG v 4 BT uG).
Il suit de ces formules
2(e, — ¢e,)(e; —e,)(e, — €,)6%uB% = (¢, — ¢,)6,(u + v)6,(u — v)
+ (& —€)6,(u + v)6,(u —v) + (¢, — €,)6,(u + v) 6, (u — v),
2 (e, — ;) GluGiv = (e, — ¢,) 6, (u + )6, (¥ — v)
— (6 — )6, + 0)6,(u — v) — (6, — €,)6,(u + v) G, (v — v),
2(e, — ¢,)6’uGlv
= (e, — €,)6(u 4 v)6 (4 — v) — 6,(u + v)6,(x — v) + 6, (u + )6, (v — v),
2(e, — €,)GiuG™
= —(e,—¢,)6(u+ 0)6(u—v)—6,(u + v) 6,(u—v) + 6, (4 + v) 6, (u — ),
d’ot l'on tire par division

R (e, —€,)6(u + v) 6(u —v) + 6,(u + v) 6, (4 —v) — 6,(u + v)6, (4 —7v)
a7 = GO &) e (w06 () + (& — o) 6 )6, (0 = 0) (e, — )& (u £ ) 6.0 7)

. Giu
et par consequent, vu que @u = 6_;;& + e,

E6(u )6 (u-—v)+ (63 —e5) 6, (u+ )6, (0 —v)+ (e —e3) 6,(u + v) 6, (u —v) + (e} —e3) 6, (u + v) 6,(u —v)
o (e,—€,)6,(u + v)6, (4 —v) + (¢, —€,)6,(u + v) 6,(u —v) + (¢, —¢,)6,(u + v) 6, (v —) ’

pu =

—E6(u+v)6(u—v)+(e3—e35)6 (4 +)6,(u—v)+ (e5—e}) 6, (u + v) 6,(u—v) + (e1—e}) 6, (u +v) 6, (u—w)
— (6, —64)6, (% + v)6,(u~—v) + (¢, —¢,)6,(u + )6, (u —v) + (¢, — ¢€,)6,(u + v) 6, (u — v) |

Pv =

En posant donc

= Ga(u‘ + uﬁ) Ga(ul —uﬂ) —_ a=
= 6(u, + u,) 6(u, —u,) Vs, — €0)(sy — €a)y @=1,2,8)
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on a
) +p(0) = — 2 (U P 6 —eE
(1) — g () = (6, — e) P, + (ea——iﬁp, (e, —e)P,’
@(u). @(u,) = — (e —eq)(el + :eei P6 )—; Eef(e? &1; fef:l-:- 1(’:;:(22;3 ?>(e§+e1e,) P,

En portant ces expressions dans les formules

. X < hi(pw, + pu,) + 2k,

P = e F R, + i)
q = wl - mz — hl(pul _ Soug) ’
| % Bpupu, + hh(ou, + pu,) + b3

on trouve, aprés quelques calculs,

p— — LB+ MP + NP,
LP, + MP, + NP,

E
9=  IP, + MP, + NP,’

ou j'ai posé
s, . _
L= (32 - 63)6_(7’”) = @<32 - es)\/lx + ¢
s, . S
M= (63 - 61)6_(?’0) = 7/(63 - el)\/ll + &,

N = (¢, — &) 2 (w) = i(e, — eVl F &

iy
o~
D
~
I L2
—~
]
~
[ [m
—
8
~
o)
D
~
<
~
._N
-+
»Qb
N’
<
-
+
o
~
-

] [
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Les quantités I, +¢,,1, + ¢, + e, sont toutes les trois positives.

Les quantités s, —e,,s ~—e,, s, — e, sont aussi positives.

e, sont au contraire toutes les

212

Les quantités. s; —e, , 5, —e,, 5, —

trois négatives.
L, M ,\N , P, » P,, Py sont donc imaginaires.

L, , M , N, sont réels.
On voit que p et ¢ ont des valeurs réelles.
Pour calculer la valeur de r je me sers de l'équation

En général, si l'on: pose.

R(S) = Rol(s - ao)(s - a])(s - anxs - as)(s - “4)’

_ s,ds, s,ds, R_sl_
W= i T = (e, — s,du)
. dsl ds, ’ . . R(sz) ’
T R R T, s
P‘Z = \/c“(sl — @a)(8y ~— @)
— — (6=;8)
P ="aﬁPaPﬁ‘ VE(s,) _ VE(s,) o .
“* 8, — & (sl - a’a)(st - aﬂ) (sz - aa)(sa - aﬁ)

¢. et ¢, désignant des constantes quelconques, on trouve aprés quelques

calculs,

P, . 1 P7Pa7 P/;Paﬁ

du, 2(ap — ay)| ¢t cscas |

aPa I a;,PﬂP,zﬁ aﬂP,,l’a.,l
= — ,
ou, 2(ag—a,)| cscas ey |

SPaﬁ I
EAI— = 5 RocaﬂPaPﬂa

P ___Ip, . pp _ LoaPuls
. ou, . R
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Dang notre-cas on a

R(S) = 4(8 - 61)(8 — 62)(8 - es)(s - kl)(s - kz)’ Ro =4

dt = du,, 0 = du,.
On trouve donc

_2@_ 'LP23+MP31+NP12

r=gat = ' Ip + MP, + NP, ’

'P23 = - t\/sl - 61)(31 - k1Xsl - ka)(sz - 62)(82 - 63)

8 — 8

- \/(sz - 62)(81 - 63)(82 - 61)(82 _ kl)(sz - k2}’

Pls = 8 i EN {\/(sl - ’62)(31 - kl)(sl - kz)(sﬁ - e1><sz - 63)

— VG — &), — 6)(5 — e,)s, — Iy ), — k)

)

Pl? = 8 — 8 {\/(sl - 63)('91 - kl)(sl _' ke)(s2 - 81)(82 _ 62)

— Vo, — e — e)o, — ), — k)5, — F)}-
Comme nous l'avons vu plus haut, pour des valeurs réelles de ¢,s, et s,

doivent étre contenus entre les limites suivantes

CX)...SI...el,es...82...——CD.
Les quantités
(81 - ei)(sa - eé)(sz - 63)
(81 - 62)(32 - 33)
(31 - 63>(82 - el>(82 - ez)

sont donc positives, et les quantités

(81 — 62)(31 - 63’)(82 - 61)
(51 - es)(sl - 61)(‘92 - 32)

B . (81 - el)(sl - 62)(82 - 83)
négatives.
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Pour que 7 soit réel pour des valeurs réelles de ¢, il faut que P,,, P,
P, soient réelles; pour que cela ait lieu, il faut que le produit

12
(81 - kl)(sl - kz)

soit négatif, et que le produit

. .. (82 - kl)(82 - ka)
soit positif.

- Les constantes d'intégration doivent donc étre choisies de maniere a
satisfaire & 1'inégalité '

k, >e >k,

s, et s, devront alors étre contenus entre les limites

*, .

Leee8..n6), (k.8 ... — 0O)

Il nous reste & calculer les valeurs de r, 7, /"
On obtient y” de I'équation

dq ; "
295 = — 1P — G

ou
" d
Gl = — <2£ + r]’)’
et 'on trouve 4 l'aide des formules de différentiation précitées

c 2/1 — LIPQS + MlPls + 'NIPIR
° LP, + MP, + NP, ’

les coefficients L, M, N, L, M , N, ayant les mémes significations qu’au-
paravant.
La valeur de y peut étre calculée a I'aide de 1'équation

dr ,
a Col -

L’on trouve

d d d d d d
L (LP,+MP2+NP,)(L(7tP.,,,+M(—iiP,3+Nd—tPu) —(LP23+MP,S+NP“)(L%P,+Md—tP,+Nd—tP3)
Cr = . (LP, + MP, + NP )
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D’aprés les formules de différentiation précitées, I'on trouve

4

d d
(LP, + MP, + NP)(L5; Py + M5 P, + N3P,

' d d d
-——(LP” + MP13 + NP]?)(Ld_tpl + M%P;» + N?d_tP3>

— R (LP, + MP, + NP,)(LP,P, + MP,P, + NP,P,)

pP,P,—P,P PP —P,P prP P —PP
——-(LP23+MP31+_N 2)( st1g 12 +M 118 28 +N 2% 28 1 1s>

—e, 6,6, e,—e,

=R0<L2+M2+N)P1P2P3 “;_“P (Pst'_'Psz)

_681_”_’ P,(PP, — P,P,)— ¥ P,(P.P,—PE,)
+ N (R (7 + PP, — B, DF =B p DT )
+ NL(RO(P§ + P) P, — Pwy)‘;i‘}%fu— Py %&)
(9B ATe=D g BB

Cette expression du nominateur de ' peut étre un peu simplifiée de la
maniére suivante.

En désignant par a, 3,7, 0, ¢ les nombres 1,2, 3, 4, 5 rangées
dans un ordre quelconque et en posant, comme nous l'avons fait,

N ey ern B

P \/Ro<s e e —al, — e, g) = VR =), 0, — )~ )

8, —8&




216 Sophie Kowalevski.

on trouve facilement les relations suivantes:

R,P,P,P,— P BrPoy — PpPop

Br ag— a, ='PaJPae’
: P,P,; — P, Py
RQPaPﬁPY_Pay ai——a: Br = Pﬁapﬁs’
Py P, — P, P,
RyF.PyP, — Py~ l— = = PPy,

R(P: + P)p,— P, Feta— Pl p PuPyy—PiBy

Ay — a3 Ay — Qg

= P;@Pys + PﬂeP-/«S + -Ro(aﬁ - ar)gPa’

P,P, — P;P, P3Py — PuPs
Ry(P} + PPy — Py~ — P~

= 'P70Pas + Pa:)Prs + Ro(ar - aa)apﬂ’

B(P + P)p,— p, Pefe—Pily  p PPy — P3P

a, — ag ar ag— ay

= ] atFPﬂs + PasPﬁG + Ro(aa —aﬂ)?PT'
Si Ton pose donc

a, € kl = Ay
ay = €y k? = a
a, — €

on trouve pour ¢, l'expression suivante

oo — 1 L*P, Pys+ M*Py Pyy + N° Py Py + MN[ Py, Py + Py Py + (63— €s)°P )+ NL[Py P,y + Py Py + (=6 V' Pl + LM[ P (Pyy + Py Py + (e—e.)' P;]
o7 =3 (LP, + MP, + NP,)*

Enfin on trouve la valeur de y, exprimée & laide de s et dé s,
a l'aide de T'équation

2(p* 4+ ¢°) + r* = 2¢,r + 6l,.
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En posant
6 . —
L, = (e§ — e§) 6—1(7,0) = @(e; — g§>\/ll + o
. s - L
M, = (& — ) & () = i(d — VI F s
N, = (6 — &) 2(w) = (e — i, ¥ <,
on trouve
2C = — l +L2P1+M2P2+N2P3_<LPM+MP13+NP”)2
ol = 44 LP, + MP, + NP, TP, + MP, + NP, )

§ 6.

Les six quantités p,q,7,7,7,7" une fois exprimées en fonctions de s,
et de s,, on obtient sans peine l'expression de chaque fonction rationnelle
symétrique de ces deux derniéres quantités, en fonction du temps, &
l'aide de formules générales.

J’emprunte les définitions suivantes, introduites dans l'analyse par
M. WEIERSTRASS, au mémoire de M. KONIGSBERGER Zur Transformation
der Abelschen Functionen (Journal fur die reine und angewandte
Mathematik, Bd. 64).

Soit

R(x) = Ao(x - “o)(-’” - al) .. (x - a2p)

une fonction entiére de x du degré 2p 4 1; supposons que Ay, a,,a;,..., a5,
soient toutes des quantités réelles et, si 4, > o,

Ay > Ay > oo > 0y,
mais si 4, <O

Gy < Ay < oo < Gy,

Soient %,,...,u, p variables, liées aux p variables z,,..., z, par les
Acta mathematica. 12, Imprimé le 22 janvier 1889, 28
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0 équations suivantes, dans lesquelles F(w),..., I,(x) désignent des
fonctions entiéres de z d’un degré inférieur a p,

&y

F(m)dm F(w)dw
“ fwm +f VEG) |

a a2p—1
F’ Fo(z)de + w)dw
“=) V@ T +f V(=)
a ag,_1
Posons
g6 951
F,(2)de = F.(2)dz
= e————a K = e ————
=) VR@ JR()
%98 —1 a23—2

ZK;“, /1.1 + @I + ..+ 3 v

en convenant de définir la racine carrée dans chacune de ces mtegrales
par la formule

VR = Aﬁ+1(w zoa,o)é(z —; al>%. B (w%aépf‘ .

0 0

Définissons p variables nouvelles v,,..., v, par les équations

w, = 2K;v, + ... 4+ 2K,,v

u, = 2‘Kp1?)1 + “ o + 2‘K,ﬂﬂvp'

P

Supposons que ces équations, résolues par rapport a v,,...,v,, nous
donnent

v = Guuy + ... + Gu,

v, = G u + ... + G,u,
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Posons

75 = 26(G, Ky + ... + G, K,),

d’ott il suit 7,5 = 74, et définissons la fonction #(v,...v,) comme la
somme de la série infinie

v,(?v,+v,r,1+...+v 7y >+...+u (21: FunTgrt by, ) i
— Ze{ p'lp. o\"Fp T ppp} :

$...0,)

la sommation, indiquée par le signe 2, doit étre effectuée de telle ma-

ni¢re, que chacune des p quantités y,, ..., y, parcourt, indépendemment

des autres, toute la série des nombres entiers de — oo jusqu'a -+ co.
Cette fonction #(v,,...,v,) satisfait aux deux équations suivantes:

dw,+p.o.ov, +p,) = 8v;...0),
Py ... P, désignant des nombres entiers quelconques, et
Sy + 10pe v, + 7)) = B0 .. 0, e Pt

Inversement, chaque fonction continue de v,...v, satisfaisant & ces deux
équations pour toutes les systémes de valeurs v,...w,, doit nécessaire-
ment étre égale 4 #(v,...v,), multipliée par une constante.

Désignons par m;...n, des constantes arbitraires, posons

T = nlz.al + n2Ta2 + e + Inpz.ap

et définissons une nouvelle fonction #(v;...v,|n,...n,) par 1'équation
S v,y om) =38, +17...0, + r,,)eza"a@”a“a’”i.

Les quantités »,...mn, sappellent les paraméires de cette nouvelle fonc-
tion §. Si #]...n, désignent un autre systéme de p constantes, et que
Pon pose

T, =Mty + ...+ 0T,

on a

S+ 7.0, + T |n...n)

= 4v,...0, |0 + 0 ...m, 4+ n) g~ T a0t
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Si les quantités u;...n,,m,...m, sont des nombres entiers, on a
.. v, m Fnion, f0)==8w...0v,|n...0),
8wy + my..v, + m, |0y . om,) = ezama"amz‘}(vl e, My am,),
8oy + 7.0, + 0. . .n) = T BTG (L, | my ).
Posons de plus

I Loa
S, ...0,), = z9<’l)1 +omi. .0, + 5y

T 2 LI
—pt .o wt) a=onz.,m
2 2 F

ot les nombres entiers m}...m}, n]...n} sont définis par I'équation

)
F (v%)dw 1T 1 YN 2 2
—\';1—{__(_5— =mK,+ ...+ mK,+ inK, +mK,+ ...+ nK,).
o0
(On gassure facilement que chacun des nombres entiers m}...m)} est
égal & 0 ou & — 1; et chacun des nombres entiers #{...n) &4 0 ou a
+ 1)

En désignant ensuite par A et g deux nombres différents quelconques
de la série o, 1,...,2p, définissons les nombres entiers mj...m;,
v v
ny ...n, par les congruences

m’,=mt 4 mﬁl
\ (mod 2)
a E M’a + n’;]

et de plus par la condition que chacun des nombres mj) doit étre égal
4 0 ou &4 — 1, et chacun des nombres #{ 4 o ou a 4 1, et posons

I I
... .0,),, = z‘)(vl + om0, +om

I I
v v
5"1 .. .5 n,,)-

La relation entre les variables »,...v, et z,...2, peut alors étre ex-
primée de la maniére suivante.
Posons
¢(2) = (@ —3)...(c—a,



Sur le probléme de la rotation d’un corps solide autour d'un point fixe. 221

et désignons par e + 1, selon que 4,2 0; on a alors

\/sp(_;. I)“sp(am) o 19(”1 M "’p)?a

t/RI(GI?a) o ﬂ(fv1 e ’UP) ’
\/SP(— I)a—lsp(a?a—-l) — 29(’01 s ’UP>2a—1
:/Rl(aﬁa——_l) 29(’!)1 e ’Up) ’
VE () B, v 8, .

- P
i (al "‘a/l,)
4=y

Nous avons supposé que toutes les racines de I'équation R(z) = o
sont réelles. M. Henocm a montré dans sa dissertation inaugurale (Berlin
1867) comment ces formules peuvent étre généralisées, pour le cas ou
les racines de l'équation E(x) = o sont imaginaires.

(%0 — )@z — a)@ (%) |~ (v, ... v nF(v, ... V)

§ 7.

Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe précédent au cas
qui nous occupe, il faut ranger les cinq quantités réelles &, %,, e ,e¢,,¢€,
par ordre de grandeur.

Plusieurs cas peuvent se présenter ici. Le manque de temps
m'empéche de les examiner tous en détail. Je me contenterai d’effectuer
tous les calculs pour le cas o I'on a entre les constantes d’intégration
les inégalités suivantes

I >k>¢,>0,"<

3L —k
2
Dans ce cas, si 'on écrit

48° — g,5 — g, = 4(s + ll)<s —_— l.l.ii}iﬁ) (s — I_L—_\%“—:f_?> — 12,

on s'assure facilement que les cing quantités e, ,e,,e,,k, ,k, satisfont aux

inégalités suivantes

l k l,—k
—‘—;—> e, > e >5—>e

Si l'on désigne par a,a,,a,,a,,a, les cinq racines de 'équation R(s)=o,

rangées par ordre de grandeur
o <a <0 <a <a,



222

il faut donc poser

Sophie Kowalevski.

l I+ & k L, —k
= e, = a, e, — a,, e, = 0.
Si Von pose alors
db— du. — 2 ds, 5,48,
YOVEGR)  VRG)
0 — du, — ds, ds,
VR(s,) \/ R(s,)
et que l'on" détermine les quantités K,,, K.z, v, ...v, comme il a été

montré au paragraphe précédent; v, , v, seront des fonctions linéaires du
temps, et lon aura, en désignant par ¢, la valeur que prend 8(v,, v,);
pour v, =0, v, =0, les relations suivantes:

2,2

2,2 .2 2 .2 .
g —a, 6 —e,  C3Ceulsy I, +e a, +a —a,—a, CCy C3C3s
- — 2,2 .20 - T 2.2 u,2 )
a, — a, k €4Cp1Crg k a, — a, CiCor CiCy2
2.2 9 ) 2.2 2,2
g — @, 6 — &  Col3Ca L +e a, +a -—a,—a, CCg CoCy
= = 2.2 .2 3 - 2 8 2 27
a, — a, k c2edch k a, ——a, cier, e ch,
2,2 .2 2,2 2 .2
Ay — @y, € — € C5C1Cy lL+e a, +a —a,—a, g cies
- T 2.2 .2 ) - — 9.2 2 27
a, —a, k eicd ety k a, —a, ciel, ek el

et, en posant

C= (as - al)% ‘o
on a
’Pl = \/(sl - 61)(82 - el) = \/(S —a )(s - a’s)
Py = \ls, — ¢,)(s, — ¢,) = Vs, — a,)(s, — )
Ps = \/(31 - 63)(32 - es) = \/(s: - a’o)(sz - a’o)
P4 = \/(sx - k1)(82 - k1) = \/(s1 - (1’4)(82 - “4)
Py o= o, — k), — ) = s, — au)(s, — @)

Co3Cy3C33C14%4
2.8 2 -
CpCsaly

—

—

¢ 6%, Py(v,7,)
\/a3——a, C01C19 14# ('v:’va)

C ¢, 3,(v,v,)

\/as —a, C190eg ¢ ('”1'"9)

AN ACKN

— ’
\/a,s —a, €01C0s 05(”1’”2)

¢ . 9, (v,,)
\/a,::}z c“ o Os(0,2,)’
Cc c,c,¢, & (v,v,)

y
\/OL ——(L Co3C33Css lya(vlvs)
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P — \/(sl - es)(sl — kl )(S‘ _ kz)(sz - 6 q - ez) \/(sl —6 )(81 — & )(S, _' 63)(32 _ kl )(82 - k2)

12 7 ' ‘ 8, —s

i 2

—_ zoci 023(”1”2)

cl 2 05(”1 ,02) ’

P = \/(sl —62)(81 ——kl)<sl - k%)(ssz _el)(sz —63) _ \/(sl —é )(sx —_ 33)(52 - 62)(82 _ kl )(32 - kz)

P = \/(s —¢€ )( )(s —k )(s 'fel)(se—kx) - \/(S,—61)(31-—kl)(sﬁ—-62)(82—68)(82—]02)

14 S '—'8
. e, 79 ( )
= — O

P = \/(51 - eg)(sl - es)(sl - ]"1 )(sl _ 61)(32 - kz) - \/(sx — 61)(81 - ke)(s2 - 62)(82 _ 63)(82 _ kl)
18 818,
2913(’”1 vz)

195 (Ivl 02) ’

P = \/(31 — 61)(81 - kl )(sx _ k?)(sz "92)(32 _ 63) —— \/(sl - el)(sl - es)(se _ 61)(32 _ k:)(sg _'kz)
23 81 -—38

2

Cs ﬁoz(”n”s) ,
¢y 195(’1)1’02)

P = \/(sl & )(31 "'33)(81 ——]52)(82 —~e,)(82 —_ kl) - \/(sl —_ e!)(sl —_ k1)(82 - 61)(89 _ 63)(52 i kz)

24 ‘ 5,—8,
— %%
Oc 8, (v,0,)’

P = \/(31 —'31)(31 _es)(sl *kl )(82 _62)(32 - kﬁ) - \/(‘91 —62)(81 _kz)(se —61)(82 ;63)(82 —kx)

$;,—8

25

5 12(’”11’2)
= 0= Fony

P = \/(sl_"ex)(s1—'eg)(st—kz)(se_‘ea)(sa—‘k) \/(s —03)(3 )(s —¢ )(s —62)(82—]{2)
34 ) 8 ‘—'8

+ Cs '904(1’1”2)
O B’
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294
P, = Vs, —e )5, —e,)(s, —k,)(s,— ¢,)(s, — kgs)l:s\?/ (s, —e,)(s,— k,) (s, —e,)(s,—e,) (8, — ;)
=i
P, = \/(sl—e,)(S.—eg)(s,—eg)(sg—k,)(s,—k; :SV(s,—Jﬁ)(sl—-k,)(sa—el)@r%)(s,——es)
ENCAN

=—206“ 19(111:)

Les six quantités p,g,r,r,7, 7" une fois exprimées & l'aide des

Balvy, %) - Gang lesquelles v, , v, désignent des fonctions enticres,

quotients )
F,, v,)
linéaires du temps £, il s'agit de trouver les expressions des six autres

coginus a, o', a”, B, B, f’, en fonction du temps.
Ces quantités satisfont aux équations différentielles

= ﬂ,”' - ﬂHQa

d_a_ Ir— 114
dt_a aq’

da ” s .
;= ¢ —ar, —— = f'p— pr,
da" g’ ,
r i At ar = PL— PP

De ces équations il suit
d(a;t- #) = (a' + fi)r — (&’ + f"i)q.
En divisant par a 4 i et en remarquant que
(@ + fifa— i) = ad’ + BF + i(af —of) = —y + 4",
(@ + fifa— f) = o+ '+ i —a'B) = — 1 — it
(@ + f)a — fi) = &’ + =1 — 7"

on trouve
—7d +<(Yg + ")
d Ny — 7 +zr rr” +7.r ‘ dt re
%lg(a-l—‘&)— I — +q I-——r I——r
. I3 4 d n\
. %+%(rq+r¢) d——z(rq+ )|
— T .

=2 147
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De la méme maniére on trouve

d ' 2 " (Z.I . !
p . drt + <Gp + ') 7,{;—%(2?+rﬂ")
Dlg(a 4 pi) =1 - ——
at'? 2 1+ 7 Iy
d 7" . , d 7 . ,
i+ 7)) L —iGp + 79
d lo(o" 2) 1y dt i
ZTt""(a +ﬁ) T2 1+ I — ¢ )

En portant dans les seconds membres de ces équations, les valeurs de
Pyq,7r,7,7, 7, exprimées en fonctions du temps, on voit que pour
obtenir les valeurs de a,f,a, #,a”, #’ il faut intégrer des fonctions
Bt + ¢, ¢)
#(t + ¢, c[)n

On peut démontrer que chacune des six quantités o, o', o”, 5,8, "
est une fonction uniforme du temps, n'ayant que des péles pour des
valeurs finies du temps.

D’aprés un théoréme bien connu f(¢) est une fonction uniforme
pouvant étre représentée sous forme de quotient de deux séries conver-
gentes pour toutes les valeurs finies de £, si la condition suivante est
remplie:

rationnelles de quotients

L1g1(r)

peut étre développée dans I'entourage de chaque valeur finie 7, en série
convergente de la forme

Sty =mlt — 1) + B —1,)

ou P(¢—17,) désigne une série infinie ne contenant que des termes &
exposant positif, et m est égal a zéro ou & un nombre entier positif ou
négatif.

~ Or, tel est justement le cas pour les seconds membres des équations
qui définissent

2 N T S
a'gle+ 8, Zlgla + gi), glgl@” + 59

en fonctions du temps.

Acta mathematica. 12. Imprimé le 2 février 1889, 29
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Si l'on écrit dans ces seconds membres pour y,y, 7", p,q,r leurs
valeurs en fonctions du temps et si, en supposant ¢ dans le voisinage de
t,, on les développe en séries procédant selon les puissances de ¢ —{,,
on voit immédiatement que des termes & exposant négatif ne pourront
entrer dans ces développements que dans les deux cas suivants:

1) Si les développements de p,q,r, 7, s, 7" contiennent des puis-
sances négatives de (t —¢)).

2) Si pour ¢ ==, l'une des trois quantités y, ', 7" est égale a + 1.
En ayant recours aux équations différenticlles (1) et en écrivant 7 au
lien de ¢— ¢, on voit que dans le 1% cas les développements de p, ¢,
r,r,7,7" doivent avoir la forme suivante:

P=p"+p +pr+ ... r=f(+ fr 4+ f + .
9=q7" " +¢ + g7+ ..., r=9"+g9t'+9 +. ..,
r= TOT—1 + " + 7,7 + ... 7” = 7107—2 + _7&12'_"1 + h’-) + .. ~‘7

ou les coefficients p,, q,,7,, f,, 9,, h, peuvent avoir ces deux systémes

différents de valeurs (voir § 1):

I ¥, = o, m=i%;
g, =t i2, g, == 0,
P, =0, foz—‘cloa
IL. 9 =+ i,y goziiﬁ)r——;:z—-l—-z:i,
r, = + 24, h, =o.

En portant ces développements dans le second membre de I'équation

" g?’__" —_— ’i( + s )
d lg (au + ﬁll/’:) . I dt P e
dt o =1

dy’ . , dy” . ¥
'—dj- WGp +79 G tiGe + 79

I
5 7’”—1 + T’/ + 1

H
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on voit que l'on a dans le cas I

Lig(@ + g — — 27 + B(7)

et dans le cas II
d )
gl + gr) = — 7 4 (o).
Examinons maintenant le développement de %lg (" + (') dans le voi-
sinage d'une valeur ¢ = ¢, pour laquelle ;' = + 1.
En général, si U'on pose
p=p, +pt+ ..., r=10HL+7hHt+...,
q:q0+(11t+---, 7”:.90 +!]1t+"'71
r=r, +ri+4..., yi=h, +ht+ ...,

les coefficients p,, q,,r,, 1,9,k sont définis (en vertu des équations
différentielles (1), § 2) en fonctions de p,, q,, 7., /5 9, I, par les équa-
tions suivantes -

2P, = o7 h =179y — 9k,
2¢, = —P,¥y — coho? 9 =p0ho — Toloo
r, = Cogo, hl == q°fo — Pop-

Les trois quantités y, ;, 7 sont liées par I'équation

r2+r,2+2'“2zl'

Leurs valeurs initiales f,, g,, k, sont donc aussi assujetties a la condition

fo + g5 + hg=1.

Désignons par ¢, et par e, deux quantités qui satisfont & I'équation

Si je pose hy=—e¢, il faut donc que l'on ait en méme temps g, — &,if,
et 'on trouve alors
hy = — &,if,(p, + &,iq,),
Dofy + 99, = f;)(po + saiqo) = eaihr
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:’/

dy . ,
=7 @l + ar) _
Le développement du terme 3 - qui seul peut contenir des

S —
/ &

puissances négatives de 7, a donc la forme

LE a8 1 (o).

2

Si e, et ¢, ont méme signe le coefficient de 7' est égal a + 1.

Si e, et &, ont des signes contraires ce coefficient est nul.
On voit donc que dans tous les cas, le développement de

d 1 ¥
g;lg (2" + £"i)
a la forme voulue

g+ i) = (e — () + B —1,),

d'out il résulte que o” 4 i est une fonction uniforme du temps, pouvant
étre mise sous la forme d'un quotient de deux séries toujours convergentes.
On arrive au méme résultat concernant a + i et « 4 fi.
Je me suis aussi assurée que ces quantités peuvent étre exprimées en
fonctions rationnelles des quantités de la forme

ﬁa(ul + v, %y + 'U,) e
& (uw,u,) !

a étant lindex d'une de 16 fonctions &(u,u,), u,,u,,w, désignant des
fonctions linéaires, entiéres du temps, et v, , v, désignant des constantes
imaginaires. ,

Mais 4 cause de la grande complication des calculs, je ne suis pas
encore arrivée & développer ces formules sous leur forme finale.

§ 8.

Il peut étre intéressant de réaliser sur un modéle un cas de rotation
d’un corps solide autour d'un point fixe ot toutes les conditions du cas
que nous venons d’étudier se trouvent remplies.
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Dans les équations différentielles (1) les constantes 4, B,C désignent
les trois moments d’inertie principaux relativement au point fixe.

Soient maintenant 4,, B, , C, les trois moments d'inertie principaux
du méme corps relativement & son centre de gravité et désignons par
%,y , 2 les coordonnées d’'un point dans un systéme d’axes de coordonnées
dont lorigine se trouve au centre de gravité et dont les directions co-
incident avec les trois axes d'inertie principaux passant par ce point.

On a alors, en désignant par g la densité du corps considéré au
point donc les coordonnées sont z,y, 2,

4, =/f,u(y2 + Ndwdydsz, B, =——f[/‘/¢ (2" + x)dzdydz,
C, = [[[ n(@® + y)dwdyds,
o :[ﬂ'pxdwdydz, o :fff/zydxdydz, o] :f/fpzdwdydz,
o = [[[pyzdadydz, o = [[[newdzdyds, o = [[[ paydwdyd.

Toutes ces intégrales triples doivent étre étendues a tout lintérieur du
corps considéré.

Soient @, b, ¢ les coordonnées d’'un point O. Désignant par &,%,¢
les coordonnées d'un point de l'espace relativement a des axes paralléles
aux précédents, mais dont l'origine coincide avec le point O, on a

§=2x—a, y=y—>0, {=2z—c.

L’équation de Tellipsoide d’inertie dont le centre est en O est, comme
on sait,

L= 48 + Bip® + G — 2Digf— 2By — 2By 8y = (€, 7, O)
les coéfficients A4, By, ... étant définis par les équations
4 ‘_‘fffﬂ(ﬂ? + )dEdpde = A, + M(b* + ¢,
By =ff (& + Ededydl = B, + M(c* + a?),
G =fffﬂ(é'2 + phdédydl = C, + M(a® + 1%,
D; = ([ magdy d¢ = Mbe,
E; = [[[ e d& dyd& = Mea,
By = [[] néndéand¢ = Mab.
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M désigne la masse totale du corps,

M =f'[f/1d5d7yd(.

Soient maintenaut %, v, w les coordonnées d'un point de¢ I'espace relative-
ment & des axes, dont l'origine est au point O, mais dont les directions
coincident avec les directions des axes principaux de Uellipsoide d’inertie,
correspondant a ce point. On a alors
w= af -+ fp+ 15
v=0&+ By + s
w == G,E + ﬁgﬂ + rg':y
&4+ O = o
v, 9,8 = A’ 4+ w4+ v’

A, p,v étant des constantes positives.
Dc plus en désignant par u,, v,, w
gravité dans ce nouveau systéme, on a

— Uy = au + fb+ o,
— v, = a0+ b+ e,
—w, = a,a + 5,0 + r,c.

Si nous imprimons maintenant au corps considéré un mouvement de rota-
tion autour du point fixe O, les conditions du cas étudié par nous seront
remplies, si I'on a

, les coordonnées du centre de

A=p =2y,
—w, = a,a + 3,0 4+ y,c = o.
On doit donc pouvoir satisfaire aux équations suivantes
¢(& 7,8 =v[2( + ") + 0],  aa+ 5+ =0,
S+ O =t 4+ fit =1

Voyons si 'on peut choisir le point O de maniére & ce que ces équations
soient remplies.
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Des deux premiéres de ces équations, il résulte

pEsn, O— (& + 7" + &) = —w’.

Cette derniére équation devant étre satisfaite identiquement, si 'on écrit
H
pour w sa valeur

w=o,§+ By + ¢

on obtient, en égalant a zéro les coefficients de chaque terme dans cette
identité, les équations suivantes:

A — 2w =4, + M + ¢*) — 2v = — va],
Bi— 2y = B, + M(c* + &) — 2v = — 3},
Ci— 2y = C, + M(a® + 0*) — 2v = — yj3,

D} = Mbc = vB,y,,
E = Mca = yy,a,,
F| = Mab = va,f3,.

Si aucune des trois constantes @, b, ¢ (les coordonnées du point 0) n’était
nulle il résulterait des trois derniéres équations

Mia’b’c® = vy fi73,

1 1
M2a = yiq,,

1
V2
3 3
M32c = yoy,,

g
||

ce qui est évidemment impossible par suite des équations
a; + ﬂ; + r; == I,
ao, + b8, + ¢y, .

ni M ni y ne pouvant étre = o.

Si nous supposons ¢ = o, mais @ et b différents de o, nous devon
poser y, = O, et par conséquent

il

o,

Mab = va,f3,, a+ =1, aa, + b3, = o,
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d'ou il suit
b : —a

NPT T ﬂ*:ﬁum’

(le signe de Ja* + »* étant déterminé arbitrairement)
it 4
R

équation. impossible, vu que M et v sont tous les deux des quantités
positives.
Il faut donc supposer b = o0,¢=o0. On a alors

4; = 4,, B = B, + Ma’, C, = C, + Ma?,
D; = o, E; = o, F] = o,
057,86 = 4,8 + (B, + Ma®)y* + (C, + Ma’){™.

Si les trois axes d'inertie principaux 4, B,, C, relatifs au centre de
gravité du corps considéré satisfont & 1'équation

Y
Al = Q(Bl — 61),
on pourra satisfaire a toutes les conditions supposées par nous, en prenant

A —B
a?__: 1M 1’

car on a dans ce cas

B, + Ma*= A (11+Ma’=()1+A1-—B1=?;A

1! 1?

par conséquent

¢(&,1,$) =A1<§" + 7’ +_;¢2>

Remarquons seulement que pour que a soit réel, il faut et il suffit que
Von ait B, > 20C,.

On voit donc, d'aprés ce calcul, qu'il est possible de réaliser mé-
caniquement toutes les conditions du probléme que je viens d’étudier.






