SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFFICIENTS ALGEBRIQUES

PAR

C. GUICHARD

a4 RENNES,

Soit:

(,ZNZ ofn-—-1 z

(I) A + R] W+ e + Z{nZ = Q

une équation différentielle linéaire et homogéne, ot les R, sont des fone-
tions rationnelles de deux variables 2,y liées par une équation algébrique:

(2) Flz,y) = o.

Soit # = a,y = b, un point de ramification d'ordre m de la courbe
(2). Supposons que pour x=a,y =10, R, R,,..., R, restent finis.
Je vais démontrer le théoréme suivant:

Si la wvariable x tourne m fois autour du point a, les n intégrales de
léquation (1) reprennent leur valewr initiale.

Je démontrerai ce théoréme en supposant n=4. On verra facile-
ment que la démonstration s'étend au cas général. Jéeris I'équation (1)
sous la forme suivante:

7 , 1% . 1tz
<3> (x "‘— (5)42;‘"4“ + (.T/ — (l)g. Pl -;Ti + (T — (l)‘lp‘z . il?
dz

+ (m—*ﬂ)P;;.%—{— I) === Q.
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En vertu de I'hypothése faite sur les coefficients, P, P,, P,, P, con-
tiennent respectivement en facteur, x —a, (x — @)*, (x — a)*, (x — a)*.
Cela posé, je raméne les m portions de plan qui se raccordent au
point ¢ a la forme élémentaire par le changement de variable:
T — q = /q‘lll
I’équation (3) se transforme alors en la suivante:

H:I z «lz A

(4) St eE + Q.8 {_.—I—(‘)"lh—[- 0.z = o.

Pour calculer les cocfficients ¢ je remarque que l'on a:

dr 1 L dF

(5) (» ) e m S aES
A - Al . dz
]Ln l"enant Dour 1’ guccessivement, 2 r—a)——, ... 0N aura:
P r e dz’
dz I dz
(.I" -_— (l)—— == ‘.5'7’

dae m - dé

d :IF

>tla (r — )

de

dz* n?

(r — ”),(l"z = *L._l-," J—:f— (n —- I)Ei-l/_ l

Je dis que d’'une maniére générale on a:

diz I 1 dr— fq—2 d1—2z
(6) (r — a) o m’l[ e “+ S (,,,,_';, + a8 dE= + .. ]

Il suffit pour cela de démontrer que si cette formule est exacte pour
une valeur de ¢, elle I'est encorc pour la valeur suivante.

Appliquons la formule (5) aux deux membres de la relation (6).
On aura:

i

diz 1 [0tz , iz
- _“ v —_ | Erit
(51 (’) d L‘H 1 (](1' (&) (“q mat! [5

(("'/+1 + ql* ]‘ + ‘ J

- diz L dey -
+ 'm'”“L 5 M;’; + <1 - I)“qlql ' dé Ao + .. J
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Cette derniére formule établit l'exactitude de la propriété énoncée. Elle
donne pour le caleul des coefficients @ les formules de récurrence:

y /4
Gy ==,  — (M — 1)q,

Uypy, o=ty s + [— g 4 ¢ — 1]a, |,

. . . . . . . . . . . . .

Je n'insiste pas davantage sur cc calcul, car il n'est pas nécessaire
fel )
pour arriver a notre but de connaitre la valeur de ces coctlicients,
11z

[1
Iin portant les valeurs de (m—a)“a%q

dans l'équation (3) on aura:

Q, —a, + ml’,,

Q, =ua,, + a, mP, 4+ n*l,

@, =a,, + a,mP, + a, m*P, + m’P,,

@, =—m'P,.
P, P,, P,, P, deviennent des fonctions de & qui contiennent respective-
ment en facteur, &7, &n, &n &, \

Les fonctions @, @,, ©,, ¢, sont des fonctions holomorphes de &
dans le voisinage de &=o0. Nous poserons:

E2

(O, —2 A&,
< 4,

Formons maintenant la fonction caractéristique de l'équation (4),
gqu'on obtient, comme on le sait, en remplacant dans le premier membre

it )

de cette équation 2z par &. Nous obtenons:

FE() + £, () + E700) + -

Flry=r(r — U)r— 1)(r — 3) + Apr(r — 1)(r — 2)
Ll — 1) + A+ 4,
e(r)=Adpr(r — 1)r —2) + Air(r — 1) + Air + A‘*‘.

. .
Ta favai onv laec nalvmAmas B ot loc ramaranee enivantea.
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Remarque 1. Les coefficients 4§, A7, 4}, A; ont respectivement pour

valeur: a,,,a,,, a,,, 0; ils ne dépendent pas des coefficients des fonc-
tions P. Il en résulte quon ne change pas la valeur de I(+) si l'on
suppose que dans Véquation (3) on remplace P, , P,, P, P, respective-
ment par x—a, (x—a)*, (t—a)’, (x—a)*. Dans ces conditions, 'équa-
tion caractéristique de (3) aurait pour racines o, 1,2, 3. Dans I'équa-
tion transformée (4) les racines de l'équation caractéristique seront alors
o, m,2m, 3m. Ce sont aussi les racines de F(r). D'une manicre gé-
nérale, 1'équation:

(7) rr—1) . r—gF D) Falr—1)...(r—g+ 2)
+apr(r—1)...r—qg+3)+...=0

admet pour racines:

O, My 20y ...y (g — 1)m,

ce qui donmerait une nouvelle méthode pour calculer les coefficients a.
Remarque 2. lLes polynoémes ¢,,¢,,..., ¢, sont identiquement
nuls. En effet les fonctions ¢ ne renferment pas de termes dont le
degré est 1,2, ..., m— 1.
Remarque 3. Les polynomes ¢,, ¢, 1, ..., ¢u_y Ont pour racincs
communes:
O, M, 2.

En effet si & est le cocfficient de &% dans P, on a:

Conri =ML [r(r — 1)r — 2) + a, r(r — 1) + a,,r]

Remarque 4. On voit de méme:
1° que les polynomes ¢,,, @oui1y -+ €30y OUt pour racines com-
mules
O, w;

2® que les polyndmes ¢y, , ¢5015 ..., @4, ONt pour racine com-
mune
o.
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Cela posé, cherchons a intégrer D'équation (4) en prenant pour 2
une série de la forme:

¢ &

S =
~ i

oMs

-
s
On aura pour déterminer ¢; I'équation:

(8) () + ey (i— 1) F cwp,(i — 2) + ... 4 ¢y¢,(0) — 0.

Donnons-nous arbitrairement ¢,. L’équation (8) donne pour ¢, ¢,,..., ¢
la valeur o. I/équation qui détermine ¢,:

m—1

e '(m) + ¢,_ve(m— 1) 4 ... 4 ¢ ¢,(0) =0

se réduit & une identité. On pourra prendre ¢, arbitraircment. On aura
ensuite o pour valeur de ¢, ,,..., ¢y_y. Puis I'équation qui détermine
Coms s€ réduit a une identité; ¢,, pourra étre pris arbitrairement. Ensuite
on trouvera o pour les coefficients ¢y, 1, Conpsyr-y Couoy. On pourra
prendre arbitrairement c¢,,. A partir de la les équations ne deviendront
jamais identiques. Les coefficients ¢;,,,, ..., €, seront encorc nuls.
Mais aprés le terme ¢,,, il pourra y avoir des coefficients dont l'indice
n'est pas divisible par m. '

On démontre dans la théorie des équations différentielles que la
série obtenue est convergentc et donne lintégrale générale. Clest une
fonction uniforme de & et par suite de x, y pres du point de ramification.




