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0. Introduction

On appelle espace Lp (p ∈ [1,+∞)) tout espace de Banach de la
forme Lp(R, ν), où ν est une mesure borélienne sur R.

Soit Γ un groupe dénombrable et soit p ∈ [1,+∞). On dit que Γ
possède la propriété de point fixe sur les espaces Lp si toute action
isométrique de Γ sur un espace Lp possède un point fixe global. Pour
p = 2 cette propriété équivaut à la propriété (T) de Kazhdan (voir [3]).
Une action isométrique de Γ sur un espace vectoriel normé V est dite
propre si pour toute partie bornée B ⊂ V le cardinal des g ∈ Γ tels que
gB ∩B 6= ∅ est fini.

Les réseaux des groupes de Lie simples de rang supérieur ont la pro-
priété de point fixe sur tous les espaces Lp, p ∈ (1,+∞), [1]. A l’opposé
les groupes de Coxeter, les réseaux de SO(n, 1), de SU(n, 1), les groupes
moyennables, possèdent, pour tout p ∈ [1,+∞), une action isométrique
propre sur un espace Lp [9], [8]. Entre ces deux situations extrêmes se
situent plusieurs groupes à comportements intermédiaires. C’est le cas
des groupes hyperboliques de Kazhdan (dont les réseaux cocompacts
de Sp(n, 1) sont des exemples). En effet, les groupes Gromov hyperbo-
liques possèdent une action isométrique propre sur un espace Lp pour p
assez grand [25] (voir aussi [5]), et les groupes de Kazhdan ont la pro-
priété de point fixe sur les espaces L2.

Le but de ces notes est de présenter un critère qualitatif qui im-
plique la propriété de point fixe sur les espaces Lp. Le résultat principal
(Théorème 0.1) est un théorème de point fixe qui généralise à p 6= 2
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un théorème de A. Żuk [26] et de Ballmann-Świa̧tkowski [2], et qui est
implicite dans l’article [13] de M. Gromov.

0.1. Présentation des résultats.

Rappelons d’abord quelques définitions. Soit X un 2-complexe sim-
plicial, on désigne respectivement par X0 et X1 l’ensemble de ses som-
mets et de ses arêtes (non orientées). Pour x ∈ X0 on appelle link de x
le graphe suivant noté L(x) : ses sommets sont en bijection avec les
arêtes de X qui contiennent x, deux sommets de L(x) sont reliés par une
arête si les deux arêtes correspondantes de X bordent un 2-simplexe.
Géométriquement il est isomorphe au bord de l’union des 2-simplexes
de X qui contiennent x.

Soit L un graphe fini et soit p ∈ (1,+∞). On désigne respectivement
par L0 et L1 l’ensemble des sommets et des arêtes (non orientées) de L.
Le p-laplacien de L, noté ∆p, est l’opérateur (non linéaire si p 6= 2)
de RL0 dans RL0 défini par

∀ u ∈ RL0 , ∀ s ∈ L0 : (∆pu)(s) =
1

val(s)

∑
t∼s
{u(t)− u(s)}p−1,

où val(s) désigne la valence du sommet s dans L c’est-à-dire le nombre
d’arêtes contenant s, où t ∼ s signifie que t et s sont les extrémités
d’une même arête, et où par convention {x}p−1 = xp−1 si x ≥ 0, et
{x}p−1 = −|x|p−1 sinon.

On appelle valeur propre de ∆p tout nombre λ ∈ R pour lequel il
existe u ∈ RL0 non nul avec

∆pu = λ{u}p−1.

On note λ1,p(L) la plus petite valeur propre non nulle de ∆p.

Théorème 0.1. Soit p ∈ (1,+∞) et soit X un 2-complexe simplicial tel
que pour tout x ∈ X0 on ait λ1,p(L(x)) > 1

2 . Soit Γ un groupe agissant
sur X par automorphismes simpliciaux de manière proprement discon-
tinue et cocompacte. Alors Γ possède la propriété de point fixe sur les
espaces Lp.

Pour p = 2 le théorème est dû à Żuk [26] lorsque l’action de Γ sur X

est libre, et à Ballmann-Świa̧tkowski [2] dans le cas général. La preuve
du théorème utilise des applications harmoniques combinatoires. Cette
méthode, dite de Garland, a été initiée par Garland [11], Żuk [26] et
Wang [23], puis revue par Gromov [13]. Elle est encore mise en oeuvre
dans [19], [2], [24], [10], [15], [14]. Pour un panorama du sujet on
pourra consulter les articles expositoires [12], [20]. Récemment A. Naor
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et L. Silberman [18] ont établi —par des méthodes plus élaborées—
que les groupes aléatoires de Gromov possèdent plusieurs propriétés de
points fixes, dont celle sur les espaces Lp.

0.2. Remarques et questions.

1) La propriété de point fixe sur les espaces Lp est surtout intéressante
pour p ≥ 2, en effet les propriétés suivantes sont équivalentes [1] (voir
aussi [8]) :

• Γ possède la propriété (T).

• Pour tout p ∈ (1, 2], Γ possède la propriété de point fixe sur les
espaces Lp.

• Il existe p ∈ (1, 2] tel que Γ possède la propriété de point fixe sur
les espaces Lp.

2) Dans [2, Théorème 2], [4, §1.5.3], [22, §5], se trouvent des exemples de
groupes et de 2-complexes auxquels le Théorème 0.1 pourrait s’appliquer.
Toutefois on se heurte au problème de disposer d’exemples de graphes
finis qui satisfont λ1,p(L) > 1

2 pour p fixé (grand). Pour cette raison le
Théorème 0.1 ne permet pas, pour l’instant, de répondre à la question
suivante :

Etant donné p fixé (grand), existe-t’il des groupes hyperbo-
liques qui possèdent la propriété de point fixe sur les es-
paces Lp ?

Récemment A. Naor et L. Silberman [18] ont établi plusieurs théorè-
mes de points fixes pour les groupes aléatoires de Gromov. En particulier
ils apportent une réponse positive à la question ci-dessus, en démontrant
que les groupes aléatoires de Gromov possèdent cette propriété. Leur
méthode —inspirée elle aussi de Gromov [13]— produit des groupes qui
possèdent la propriété de point fixe sur les espaces Lp à partir d’une
famille de graphes de grandes systoles et de constantes de Poincaré Lp

uniformément bornées. N’importe quelle borne inférieure strictement po-
sitive leur suffit, contrairement au théorème de Żuk et au Théorème 0.1
qui nécessitent la borne spécifique 1/2. De plus un argument simple dû
à Matousek transforme une inégalité de Poincaré L2 en une inégalité de
Poincaré Lp avec une perte sur la constante. Ceci suffit à Naor et Sil-
berman pour obtenir leurs résultats. Cela ne permet pas d’appliquer le
Théorème 0.1 car la perte est au moins égale à un facteur 4 lorsque p > 2.
Ces dernières remarques ont été proposées par l’un des rapporteurs, je
l’en remercie.
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3) Soit T l’arbre homogène de valence k ≥ 3. Le bas du spectre du
p-laplacien sur `p(T0) est égal à [6] :

λ1,p(T ) =
1

k

(
(k − 1)

1
p − 1

)p
.

Pour p fixé, il tend vers 1 lorsque k tend vers +∞. Cette observation
suggère qu’il pourrait exister de nombreux graphes finis dont la première
valeur propre non nulle du p-laplacien est supérieure à 1

2 .

4) Un graphe fini L tel que pour tout p ∈ (1,+∞) on ait λ1,p(L) ≥ a > 0,
est nécessairement de diamêtre inférieur ou égal à 2. En effet, en utili-
sant la Proposition 1.2, en élevant les deux membres de l’inégalité (1)
à la puissance 1/p, et faisant tendre p vers +∞, on obtient que les
éléments u ∈ RL0 satisfont

1

2
(supu− inf u) ≤ sup |du|.

En conséquence, même en dimension 2, le Théorème 0.1 ne donne pas une
nouvelle preuve du théorème de Bader-Furman-Gelander-Monod [1] qui
établit la propriété de point fixe sur tous les espaces Lp (p ∈ (1,+∞)) des
réseaux des groupes d’automorphismes d’immeubles affines irréductibles
classiques de dimension au moins 2. Une question naturelle est de donner
une preuve géométrique de ce résultat, et de le généraliser aux immeubles
affines non classiques.

5) Le Théorème 0.1 est énoncé, sans démonstration et dans un cadre
un peu moins général, dans mon papier [6]. La démonstration de ce cas
particulier se trouve dans ma lettre [7].

Organisation du papier.

Chacun des trois premiers paragraphes du papier présente un ingré-
dient de la preuve du Théorème 0.1. Le premier interprète géométri-
quement la première valeur propre non nulle du p-laplacien d’un graphe
fini. Le second définit et décrit géométriquement les applications p-har-
moniques combinatoires. Le troisième étudie l’existence d’applications
p-harmoniques en utilisant des ultra-limites d’actions. Le théorème est
démontré au quatrième paragraphe.

L’attention du lecteur est attirée sur le fait que les preuves sont plus
simples et parlantes, si on suppose que le groupe Γ agit librement sur
le 2-complexe simplicial X et si X/Γ est un complexe simplicial. Nous
recommandons de faire ces hypothèses lors d’une première lecture.
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1. Inégalités de Poincaré et p-laplacien

Soit L un graphe fini connexe. On le suppose sans boucle c’est-à-dire
que les deux extrémités de toute arête sont distinctes dans L. Dans ce
paragraphe on interprète géométriquement la première valeur propre non
nulle du p-laplacien de L, en l’identifiant à la p-constante de Poincaré
de L (Proposition 1.2). On en déduit au Corollaire 1.4 une inégalité
géométrique qui est l’un des ingrédients de la preuve du Théorème 0.1.

Orientons arbitrairement chaque arête de L. Pour toute fonction
u : L0 → R soit du sa différentielle, c’est-à-dire la fonction de L1 définie
par du(a) = u(a+)− u(a−).

Définition 1.1. Soit p ∈ [1,+∞). La p-constante de Poincaré de L,
notée πp(L), est la plus petite constante π telle que pout toute fonction
u : L0 → R on ait

(1) inf
c∈R

∑
s∈L0

|u(s)− c|p val(s) ≤ π
∑
a∈L1

|du(a)|p.

Rappelons que λ1,p(L) désigne la plus petite valeur propre non nulle
du p-laplacien de L (voir l’introduction pour les définitions). On va
établir la

Proposition 1.2. Pour p ∈ (1,+∞) on a λ1,p(L) = 1
πp(L) .

Pour cela on introduit quelques objets et notations. Notons µ la me-
sure sur L0 définie par µ({s}) = val(s) pour tout s ∈ L0. On désigne
par ‖ · ‖µ la norme suivante sur RL0 :

‖u‖pµ =
∑
s∈L0

|u(s)|p val(s),

et par 〈·, ·〉µ le produit scalaire :

〈u, v〉µ =
∑
s∈L0

u(s)v(s) val(s).

La p-norme de du est définie par :

‖du‖pp =
∑
a∈L1

|u(a+)− u(a−)|p.
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Soit Ψ: RL0 \ {0} → R définie par

Ψ(u) =
‖du‖pp
‖u‖pµ

.

Lemme 1.3. Les valeurs propres de ∆p sont précisément les valeurs
critiques de Ψ.

Preuve: Posons ϕ(u) = ‖du‖pp. On a pour h ∈ RL0 et u ∈ RL0 \ {0} :

DuΨ(h) =
1

‖u‖pµ
Duϕ(h)− p

‖u‖2pµ
〈h, {u}p−1〉µ‖du‖pp.

De plus on a :

Duϕ(h) = p
∑
a∈L1

{u(a+)− u(a−)}p−1
(
h(a+)− h(a−)

)
=
p

2

∑
s∼t
{u(s)− u(t)}p−1

(
h(s)− h(t)

)
= p

∑
s∼t

h(s){u(s)− u(t)}p−1

= p
∑
s∈L0

h(s)
∑
t∼s
{u(s)− u(t)}p−1

= p〈h,∆pu〉µ.

Finalement, on obtient :

DuΨ(h) =
p

‖u‖pµ
〈h,∆pu−Ψ(u){u}p−1〉µ.

Ainsi toute valeur critique de Ψ est une valeur propre de ∆p.
Réciproquement soit λ une valeur propre de ∆p et soit u 6= 0 satisfai-

sant ∆pu = λ{u}p−1. D’après la formule de la différentielle de Ψ, pour
montrer que λ est une valeur critique de Ψ il suffit de voir que λ = Ψ(u).
L’égalité ∆pu = λ{u}p−1 entrâıne que

〈u,∆pu〉µ = λ〈u, {u}p−1〉µ.

Clairement le membre de droite est égal à λ‖u‖pµ. Celui de gauche est
égal ‖du‖pp (par un calcul similaire à celui de Duϕ(h)). D’où l’égalité
cherchée.

Preuve de la Proposition 1.2: D’après le Lemme 1.3 et sa définition,
λ1,p(L) est la plus petite valeur critique non nulle de Ψ.
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Soit u : L0 → R une fonction quelconque. Par stricte convexité la
fonction

c ∈ R 7→ ‖u− c‖pµ,

atteint sa borne inférieure en un unique nombre réel noté bp(u) et appelé
le p-barycentre de u. Un calcul montre que

bp(u) = 0 ⇐⇒
∑
s∈L0

{u(s)}p−1 val(s) = 0.

Donc Mp := {u ∈ RL0 ; bp(u) = 0} est une sous-variété (singulière en 0)
de RL0 . Remarquons que par définition

1

πp(L)
= inf
u∈Mp\{0}

Ψ(u).

Donc pour établir la proposition il suffit de vérifier que les valeurs cri-
tiques non nulles de Ψ sont égales aux valeurs critiques de la restriction
de Ψ à Mp \ {0}.

Soit u ∈ Mp \ {0}. En ajoutant à u une fonction constante on ne
modifie pas sa différentielle du mais on augmente ‖u‖µ, donc une valeur
critique de la restriction de Ψ à Mp \ {0} est aussi une valeur critique
de Ψ.

Réciproquement soit u ∈ RL0 \{0} un point critique de Ψ avec Ψ(u) 6=
0. En considérant à nouveau la variation de Ψ dans la direction des
fonctions constantes, on voit que u appartient à Mp.

Corollaire 1.4. Soit p ∈ (1,+∞) et soit V un espace Lp. Pour toute
application ϕ : L0 → V on a

inf
v∈V

∑
s∈L0

‖ϕ(s)− v‖pV val(s) ≤ 1

λ1,p(L)

∑
a∈L1

‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV .

Preuve: Ecrivons V = Lp(R, ν). Si ν est une masse de Dirac alors
l’énoncé du corollaire découle trivialement de la Proposition 1.2 et de
l’inégalité (1). Le cas général s’en déduit en intégrant l’inégalité (1) par
rapport à ν.

2. Applications p-harmoniques

Suivant M. Gromov [13, §3.11], on développe un formalisme harmo-
nique adapté. Les techniques sont très élémentaires, elles reposent sur la
notion de p-barycentre dont la définition est la suivante.
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Définition 2.1. Soit p ∈ [1,+∞), soit V un espace vectoriel normé
quelconque, soit {vi}1≤i≤n une famille d’éléments de V et soit {αi}1≤i≤n
une famille de nombres strictement positifs. On appelle p-barycentre du
système {(vi, αi)}1≤i≤n tout minimum de la fonction convexe

v ∈ V 7→
n∑
i=1

‖v − vi‖pV αi.

Observons que dans un espace vectoriel normé strictement convexe,
le p-barycentre (s’il existe) est unique.

Soit à présent X un 2-complexe simplicial, et soit Γ un groupe agissant
sur X par automorphismes simpliciaux, de manière proprement discon-
tinue et cocompacte. Pour un simplexe (non orienté) σ ⊂ X on note Γσ
le stabilisateur de σ dans Γ. Soit V un espace vectoriel normé et soit
Γ y V une action isométrique de Γ sur V . Considérons l’espace affine
E = {ϕ : X0 → V ; ϕ est Γ-équivariante}. Il est naturellement isomorphe
au produit ∏

x∈Ξ0

V Γx ,

où Ξ0 désigne un système de représentants des orbites de Γ dans X1, et
où V Γx ⊂ V est l’ensemble des vecteurs invariants par Γx. Pour x ∈ X0

l’espace V Γx est non vide car —Γx étant un groupe fini— le barycentre
affine d’une orbite quelconque de Γx dans V appartient à V Γx .

Soit p ∈ [1,+∞). Pour ϕ ∈ E on définit sa p-énergie, notée E(ϕ), de
la façon suivante. Soit Ξ1 ⊂ X1 un système de représentants des orbites
de Γ dans X1. On pose (comparer avec [15, p. 157]) :

E(ϕ) =
∑
e∈Ξ1

‖ϕ(e+)− ϕ(e−)‖pV
val(e)

|Γe|
,

où val(e) est la valence de l’arête e (c’est-à-dire le nombre de 2-simplexes
de X contenant e). Elle est indépendante du choix de Ξ1. La proposition
suivante est immédiate.

Proposition 2.2. L’action Γ y V possède un point fixe global si et
seulement si il existe ϕ ∈ E avec E(ϕ) = 0.

Elle motive la

Définition 2.3. On dit que ϕ∈E est p-harmonique si E(ϕ)=infψ∈EE(ψ).

La prochaine proposition les caractérise localement :
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Proposition 2.4. Une application ϕ ∈ E est p-harmonique si et seule-
ment si pour tout x ∈ X0, ϕ(x) est un p-barycentre du système {(ϕ(y),
val([xy])}y∼x.

Preuve: On suppose d’abord que X/Γ est sans boucle, c’est-à-dire que
pour tout x ∈ X0, toute arête de X rencontre l’orbite Γ · x en au plus
une extrémité. Le cas général s’y ramènera grâce à une astuce.

Supposons qu’il existe x ∈ X0 tel que ϕ(x) ne soit pas un p-barycentre
du système {(ϕ(y), val([xy])}y∼x, et montrons que ϕ n’est pas p-harmo-
nique.

En modifiant de manière équivariante ϕ le long de Γ · x, seule change
la partie de E(ϕ) indexée par les arêtes de Ξ1 dont l’une des extrémités
appartient à Γ ·x. Remarquons que E(ϕ) ne dépend pas du choix de Ξ1.
Soit X1,x l’ensemble des arêtes de X contenant x. Puisque X/Γ est sans
boucle on peut choisir Ξ1 de manière à ce qu’il contienne un système
de représentants des orbites de Γx dans X1,x, noté Ξ1,x. Alors aucune
des arêtes de Ξ1 \ Ξ1,x ne rencontre l’orbite Γ · x. Donc en modifiant de
manière équivariante ϕ le long de Γ · x, seule change la partie de E(ϕ)
indexée par Ξ1,x. Ecrivons X1,x =

⊔
e∈Ξ1,x

Γx · e, pour toute fonction

Γ-invariante f de X1 on a :∑
e∈X1,x

f(e) =
∑
e∈Ξ1,x

f(e)|Γx · e| = |Γx|
∑
e∈Ξ1,x

f(e)
1

|Γe|
.

Prenons f(e) = ‖ϕ(e+)−ϕ(e−)‖pV val(e), on obtient que la partie de E(ϕ)
indexée par Ξ1,x vaut :

(2)
∑
e∈Ξ1,x

‖ϕ(e+)−ϕ(e−)‖pV
val(e)

|Γe|
=

1

|Γx|
∑

y∈X0, y∼x
‖ϕ(x)−ϕ(y)‖pV val([xy]).

Puisque X/Γ est sans boucle l’orbite Γ · x ne rencontre pas les voisins
de x. Si ϕ(x) n’est pas un p-barycentre de {(ϕ(y), val([xy])}y∼x, on peut
donc modifier ϕ de manière équivariante le long de Γ·x et diminuer stric-
tement la valeur du membre de droite de (2). On décroit ainsi strictement
l’énergie, donc ϕ n’est pas p-harmonique.

Réciproquement si pour tout x ∈ X0, ϕ(x) est le p-barycentre du
système {(ϕ(y), val([xy])}y∼x, alors en utilisant l’égalité (2) on obtient
que ϕ est un point critique de l’énergie. Or la fonction énergie est convexe
sur l’espace affine E . Donc E(ϕ) est miminale.

Dans le cas général (c’est-à-dire si on admet les boucles) on considère

le revêtement d’ordre 2 de X1, noté
−→
X1, constitué des arêtes orientées

de X. Soit
−→
Ξ1 un système de représentants des orbites de Γ dans

−→
X1. On



384 M. Bourdon

voit facilement que

(3) E(ϕ) =
1

2

∑
~e∈
−→
Ξ1

‖ϕ(~e+)− ϕ(~e−)‖pV
val(e)

|Γ~e|
,

où Γ~e désigne le stabilisateur dans Γ de l’arête orientée ~e.
Soit X−0 et X+

0 deux copies de X0, et soit Y le revêtement double du

1-squelette de X défini comme suit : Y0 = X−0 t X
+
0 , Y1 =

−→
X1, et les

extrémités dans Y0 de toute arête ~e ∈ Y1 =
−→
X1 sont ~e− ∈ X−0 et ~e+ ∈

X+
0 . Le groupe Γ agit sur Y et le quotient Y/Γ est sans boucle. Toute

application ϕ : X0 → V se relève à Y0 en l’application Γ-équivariante ϕ̃

définie par ϕ̃(x±) = ϕ(x). D’après (3) on a E(ϕ̃) = 2E(ϕ), en effet
−→
Ξ1

est un sytème de représentants des orbites de Γ dans Y1.
Inversement étant donnée une application Γ-équivariante ψ : Y0 → V ,

on lui associe une application ψ ∈ E par la formule

ψ(x) =
1

2
(ψ(x+) + ψ(x−)).

Puisque l’application v ∈ V 7→ ‖v‖pV est convexe on a :

(4) E(ψ) ≤ 1

2
E(ψ).

En effet, cela découle du fait que pour x, y ∈ X0 avec x ∼ y :

‖ψ(x)− ψ(y)‖pV = ‖1

2

(
ψ(x+)− ψ(y−) + ψ(x−)− ψ(y+)

)
‖pV

≤ 1

2

(
‖ψ(x+)− ψ(y−)‖pV + ‖ψ(x−)− ψ(y+)‖pV

)
.

Supposons maintenant qu’il existe x ∈ X0 tel que ϕ(x) ne soit pas
un p-barycentre du système {(ϕ(y), val([xy])}y∼x. Alors ϕ̃(x+) n’est pas
non plus un p-barycentre du système {(ϕ̃(y−), val([xy])}y−∼x+

. Puisque
le quotient Y/Γ est sans boucle, il existe une application Γ-équivariante
ψ : Y0 → V telle que E(ψ) < E(ϕ̃) = 2E(ϕ). Alors l’application ψ
appartient à E et satisfait E(ψ) ≤ 1

2E(ψ) < E(ϕ) d’après (4). Ainsi ϕ
n’est pas p-harmonique.

Réciproquement soit ϕ ∈ E telle que pour tout x ∈ X0, ϕ(x) soit
un p-barycentre du système {(ϕ(y), val([xy])}y∼x. Alors l’application
ϕ̃ : Y0 → V possède la propriété analogue. Puisque Y/Γ est sans boucle ϕ̃

est harmonique. Pour ψ ∈ E on obtient E(ψ) = 1
2E(ψ̃) ≥ 1

2E(ϕ̃) = E(ϕ).
Donc ϕ est p-harmonique.
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3. Ultra-limites

M. Gromov étudie dans [13, §3.6] le problème de l’existence d’une
application harmonique en utilisant des ultra-limites d’espaces métriques
et d’actions. On présente ici un résultat (Proposition 3.1) qui découle de
ses idées. Dans [14], [20] des résultats similaires sont obtenus par des
méthodes voisines mais un peu différentes.

Commençons par rappeler quelques définitions, on renvoit à [16], [17]
pour plus de détails. Soit ω un ultra-filtre non principal sur N, c’est-à-dire
une mesure de probabilité finiment additive sur N telle que

• ω(A) = 0 ou 1 pour tout A ⊂ N,

• ω(A) = 0 si A ⊂ N est un ensemble fini.

Etant donnée une suite (zn)n∈N de points d’un espace topologique Z, on
appelle ω-limite de (zn)n∈N tout z∞ ∈ Z tel que pour tout ouvert U ⊂ Z
contenant z∞, l’ensemble des n ∈ N tels que zn ∈ U soit de ω-mesure
pleine. On la dénote par ω-lim zn. Lorsque Z est un espace métrique
compact toute suite possède une et une seule ω-limite.

Soit (Vn, ?n)n∈N une suite d’espaces vectoriels normés pointés avec
?n∈Vn. On appelle ultra-limite (relativement à ω) de la suite (Vn, ?n)n∈N
l’espace vectoriel, noté ω-lim(Vn, ?n) ou simplement Vω, défini par

Vω :=

{
(vn) ∈

∏
n∈N

Vn; sup
n
‖vn − ?n‖Vn

< +∞

}
/ ∼,

où (vn) ∼ (wn) si et seulement si ω-lim ‖vn − wn‖Vn = 0. Il est muni de
la norme suivante : pour tout vω, wω ∈ Vω représentés par (vn), (wn),

‖vω − wω‖Vω
:= ω- lim ‖vn − wn‖Vn

.

L’ultra-limite Vω est toujours complet (même si les Vn ne le sont pas),
voir [17, Lemme 2.4.2]. En général Vω n’est pas séparable (même si les Vn
le sont).

Proposition 3.1. Soit X, Γ, p, Γ y V , E comme au paragraphe 2.
On suppose que V est un espace de Banach et que E ne contient pas
d’application p-harmonique.

(i) Si infϕ∈E E(ϕ) > 0, alors il existe une suite (?n)n∈N de points
de V telle que l’espace Vω := ω-lim(V, ?n) possède les propriétés
suivantes : l’action Γ y V se prolonge en une action isométrique
Γ y Vω et il existe une application Γ-équivariante p-harmonique
de X0 dans Vω d’énergie non nulle.
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(ii) Si infϕ∈E E(ϕ) = 0, alors il existe des suites (?n)n∈N et (λn)n∈N,
avec ?n ∈ V et λn > 0, telles que l’espace Vω := ω-lim(λnV, ?n)
possède les propriétés suivantes : les actions Γ y λnV induisent
une action isométrique Γ y Vω et l’infimum des p-énergies des
applications Γ-équivariantes de X0 dans Vω est non nul.

Preuve: (i) Soit Ξ0 un système de représentants des orbites de Γ dansX0,
soit x0 ∈ Ξ0 une origine, et soit ϕn ∈ E telle que E(ϕn) ≤ infϕ∈E E(ϕ)+
2−n. On pose ?n = ϕn(x0) ∈ V , et on définit Vω = ω-lim(V, ?n).

Puisque Γ agit sur X de manière proprement discontinue et cocom-
pacte, il est de type fini. Soit S un système fini de générateurs de Γ.
On considère la fonction de déplacement (relative à S) de l’action de Γ
sur V :

∀ v ∈ V : δ(v) = max
g∈S
‖gv − v‖V .

La p-énergie de ϕn étant majorée indépendamment de n, δ(?n) l’est aussi.
On en déduit que l’action Γ y V se prolonge en une action isométrique
de Γ sur Vω. De même la suite (ϕn)n∈N donne à l’ω-limite une application
Γ-équivariante ϕω : X0 → Vω dont l’énergie vaut E(ϕω) = ω- limE(ϕn).

Montrons que ϕω est p-harmonique. Soit ψ : X0 → Vω une application
Γ-équivariante. Pour x ∈ Ξ0 choisissons une suite (wn)n∈N de points de V
qui représente ψ(x). Puisque ψ(x) est Γx-invariant, on a

∀ g ∈ Γx : ω- lim ‖gwn − wn‖V = 0.

Donc en utilisant le barycentre affine on exhibe une application Γ-équi-
variante ψn : X0 → V telle que ψ soit l’ω-limite de la suite (ψn)n∈N. On
a donc

E(ψ) = ω- limE(ψn) ≥ inf
ϕ∈E

E(ϕ) = E(ϕω).

Ainsi ϕω est p-harmonique.

(ii) On utilise le lemme suivant qui est dû à Y. Shalom ([21, Lemma 6.3]).

Lemme 3.2. Supposons que Γ y V n’ait pas de point fixe global. Alors
pour tout n ∈ N il existe rn > 0 et vn ∈ V tel que :

δ(vn) ≤ rn
n
, et ∀ v ∈ B(vn, rn) : δ(v) ≥ rn

2n
.

Preuve du lemme: Nous reproduisons l’argument de [21] pour le confort
du lecteur. Tout d’abord si infv∈V δ(v) > 0 il suffit de choisir vn tel que
δ(vn) ≤ 2 infv∈V δ(v) et de poser rn = n infv∈V δ(v).
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Supposons à présent que infv∈V δ(v) = 0. Soit n ∈ N. Il existe w1 ∈ V
avec δ(w1) ≤ 1

2n . Si δ(v) ≥ 1
4n pour tout v ∈ B(w1,

1
2 ), on pose vn = w1

et rn = 1
2 .

Sinon il existe w2 ∈ B(w1,
1
2 ) avec δ(w2) ≤ 1

4n . Si δ(v) ≥ 1
8n pour

tout v ∈ B(w2,
1
4 ), on pose vn = w2 et rn = 1

4 .
Cette construction par induction s’arrête après un nombre fini d’éta-

pes. En effet si tel n’est pas le cas, elle produit une suite (wk)k∈N de
points de V telle que ‖wk+1 − wk‖ ≤ 2−k et δ(wk) ≤ 1

2kn
. C’est une

suite de Cauchy dans V qui converge vers un point fixe de l’action de Γ,
ce qui contredit l’hypothèse.

Fin de la preuve de la proposition: Avec les notations du lemme posons
λn = n

rn
V , ?n = vn et notons δn la fonction de déplacement de l’action

de Γ sur λnV . On a alors δn(?n) ≤ 1 et δn(v) ≥ 1
2 pour tout v ∈

B(?n, n) ⊂ λnVn.
Puisque δn(?n) ≤ 1 les actions Γ y λnV produisent à l’ω-limite une

action isométrique de Γ sur Vω := ω-lim(λnV, ?n). Comme δn(v) ≥ 1
2

pour tout v ∈ B(?n, n) ⊂ λnVn, la fonction de déplacement de l’action
de Γ sur Vω est minorée par 1

2 . Par suite l’infimum des p-énergies des
applications Γ-équivariantes de X0 dans Vω est non nul.

4. Preuve du Théorème 0.1

La preuve du Théorème 0.1 suit la stratégie indiquée dans [13, §3.11].
Soit X, Γ, p qui satisfont aux hypothèses du théorème, soit Γ y V une
action isométrique de Γ sur un espace Lp, et soit E l’espace associé comme
au paragraphe 2. Dans un premier temps on suppose que E contient une
application p-harmonique et on démontre que sa p-énergie est nulle. La
Proposition 2.2 implique alors l’existence d’un point fixe global. Dans
un second temps on montre que l’hypothèse de la première étape est
nécessairement satisfaite.

Première étape : On suppose que E contient une application p-harmo-
nique ϕ, un “calcul magique” va entrâıner que sa p-énergie est nulle. Il
s’appuie sur les expressions suivantes (dites de localisation) valables en
toute généralité (comparer avec [2, Lemme 1.3], [15, Lemme 3.2]) :

Lemme 4.1. Soit Ξ0 ⊂ X0 un système de représentants des orbites de Γ
dans X0. On a pour tout ϕ ∈ E :

(i) E(ϕ) = 1
2

∑
x∈Ξ0

1
|Γx|

∑
y∈X0,y∼x ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖pV val([xy]),

(ii) E(ϕ) =
∑
x∈Ξ0

1
|Γx|

∑
a∈L1(x) ‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV ,
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où, dans la seconde égalité, on a identifié le link de x avec le bord de
l’union des 2-simplexes de X qui contiennent x, et où on a orienté de
manière arbitraire chaque arête de L1(x).

Supposons le lemme établi et montrons que E(ϕ) = 0. En utilisant
successivement le Lemme 4.1(i), le Corollaire 1.4 combiné à la Proposi-
tion 2.4, l’hypothèse sur les λ1,p, et le Lemme 4.1(ii), il vient :

E(ϕ) =
1

2

∑
x∈Ξ0

1

|Γx|
∑

y∈X0,y∼x
‖ϕ(x)− ϕ(y)‖pV val([xy])

≤ 1

2

∑
x∈Ξ0

1

|Γx|
1

λ1,p(L(x))

∑
a∈L1(x)

‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV

≤
∑
x∈Ξ0

1

|Γx|
∑

a∈L1(x)

‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV

= E(ϕ).

De plus la dernière inégalité est une inégalité stricte si E(ϕ) 6= 0. Donc
certainement E(ϕ) = 0.

Pour compléter la première étape reste à donner la :

Preuve du Lemme 4.1: Notons d’abord que le lemme est immédiat lors-
que Γ agit librement sur X et lorsque X/Γ est un complexe simplicial
(dans ce cas il est plus simple de raisonner sur le complexe simplicial
X/Γ).

Dans le cas général, pour établir l’égalité (i), on considére le revê-

tement d’ordre 2 de X1, noté
−→
X1, constitué des arêtes orientées de X.

Soit
−→
Ξ1 un système de représentants des orbites de Γ dans

−→
X1. On voit

facilement que

E(ϕ) =
1

2

∑
~e∈
−→
Ξ1

‖ϕ(~e+)− ϕ(~e−)‖pV
val(e)

|Γ~e|
,

où Γ~e désigne le stabilisateur dans Γ de l’arête orientée ~e. Puisque E(ϕ)

ne dépend pas du choix de
−→
Ξ1 choisissons ce dernier comme suit. Pour

x ∈ X0 soit
−−→
X1,x ⊂

−→
X1 l’ensemble des arêtes orientées partant de x.

Pour x ∈ Ξ0 on choisit
−−→
Ξ1,x un système de représentants des orbites

de Γx dans
−−→
X1,x, et on pose

−→
Ξ1 =

⊔
x∈Ξ0

−−→
Ξ1,x.
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Comme
−−→
X1,x =

⊔
~e∈
−−→
Ξ1,x

Γx · ~e, on a pour toute fonction Γ-invariante f

de
−→
X1 ∑

~e∈
−−−→
X1,x

f(~e) =
∑

~e∈
−−→
Ξ1,x

f(~e)|Γx · ~e| = |Γx|
∑

~e∈
−−→
Ξ1,x

f(~e)
1

|Γ~e|
.

Prenons f(~e) = ‖ϕ(~e+) − ϕ(~e−)‖pV val(e) et sommons l’égalité ci-dessus
sur tout les x ∈ Ξ0, on obtient la formule (i).

Pour établir (ii) convenons d’appeler simplexe pointé de X tout cou-
ple (x, a) où x ∈ X0 et a ∈ L1(x) ⊂ X1. On note XS l’ensemble des sim-
plexes pointés de X. Etant donnée une fonction Γ-invariante f : XS → R
la quantité ∑

σ∈ΞS

f(σ)
1

|Γσ|
,

ne dépend pas du choix du système de représentants des orbites de Γ
dans XS , noté ΞS .

Pour x ∈ X0 (resp. e ∈ X1) soit XS,x (resp. XS,e) l’ensemble des sim-
plexes pointés de la forme (x, a) (resp. (y, e)). Soit ΞS,x (resp. ΞS,e)
un système de représentants des orbites de Γx (resp. Γe) dans XS,x

(resp. XS,e). En prenant

ΞS =
⊔
x∈Ξ0

ΞS,x,

et grâce à des arguments semblables à ceux utilisés pour montrer l’éga-
lité (i), on obtient :

(5)
∑
σ∈ΞS

f(σ)
1

|Γσ|
=
∑
x∈Ξ0

1

|Γx|
∑

σ∈XS,x

f(σ).

De même en prenant

ΞS =
⊔
e∈Ξ1

ΞS,e,

on obtient :

(6)
∑
σ∈ΞS

f(σ)
1

|Γσ|
=
∑
e∈Ξ1

1

|Γe|
∑

σ∈XS,e

f(σ).

Pour σ = (x, a) posons f(σ) = ‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV . Les relations (5), (6)
entrâınent l’égalité (ii).
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Seconde étape : On suppose ici qu’il n’existe pas d’application p-har-
monique dans E . On va aboutir à une contradiction. On distingue deux
cas.

1) infϕ∈E E(ϕ) > 0. D’après la Proposition 3.1(i), il existe une suite
(?n)n∈N de points de V telle que l’espace Vω := ω-lim(V, ?n) possède
les propriétés suivantes : l’action Γ y V se prolonge en une action
isométrique Γ y Vω et il existe une application Γ-équivariante p-harmo-
nique de X0 dans Vω d’énergie non nulle. Soit ϕω une telle application.
Par passage à l’ω-limite les inégalités larges persistent, donc le Corol-
laire 1.4 est vrai pour Vω. En appliquant la première étape à Vω et ϕω
on obtient E(ϕω) = 0, contradiction.

2) infϕ∈E E(ϕ) = 0. D’après la Proposition 3.1(ii), il existe des suites
(?n)n∈N et (λn)n∈N telles que l’espace Vω := ω-lim(λnV, ?n) possède
les propriétés suivantes : les actions Γ y λnV induisent une action
isométrique Γ y Vω et l’infimum des p-énergies des applications Γ-équi-
variantes de X0 dans Vω est non nul. A nouveau le Corollaire 1.4 est vrai
pour Vω. On est ramené au premier cas de la seconde étape avec Vω à la
place de V . Contradiction.
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[8] I. Chatterji, C. Druţu et F. Haglund, Kazhdan and Haagerup
properties from the median viewpoint, Adv. Math. 225(2) (2010),
882–921. DOI : 10.1016/j.aim.2010.03.012.

[9] P.-A. Cherix, F. Martin et A. Valette, Spaces with measu-
red walls, the Haagerup property and property (T), Ergodic Theory
Dynam. Systems 24(6) (2004), 1895–1908.
DOI : 10.1017/ S0143385704000185.

[10] J. Dymara et T. Januszkiewicz, New Kazhdan groups, Geom.
Dedicata 80(1–3) (2000), 311–317. DOI : 10.1023/A:1005255003263.

[11] H. Garland, p-adic curvature and the cohomology of discrete sub-
groups of p-adic groups, Ann. of Math. (2) 97 (1973), 375–423. DOI :
10.2307/1970829.
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