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COMPARAISON DE NORMES POUR LES POLYNOMES
HOMOGNES EN PLUSIEURS VARIABLES

EPHREM RAZAFIMANANTSOA

Rsum

Dans [3], E. Bombieri et al 6tablissent une in6galit6 portant sur les produits de
polyn6mes homognes en plusieurs variables. Ils d6terminent la meilleure constante
ind6pendante du nombre de variables qui v6rifieune minoration du type [P Q] > C
P][ Q]. Nous obtenons la.meilleure constante ind6pendante du nombre de variables
lorsque Pet Q sont 6gaux. L’in6galit6 est stricte ds que le degr6 est sup6rieur ou 6gal
h deux. Nous am61iorons alors la constante en introduisant le nombre de variables.
Nous appliquons ces r6sultats une repr6sentation int6grale de la norme de Bombieri;
nous en d6duisons une am61ioration des in6galit6s connues entre les normes L2 et L4

d’un polyn6me h plusieurs variables.

1. Minoration de la norme de P2

Soit P un polyn6me homogne N variables et coefficients complexes de degr6 m.
Pour chaque indice in, < < N < in < N, nous definissons

8m P
m! 8xi xi

Par la formule de Taylor nous obtenons l’6criture sym6trique du polyn6me P (voir
[3], [4], [5])"

N

P Cil in Xii Xim"
il im=l

A cette 6criture correspond la norme de Bombieri de P d6finie par

[P] Icil im
il im=l

Nous notons par [., .] le produit scalaire hermitien associ6 h cette norme.
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Soit (ei, (R) (R) ei )i, ik la base canonique, 6crite dans l’ordre lexicographique,
de Cv (R)... (R) Cv en tant qu’espace vectoriel sur C. Soit Q un autre polyn6me

k-fois

homogne N variables et ? coefficients complexes de degr6 n. On suppose n > m
et on pose d n m. On d6finit alors l’op6rateur Hi (P, Q), pour 0 < k < m, par

HI(P, Q) CN (R)... (R) CN CN (R)... (R) CN
N [Pi. Qj, j+]ej, (R) (R)ej,ei (R)... (R) ei, ,j jd+,=l #, ......

0] eil ik est le polyn6me

(m k)! Ok p N

Pil ik ci! imXik+l Xim"m Oxi OXik ik+! im=l

On note encore HI(P, Q) la matrice de cet op6rateur. C’est une matrice de taille
Ni x Nd+k.

THIORME 1. On a

[pQ]2
(m + n)t m k

IIH(P, Q)II z
HS,

k=0

oft IIAIIns [tr(At)] 1/2 est la norme de Hilbert-Schmidt d’un opdrateur A.

Ddmonstration. La d6monstration n’ est qu’une simple introduction des Hi (P, Q)
dans l’identit6 initialement 6tablie par Bombieri et al darts [3], et red6montr6e, sous
forme plus pr6cise, par d’ autres auteurs (B. Beauzamy et J. D6got dans [4], B. Reznick
dans [9]).

Soient U (u Um) et V (Vl vn). On dit que (U, V) forme un shuffle
de type (m,n) si {u urn, Vl Vn} est une permutation de {1 m + n}
telle que U < < Um et Vl < < Vn. On note par sh(m, n) l’ensemble des

(m+.n)! D’aprs [5], on ashuffles de type (m, n). Son cardinal est Ish(m, n)l m!n!
l’identit6

[pQ]2=
(m+n)!

2

(U,V),(U’V’)sh(m,n) lvv,=l lwv,=l lw=l

oO lu d6signe (lu, 1Urn) et W U N V’. Ceci peut encore s’6crire

[pQ]2=
(m+n)!

N N

(U,V),(U’V’)Esh(m,n) /unu,=l lvcw,=l
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Pour chaque shuffle (U, V), il existe () (mk) shuffles (U’, V’) tels que IU cU’l
D’o, en faisant varier k de 0 h m, on d6duit que

m!n! ---, (m( n N N

[pQ]2 (; ; )’ k]]mkk=0 i i=1 ji jd+=l

mn
(m + n) m k

tr(H(P, Q)t(p, Q))
k=O

m,n’

(m + n) m k
IInk(P, Q) 2

k=0

COROLLAIRE 2 (INIGALITI DE BOMBIERI [2]). On a

m!n! ]2[pQ]2 > [p]2 [Q
(m +n)!

avec dgalitd si et seulement si Hm- P Q) est opdrateur identiquement nul.

Dmonstration. On remarque que

N N

IIHm(e 0)119.
i im--1 j j.--I

N N

il im =1 jl jn =1

[p]2 [012"

[[eil im’ Qj, jn][ 2

Et on obtient l’in6galit6 de Bombieri en appliquant ie Th6or6me 1. De plus on
a l’6galit6 si et seulement si pour tout 0 < k < rn l’op6rateur Hk(P, Q) est
identiquement nul. Or la nullit6 de H+I(P, Q) entrane celle de Hk(P, Q) car
[Pit ik, Qj, ja+k] /N=l[ei, iki, Qj, ja+ki]"

m’m....,..! alors 2Cm est la meilleure parmi toutesTHIORME 3. Si on pose Cm (2m)’
les constantes C inddpendantes du nombre de variables qui vdrifient l’indgalitd

[p212 >_ C[p]4.

De plus si rn > 2 on a

[p212 > 2Cm[p]4.

Dmonstration. D’aprs le Th6orme 1,

[p212 Cm
k=0
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ota on note Hk Hk (P, P). Pour tout 0 < k < m on a

N N

Ilns I[Pl ,, Py, ]l2

il it=l jl jk=l

4

i! ,...,ik-’l

et cette demire somme est strictement positive (sinon P serait nul). De mme on
remarque que IIn011Zns [p]4, par cons6quent

[p212 2Cm [p]4 + Cm Z
k=l

et

[p212 > 2Cm [p]4

avec une in6galit6 stricte si m > 2.
Soit P xn +... + Xv. On a respectivement [p]4 N2 et [p212 N +

2Cm (N2 N).
D’oh l’on d6duit

[p212 1
[p]4 2Cm + -(1 2Cm),

et cette quantit6 tend vers 2Cm quand on augmente le nombre de variables.

Remarque. Par une m6thode r6cursive, J.-L. Frot a d6montr6 que

n!(m!)n

]2n[pn]2 >_ [p
(mn)!

Mais cette m6thode n’exprime pas les termes n6glig6s.

Introduisons maintenant le nombre de variables N dans la minoration. Com-
menqons par 6noncer quelques lemmes.

LEMME 4. Pour 0 < k < m, on a l’dgalitd

IIn 2 2
HS nm- HS"
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Dmonstration. On a

IInll2ns I[ei, , ej, j]l 2
il ik jl jk

il ik j! jk i+l im

/

"-ZZ[ ZCilimJljkik+limilikjk+ljmCjljm
i! " j! jk ik+l in jk+l jm

)Ci imCil ij+l jm Cj Ai+ im Cj jm

i+l im j+l jm il jl

Hm- =
LEMME 5. (IDENTIT DE LAGRANGE). Soient a an n nombres complexes.

On a alors

lai 12 __11 ai 12 + lai aj
i=

n
i=1 i,j=

On poua consulter Mitrinovic [8] pour la d6monstration.

LEMME 6. Pour 0 k m on a

tr(n) [P].

Dmonstration. On a

N N N

]2tr(Hk) [Pi, ik [Cil iml2 [p]2.
i i=1 i i=1 i+ im=l

THIORME 7. Si m 2p, posons

Cm,N Cm 2 tU+_)k

Si m 2p + 1, posons

Alors on obtient l’in6galit

(,,/_)p

(7)
Cm,u 2Cm U+k-1

,=o ( ,

[p212 >_. Cm,N[p]4.
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Dmonstration. Pour 0 < k < m, soit rk le rang de la matrice Hk. On a 0 < r <
N+k-1( k )" Et puisque Hk est hermitienne, Ilnkll2ns tr(H-k) irl I.il200 les
Z ,krk sont les valeurs propres non-nulles de H (ce sont des r6els strictement
positifs). En appliquant le Lemme 5, puis le Lemme 6, on obtient

rk

IInll2s > --( Zi)2 > N+k-1--rki=l --( k

[p]4.

On termine la d6monstration grace au Th6orme et au Lemme 4.

Remarques. 1. On retrouve le fait que Cm,N tend vers 2Cm quand N tend vers
l’infini.

[N+k-1), [N+(m-k)-I2. D’une faon plus pr6cise, rk v6rifie 0 < r < min( k m-k ))"
3. Suivant la terminologie de [6], la matrice H1 et son rang rl sont respectivement

la matrice d’inertie et le rang du polyn6me P.
4. En appliquant une repr6sentation int6grale de la norme [.] d6crite par Legran-

g6rard dans [7], on aboutit ?a l’in6galit6 suivante:

m !m (,)2[p212 >_
(2m)V [N+k-

k=0 \ k

[p]4

(voir la d6monstration de la Proposition 15 ci-aprs). L’ am61ioration de la constante
est obtenue grace l’6galit6 nk I1 nm-k II/s du Lemme 4.

2. Etude des polyn6mes extrmaux

On obtient l’6galit6 [P212 Cm,N[P]4 si et seulement si pour tout < k _<
N+k-1[J, Hk est de rang maximal Pk et ses valeurs propres non-nulles sont

identiques. C’est dire, si et seulement si pour tout _< k < J, Hk est unitairement
6quivalente la matrice

(N+k-1 (N+k-1ota )k ei232 et lpk est la matrice identit6 de taille, x , k ).P,

PROPOSITION 8. Soit S Alors le polynOme Pest extrmal, c est dire

vrifie l’galit [p212 Cm,N[p]4, si et seulement si

N+S-1(i) les ( s polyn6mes (Pi, is)l<i,<...<is<N sont deux gt deux orthogonaux
2(ii) et [Pi, ..,is]2 s[xi, xi s[Xil Xis]2[P]2
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Dmonstration. L’hypoth6se (i) entraSne que Hs est de rang maximal Ps, et la
polyn6messeconde que Hs est 6quivalente )s Ds car il y a exactement

identiques Pi is.
Maintenant supposons ces hypotheses v6rifi6es pour k < S.
On a alors [Pil ik-I, Pjl jk_,] -iN=I[Pil i, PjI j_i] et par hypothse

ce terme est nul si {il ik-} {jl jk-1}, sinon il est 6gal

[Xi, ]2[p]2 N + k
[Xil [PXik Xik-i ]2 ]2

Pk Pk k

i]2[Xi, Xi_ [piE.
P-

R6ciproquement soit P un polyn6me extr6mal. En particulier, on a H .sHs.
Notons Hs la matrice de taille Ps x Ps d6finie pour 1 < < < is < N par

ns (ei, (R)’" eis) << [ei, is, ejl,...,.js]
l<jl js<N [XI :: XiTi[XJ’ Xjs] ek (R)’’" ejs"

Si Hs est de rang maximal Ps, n6cessairement Hs est aussi de rang Ps, c’est dire
que Hs est r6gulire. On en d6duit

n2(eil t eis)

[ei, is, Pl! is]Jell Is, ejl js]

l<jl<...<js<N ll...ls--1 [Xil Xis][XJl Xjs]
[eil is, Pj, js]

S
[Xi, ][Xjl Xjs]

ej, ( ejs
l<j<...<js<N Xis

.S Hs (ei, (R)"" (R) eis).

<< [Pil is, Pll ls][Pll Is, Pjl,....-js!
l<_j, js<N l_<l, ls<_N [xi, 7: :iTiil 7-. Xls]2[xj, xjs]

ejl ("" ( ejs

ej, tD tD ejs

Comme Hs est r6gulire, on a Hs .SIs. Et par suite on obtient [Pi, is]2

]2)s[Xi, Xi

Exemple. Les polyn6mes

P x + 2i’,,/’Sxx + x
3

(X X2 -Jr- X X3 nt" X2X3Q x4-t-x-I-x (1 i/’) 2 2 2 2 2 2

R x61 + 5i/xx32 +x62
sont extr6maux.
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Ddfinition.
tit6 [Pi ].

On appelle contribution t la norme [P] de la variable xi la quan-

PROPOSITION 9. Sim 2 ou m 3, les assertions suivantes sont dquivalentes:

(i) Le polyn3me Pest extrdmal.
(ii) Les N polyn3mes Pi forment un systkme orthonormal.
(iii) Les N faces de l’hypercube de P sont orthogonales deux deux, et chaque

variable a la mme contribution ?t la norme P].

Exemple. Les polyn6mes x2 +... + x2 et x +... + x3 sont extr6maux.

Remarque. Si m > 4 alors les assertions (ii) et (iii) de la Proposition 9 ne sont
plus suffisantes. En particulier le polyn6me P x + + Xv n’est pas extr6mal
pour m > 4.

Nous allons maintenant 6tudier l’action d’un changement de variables unitaire
(voir [6] pour la th6orie).

LEMME 10. Soit A une matrice unitaire de mille N x N. Notons ’ le polyn3me
P P(-X) et Ik Hk(#, ). Le rang de ISIi et le rang de H sont dgaux,

et plus prdcisdment,

I ( (R) (R) ) H (A (R) (R) A)

k fois k fois

Ddmonstration. Notons A (olij). On a alors

N

dij im Xi Xi
i im=l

N N

E E lSlil’’’ffgSmim Csl smXil’’’Xim"
i im=l s sm=l

Ce qui conduit

ff-lk(eij (R)’’" (R) ei)

j!

dil imjl jkik+l imejl(R)’"(R)ejk
jl jk ik+l im
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01 st est le symbole de Kronecker. D’autre part, on a

(A (R)... (R) A)ei (R) (R) eik E liJ "likjej (R)... (R) ej
j! j

et

Hk(ei,(R)’"(R)ei)- Z E
j jk i+ im

Cil im j! ji+l imejl (R)’’" (R) ej.

PROPOSITION 1. Si Pest extr6mal alors dans tout changement de variables
unitaire P ---+ P, est aussi extr6mal.

Dmonstration. Si P est extr6mal, alors il existe une matrice unitaire U telle que

nk t(kDk)U

pour tout 1 < k < [J. Or d’aprs le lemme pr6c6dent,

fflk (" ( (R) ") t(XkDk)U(A (R)... (R) A) 0(Xk Dk)O,

off 0 est la matrice unitaire U(A (R)... (R) A).

PROPOSITION 12. Si rn 2, alors les polynOmes extrmaux sont, ?t des change-
ments de variables unitaires pros, les ax2 +... + alvx21v avec Jail [aN[.

D6monstration. Soit P une forme quadratique. Si Pest de rang N alors il existe
une matrice unitaire A telle que, -p alx21 +... + aNx2u.
Et d’aprs la proposition pr6c6dente, si P est extr6mal alors P l’est aussi, d’ ofa lal
ooo--laNlo
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3. Application une repr6sentation int6grale de [P]

Notons aN {Z (Zl ZN) cN/Izl (iN=l IZil2) /2 1} eta la mesure
de probabilit6 sur SN invariante par rotation. Suivant Legrandg6rard [7], on a

THIORME 13.
’ingalit

[P]E=(m+N-1) fs IP(z)12dtr(z).
m

Tout polynme homogkne P de degr rnet ?t N variables vrifie

tlP(z)14dtr(z) > gm,N Ie(z)12dcr(z)
N N

avec

?’, (m+V-
\ 2m !

o3 Cm,V a t d.fini au Thorkme 7.

COROLLAIRE 14. Soit P uneforme quadratique en N variables (N >_ 2), alors
P vrifie

IP(z)14dcr(z) > IP(z)12dcr(z)
N (N+3) N

Le Th6orme 13 am61iore l’in6galit6 classique

IP (z)14da (z) P (z)12do (z)
N N

En effet:

6(fs )2>_ - IP(z)lEdr(z)
N

PROPOSITION 15.
sup6rieure 1.

Dmonstration.

lYour tout rn > et tout N > 2, la constante ’m,N est strictement

m+N-I)
(2m-,) Cm,N Or on sait queOn remarque que ?’m,V mm

tn ()2
Cm,N > Cm N+k-1

Cm k () (mffN-1)rn k

En appliquant la formule de convolution de Chu-Vandermonde la dernire som-
mation, on obtient Cm,V > (m/-)
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PROPOSITION 16. Pour tout rn > et tout N > 2, la constante ’m,N est stricte-
ment infdrieure 2 et Ym,lV "---+ 2 quand N +co.

Ddmonstration. En effet d’une part on a

rn (7)2Cm,N < 2Cm (N+k-1)k=0 1, k

2Cm
2m+N-1)rn
m+N- 1)rn

d’ot l’on tire que ?’m,N < 2.
D’autre part Cm,N 2Cm quand N - +co, ce qui entrMne que

lim
2(m+N-1)

/m,N lim m

N...(m+N-1)
lim 2 x
N-+ (m + N)... (2m + N- 1)
2.

Par un proc6d6 d’interpolation, on obtient pour tout 2 < r < 4 une comparaison
entre la norme L et la norme L4 d’un polyn6me homogne en plusieurs variables.

THIORME 17. Soit P un polynme homogkne de degrd rn et a N variables.
Alors pour tout r, 2 < r < 4, on a l’indgalitd

P IIr (m,N) P 114

ot

(fs) [[P[Ip IP(z)lPda(z)
N

est la norme Lp du polynme P.

Ddmonstration. Pour tout r, 2 < r < 4, on a l’in6galit6 d’interpolation

IIPIIr --< IIPII IIPII-
oO 0 v6rifie l’6galit6 lr "+" 10 (voir par exemple Beauzamy [1]); donc 0 4----zr

.r
En appliquant le th6orime 13, il vient

IIPIIr 5 IIPII IIPII- _< (’m,N) IIPI14 IIPII4--- (’m,N) "aT-r IIPI14,

ce qui constitue le r6sultat annonc6.
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