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THEORIE DES GROUPES. — Etude géométrique d’une classe d’espaces homogénes.
Note de M. Jaceues Tirs, présentée par M. Jean Leray.

On définit, pour une classe donnée d’espaces homogénes, des « II'-plans » qui
généralisent les variétés linéaires des espaces projectifs, et on énonce a leur sujet
une série de propositions, concernant notamment leurs relations d’inclusion et
d’intersection, qui redonnent dans le cas particulier des espaces projectifs les prin-
cipales propriétés d'inclusion des variétés linéaires.

1. Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe, G son algébre
de Lie. C une sous-aleébre de Cartan, £={a,, &, ..., .| un systéme de
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racines simples de G et II, II', 11", etc. des parties de X (c’est-a-dire des
ensembles de racines appartenant a X). Quel que soit ICX, nous appellerons
G(1I) la sous-algébre de G engendrée par C et par les vecteurs propres e,
correspondant aux racines o=Xk;o; (k; entiers) telles que A >~o pour
tout o;€ll, G(II) le sous-groupe connexe de G engendré par G(II),
G[II] espace homogene G/G(IL) et p(IT) le point de G[II1] représentant G(IL).

L'espace G[I1] est enti¢crement déterminé par G et 11. Les espaces G[11]
définis a partir des divers groupes G et des divers ensembles de racines I seront
nommeés R-espaces. A tout R-Lspace G| II] nous associerons le schéma obtenu
a partir de la figure de Schlifli de X en 'y marquant d’un @ les sommels repreé-
sentant les racines smlples appartenant a IT; ainsi les schémas @———
el @——|— représentent respectivement un espace projectif a quatre dimen-
sions et une hyperquadrique & huit dimensions. Deux R-espaces sont
isomorphes si et seulement si leurs schémas différent seulement par des
composantes connexes dont aucun sommet n’est marqué.

Nous dirons que II” sépare II et II', et nous écrirons II|1I"|II', si aucune.
composante connexe de la figure de Schlifli du complémentaire de I1” dans X
ne contient simultanément des racines simples appartenant a II et des racines
simples appartenant a II'. La plus petite partie II” de II" telle que II|1I”| IT" sera
nommeée ' modIl; si I'= 11" mod1l, 1" sera dit réduit modIl.

Nous dirons encore qu’un point de G[II] et un point de G[II'] sont inci-
dents s’ils sont transformés des points p(Il) et p(II') par un méme élément
de G, et nous appellerons II'-plan de G[II] le lieu des points de G[II] qui sont
incidents & un point donné de G[II'|. Les II'-plans de G[II| ne dépendent que
de 1II"=11"modII et si II"=1I', la correspondance entre les points de G[II' ] et
les II'-plans de G[II] est b1un1v0que, dans ce cas, G[II'] peut donc étre inter-
prété géométriquement comme l'espace des II'-plans de G[II].

2. Propriétés des 11'-plans. — 2.1. Soient & un II'-plan donné de G[II]. Le
sous-groupe des éléments de G qui conservent & induit sur @ un groupe
transitif de transformations; @ est donc lui-méme un espace homogéne.
Considéré de ce point de vue, & est un R-espace et son schéma s’obtient en retirant
du schéma de G[11] les sommets appartenant a 1I'.

2.9. Soient IV et 11" réduits mod 1l. La condition nécessaire et suffisante pour
qu’un W-plan de G[I1] puisse contenir un W'-plan est |1 |1l'. Lorsqu’elle est
remplie, un point p' de G[II'] et un point p" de G|11"] sont incidents si et seule-
ment si le IW-plan &' et le "-plan &" de G| 11| qu’ils représentent respectivement
sont incidents au sens usuel (c'est-a-dire si @' D" ); de plus, les 11"-plans contenus
dans un W'-plan donné &' sont les W"-plans de ©' (cette expression a un sens en
vertu de 2. 1), ot " s'obtient en retirant de 11" Uintersection 11" N 11",

2.3. 8¢ un W-plan donné &' et un W-plan donné " de G|IL| se coupent, leur
intersection est un W-plan, ot II" dépend des &' et &" envisagés.
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3. Applications. — Soit par exemple G =E,, les «; étant numérotés comme

suit :
%y 72 Uy oy Ay

— %

L’espace E= G[a,]a 16 dimensions ; c’est le « complexifié » du plan projectif
des octaves de Cayley. Nous énoncerons a présent quelques propriétés de E qui
sont conséquences immédiates des propositions du n° 2 ; nous ferons usage de
la notation abrégée suivante : V;= variété linéaire a / dimensions. Les «;-plans
de E sont des hyperquadriques Qg a4 8 dimensions. Les II'-plans, avecIl'= { «, |,
fayl, o, %), fos ), |, 2,1, sont respectivement les Vy, les V,, les Vet les V,
des deux modes, soient V' et V¥, de ces Q,. Deux a;-plans distincts quelcon-
ques se coupent suivant un point, une V,, une V,, une V, ou une V. L’espace
des a,-plans qui passent par un point (resp. une V,, une V,, une V,, une V}")
donné est isomorphe a une hyperquadrique a4 8 dimensions (resp. un espace
projectif & 4, 2, 1, 1 dimensions). Les a,-plans sont des espaces projectifs
a5 dimensions. Si un «;-plan donné rencontre un z;-plan donné, il le coupe
suivant une droite (V,) ou une V,, etc. De nombreux problémes relatifs & la
géométrie de E peuvent ainsi étre ramenés a des problémes concernant des
espaces plus simples (espaces projectifs, hyperquadriques, etc.).

On peut étudier de facon analogue les autres R-espaces de E,, ainsi que les
R-espaces des autres groupes exceptionnels.
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