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COMPARAISON DES “NORMES” L, DU PROCESSUS CROISSANT ET
DE LA VARIABLE MAXIMALE POUR LES MARTINGALES
REGULIERES A DEUX INDICES. THEOREME LOCAL
CORRESPONDANT

BY JEAN BROSSARD

Université Scientifique et Médicale de Grenoble

Etant donné une martingale 4 deux indices réguliere (en un sens convenable),
on majore la “norme” L, (p €] 0, [) de S (racine de la variaton quadratique)
par la “norme” L, de u* (variable maximale). Pour cela on démontre une inégalité
faisant intervenir les fonctions de répartition de S et #*. La méthode permet aussi
de montrer le théoreme local correspondant, a savoir que S est presque siirement
fini 1a ou «* est fini.

Les inégalités de Burkholder montrent, pour une martingale a un indice u, I’équivalence
des normes L, (p > 1) de u* (variable maximale) et S (racine de la variable terminale du
processus croissant associé a ). L’équivalence des normes reste vraie pour p = 1 comme I'a
démontré Davis, mais est fausse en général si p < 1. Cependant, Burkholder et-Gundy ont
montré, sous une hypothese de régularité, I’équivalence des deux “normes” L, pour tout p
dans ]0, oof.

Dans le cas des martingales a deux indices (a temps discret) I’équivalence des normes L,
pour p > 1 est connue, et c’est une conséquence des inégalités de Burkholder pour les
martingales a un indice mais a valeur dans un espace de Hilbert (cf. par exemple Gundy
[2]). Pour les martingales régulieres, la majoration de || u* ||, par || S||, a été démontrée par C.
Fefferman (non publié; cf. Bernard [1] pour une démonstration dans le cas p = 1, ou Gundy
[2] pour le cas “brownien”). Le but de ce papier est d’obtenir la majoration inverse (c’est-a-
dire Ta majoration de || S|, par ||u* ||, pour p = 1). On démontrera aussi le théoréme local
corresondant, € savoir que S est fini presque sirement la ou u* I'est.

Ces résultats sont bien siir a rapprocher des résultats analogues pour les fonctions bihar-
moniques: dans le cas des fonctions biharmoniques, le théoreme local a d’abord été démontré
par M.P. et P. Malliavin [4], puis R. Gundy et E. M. Stein [3] ont démontré le théoreme
global (majoration de la “p-norme” de la fonction d’aire par la “p-norme” de la fonction
maximale).

0. Definitions, notations, enonce des théorémes. Soit un double indice m = (mi1, my) €
N?. On notera m (resp. i, resp. m ) le double indice (m; + 1, my) (resp. (my, me + 1), resp. (m
+ 1, my + 1)). Etant donné une suite a deux indices (Um)men?, ON NOte Aithm, Aothm, €t Atm
respectivement les accroissements um — Um, U — Um, Uz — Ui — Um + Unm.

Soit (2, (Zn)men:, P) un espace probabilisé muni d’une filtration a deux indices, C’est-a-
dire d’une famille de tribus indexée par N2 et croissant (i.e., pour tout m, F, C % et F, C
). On supposera en outre que pour tout m, %, et % sont conditionnellement indépendantes
par rapport a2 %,. Une martingale est une famille de variables aléatories intégrables indexée
par N? et telle que E[uz/%n] = E [t4m /Fn] = um pour tout m. La filtration (%) sera dite
réguliere s’il existe une constante R (constante de régularité) telle que pour toute martingale
(vm) positive, on ait pour tout m:

Vi = Rvm €t Vm = Rvn.
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Le principal exemple de filtration réguli¢re est le suivant: chaque tribu %, est atomique,
les atomes de %, (resp. %) étant obtenus en coupant chaque atome de %, en )4 (resp. p)
parties équiprobables, (p et 7 étant des entiers fixés, ou au moins restant majorés quand m
varie). Cette définiton de la régularité recouvre donc le cas des martingales dyadiques pour
lesquelles la filtration %, est du type précédent avec p = p = 2.

Etant donné une martingale (#,) on définit 4* sa variable maximale par

u* = SUPm | Un|
et la variable S (S est la variable terminale d’un processus croissant associé) par:

S = [n Qum)].

Le principal résultat de ce papier est le théoréme suivant:

THEOREME 1.  Soit (n)men: une martingale pour une filtration réquliére, nulle sur les axes,
et soit p € 10, oo[. Il existe une constante C ne dépendant que de p et R (constante de régularité)
telle que: E[SP] < CE[u*?].

Ce théoreme est connu pour toute martingale dans le cas p > 1, comme je I'ai dit plus haut.
Pour p € 10, 1], on le démontre en multipliant par A’~" puis en intégrant l’megahte de la
Proposition I:

PROPOSITION 1. Soit (t4)m e n2 une martingale pour une filtration réguliére, nulle sur les axes.
1l existe une constante C ne dépendant que de R telle que:

PIS>\] = C(Plu* >\ + 33 E[u*2 u* < \)).

La démonstration de cette proposition fait I'objet des Paragraphes 1, 2, 3.
Dans le Paragraphe 4, je démontrerai le théoréme local correspondant au théoréme 1:

THEOREME 2. Soit (Um)men, une martingale pour une filtration réguliére, S est presque
surement fini la ou u* est fini.

1. Démonstration de la proposition: premiére étape. On peut toujours supposer que la
martingale un est arrétée, c’est-a-dire qu’il existe un double indice M = (M1, M>) tel que Au,,
= 0 sauf si m < M (C’est-a-dire m; < M; et me < My).

Soit alors A un nombre positif et £ = {u* < A}. Considérons la martingale w,, = E[1g/
Fn). Soit F = {(1 — w)* < 1/2R?} et v,, la martingale v, = E[15/%,].

Considérons maintenant G = {(I — v)* = %},

REMARQUE 1. Si E [lg/,é"",_y,] est non nul, alors v,, = 1/2R% En effet:
Y%E[le/%=] = E[(1 - va)le/Fm]=(1— via )E[la/ % ].

Et donc si E[16/% ] est non nul, alors (1 — vz) < %. D’ou le résultat d’aprés la régularité
de la filtration.

REMARQUE 2. Si vm > 0, alors |um| = A, |4z | = A, || = A, |uz| = A. En effet, pour les
mémes raisons que dans la Remarque 1, si v, est non nul, (1 — w,) est inférieur a 1/2R% donc
(1 —wa) et (1 — wn) sont inférieurs a 1/2R et (1 — wi) a % d’apres la régularité. wm, wa, Wm
et ws sont donc non nuls, ce qui implique le résultat (méme argument que dans la Remarque
1.

REMARQUE 3. P[G°] = C-P[u* > A] (C constante ne dépendant que de R); G° désigne ici
le complémentaire de G. En effet en utilisant I'inégalité de Doob (valable aussi a deux indices)

P[G°] = P[(1 — v)* = %] < 4E[(1 — v*)?] < 4CE[(1 — w)’]
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c’est-a-dire P[G°] = 4CP[ F°]. De méme P[F°] < 4R*CP[E°]. D’ou le résultat.
Revenons a la démonstration de la proposition:

P[S>\] = P[S > A; G] + P[S > \; G°]
1
=3 E[S% G] + C-Plu* > ] (Remarque 3).

Mais
E[S% G] = E[Ym<m (Athn)’- 16] = E[Sm<sdDpm)*E[16/Fz 1]
= QRY)'E[Y m<nm(Btm)?vi] (Remarque 1).
Pour démontrer la proposition, il suffit donc de majorer I = E[Y, (Aun)?vi] par une expression

du type C(A*P[u* > A] + E[u*’ u* < \)).

2. Une majoration préliminaire. Dans ce qui suit, pour abréger les écritures on notera
E[-] au lieu de Yo=m< & E[-], et on notera C toutes les constantes ne dépendant que de R.
Dans ce paragraphe, nous allons majorer:

K = E[(Aittm)*(Dottm)®v2].

Commencgons par une série de lemmes:

LeEMME 1. Sur I’événement {v,, > 0} Awus, a méme espérance conditionnelle par rapport a
T que (Ditt)’[6u7, + AmDithm + (Artim)?] et Aul, a méme espérance conditionnelle par rapport
a Fn que:

6(A1tm) (Asttr)® + 12(Attn)(A1thn) (Bsthm)(thm + 1)
+ (Bun)’[6(um + thn — tm)* + 4t + Uz — Up)Ath, + (Att)?].

Ce lemme s’obtient par un calcul simple aprés avoir exprimé U , Um €t Uy en fonction de
Um, Dithm, Doy, Aur, (on utilise plusieurs fois I'indépendance conditionnelle de % et Fm par
rapport a ).

LemME 2. E[(Avn)’] = CPlu* > \] et E[(Arvm)’(Asvm)?] = CP[u* > A].

D}E:MONSTRATIO_N. Posons am = 1 = v,,. Alors:
* E[(Avm)’] = E[(Aan)’] = E[Aa%] = E[a} — a0 — adu, + ado]
< 2E[a}) = 2P[F°] < 2CP[u* > Al

d’apres le Paragraphe 1, Remarque 3.

On a utilisé ici: E[(Aay)?/ %] = E[Aa% | %) (égalité valable pour toute martingale. Méme
démonstration que pour le Lemme 1).

* Pour le deuxiéme point, utilisons le Lemme 1 en majorant v, vz etc - - - par 1; il vient:

6E[(A1vm)*(B2vm)’] = 6E[(A1am)*(A2am)’]
< E[Aa}] + 24E[| Aan | A1an || A |] + 60E[(Aa,)?].

Comme dans le premier point E[Aa;.] se majore par 2E[a}] puis par 2CP[u* > A]. Le terme
E[(Aa»)] est majoré par 2CP[u* > \]. Quant au terme E [1Aan || Aian || Azan |], par Schwarz,
il se majore par:

(E[(A18,)*(80a,)")) " E[(Aan)*)* = CE[(M8n) (Asan)*])*(Plu* > X))

Le résultat découle alors du lemme élémentaire suivant:



1186 JEAN BROSSARD

LEMME 3. Soient o et B positifs. Alors
X=a+BX"7= X=2a+ )

Nous pouvons maintenant majorer K. D’apres le Lemme 1, et la Remarque 2 du Paragraphe

K = E[(Awm) (Dottn)vi] < CE[(Bum)vi] + CAE[| Ath, || Avthon || Acthn | Vi ]
+ CANE[(Aun)vi].

* Le dernier terme est égal a CA’I.

* Le second est majoré par: CAI'?K"/* (Inégalité de Schwarz).
* Il ne restequ’a majorer E[(Aus,)vm].

Ecrivons E[(Auf)vi] = (a) + (8) + (B8') + (y) avec

() = E[(Aum)(Avm)]
(B) = E[(Qunyvn ] (B) = E[QAun)vii]
() = —E[(Qun)vi ]
Majoration de (): utilisons I'identité:
Dujy = (s + Uz + tm — Um)Dttm + 2(D 1) (Dothn).
D’ou:
Duj, = (um + um + up — up)ltiy, + 2t + )t + U )( D104 ) (D 2th).

En utilisant la Remarque 2 du Paragraphe 1 et la régularité de (%.) (qui implique
Vi = R max(vVm, vis) < R%vy). 11 vient

[ Aub || Avi | = CIN? | At | + N2 | Attt || Acthon | 1[Vi0 | AV | + Vi | A1V || A2vim | ]-
Et donc en utilisant I'inégalité de Schwarz et le Lemma 2:
(a) = CIN*TVH(P[u* > A2 + N2 K'A(P[u* > A])"?]
= C[NKY*(P[u* > A)V2 + AT + N*P[u* > A]].
Majoration de (B) (et (B’)): comme Auy = Aoy — Aguy on a
Aum)vi = Qotiy im — (Bottm)vim — Bottn)(B1vrm).
E[(Asum)(A1vy,)] est positif car:
E[(Aoub)(A1vh)/Fn] = E[Astitn/ P E[D2vin/Fn] = 0
car u* et v* sont des sous-martingales. Donc
(B) = E[(Aattm Jvm — (Daum)vin].
En effectuant la sommation sur le premier indice, il vient:
(B) = Tm='o E[Wdtmye1 = Uty m,)V s, m,])-
Omettons maintenant le premier indice M,: comme
E[um,+1 = tm,)Fn,] = E[(Umys1 = Um) [6Un, + (Umys1 = tm,)* + Qb [thm, 1 — Um]1/Pm]
(d’apres le Lemme 1), il vient en utilisant la Remarque 2, Paragraphe 1:
(B) = C Y M) NE[(tmygrr — )V, ] < CN* Y Y2l E[(thmy1 — thm)) V]
=CNT
I' =Y E[(uny+1 — tm)Vime1] — 3 E[(Une1 — tm)(Viy+1 — V)]
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(car E[(Umyr1 — Umy)’/Fm] = E[tb,e1 — tmy/Fm,]). La valeur absolue du deuxiéme terme est
majorée par CA(Y, E[(Umps1 — tm)"VE,DY? (¥ E[(Vmyr1 — vm)’])"/* et donc par CAI"/*(Plu*
> A2

(Mémes arguments en plus simple que dans la majoration de («).)
Quant au premier terme de /', par une transformation d’Abel il vaut:

E[uivi] — Yzl E[un,(vViger — Vi)l < E[ubvid] (car E[Vi,e1 — v,/ Fm,] = 0)
= E[u¥r- 1r] < E[u**-15] = E[u*% u* < A].

Dou I' = E[u*% u* = A] + CI'V*(\*P[u* > A])V2 Donc I’ = C[E[u*?% u* < A] +
A?P[u* > A] d’aprés le Lemme 3 donc (8) = C[AE[u*? u* = A] + A*P[u* > A]].

Majoration de (y): par une transformation d’Abel il vient:
Y=y1+ 7y +y2+ys avec
yi=— E[u}-Avi]
Y2 =+ Yo E{tm, a0,V 1,80, = Vimy,11,)]
2=+ Yo B[ty m(V sy, mps1 = Vg, m)]
vs = —E[ubvi]

Comme v; est négatif: (v) < |vyi| + | y2| + | v2].
D’apres le Lemme 1:

Iyil = | E [undvi]| = CNLE [(Arvm)*(Bevm)’] + E [| Avm || Arvm | Az |]
+ E[|Avm|*]] = CXN*P[u* > A]
(d’aprés le Lemme 2 et P'inégalité de Schwarz). Quant au terme y., en utilisant l'inégalité:
0 =< E[(vm+1 — Vim)/ Fm,]
= E[(Vmyr1 = Vm)'[6Vim, + Omye1 = V)’ + W (Vmys1 = V) 1/ Fm,]

< C-E[(Vmy+1 — VYm,)*/Fu] = C-E[Vin,41 — Vin,/Fw] (on a omis 'indice My)

il vient:

| (y2)| = CX* S8 E[vi, o101, — Vi) = CX*Plu* > A,
Dout: (y) = CA*Pu* > Al

RECAPITULATIF. On obtient donc pour K la majoration:

K =< C[NT + AYV2KY2 + N¥(P[u* > N)VEKY? + XNP[u* > A] + NE[u*% u* < A]].
D’ou (d’aprés le Lemme 3):
K< C[A I + X*P[u* > A] + NE[u**; u* < A]].

3. Majoration de I. Le terme J = E[(AuZ)vi] se traite comme le terme E[(Aur)vr] de la
majoration de K. A quelques simplifications pres, les calculs sont identiques. On obtient alors
((@), (B), (y) désigent les termes analogues a ceux de la décomposition du premier terme de
K):

(a) = CAIV*(P[u* > A + KVA(P[u* > A])"* ]
(B) = C[E[u*% u* = A] + N*P[u* > A]]
(y) = CA*P[u* > A).
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Si I’on tient compte de la majoration de K obtenue dans II, on obtient:
I = C[N°P[u* > A] + E[u*% u* < A\] + AIVA(P[u* > A])'2].
Et donc d’apre le Lemme 3:
I= C[N°P[u* > A] + E[u*? u* < A]].

D’apres ce quon a dit au Paragraphe I, ceci acheéve la démonstration de la proposition et du
Théoréme 1.

REMARQUE. La majoration de I obtenue ici permet d’obtenir:

K = C[A*P[u* > A] + XE[u*% u* < A]].

Et donc si 'on note T=[Y, (Alu,,.)Z(Agum)z]l/ *

PIT>\; Gl =5 E[T“ G]= CK.

D’out P[T>A] =< C(P[u* > A] + (1/A?) E[u*? u* <\]). Cette inégalité permet donc d’obtenir:

E[T?] = CE[u*’] pour 0<p<2.

4. Le théoreme local. Pour démontrer le Théoréme (2), il nous suffit de modifier
légerement la définition de F et G (Paragraphe 1). On ne suppose évidemment plus la
martingale arrétée. Soit Fys 'événement {Vm = M, w,, = 1/2R?} et Gy I’événement {¥Ym =
N, vm = %}, (N = M). Comme w,, tend vers lz presque siirement, en choisissant M assez
grand, on peut rendre P(E — Fy) arbitrairement petite et de méme, on peut rendre P[E —
Gu,n] arbitrairement petite par un choix convenable de (M, N). I suffit donc de montrer que
S est finie sur Gu,v. Mais la démonstration des Paragraphes 2-3 s’applique 4 la martingale

. Un = UN — UN;,my — Um,,N, + Unm (m = N)

Ce qui montre donc que Y=~ (Au)?, est finie sur G, .

D’autre part,
- EmaN (Au)?n
= Tizd (Zomgmo (Au) oy my) + T2 [ X, -0 (At0) 7y my] — Lo =6 X0z (At4) 3y m, -
I ne reste donc plus qu'a montrer que Yoo (Ymeo (A)sm,) est fini sur Gun. Mais

o (AU) 7y, m, est fini presque sirement sur E (donc sur Ga,~) car c’est la valeur terminale
du processus croissant associ€ a la martingale a un indice ma:0tm, = (Um,;+1,m, — Um,,m,) €t qUE
a* = 2u* Ceci achéve donc la démonstration du Théoreme 2.
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