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CARACTERISATION SPECTRALE DES ALGEBRES
DE BANACH COMMUTATIVES

BERNARD AUPETIT

Let A be a complex Banach algebra, using subharmonic
functions we extend results of Le Page, Hirschfeld and
Zelazko in showing the equivalence of the four properties:
4̂/Rad A is commutative, the spectral radius is uniformly

continuous on A, the spectral radius is subadditive on A,
the spectral radius is submultiplicative on A.

1* Introduction* Dans la suite A designe une algebra de Banach
complexe munie de la norme || || et, pour xeA, ρ(x) est le rayon
spectral, c'est-a-dire l im^^ || xn ||1/Λ, ou encore Max | λ | pour λeSpx,
3(x) est le diametre de Spx, c'est-a-dire Max | λ — μ | pour λ, μ e Sp#.

Un des premiers articles a s'interesser a la caracterisation des
algebres de Banach commutatives est celui de C. Le Page [6]. II
y demontre, en particulier, les resultats suivants, dans le cas oύ A
est unifere:

—Si p(x) = ||cc|l quel que soit xeA alors A est commutative.
—S'il existe a > 0 tel que \\xy\\ ^ a\\yx\\ quels que soient x, y e A

alors A est commutative.
—Si ρ(xy — yx) = 0 quels que soient x, y e A alors xy — yx e Rad A.

Un peu plus tard, R. A. Hirschfeld et W. Zelazko [5] demontrerent
par une methode absolument identique a celle de Le Page que, si A
est quelconque et si (x\\x\\^p{x) pour tout xeA, alors A est
commutative et meme, c'est une algebre de fonctions, c'est-a-dire
une sous-algebre fermee de ^(X), pour un certain X localement
compact, avec la norme equivalente p(x). Dans cet article ils enoncerent
deux conjectures qui, malheureusement, ne sont pas encore resolues.

Conjecture 1. Si || || et p sont equivalents sur toute sous-algebre
commutative de A, alors A est commutative.

Conjecture 2. Si p est continu sur A et p{x) — 0 impliques x = 0
alors A est commutative.

Depuis, on a donne des exemples d'algebres non commutatives oύ
p(x) = 0 implique x = 0 (voir par exemple J. Duncan et A. W. Tullo
[2] ou Γexemple sans diviseurs de zero donne par R. A. Hirschfeld
et S. Rolewicz [4]). Gh. Mocanu [7] a tres legerement etendu un
des resultats de Le Page en prouvant que s'il existe a > 0 et une
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24 BERNARD AUPETIT

norme || 1̂  telle que, sur A unifere, on ait || xy \\ι <L a \\ yx ||, alors
A est commutative.

Tous ces resultats qui precedent vont etre generalises par les
theoremes suivants:

THEOR^ME 1. Soit A une algebre de Banach complexe, avec unite.
Les proprietes suivantes sont equivalentes:

—1° A/Rad A est commutative.
—2° p est uniformement continu sur A.
—3° il existe un voisinage V de Γunite et k > 0 tels que | p(x) —

ρ(y) \<Lk\\x — y\\, pour x,yeV.
—4° il existe un voisinage V de Γunite tel que p(x + y) ^ p(x) +

ρ(y), pour x, y e V.
—5° il existe un voisinage V de Γunite tel que p(xy) :S p(x)p(y),

pour x, y e V.
—6° il existe k > 0 tel que ρ(x + y) 5̂  k(p(x) + ρ(y)), pour

ρ(l -x)<l et p(l-y)<l.

—7° il existe k > 0 tel que p(xy) ^ kp{x)p(y), pour x, y eA.
—8° δ est uniformement continu sur A.
—9° il existe un voisinage V de Γunite et k> 0 tel que \ δ(x) —

δ(y) \<Lk\\x — y\\, pour x, y e V.
—10° il existe un voisinage V de Γunite et k > 0 tel que pour

x, y e V on ait δ(x + y) <̂  k(δ(x) + δ(y)).

THEOREME 2. Soit A une algebre de Banach complexe, sans
unite. Les propritetes suivantes sont equivalentes:

—1° A/Rad A est commutative.
—2° p est uniformement continu sur A.
—3° i l e x i s t e k > 0 t e l q u e | p(x) — p(y) | <Z k \ \ x — y \ \ , p o u r x , y e A .
— 4 ° il existe k > 0 tel que p(x + y) ^ k(ρ(x) + p(y)), pour x, y eA.
—5° il existe k > 0 tel que p(xy) ^ kp(x)p(y), pour x,yeA.
—6° δ est uniformement continu sur A.
—7° il existe k > 0 tel que | δ(x) — δ(y) | <; k || x — y ||, pour x, y e A.
—8° il existe k > 0 tel que δ(x + y) ^ k(δ(x) + δ(y)), pour x, y e A.

A Γorigine, les demonstrations de ces deux theoremes etaient
elementaires, mais tres calculatoires. C'est ce travail, annonce dans
les Notices of the American Mathematical Society 18, p. 191 (1971),
sous le titre "Almost commutative Banach algebras", qu'a utilise
D. Z. Spicer [9] pour donner une generalisation assez triviale de ces
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resultats. Depuis, Γutilisation des fonctions sous-harmoniques, dont
le coup d'envoi a ete donne par Vesentini [10], nous a permis de
grandement simplifier ce travail et meme, de Γameliorer fortement.

2* Quelques lemmes preliminaires* Soit D un domaine de
C, φ: D-~+ R U {— co} est dite sous-harmonique si:

(a) Φ est semi-continue superieurement sur D, ce qui equivaut
a dire que

lim p(λ) <i 9(λ0) ,
;~•< o

quel que soit λ0 e Zλ
(b) ό possede la propriete de moyenne, c'est-a-dire que:

φ(X0) ̂  J i
2π

pour tout λ0 e D et r > 0 tel que J?(λ0, r) c Z>.

Rappelons quelques proprietes classiques de ces fonctions:
—1° Toute somme nnie de fonctions sous-harmoniques est sous-

harmonique.
—2° Si / est convexe et croissante et φ sous-harmonique alors f oφ

est sous-harmonique.
—3° Si φ1 ̂  φ2 ̂  7> φn ^ " est une suite decroissante de fonc-

tions sous-harmoniques alors φ(X) = limφn(X) est sous-harmonique.
—4° Si φ est sous-harmonique, Φ ̂  0, telle que ] eaλ \ φ{X) est sous-

harmonique pour tout a eC alors Log φ est sous-harmonique.
—5° Si φ(X, t) est une famille de fonctions sous-harmoniques en λ,

integrables par rapport a t pour une mesure μ positive et

ίinie, alors ^(λ) = I φ(X, t)dμ(t) est sous-harmonique.

—6° Si on designe M(r, φ) = Max Φ(X), pour | λ | = r, et si

lim M ( r ' φ) = 0
r->co L o g r

alors 9 est constante (analogue du theoreme de Liouville).
—7° Theoreme dΌka-Rothstein: si φ est sous-harmonique sur un

domaine D contenant 0 et si Γ est un arc de Jordan contenu
dans D, d'extremite 0 alors:

φ(0) = I S φ(X) .
; . - > o
/ 6 • '

On pourra trouver les demonstration de ces resultats dans
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Vladimirov [12].

LEMME 1. Si aeA et si U est un ouvert contenant Spa alors
il existe r > 0 tel que |] b — a || < r implique S p δ c U.

DEMONSTRATION. Voir Rickart [8], Theoreme 1.6.16, p. 35-36.

COROLLAIRE. La fonction x—+d(x) est semi-continue superieure-
ment sur A.

LEMME 2 (Vesentini [10] et [11]). Si λ—>/(λ) est une fonction
analytique d'un domaine D de C dans A alors λ —+ p(f(X)) et
λ —> Log p{f{S)) sont sous-harmoniques.

DEMONSTRATION. ( a ) Montrons d'abord que λ -> Log 11 /(λ) ] | est
sous-harmonique. C'est evident qu'elle est continue. D'apres la
formule de Cauchy pour les fonctions analytiques on a:

1 Γ2z

2π Jo

done:

" 2π Jo

D'apres la propriete 4° il suffit de prouver que λ—•le^l | | / ( λ ) | | est
sous harmonique, mais c'est evident car \eaλ\ | | / ( λ ) | | = \\eaλf(X)\\ et
λ —> eaλf(X) est analytique.

( b ) Pour xeA on sait que la suite || #2% (|1/2W est decroissante et
tend vers p(x), done d'apres la propriete 3°, λ -+ Log p(f(X)) est
sous-harmonique, puisque Log p(f(X)) = l im^^ 1/2W Log || /(λ) 2 n ||, ou
λ—>f(Xfn est analytique.

( c ) La fonction t—>β* est convexe et croissante, done, d'apres
la propriete 2°, λ—•^(/(λ)) est sous-harmonique.

S 27Γ

Log p (exp (etθx))dθ.
0

possede les proprietes suivantes:

—1° 0 S y(x) ^ p(%)> quel que soit xeA.
—2° Ύ(x) = 0 implique que le spectre de x a un seul point.
—3° Si λ—» /(λ) es£ une fonction analytique d9un domaine D dans

Af alors λ—*7(/(λ)) es£ sous-harmonique.

DέMONSTRATION.

1° Comme 1 ^ p(exp (βi/?a;))ί) (exp(eί(^+7r)x)) il est immediat que
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0. Γautre inegalite resulte du fait que p (exp (eiθx)) ^
exp (ρ(etffx)) = exp p(x).

—2° Soit ψ(θ) = Log ί>(exp (*"&)) + Log p (exp(-β"αθ) ^ 0.
Cette fonction est continue, puisque p est continu sur la sous-algebre
commutative engendree par x et Γon a:

7(X) = A- \
2π J2π

Done si Ύ(x) = 0 alors ψ{θ) == 0, pour 0 ^ θ <̂  π, ce qui implique que
Sp (exp (eίθx)) est contenu dans un cercle centre en 0, quel que soit θ,
done pour λ, μ e Spx on a Re eiθ(X — μ) = 0 quel soit θ, soit λ = μ.

—3° Cela resulte immediatement du Lemme 2 et de la propriete 5.

LEMME 4. Si quels que soient x, y eA, Sp {xy = yx) a un seul
point, alors A/Rad A est commutative.

DEMONSTRATION. Soit 7Γ une representation irreductible sur un
espace de Banach E. Si dim E = 1, quel que soit π, e'est termine.
Supposons done dim E> 1. D'apres le theoreme de transitivite des
algebres irreductibles, pour ξ, rj independants dans E, il exίste x,yeA
tels que:

π(x)ξ = V π(y)ξ = 0

π(x)η = 0 π(y)η = ξ

alors

π(xy — yx)ξ = — ξ et τr(α?]/ — ̂ /x) = η

done { — 1, 1} c Sp π(xy — yx) c Sp {xy — yx), ce qui est absurde.

LEMME 5. Si | | est une semi-norme sur A, telle que \ x \ ̂  p{x),
quel que soit x e A, alors \ xy — yx \ = 0, quels que soient x, y e A.

DEMONSTRATION, ( a ) Soit λ - * / ( λ ) une fonction holomorphe
de D dans A, alors λ —> | /(λ) | est continue car:

II /(λ) I - I /(/£) || ^ I /(λ) - /(/i) I g p{f{\) - /(//))

^ II /( λ ) — /(i")ll

Elle est sous-harmonique, car evidemment:
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(b) Soient x, y e A et /(λ) = ex*ye λx. C'est une fonction holo-
morphe de C dans A, meme si A n'a pas d'unite, car

eλ*ye-λ* = y + X[x, v\ + £τ [x, [x, v]] +

Aussi

done

+ λ[α, y] + ^ [a?, [a?, y]] +

, y] + -£ [x, [x,

p(eλxye'λβ) = ρ(y)

λ

Mais X-+\[x, y] + λ/2 [x, [x, y]] + | est sous-harmonique, d'apres
ce qui precede, et tend vers 0 quand λ tend vers Γinfini, done cette
fonction est identiquement nulle, soit | [x, y] \ — 0.

Ce lemme est une generalisation du resultat de Hirschfeld et
Zelazko. L'enonce qui suit est un cas particulier de la formule de
Trotter.

LEMME 6. Supposons A avec unite et x, y e A. On a:

ex+y = lim (elx eλψλ

et il existe une suite (Xn) tendant vers 0, avec Xn > 0, telle que:

p(ex+y) = lim p(eλ»x ex»y)llX» .
n—»oo

DEMONSTRATION. II existe r > 0 tel que si | x \ ̂  r also

done Log {eλx eλy) est alors parf aitement deίini. Considerons la
fonction definie par:

= exp (— Log (eλx eλy)) si 0 < | λ | ^ r et f (0) = ex+1/ .

II n'est pas difficile de voir que cette fonction est analytique pour
I λ I <̂  r. D'apres le theoreme d'Oka-Rothstein, si on prend Γ = ]0, r],
il existe une suite (λj, XneΓ telle que:

p(ex+y) = lim |θ((β'»* e^^)1^-) .

Mais si Log a est defini et μ > 0 on a ^(α^) — ίo(eίίLogα) = ^(α)^ car
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c'est vrai pour μ rationnel et il suffit d'etendre le resultat par con-
tinuite, puisque p est continu sur la sous-algebre avec unite engendree
par a.

LEMME 7. Quel que soit x e A, le diametre du spectre de x
verίfie

δ(x) = Max (Log ρ(eax) + Log p(e~ax))
| α | = l

Si X —* f(X) est une fonction analytique de D dans A alors X —>
Log δ(f(X)) est sous-harmonique.

DEMONSTRATION. ( a ) Soient λ^ λ2 e Spx, tels que | xι~λ21 = d(x).
Alors Log ρ(eax) + Log ρ(e~ax) ^ Log | eah \ + Log | e~a^ \ = Re (a(\ - λ2)),
done en prenant a = e~ίθ, oύ θ = Arg (Xί — λ2) on obtient:

δ(χ) = I λ, - λ21 ^ Max (Log ρ(eax) + Log ^(β"α:c)) .
| α | = l

Dans Γautre sens, la fonction a—>Log ρ(eax)-\-Log p(e~ax) est semi-
continue superieurement, done atteint son maximum sur {z | | z | = 1}
en un point aQ. Choisissons \ et λ2 de f aςon que | ea°h \ = p(ea°x) et
I e-«oh I = p(e~aQX). Alors

Max (Log ρ(eax) + Log p(er**)) = Re (aQ(\ - λ2))

^ | λ L - λ 2

(b ) Pour a fixe, ^α(λ) = Log ^(exp (af(X))) + Log ρ(exp(-af(X)))
est sous-harmonique, d'apres le Lemme 2. D'oύ:

Max ^α(λ0) ^ - 1 - Max Γ ^α(λ0 + reiθ)dθ
l«l=l 271" lα| = l Jo

5̂  I Max φa(X0 + reiθ)dθ
2ι7C J o | α | = l

done λ—»δ(/(λ)) possede la propriete de moyenne, mais la semi-
continuite superieure resulte du corollaire du Lemme 1.

(c ) Si on remarque que | eaλ | 5(/(λ)) = δ(eaλf(X)) on conclut que
λ —> Log δ(/(λ)) est sous-harmonique, d'apres la propriete 4°.

3* Demonstrations des theorernes* D'abord, donnons celle du
premier theoreme.

1° => n°, 2 ^ n ^ 10. Comme Spx = Spx, oύ i est la classe de
x dans A/Rad A il est clair que

p(x + y) = p(x + y) ^ /θ(*) + />(̂ ) = |θ(a?) + p(y)

p(xy) = p{xy) ^ ρ{x)ρ{y) = ρ(x)ρ(y)
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De plus δ(x) — δ(x) = Max | χ(x) — η(x) |, pour tous les χ, η caracteres
de A/Rad A done:

δ(x + y)S δ(x) + δ(y)

I δ(x) - δ(y) \£δ(x-y)£p(x-y)£\\x-y\\.

2° => 3°. Soit ε > 0, il existe a > 0 tel que \\x — y\\ < a implique
I P(χ) ~ P(v) I < £• Soient xΦy quelconques, prenons a=ax/(2 \\x~y\\)
et δ = m//(2 || a? — 2/1|), alors || α — δ || < α, done

\p(χ)~p(v)\<^\\χ-y\\

pour x, y eA.
3°==>1°. Soient xf y e A et M tel que || a; ||, || y \\^M. Choisissons

r j> 0 de faςon que eλx, eλy e V et ρ(eλx), p{eλx) ^ 1/2 pour | λ | <; r, ce
qui est possible car p est continu sur la sous-algebre commutative,
avec unite, engendree par un element.

Alors

I L o g p(eλ*) - L o g p{eλy) \

^ 2 I p ( e λ x ) - p ( e X v ) \ ^ 2 k \ \ e λ * - eXy\\

done

I Log p(eλx) - Log p(eλy) \ ^ 2kr \\ x - y || + 4fc Σ ^ ^
2 %r

S 27Γ

Log^expίrβ^x))^. D'apres la definition de
0

Ύ donnee dans le Lemme 3, il n'est pas difficile de voir que Ύ(x) =
Ύr(x) done que:

; 2fc || α - 2/1| + £kreM si 0 < r ^ 1 .

En faisant tendre r vers 0 on obtient | Ί(x) — Ί(y) \ ^ 2k \\ x — y \\
pour x, y eA.

Prenons x = e ;αδβ" ;β et y = λ[α, 6] + λ2/2! [α, [α, δ]] + , alors
d'apres ce qui precede Ύ(y) ̂  7(β;βδe"Λβ) + 2k \\ b \\ <> (2k + 1)| |δ | | puisque
Ύ(eλabe-χa) ^ ρ(eλabe-λa) = ^(δ) ̂  || δ ||. Ainsi

K 6] + ^ [ α , [αf δ]] + |L[α, [α, [α, δ]]] + •) ^ ( 2 f e + ^ 1 1 6 1 1

En appliquant le Lemme 3 et la propriete 6° on obtient que

7(αδ — ba) — 0 quels que soient α, δ e A, done que Sp (&δ — ba) a un

seul point, mais alors d'apres le Lemme 4, A/Rad A est commutative.

4° => 1° Posons 0(α?) = iim,_o (I p(l + λa?) - 11)/| λ |. C'est evident

que 0 ^ θ{x) <; p(x).
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De plus

θ(ax) ^ I Ϊ H l p ( 1 + λ α x ) ~ 1\ .\a\ = \ a \ θ ( x ) ,

pour a Φ 0 et 0(0) = 0. Montrons maintenant que θ(x + y) tί θ(x) +
θ(y). Pour λ assez petit, 1 + Xx, 1 + Xy et 1 + λ(cc + 2/)/2 sont dans
V, done:

ιθ(2 + X(x + ?/)) ^ ρ(l + λcc) + (0(1 + Xy) , soit,

qui avec ce qui precede, donne θ(x + y) =
D'apres le Lemme 5, on a done θ(xy — ί/x) = 0, quels que soient
x, y G A. Supposons que 0(α) = 0 et soit α + i/3 e Spa, alors 1 + λα +
λi/S e Sp (1 + λα) done |θ(l + Xa) ^ ((1 + λα)2 + X2βψ2 alors

((1 + Xaf + X*βψ> - 1 ^
λ

quand λ—>0, ce qui implique a = 0, soit S p α c ί J ? ; mais on a egale-
ment 0(iα) = 0 done S p α c i ί , soit p(a) = 0.

Ainsi, d'apres le Lemme 4, puisque Sp {xy — yx) = {0}, quels que
soient ^ ί / e i , alors A/Rad A est commutative.

5° =>1°. Posons v(x) — Log p{ez), montrons que

v{x + y) <: y(χ) + y(i/).

D'apres le Lemme β, il existe une suite ( λ j tendant vers 0, avec
Xn > 0, telle que p(ex+v) = l im^^ ^(e^85 einV)llXn. Mais pour λw assez
petit e*n* et e;nV sont dans V, done on α:

^(e^^) ^ Ίίm [^(e^) ρ{e*«y)ψx« = ρ(ex) £>(e7y),

d?oύ le resultat.
D'une faςon identique on obtient v{ — (x + y)) ^ v(~x) + v( — y),

d'oύ puisque δ(sc) = Max lα,=1 (y(αίc) + v( — ax)), on α:

δ(x + y) <; δ(a ) + δ(ί/) .

Comme il est evident que 0 ^ o(x) ^ p(x) et que δ(αίc) = | a \ δ(x)
pour a e C et cc e A, d'apres les Lemmes 4 et 5, A/Rad A est com-
mutative.

6° =» 1°. Supposons que /θ(6 — 1) < 1 et que aeA. Alors

ρ(eXabe-χa - 1) - |O(e2e(& - l)e~^) - |θ(6 - 1 ) < 1,

done p(\[a, b] + λ2/2! [α, [α, 6]] + •) ̂  fc(^(& - 1) + p{eube~u - 1))
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soit

D'apres la propriete 6°, on obtient p(ab — ba) = 0. Maintenant si b
est quelconque, pour λ assez petit p((l + λ&) — 1) < 1, d'oύ d'apres
ce qui precede p((l + Xb)a — a(l + Xb)) — | X | p(ab — ba) = 0, ainsi,

d 'apres le Lemme 4, A/Rad A est commutat ive .

7° => 3°. Montrons d 'abord que d(X, Sp?/) ^k\\x — y\\9 sixe Spx,

oύ d(X, Spy) = Inf | X — ^ |, pour μeSipy. Supposons que pour un

λGSpα; on ait d(λ, Sj>y) > k\\x — y\\, alors λ — y est inversible et

X - x = (x - y)[i + (λ - y)~\y - α)], mais:

- a?)) ^ fc/0((λ - i/)-1)^!/ - x)

p(i/ - a;) χ

d(x,

done, λ — x est inversible, ce qui est absurde. D'une faςon identique,
on prouve que d(μ, Spx) ^ k \\ x — y ||, pour ^ e Sp?/, done:

8° => 9°. Demonstration identique a 2° => 3°.
9° => 1°. Comme Sp (1 + x) = 1 + Spx, on a δ(l + Xx) = | λ | δ(x)

quels que soient λ e C et X G I Si x, y e A, pour λ assez petit, on
a 1 + λ ^ e F e t 1 + λτ/eF done.

I λ I I δ(x) - δ(y) I = I 3(1 + Xx) - 3(1 + λ y ) | £ k \ X \ \\ x - y \\ ,

s o i t I δ(x) — δ(y) \ <^ k\\x — y\\, q u e l s q u e s o i e n t x, y e A.

En reprenant, avec δ, la fin de la demonstration de 3° =>1°, on
obtient que δ(ab — ba) = 0, quels que soient a, be A done que
Sp (<xδ — ba) a un seul point, mais alors d'apres le Lemme 4, A/Rad A
est commutative.

10° => 1°. Soient x, y e A, pour λ assez petit, 1 + Xx, 1 + Xy sont
dans V, done δ(2 + λ(x + y)) - | λ | δ(x + ?/) ^ k | λ | (δ(a?) + δ(y)), d?oύ
δ(x + y) ^ /b(δ(x) + δ(τ/)) quels que soient x, y e A. On obtient comme
plus haut que:

done, d'apres les Lemmes 4 et 5 que A/Rad A est commutative.

Pour le deuxieme theoreme, la demonstration est identique. II
suffit seulement de remarquer que, si α, b e A, alors eλa n'est pas defini
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dans A, mais, par contre, eXabe~la = b + λ[α, b] + λ2/2! [α, [α, b]] +
Test.

REMARQUE 1. Dans Mn{C), considerons V = {x[\\x - l\\<> 1/2}.
C'est un voisinage compact de 1, de plus la fonction x—>p(x)/\\x\\
est continue sur V, done atteint sa borne inferieure 7 ;> 0. Si 7 = 0,
alors il existe a e V, tel que p(a) — 0, ce qui est absurde car:

£ p(a) + tfl - α) £ || 1 - α j | 2S i - .

Done p(x) ^ 7 || x ||, sur V, ce qui implique que pour x, y e V on ait

rt& + v) ^ II» + y II ^ II«II + II v II ̂  I M P ( S ) + rtv)) et

|| «» || ^ || x \\ \\ y \\ ^ ± p(x)p(y) .

Cet exemple prouve que, dans les proprietes 4° et 5° du Theoreme 1,
on ne peut pas avoir p(x + y) <̂  k(p(x) + jθ(̂ /)) ou p(xy) ^ kp(x)ρ(y).
Necessairement il faut k = 1.

4* Quelques corollaires* Une algebre avec involution est dite
symetrique si, pour tout element hermitien h (e'est-a-dire veriίiant
h = A*), on a SphdR. V. Ptak (voir [2]) a prouve qu'en posant
x I = p(x*x)1[2, I a? I est une semi-norme sous-multiplicative sur A, telle

que I x I ̂  ^(x) pour x € A et | # | = ^(^) pour £c normal (e'est-a-dire
verifiant x*x = xx*).

COROLLAIRE 1. A/Rad A est une algebre symetrique commutative
si et seulement si p(x*x) = p(xf, quel que soit x e A.

DEMONSTRATION. La condition necessaire est evidente. Recipro-
quement supposons que ρ(x*x) = p(xf, quel que soit x e A. Si A a
une unite, prenons x = eih, pour h hermitien et alors p(eihf =
p(e~ίheίh) = 1. De la meme faςon p(e~ίh) — 1. Ces deux resultats
prouvent que Speίh est contenu dans {z \ \ z \ — 1}, done que Sp/fc aR,
d'oύ A est symetrique. Si A n'a pas d'unite c'est un peu plus
difficile de prouver qu'elle est symetrique. Supposons qu'il existe h
hermitien tel que Spfeζz! R; on peut supposer que a + ieSpfc. Soit
B une sous-algebre, fermee, involutive, commutative, maximale,
contenant h; on sait alors que Sp4 x = Sp 5 x, quel que soit xeB.
Posons v = (h — a + ?u)m/& e B. Comme a + i e Sp^ Λ = Spΰ A, il
existe un caractere χ de 2? tel que χ(h) = α + i ^ 0. Alors
χ(v) = (n + l)mim{a + i) done ρ(v) ^ (w + l) w ( l + α2)1/2. Mais v*i; =
((h - of + nψh? done ^(v*^) ^ p(hf[(ρ(h) + | α: |)2 + nψ on obtient
ainsi (n + l)2 m(l + α2) ^ p(hY[(p(h) + | α |)2 + ™2]w, d?oύ:
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(n + 1)2(1 + aψm ^ p(h)2fm[(p(h) + | a |

soit en faisant tendre m vers Γinfini (n + I)2 ^ (^(/t) 4- ) ex \f + w2, ce
qui est absurde pour 2n + 1 > (̂ (ft,) + | a |)2. Sachant maintenant
qu'elle est symetrique, alors d'apres Ptak p(x) = \x\, oύ | | est une
semi-norme, done d'apres le Theoreme 1, A/Rad A est commutative.

REMARQUE 2. Dans le cas oύ A a une unite, on est capable de
prouver beaucoup mieux: A/Rad A est symetrique et commutative
si et seulement si p(x*x) = p(xf dans un voisinage V de Γunite.

La demonstration de la symetrie se fait de la meme faςon, sauf
qu'on remplace h par Xh avec λ e R, assez petit pour que eiλh e V.
Ainsi, d'apres Ptak, on a \x\ ^ p(x) quel que soit x et \x\ = p(x)
pour a 6 V. Raisonnons dans A' = A/Rad A, oύ | α? | = 0 implique
x = 0. Soit x e A' alors β*/2U e y, pour w assez grand done:

I ex I ̂  I e^212 ^ ^ I exl2n Γ = ^(βΛ/2")2ίl = p{ex) ^\ex\

soit I ex I = ^(β*), que que soit x.
Posons k = Inf x^0 p(%)/\ » I ̂  1 et choisissons une suite (α?u) telle

que p(xn) ^ (k + 1/n) \xn\9 quitte a multiplier les xn par une constante
on peut aussi supposer que | xn \ = l/(k + 2/ri). Alors

PM £ | | ^ < 1
k + 2/w

done, il existe un tel que 1 + xn = eM?ι, mais alors d'apres ce qui
precede ^(1 + ίcΛ) = 11 + xn \ et de plus, si on suppose k < 1/3, alors
I xn I > 1, a partir d'un certain rang, done:

Λ + 2/n k + 2/w

soit k ^ 1/3, d?oύ absurdite. Ainsi ρ(x) ^ 1/3 | x \ quel que soit x e A',
d'oύ, d'apres le Theoreme, 1, A/Rad A est commutative.

Dans [1], nous avons demontre que si p est sous-multiplicatif
sur Γensemble des elements normaux de A involutive alors le spectre
est uniformement continu sur cet ensemble. C'est la methode de
demonstration que nous exploiterons pour prouver le:

COROLLAIRE 2. Supposons que A est une algebre involutive
verifiant:
1° quel que soit xeA on a p((x + #*)/2) ^ p(x).
2° il existe a > 0 tel que p(xy) ^ ocp{x)p{y), pour x, y normaux.

Alors A/Rad A est commutative.
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D E M O N S T R A T I O N . N O U S donnerons les g r a n d e s idees, dans le cas
avec unite, en priant le lecteur de se reporter a [1] pour la demon-
stration des proprietes que nous enoncerons.

Posons I x I — a Inf Σ I ̂ < I P(ui)> P o u r toutes les decompositions
finies x = Σ λ, ut + v, oύ λ {GC, ut unitaire et v e Rad A. On veriίie
que c'est une semi-norme sur A telles que | h\ <J a(l + V 2 )p(h) si
h est hermitien, done pour xeA on a, d'apres Γhypothese 1°:

X

VII x + x*
2 + x — x*

2

En appliquant le Lemme 5, on conclut que \ab ~ ba\ ~ 0, quels que
soient a, be A. Mais, dans [1], apres quelques calculs on peut obtenir
que I x I ^ />(̂ ), quel que soit x e i , ainsi p(ab — ba) = 0, soit en
appliquant le Lemme 4, ,4/Rad A est commutative.

Additif sur epreuves (30/4/76). Depuis, nous avons resolu nega-
tivement la seconde conjecture de Hirschfeld et Zelazko.
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