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ALGEBRES DE KAC MOYENNABLES

MICHEL ENOCK AND JEAN-MARIE SCHWARTZ

We generalize the classical theory of amenable locally compact
groups to Kac algebras. Most of the equivalent definitions of amenability
are translated into the formalism of Kac algebras and still remain
equivalent. Among others, we see that every "group dual" (i.e. symmetric
Kac algebra) is amenable.

Results on actions of amenable groups on von Neumann algebras
are extended as well; this allows us to obtain new properties on group
co-actions (i.e. actions of "group duals").

Introduction. La theorie des groupes moyennables demeure, depuis
von Neumann, un centre d'interet en analyse harmonique pour de
nombreux mathematiciens; elle concerna d'abord les groups discrets, puis
les groupes localement compacts quelconques G. Le resultat essentiel, dύ a
A. Hulanicki [13], montre Inequivalence entre Γexistence d'une "moyenne
invariante a gauche sur L°°(G)" et le fait que toutes les representations
irreductibles (oύ, grace a R. Godement [9], la representation triviale) sont
faiblement contenues, au sens de J. M. G. Fell [8], dans la representation
reguliere gauche. Pour ces questions, on se reportera a [10]. Un autre
resultat important, peut-etre moins celebre, dύ a H. Leptin [14], enonce
qu'un groupe localement compact est moyennable si et seulement si son
algebre de Fourier (au sens de P. Eymard [7]) possede une unite approchee.

Dans la lignee des travaux de nombreux predecesseurs, la theorie des
algebres de Kac a ete introduite, separement par les auteurs [4], [15] et par
G. I. Kac et L. S. Vainerman [19], pour fournir une categorie naturelle a
Γinterieur de laquelle s'exprimerait facilement la dualite des groupes
localement compacts. Cette theorie s'est revelee apte a rendre compte des
resultats concernant notamment les actions des groupes localement com-
pacts sur une algebre de von Neumann ([3], [5]); le theoreme de dualite de
M. Takesaki [18] le laissait d'ailleurs prevόir et a dύ etre une motivation
importante pour son article [17]. De plus ([2]), de nombreuses notions
d'analyse harmonique sesont aussi naturellement generalisees dans le
cadre des algebres de Kac.

Dans cet article, nous montrons que la theorie des groupes moyenna-
bles, et en particulier les deux resultats cites plus haut de Hulanicki et
Leptin s'etendent facilement au cadre des algebres de Kac; cela peut
paraitre surprenant dans la mesure oύ la moyennabilitέ n'est pas reliee a
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la dualite des groupes localement compacts. Mais, cela constitue un
element supplemental permettant de penser que les algebres de Kac
rendent compte de faςon adequate des problemes structured sur les
groupes localement compacts. Comme, pour tout groupe localement com-
pact G, Γ algebre L\G) possede une unite approchee, on verra en par-
ticulier que le "dual" de G est toujours moyennable. Cela entraίne des
demonstrations particulierement rapides dans le cas des coactions.

Comme dans le cas des groupes localement compacts (cf. [1]), les liens
entre moyennabilite et injectivite des algebres de von Neumann se
demontrent aisement; comme il est usuel dans la theorie des algebres de
Kac, nous generalisons ainsi des resultats connus dans le cas des groupes,
et demontrons des resultats nouveaux dans celui des "duaux de groupes".

Les premiers travaux dans cette voie etaient dus a D. Voiculescu [20],
qui donnait comme ouvertes les generalisations des theoremes d'Hulanicki
et de Leptin.

1. Preliminaires et notations.
1.1. Rappel. On appelle algebre de Hopf-von Neumann involutive un

triplet (M,Γ,fc)oύ:
(i) M est une algebre de von Neumann;

(ϋ) Γ est un morphisme normal injectif de M dans M ® M, tel que
(Γ <S> i)T = (ί β Γ)Γ (Γ s'appellelecoproduit);

(iii) fc est un antiautomorphisme involutif de M;
(iv) ςΓ/c = (/c®/c)Γ (oύ ς est Γautomorphisme de M <S> M qui envoie

x 0 y sur y ® JC).

De maniere equivalente, cela revient a munir le predual M* d'une
structure d'algebre de Banach involutive. Ces objets ont ete introduits par
J. Ernest [6].

1.2. Rappel. On appelle algebre de Kac un quadruplet (M, Γ, /c, φ)
oύ:

(i) (M, Γ, K) est une algebre de Hopf-von Neumann involutive;
(ii) φ est un poids normal semi-fini et fidele sur M;

(iii) pour tout x de M+, on a: (i <8> φ)(Γ(x)) = φ(x)l;
(iv) pour tous x et y de JΓ^ on a:

(i ® φ)((l ®y*)T(x)) = κ((i ® φ)(Γ( j*)( l ® x)));

(v) pour tout / de R, on a: κσt

ψ = σ?tκ.

1.3. Rappel. Les algebres de Kac ont ete introduites pour rendre
compte de la dualite des groupes localement compacts. A tout groupe
localement compact G, on peut associer ([4], Chap. 8) deux algebres de
Kac KS(G) et KA(G) dont les algebres de von Neumann sous-jacentes
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sont, respectivement, l'algebre M{G) engendree par la representation
reguliere gauche λG, et l'algebre U°{G) des fonctions essentiellement
bornees par rapport a une mesure de Haar a gauche sur G.

1.4. RappeL Soit K = (M, Γ, K, φ) une algebre de Kac. On definit une
representation λ, dite representation de Fourier, de l'algebre de Banach
involutive M* dans Γespace hilbertien Hφ associe au poids φ. On sait
alors munir l'algebre de von Neumann endengree M d'une structure
d'algebre de Kac, duale de KA. On a, de plus:

(i) K* Λ est isomorphe a K;

(ϋ) KA(Gγ est isomorphe a KS{G).

L'algebre de von Neumann M est en position standard par rapport a
Hφ, au sens de [11]. Pour simplifies on note H au lieu de Hφ. Tous les
elements de M* (resp. M*) sont done de la forme x •-> (xζ\η) oύ £, η
sont dans H et x dans M (resp. M); on notera ces formes vectorielles ω^ η

(resp. ώ€f1|).

1.5. LEMME ([4], 4.3.9). Soit K une algebre de Kac. II existe un
operateur unitaire W(K) dans M®M qui υerifie {on le note W pour
simplifier):

(i) (/ <8> J)W(J 0 / ) = W* {on note respectivement J et J les involu-

tions isometriques Jφ etJφ canoniquement associees aux poids φ et φ);
(ii) T{x) = W{\ <8> x)W* pour tout x de M\

(iii) {W{a Θ β)\y ® δ) = {β\λ{ωya)8) pour tous a,β,y,δdeH;

(iv) W{K) = σW*σ;

{w){W{a 0 jβ)|γ (8) δ) = {λ{ώβ8)a\y) pour tous α, jβ,γ, δ de H, que

Γon obtient en appliquant (iii) a W{¥L) et en utilisant (iv).

1.6. LEMME. Soient ξl9 ξ2 et η dans H. On a:

(W{η ® ί j |η ® {) e (W*(Jη 0 ξ j l/i, 0 {2)

Demonstration. D'apres 1.5 (i), on a:

(W{η β ίx) | i , β ξ2) = ( ( / ^ J)W*{S ® J){η * Q \ η 9 ξ2)

J d'apres 1.5 (iii)

= {jλ(ωh)Jξ1\ξ2)

= (H<*jMti) d'apres [4], 2.2.3

= (/i, ® i x I JΓ(/η ® €2)) d'apres 1.5 (iii),

d'oύ le resultat.
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1.7. Rappel. Soit K une algebre de Kac; on notera W*(K) l'algebre
enveloppante de Γalgebre de Banach involutive M*. Cette algebre de von
Neumann peut etre munie d'une structure d'algebre de Hopf-von Neu-
mann involutive, et son predual, note B(K) est ainsi muni d'une structure
d'algebre de Banach involutive. De plus, B(KA(G)) est l'algebre B(G)
introduite par P. Eymard [7] et B(KS(G)) est isomorphe a l'algebre
Mι(G) des mesures bornees sur G.

1.8. Rappel. On notera C*(K) la C*-algebre enveloppante de l'algebre
de Banach involutive M* et C^(K) la C*-algebre endendree par la
representation λ. On peut identifier C*(K) au quotient de C*(K) par le
noyau du prolongement canonique de λ a C*(K); le dual de C£(K)
s'identifie alors a un sous-espace ferme de J5(K), note Bλ(K). En fait,
Bλ(K) est un ideal autoadjoint de B(K); on l'appelle l'algebre dΈymard
de K [1].

1.9. DEFINITIONS. Soit s/ une algebre de von Neumann. On appelle
action de l'algebre de Kac K = (M, Γ, /c, φ) sur s/ un moφhisme injectif
α d e j / dans s/® M tel que α(l) = 1 et (a ® i)a = (i ® Γ)α. Soit a une
action de K sur sί\ on peut definir ([3], 2.2), un produit croise de si par K
selon α, qu'on notera ^ * ( α ) . Si α(resp. β) est une action (resp. une
coaction) d'un groupe localement compact G sur ^ , on utilisera plutόt la
notation s/y\aG (resp. @MβG).

Toute action a de KA(G) sur si s'identifie a une action continue
g •-> ag de G sur s/ ([3], Prop. 1.3): pour tout x de J / , a(x) est egal a la
fonction g *-> α(x), continue bornee de G dans sέ\ consideree comme
element de s/<8> L°°(G). Une action de KS(G) sur s/ est aussi appelee une
"coaction" de G sur si'. On pose

sta = {x G i : a(x) = x ® 1}

On dira que s/a est la sous algebre des elements invariants par α.

1.10 LEMME. Soient H un espace hilbertien, β une involution isometri-
que antilineaire de H dans H. On notera & le cone conυexe ferme engendre
dans H <S> H par les vecteurs de la forme £ ®</£, ou ξ appartient a H. Soit
Ξ un vecteur de H ® H. On a:

(i) le quadruplet («£?(#), H ® H, σ ( / ® / ) , ^ ) , ou ^(H) agit sur
H <8> H par le representation x •-> 1 <8> x, est une forme standard au sens de'

(ii) il existe une isometriepartielle u de J?(H), telle que:
(a) Ξ G support (u ® 1)
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Demonstration. En considerant / comme un isomorphisme de H sur
H, on voit que </<8> i est un isomorphisme de H ® H sur H ® H qui
transpote le quadruplet ci-dessus en la representation standard habituelle
de £>(H) sur Ή ® H, d'oύ (a).

D'apres [11], 2.17 il existe un unique vecteur Ξ' de $P tel que les etats
vectoriels sur &{H) associes respectivement a Ξ et a Ξr que Γon notera
ΘE et ΘE, soient egaux.

Autrement dit: ((1 ® *)Ξ | Ξ) = ((1 ® x)E' | Ξ') pour tout x de J2?(iϊ).
Cela entraine, en particulier:

||(1 <g> JC)Ξ|| = ||(1 ® JC)Ξ'|| pour tout x de Se(H),

d'oύ Γexistence d'une isometrie partielle U de H ® 7/ sur /ί <S> H telle que

support ί / = { ( l ® &(H))Έ}- et

C/(l ® X)Ξ = (1 ® JC)Ξ' pour tout x de .S?(#).

On verifie facilement que U appartient a J?(H) ® C, d'oύ (ϋ).

2. Definitions et proprietes

2.1. DέFiNiTiON. Soient £" un espace vectoriel topologique et C une
partie convexe compacte de E. On notera Aff C Γensemble des applica-
tions affines et continues de C dans lui-meme. II est clair que Aff C, muni
de la topologie de la convergence simple, est un espace compact; sauf
mention expresse du contraire, on le considέrera muni de cette topologie
dans toute la suite.

II est immediat que Aff C est un espace convexe, stable par composi-
tion des applications.

2.2. DEFINITION. Avec les notations precedentes, on appellera action
de K sur C une application Γde M£ι dans Aff C telle que:

(i) T soit continue lorsque Γon munit M^1 de la topologie normique;
(ii) T soit affine;

(in) pour tous ωx et ω2 de M*1, on ait:

T(ωι*ω2)=T(ω1)oT(ω2).

On dira que T possede un point fixe s'il existe x dans C tel que
T(ω)(x) = x pour tout ω de Mf1.

2.3. EXEMPLE. Soit a une action de K sur une algebre de von
Neumann J / . On montre sans difficulte qu'on peut lui associer une action
Γde K sur s/*+ι

9 en posant, pour tout μ de J / * + 1 et tout ω de M^1:
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2.4. THέORέME. Les assertions suiυantes sont equivalentes:

(i) il existe famille filtrante { £ } de vecteurs unitaires de H telle que

λ(ω^) converge faiblement υers 1;

(ii) la representation triυiale de K est faiblement contenue dans la

representation de Fourier λ;

(iii) / 'algebre d Έymard Bλ(K) est unifere;

(iv) les algebres de Banach Bλ(K) et B(K) sont έgales;

(v) le prolongement canonique de λ a C*(K) realise un isomorphisme

entreC*(K) et C£(K);

(vi) il existe une famille filtrante {ξj} de vecteurs unitaires de H telle

que \\W(i\ <8> ξj) — η ® ξj\\ tende vers 0 pour tout η de H\

(vϋ) (a) (resp. (vii)(b)) M* possede une unite approchee a gauche (resp.

a droite);

(viϋ) il existe un element mde M*+1 tel que:

m((ω ® i)(l ® ̂ * ) Γ ( J C ) ) = m((ωofc 9 i)T(y*)(l β x))

pour tout ω de M* et tous x, y de M;

(ix) (a) (resp. (ix)(b)) il existe un element mde Af * + 1 tel que:

m((ω (8) i)T(x)) = m(x)ω(l)

(resp. m((i 0 ω)T(x)) = m(x)ω(l))

pour tout ω de M* et tout x de M\

(x) (a) (resp. (x)(b)) il existe une famille filtrante {ωΛ d'elements de

M£ι telle que, pour tout ω de M^"1, ω * ω — ωy (resp. ω * ω — ω ) tende

vers 0 pour la topologie σ(Ms|e, M);

(xi) (a) (resp. (xi)(b)) il existe une famille filtrante {ctj} d'elements de

M£ι telle que, pour tout ω de M£ι

9 ||ω * ω7 — ωy | | (resp. | | ω ; *ω — ω̂ H)

tende vers 0;

(xii) pour tout convexe compact C et toute action de K sur C, celle-ci

possede un point fixe;

(xiii) pour toute action a de K sur une algebre de von Neumann st, il

existe un element m de s/* + 1 tel que:

m((i ® ω)a(x)) = m(x)ω(l), pour tout ω de M*

et tout x de s/;

(xiv) pour tout entier n et tous xv...,xn dans M+ et ωv..., ωn dans

M^1, on a:

j / e Sp| £xk -(ωk ® i)Γ(xΛ)J| < 0.
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2.5. DEFINITIONS. Toute algebre de Kac verifiant Γune des conditions
du theoreme ci-dessus est dite moyennable. Tout etat verifiant la condi-
tion (ix)(a) (resp. (ix)(b)) est appele moyenne invariante a gauche (resp. a
droite) sur K.

La demonstration du Theoreme 2.4 occupera les paragraphes 2.6.1. a
2.9.5; certaines parties en ont deja ete demontrees: Γequivalence de (i) a
(v) dans [2], Γequivalence de (i), (vi) et (vii)(a), ainsi que les implications
(vi) => (viii) ==> (ix)(a) dans [20]; notons que le reciproque de ces implica-
tions y etait laissee ouverte.

Dans le souci de faciliter la lecture, nous donnons ci-apres une preuve
complete. Nous procederons par etapes:

2.6: equivalence des conditions (i) a (v);
2.7: equivalence des conditions (vi) a (vii)(b) avec les precedentes;
2.8: equivalence des conditions (viii) a (xi)(b) avec les precedentes;
2.9: equivalence des conditions (xii) a (xiv) avec les precedentes.

2.6.1. (i) est equivalent a (ii): II est clair que (i) s'exprime par
Γexistence d'une famille filtrante {£y} de vecteurs unitaires de H telle que,
pour tout ω de M*, on ait:

lim^λ(ώξ ),ωoκ) = ωo/c(l) = ω(l);

d'apres [4], 4.3.9 cela s'ecrit aussi:

soit encore:

On sait que cette egalite equivaut au fait que le representation triviale l κ

est faiblement contenue dans λ, c'est-a-dire (ii).

2.6.2. (ii) entraίne (iii): Pour tout ω de M+, il resulte de (ii) que Ton a:

D'apres [1], 3.2(i), on en deduit que 1 appartient a π*(Bλ(K)); comme π*
est injectif, (iii) en resulte.

2.6.3. (iii) entrdίne (iv): Comme Bλ(K) est un ideal de i?(K), cette
implication est triviale.

2.6.4. (iv) entraίne (v): Supposons que le noyau du prolongement
canonique de λ a C*(K) ne soit pas rέduit a {0}; le theoreme de
Hahn-Banach permet alors de construire un element de B(K) qui ne
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s'annule pas sur ce noyau, autrement dit qui n'appartient pas a Bλ(K);
d'oύ Γimplication.

2.6.5. (v) entraίne (ii): Cest immediat et acheve la premiere etape de
la demonstration.

2.7.1. (ii) entraίne (vi). Comme nous Γavons vu, la condition (ii)
s'exprime aussi par le fait qu'il existe une famille filtrante {ξj} de vecteurs
unitaires de H telle que, pour tout η de i/, on ait:

Cela implique:

U r n 2 ( | | η | | 2 - R e ( λ ( ω J | , | | , ) ) = 0

Um2(||η||2 - Re(w(τj ® ξj)\η ® £,)) = 0 d'apres [4], 4.3.9

lim|jF(τi β ξj) - ij ® ξy||
2 = 0 d'oίi (vi).

2.7.2. (vi) entraίne (vϋ)(a): Supposons (vi); soit η dans H. On a:

= sup{|(f (*),ώ€y ® ώ,) - (x,ώ,)|; JC e M" ||x|| < l}

σ(l ® x)°Wσ{ξj® η)\ξj ® η) -(χ-η\η)\;

x e M ^ ; | | j c | | < 1}

d'apres [4], 4.3.9

l)W(η <8> ξj)\w{η ® ζj))

-((x β l)(η β | y ) |η ®

sup{|(x ® 1,Ω^(,H) - Q , H ) | ; ^ e MΛ

- η ® ̂ 1 ||

d'apres [11], demonstration de 2.11
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On en deduit que ||ώg* ώη — ω \\ tend vers 0, et, par polarisation, que
||ώg. * ώ — ώ|| tend vers 0 pour tout ώ de M*, et done que ώ̂  est une unite
approchee a gauche de M*, soit (vii)(a).

2.7.3. (vii)(a) equiυaut a (vii)(b): Cela resulte du fait que M* est une
algebre involutive.

2.7.4. (vii)(a) entraίne (ii): Soit ώy une unite approchee a gauche de
M*; comme X est une representation non degeneree, il en resulte que
λ(ώy) tend fortement vers 1. Soit ω dans M*; on a, pour tout j :

| |λ(ω)| |>lim|(λ(ω),ώ y.o/c)|

= lim|(λ(ώ y),ω)| d'apres [4], 4.3.9

= Iω(l) I d'oii (ii), ce qui acheve la seconde etape

de la demonstration.

2.8.1. (vi) entraίne (viii). Comme la boule unite de M* est compacte
pour la topologie σ(M*, M), on peut considerer une sous-famille filtrante
{<0| } qui converge vers un element m d e M * + 1 . Soient alors x9 y dans M
et η dans H; on a:

ωη β i)(l ®y*)T(xj) ~ m({ωηoK® ί)(Γ(^*)(l β x)))\

β£ y)((l 0 y*)T(x)) -(ωJη 0 ωξ){{T(y*)(l 0 x))) \

®y*)W(l Θ x)W*(η ®

-((1 ®y*)W*j(\ ® x)(jη

®y*)W(\ ® x)(η ® ξj)\η Θ £y.

-((1 ®y*)W*(l ®

par hypothese

= lim \(w{η ® xζJ)\η®yξJ) -(W*{jη

= 0 d'apres 1.6; on en deduit (viii) par linearite.

2.8.2. (viii) entraίne (ix)(a): II suffit de prendre y = 1.
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2.8.3. (ix)(a) entraίne (x)(a): Comme Miι est dense dans M * + 1 pour
la topologie σ(M*, M), il existe une famille filtrante {ωy} d'elements de
Mi1 qui converge vers m pour σ(M*, Λf). Soient alors Λ: dans M et ω
dans M*. On aura done:

lim(ω * tθj(x) — ω(l)ωj(x)) = lim(co/(ω 0 Ϊ)Γ(Λ ) — ω(l)ω/ (A:))

= m(ω ® ι)Γ(x) - ω(l)ra(;t) = 0 par hypothese;

il en resulte que ω* ooj — co(l)ω7 tend vers 0 pour la topologie σ(Λf*9 M);
d'oii (x)(a).

2.8.4. (x)(a) entraίne (xi)(a). Considerons Γespace norme E =
Π ω e Λ / + i £ ω , avec Eω = M^ pour tout ω de M^1. La topologie affaiblie
σ(E, E*) est egale au produit des topologies σ(M+, Af); il en resulte que
si Γon considere Γapplication lineaire L de M* dans E definie par

L(ω)(ω/) = ω' * ω - ω, oύ ω appartient a Mi1 et ω' a £ ω ?

Γhypothese se traduit par le fait que L(ωy) tend vers 0 pour σ(E, £*) .
Comme L(Miι) est convexe dans E, il resulte du theoreme de Hahn-
Banach que 0 est egalement fortement adherent a L{Miι), d'oΐi (xi)(a).

2.8.5. (x)(a) et (xi)(a) sont respectivement equivalents a (x)(b) et
(xi)(b): Comme Miι est invariant par Γinvolution de M*, e'est immediat.

2.8.6. (xi)(a) entraίne (i). Soient ε > 0 et η unitaire dans H. Par
hypothese, il existe une famille filtrante {ω7} de M* telle que

II resulte de ([4], 3.1.7) et ([3], 1.6(ii) et 1.9(i)) que le i f (//)-cocyle
σW*σ implemente une action γ de K sur ̂ (H). Pour tous Ω de
<&(H)Ϊ\ y de Se{H) et tout y, on a:

(Ω ® ωj)y(i β ωjγ(^) = (Ω β ωy β ω,)(γ β i)γ(^)

= (Ω ® ω. β ωη)(ι β Γ)γ( j ) = (ω. * ωη)(Ω 0 /)γ( j )

on en deduit:

||(Ω ® ωj)y(i ® ωη)γ(j) -(Ω ® ωy)γ(j)||
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Comme (Ω ® ω7)γ appartient a y(H)%1, pour tout j il existe un vecteur
unitaire ξj de H tel que ||Ωj.. - (Ω ® ωy)γ|| < ε2/3. On a done:

-(Ω ® <*j)y(y)\

< (βV3)l(i ® «,)γ(y) I + (e2/3)|| j | |

Par definition, cela s'ecrit encore:

= \(σW*σ(y ® l )σ^σ(? ; ® η) \ξ. ® η) - ( ^ | ^ ) |

ζj)\W{η ® fy)) -((1

Pour chaque j il existe une application involutive antilineaire tfi de
H dans H, telle que ^η = ξjm En utilisant 1.10, et la forme standard
(<£?(//), H ® H, Jp 0>j), Γinegalite ci-dessus devient:

on obtient de plus une isometrie partielle Uj de H dans H telle que

Comme il en est de meme, par construction, de η Θ ξj et que Γon a:

on trouve, en utilisant [11], 2.11:

||(tιy ® ljfκ(η 0 fy j - Tj ® ̂ 11 < ε.

En appliquant uf ® 1, on en deduit:

||rκ(ij ® Syj - w*τ? ® ζj\\ < ε.

D'oii, pour tout ξ de /f:

et
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Ou encore:

\(w{η ® ξj)\ufξ 9 ξj) -(η\ξ)\ < e||£|| et

Soit, en appliquant 1.5 (v):

) { ) ( { ) μ | | { | | et

\(\(ώξjh\ή-(u*η\ξ)\<eM\\.

Considerons Γetat de M£ι defini par ώ* * ώ p d'apres 1.4, il existe un
vecteur unitaire ξj de H tel que:

= ώv * ώv. On a:

< ε|| λ (ώξ) η I + ε|| η || < 2ε d'apres ce qui precede.

Par polarisation, il en resulte que λ(ώ^) tend faiblement vers 1, d'oύ (i).

2.8.7. (ix)(a) equiυaut a (ix)(b). Les paragraphes precedents etablissent
Γequivalence des proprietes (ix)(a) et (xi)(a). En appliquant ce resultat a
Γalgebre de Kac Kς definie en [16], on obtient Γequivalence entre (ix)(b) et
(xi)(b), la proposition resulte alors de 2.8.5 et acheve la troisieme etape de
la preuve.

2.9.1. (xi)(a) entrάϊne (xii). Soient C un convexe compact et T une
action de K sur C. Soit x dans C; par compacite, il existe une famille
filtrante {coy} telle que Γ(coj)(x) converge vers un point y de C. Grace a
la continute de Γ, pour tout ω de M£λ on obtient que T(ω * ωj)(;c) =
T(ω)T(ω'j)(x) converge vers T(ω)y; comme, par ailleurs, T(ω*ω'j) —
T(ω'j) tend vers 0, on en deduit que T(ω)y = y9 d'oϋ Γexistence d'un
point fixe.

2.9.2. (xii) entraίne (xiii). Soit a une action de K sur J / , Γaction de K
sur s/* + ι possede done un point fixe m, cela se traduit pour tout a de stf
et tout ω de M£ι par:

m(a) = T(ω)(m)(a) = m((i 0 ω)a)

d'oύ (xiii) par linearite.
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2.9.3. (xiϋ) entraίne (ix)(b). Considerons Faction Γ de K sur M. II

existe done un element m de M* + 1 tel que, pour tout x de M et tout ω

de M*, on ait:

m((i β ω)Γ(x)) = m(x)ω d'oύ (ix)(b).

2.9.4. (ix)(a) entraίne (xiv). On note £ Γespace vectoriel reel engendre

par {x - (ω ® /')Γ(Λ ): X G M+, CO G Λf^1}. II resulte de Γhypothese que

m(E) = 0. On sait de plus qu'il existe une famille filtrante [ξj] de

vecteurs unitaires de H, telle que m(x) = lim .(*£,.1 £y) pour tout x de M.

Soit ^ dans E. On a:

inf{ί,ί e Spj;} = i

= 0 d'oύ le resultat.

2.9.5. (xiv) entraίne (ix)(a). Considerons Γensemble F = {x G M+;

inf{/, t G Sp Λ: } > 0}. II est clair que pour la topologie de la norme, F est

un ouvert convexe contenant 1. On a, de plus, par hypothese et en

conservant la notation de 2.9.4, F Π E = 0; en appliquant le theoreme

de Hahn-Banach il en resulte qu'il existe un element hermitien m d e M *

tel que m(E) = 0 et m(y) > 0 pour tout y de F; on supposera en

particulier que m(l) = 1.

Comme pour tout reel positif ε et tout x de M Γelement x + εl

appartient a F, on a m(x + εl) = m(x) + ε > 0 et done m(x) > 0,

autrement dit m appartient a M*+1. Enfin, comme m(E) = 0, on a

m(x) = m((ω <8> Ϊ')Γ(JC)) pour tout x de M+ et tout ω de M£u

9 par

linearite, on en deduit que m est une moyenne invariante sur K, ce qui

acheve la demonstration du theoreme.

2.10. REMARQUE. II resulte clairement de 2.8.7 que K est moyennable

si et seulement si Kς Test. Par nature, la Proposition 2.7.3 vaut aussi pour

Γalgebre opposee de M+\ or, comme on sait que K ς = K' ([16]), celle-ci

est en fait le predual de Mf on en conclut que K est moyennable si et

seulement si K' Test.

2.11. PROPOSITION. Soit G un groupe localement compact. On a:

(i) Γalgebre de Kac KS(G) est moyennable;

(ii) Γalgebre de Kac KA(G) est moyennable si et seulement si G est

moyennable; une moyenne invariante a gauche sur KA(G) s'assimile a une

moyenne topologiquement invariante a gauche sur L°°(G) au sens de [10],
2.1.1.
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DEMONSTRATION. Comme Lι(G) possede une unite approchee, (i)
resulte de 2.4 (vii)(a). En utilisant [10], 2.2.1, on obtient immediatement

2.12. PROPOSITION. Soit K une algebre de Kac de type compact, alors
K est moyennable, et le poids de Haar {normalise) de K est une moyenne
inυariante a gauche (et a droite) sur K.

DέMONSTRATiON. Cela resulte immediatement de [4], 7.2.

3. Actions des algebres de Kac moyennables.

3.1. THέORέME. Soit a une action d'une algebre de Kac moyennable K
sur une algebre de von Neumann si. II existe une projection normiquement
continue de si sur Γalgebre des points fixes si*.

DέMONSTRATiON. Soient m une moyenne invariante a gauche sur K, θ
un element de si* et a dans si. On a:

\\m((θ®i)a(a))\\<\\θ\\\\a\\

il existe done une application lineaire continue E de si dans si telle que
(Ea,θ) = m((θ® i)a(a)).

Pour tout to de M*, on aura done:

(a(Ea),θ Θ ω) = (Ea, (θ (8) ω)oa) = m((((θ ® ω)oa) ® i)a(a))

= m((θ ® ω ® i)(a (8) i)a(a)) = m{(θ ® ω ® /)(/ ® Γ)α(α))

( /)α(β))ω(l) par definition de m

On en deduit que a(Ea) = ita <8) 1 et done que Esi<z s/a. Supposons
que a appartienne a j / α . On a:

(Ea,θ) = m({θ.® Ϊ)(Λ ® 1)) =(a,θ), d'oύ £a = α;

le theoreme en resulte.

3.2. EXEMPLES. (i) Soient G moyennable et α une action de G sur une
algebre de von Neumann si. Alors il existe une projection normiquement
continue de si sur sia.

(ii) Soient G une groupe localement compact quelconque et β une
coaction de G sur une algebre de von Neumann {%. Alors il existe une
projection normiquement continue de 3$ sur
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3.3. COROLLAIRE. Soit a une action d'une algebre de Kac K dont le
dual est moyennable sur une algebre de von Neumann si. II existe une
projection normiquement continue duproduit croise ΊV**{a) sur a(si); ainsi
si ^ * ( α ) est injectif, si egalement.

Demonstration, Comme, d'apres ([5], 2.5 et 4.2 (ii)), a(si) est egale a
Γalgebre des invariants de Faction duale a ,il suffit d'appliquer 3.1 a a .
La fin du corollaire est claire d'apres [1], 6.2.

3.4. COROLLAIRE. Soient G une groupe localement compact quelconque,
a une action continue de G sur une algebre de von Neumann si; alors, il
resulte immediatement de ce quiprecede que Von a:

(i) il existe une projection normiquement continue du produit croise
s?y\ a Gsura(^f);

(ϋ) si s/y\ aG est injectif, alors stf egalement.

3.5. REMARQUE. Le resultat precedent est deja connu dans le cas oύ G
est discret [21] (la projection est alors, de plus, normale). II Test probable-
ment aussi dans le cas general, mais ne semble pas avoir ete publie
jusqu'ici.

3.6. COROLLAIRE. Soient a une action d'une algebre de Kac moyenna-
ble K sur une algebre de von Neumann injective J / , μ une representation
non degeneree de M*. Alors:

(i) Γalgebre A est injective;
(ii) / 'algebre duale M est injective;

(iii) Γalgebre si'a est injective;
(iv) le produit croise ifr*(a) est injectif.

Demonstration. D'apres ([1], Th. 2.10) il existe un lf^^-cocyle U tel
que μ(ω) = (/ <8> ω)(t/) pour tout ω de M*. Soit v Γaction de K sur
JS?(φμ) implementee par U9 comme JP({Qμ)

v = μ(M*)' il resulte du
theoreme 3.1 que μ(M^)r est une algebre de von Neumann injective,
d'apres ([1] 6.4(a)), il en est de meme de son commutant Aμ, d'oύ (i).

Pour demontrer (ii), il suffit d'appliquer (i) a la representation de
Fourier λ.

Supposons si realisee dans un espace hilbertien φ. D'apres [1], 6.2, il
existe une projection de <£?(§) sur si; en la composant avec la projection
construite en 3.1, il vient (iii).
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D'apres [5], 4.5, on sait qu'il existe une action β de K sur s/<8> £?{H)

equivalente a Γaction biduale a ~ ~ et telle que:

comme il resulte de [12], 2.3 que s/<8> &{H) est injective, en utilisant (iii),

on acheve le corollaire.

3.7. EXEMPLE. Soient G un groupe localement compact quelconque et

β une coaction de G sur une algebre de von Neumann injective £8\ alors

le produit croise G K β 8δ est injectif.

3.8. COROLLAIRE. Soit a une action d^une algebre de Kac K moyenna-

ble, dont le dual est egalement moyennable, sur une algebre de υon Neu-

mann si. Alors si est injective si et seulement si le produit croise iΓ*{a)

est injectif.

Demonstration. II suffit d'utiliser 3.3 et 3.6.

3.9. COROLLAIRE. Soient G une groupe localement compact moyennable,

s& (resp. 3$) une algebre de υon Neumann, a une action (resp. une

coaction) de G sur si {resp. &)> μ une representation de G. On a:

(i) Γalgebre de von Neumann de μ est injective; (cf. [1], 6.9(a))

(ii) Γalgebre si est injective si et seulement si le produit croise sί^A aG

est injectif {cf. [1], 6.8);

(iii) Γ algebre SS est injective si et seulement si le produit croise 3SV,^G

est injectif.
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