VI. Abschnitt.
Flachen zweiter Ordnung in Tefraederkoordinaten.

I Kapitel
Allgemeine Xoordinatentetraeder.

§ 138. Die Gleichung der Fliche zweiter Ordnung und ihre Trans-
formation.

1. Alligemeine Form der Gleichung. In bezug auf ein Koor-
dinatentetraeder E, E, E, E, (1§57, (1); (4)) ist die allgemeine Gleichung
einer Fliche zweiter Ordnung in|einer Fliche zweiter Klasse in lau-
laufenden Punmktkoordinaten x,, x,,|fenden Ebenenkoordinaten w,, u,,
Xy, Ty: Ugy Uyl

Q) =1, 25, z3, x,) (1) F=F(uy, uy, ug, u,)

4 4

= Dk 1 0 7: l

- O T ;=Y. —Z Z e u, u, = 0.
1 1 1 1

Die linke Seite der Gleichung, fiir die:

@ A= Ay, 1(2) €= €

sein soll, ist eine quadratische Form der vier Koordinaten.*?)

2. Die partiellen Ableitungen der Form. Wir bezeichnen den
halben partiellen Differentialquotienten von f nach z, und von F nach
u, mit (§ 66, 5); § 75, 3)):

4
(3) fi=1i(®1, 73, 75, 7,) =2a“x,.
1
Alsdann gelten die Identititen (§ 66, (6)):

“) 21‘;% =21,; Zaklxlxk= f|&) 21'_1:'”%=F-

Ist die Ableitung f; fiir einen bestimmten Punkt 2, oder F, fiir eine

. 4
(8) Fy="F,(uy, g, s, )= 6, ;.
1




172 § 138, 2—5.

bestimmte Ebene u,(" gebildet, so gebrauchen wir die Bezeichnungen:

(5) fk(n)— ﬂ(xl(n)’ wg("), .’IJ3("), _1;4(")) | (5) F(n)— F, (“1( ), ug(n)’ “3(n) u (“))
4

|
| \)
= El a, x](")' 3 = Me, ul(").
1 : 1

3. Die bilinearen Formen. In bezug auf swei bestimmte Punkte
z™, z(™ oder Ebenen ™, u™ setzen wir zur Abkiirzung (§ 67, (9)):

4 4
(6) fmn=fnm=22aklxk(m)x(n)l(6) F ""F _Zzekluk(m)u(n)
|
| - Ek’ Fum = Ez’ Fmu,

lcfk(") 2, = E' £z,
Diese bilinearen Formen gehen mit m =n wieder in die quadratlschen
Formen iiber:

(VD fron=1@™, 2,0 2, g, (1) F, = F(u"™, ™, 0, ™, 0, ™).

4. Die Determinante der quadratischen Form. Die Determi-
nanten*!) der quadratischen Formen (1) und (1") (§ 66, (15)):

®) A =ay| 1(8) E = e,

sind infolge von (2), (2°) symmetrische Determinanten vierten Grades.
Infolge dessen ist fiir die Unterdeterminanten dritten Grades A4,, und
zweiten Grades o,; von A ebenfalls:

) Ay = 4y, = 015
und entsprechend fiir die Unterdeterminanten von E.
5. Ausfiihrung der Transformation. Zum Ubergang von dem

alten Koordinatentetraeder E, F, F; E, zu einem neuen oJ,J,J,;J,, dessen
Ecken J,, die Koordinaten 2,™ haben, dienen die Formeln (I § 63, (25)):

4
(10) B = Dmzmy,,.
1

Durch die Substitution (10) geht die quadratische Form der alten
. Koordinaten x;:

(11) f =S 241'0,“50,: ,

tiber in:

£ = 2t Do, 2p iy, 23 a0y, = 20 23| D Mayama oy,

also in eine quadratische Form der neuen Koordinaten vy, :
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a2 1= s

deren Koeffizienten nach (6) die Werte haben:

4 4
(13) bnm = fmn =22 akl xlc(m) xl(")‘
1 1

Sie sind bilineare Formen der Koordinaten je zweier Ecken J, und J,
des neuen Koordinatentetraeders, beziiglich (fir m = %) quadratische
Formen der Koordinaten einer Ecke J,, (§ 41, 5).

6. Invarianteneigenschaft der Determinante. Nach (6) und (5)

kann man den Wert (13) auch in der Form darstellen:
4

4
(1) bpu=fr= D&M ™ mit (15) £ =D a, 20
1

1
Daher ist nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten
(I Anm. 1, V, 3, 2)) einerseits:
ébu bis bls b, ]xl(l) x2(1) xs(l) x4(1)l ’fl(l) fg(l) f}'(l) f4(1)i
:‘bﬂl b23 b23 bﬂi xl(g) x2(2) x5(g) x4(2) Ifl(s) fi‘(Z) ﬁ(?) fL(S)
by, bys by by, 0,® 2, 7, 2, . A A A A
b41 b42 b43 bﬂ) x1(4) 1;2(4) x3(4) x4(4) : ]"1(4) fg(“) f;(‘i) f4(4)

und andererseits:

HY 9 £, f4(‘)| ay Gy Gz Oy |3® 70 20 2O
L® 62 (O @ | %1 Gog Qg5 Aoy 2@ 2,® 2, 2, .
AR AL PR A |Gy gy Agg 0 12,P 2, 2O 2,
]‘;(4) f2(4) f3(4) f;(‘) Oy Qg Oy a“! xl(") x2(4) xs(“) x4(4)

Durch Verbindung beider Formeln ergibt sich zwischen den drei
Determinanten:

(16) 4d=lay|, B=[b,, S=|50]
die Beziehung:
(17) ' B—S§%4.

Die Determinante der tramsformierten Form ist das Produkt der
Determinante der wurspriinglichen Form und des Quadrats der Substi-
tutionsdeterminante, oder:

Die Determinante der quadratischen Form ist eine Invariante®)
bei jeder Koordinatentransformation (§ 91, (1)). '

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 50
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7. Beszichung der Unterdeterminanten dritten Grades. Infolge
der Beziehungen (14) und (15) ist ferner (I Anm. 1, V, 3, (3)):

| I ("‘1) (m,) ('”1) : m)  p{m) f(":)
i b”‘n"l bmln: bml,“ 4 ( ) 2’) (;,) E ky kz ks ) i
my) (e (n2) (na,
bm:"l bmz"‘t b"'s"; | = ki ks !x xk, k‘ : ‘fkl f
1
i bm; ny bma”: bm! ny ! ! i’:”) i’:‘o) (:"a) I } f::‘;) f'(z ”3) ‘
() () 7)) l l ) () (n1)
f.k(l f’ia ks 4 x‘n x': xla E ak' L akl,‘ akll, i
ny) (ng) (1) (ma) () ‘ ) ‘
f(l ky ks 2‘121’ x Iz xl; ) ak!ll a"a': a“:'x 1 ’
ns) plna) 1 <n.) ) )| @, @, @
) £ 2 2 g™ T B T,

Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn m.m, my,m,, n.1, 1505,
kk kyky, 111,15 je die Permutationen (I Anm. 1, III, 2):

(18) 1234, 2314, 3.124 oder 4321

bedeuten:

4 4
(19) an =22Akl u‘k(m) u’l(n)'
1 1

Hier sind B,,, 4,,, %™ die Unterdeterminanten dritten Grades der
neuen und alten Determinante B und A, sowie der Substitutions-
determinante S in (16). * Die #,®™ sind zugleich die Koordinaten der
Seitenflichen |,, des neuen Koordinatentetraeders (I § 63, (30)).

8. Bezichung der Unterdeterminanten zweiten Grades. Infolge
von (14) und (15) ist endlich (I Anm. 1,V, 3, 4)):

5 ( ) ( ) ) )
6 ] '"1 ;2"1 ! (fi"x :1 l

mln‘ m,n, E Y ks

m ) m,n,!' - (mz) (’"2) f‘(“z) f(nz)
. ,

lf{n,) f-(nl) ! 6 ("1) (”l) l
ky

f(:'z) :a) l = l Z‘a) x(ﬂg)| ‘ak,l. ak,l,

|
klll a"ﬂ: ‘

Durch Verbmdung beider Gle:chungen folgt, wenn m;m, die m'*,
n,n, die n*, kk, die k* und 7,l, die 4* ‘Variation der Reihe:

- (20) 23, 31, 12, 14, 24, 34
bedeutet:

6 6
(21) ﬁmn =22aklpk(m)pl(n)‘
1 1

Hier sind B,,, & 2™ die Unterdeterminanten zweiten Grades der
neuen und alten Determinante B und A und der Determinante S.
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Die p,™ sind zugleich die Strahlenkoordinaten der Kante i, des neuen
Koordinatentetraeders (I § 63, (31)).
Die Formeln (21) kann man (I § 63, (32); I Anm. 1, III, (11))

auch schreiben:
33

oder nach (17) und mit Weglassung der Querstriche:

. 6 6
(2 2) an = Z: 2 Akl QE(m) QI(n)\'
1 1

Hier sind B,,, A,;,, ¢,/ die Unterdeterminanten zweiten Grades aus
den B,,,, 4,,, v ™, die ¢,/ aber zugleich die Achsenkoordinaten der
Kante ¢, des neuen Tetraeders (I § 63, 8). '

q("‘) (i)

9. Darstellung der neuen Koeffizienten und ihrer Determinanten
durch die alten. Die Zusammenfassung der vorstehenden Ergebnisse
gibt den Satz:

Die Koeffizienten b,,, der transformierten Form (12) und die aus
thnen gebildeten Determinanten zweiten, dritten und vierten Grades

Brn(Bun)y Buny B driicken sich durch die Koeffizienten a,, der ur-
spriinglichen Form (11) wund die aus.ihnen gebildeten Determinanten
o, (Ay), Ay, A mittels der Formeln aus:''®)

—Z 2 , O 2, 2,
_24 a“pk(”‘) pl( )’
(23) o
Bpu— 21 ZAk,q» g,
1T 1
4 4
B,,— 2’" 2 Ay u®,
T 1

B— A8,

wo S die Determinante der Substitution (10), z,™ die Koordinaten der
Ecken J,,, p,™ die Strahlenkoordinaten der Kamten 4,, q,™ die Achsen-
koordinaten der Kanten 1, und w™ die Koordinaten der Seitenfliichen
I, des neuen Koordinatentetraeders sind (I § 63, 8).

50°*
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10. Kovariante Funktionen. Gleichzeitig mit der Form (11)
der Koordinaten eines Punkies sollen die folgenden Formen der Koor-
dinaten einer Ebene, eines Strahles und einer Achse:™7)

4 4
24) = 2 DAy,
6 6 6 6
(25) @ =22“k11’k1’n ® =21,12Au %9

auf das neue Koordinatentetraeder transformiert werden. Die Koeffi-
zienten dieser Formen sind Unterdeterminanten aus den Koeffizienten
a,, der gegebenen Form (11). Zwischen den beiden Formen (25)
besteht, wenn mit einem Proportionalititsfaktor ¢ gesetzt wird

1 § 59, 8):'*%)

(26) 9= 6P,
die Beziehung (I Anm. 1, III, (11)):
27 ® = Ad%p

Zur Transformation dienen die Formeln (I § 63, (26); (27); (28)):

4

(28) Su,— P,
6 ' 6
(29) P=2rp"r,, Siq= 2" ™ S,
1 1
WO v, 7,, S, die neuen Koordinaten von Ebene, Strahl und Achse

sind. Danach wird:

32F_22 A Dr ™o, Druo,
=20 2H 2 2l Auum ) v,
@ =22 o ,Zm Py Z'n PO,
=2r 2 2 D nmp]r, 1,
810 = DIDIA, Dugms, Digms,
= 22 M 2 2 Mg a0 s,

oder mit Riicksicht auf (23) und mit Wiederholung von (12):
Beim Ubergang vorn dem alten zu dem neuen Koordinatentetraeder
gelten nebeneinander die folgenden Transformationsformeln:
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4 4 4 4
f=22a,,, Ty $1=21;"2'bmnymym
1 1
S:F = SZSEA“W, =2-2' B, v,0,,
L =22ammp;—22ﬁmm T
St = S‘Z’ZZA“ 4 =2ﬂ§ B, S S
1 1 1 1

Die Funktionen f, F, ¢, ® sind Kovarianten, die sich je aus den
neuen Koeffizienten und Variabeln ebenso zusammensetzen wie aus
den alten.

11. Darstellung der alten Koeffizienten und ihrer Determi-

nanten durch die neuen. Die Auflosungen der Gleichungen (10),
(28) und (29) sind (I § 63, (25)—(28)):

4 4

SYn= 2 ARE 2 2, wy,
1 1
6 6

Sry = E %Py Sp= 210,}”" %
1 1

Setzt man diese Werte in die transformierten Formen auf den rechten
Seiten von (30) ein, so miissen sich riickwirts wieder die urspriing-
lichen Formen ergeben. Man erhilt damit:

S 222% @, 4, = 212» b, 2 w™ 5, D™ g
=21 2 2P 2 tm w0 s,
§2 DD 4, wu, = D0 Dn B, Dhamu, Dz,
=22 { 2"2' B, z,™x® } Uy %y,
S 422% BB, =2»2 ﬁMZ @™ p, DgMp,
= 23 2 2 D bun 0 0 e
St Z 2 A -—22 B, 2 ™ qup,‘”’ %
—22 22 B, ! ’Pz"‘)}qqu-

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten auf beiden Selten dieser Glei-
chungen folgt daher:

(30) 1

(G
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Die Koeffizienten der urspriinglichen Form und die aus thnen ge-
bildeten Determinanten driicken sich durch die Koeffizienten der trans-
formierten Form und ihre Determinanten mittels der Formeln aus:'%)

4 4
§2y = 2 D byt ™ 0,
1 71
6 6
St Gy = 2" 2’ Brn Qk(m) 91(1’);
1 1
6’ 6
StA, = Z’" 2‘ B n 2™ 0,
1 1
4 4
SgAkl=2"2; an"zk(m) 1‘1("),
1 1

S:!4=B
mit derselben Bedeutung von z,™, w™, p™ ¢ ™ wie in (23).
12. Transformation der Fliche zweiter Klasse. Die Form:

4 4
(33> F = Zk Z’ G Ui Uy
1 1

geht mittels der Substitution (28) iiber in:

S2F = Dt Dlg, Dnumo, Do,
= 2F 23 2 e o,
oder nach (6"):

(34) S'F _22’ F,

13. Ubergang auf gemeine Koordinaten. Fiir die Beziehung
zwischen einem rechtwinkligen System Ozyz und einem schiefwinkligen
Oxys gelten die Formeln § 91, (2); (3) und § 75, (6); (7). Daher
ist dann in (10) und (28) zu setzen

W=, 2,0=a, 5,0—a, 5=z,

2()=I31, 2 ® = By, 2= By, 2=y,

(32)

(35)
2O =1p,, 2O=7p,;, 2=y, 2,W=z,
x4(1)= O’ x4(2)= O’ x4(3)—_= O’ x4(4)= 1;
“1(1) = A17 ul(z) — Az, u.l(s) - A37 u1(4) = (),
w®D—B.. u®—B. wu®—B. wu®—=0
(36) 2 1) 2 2 2 3 2 H

uW=T,, u®=T,, u®=T,, u®=0,
wM= Sz, u®d= Sy,, u®d=8z/, u®=S8.
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Danach ergeben sich aber mit a;, fiir b,, aus (12, die Formeln
§66, (19)—(21) und mit b, fir ¢, aus (34) die Formeln § 75,
(13)—(16).

§ 139. Einteilung der Flichen zweiter Ordnung nach dem Rang.

1. Begriff des Ranges. Nach § 138, (23) und (32) ist jede der
neuen Determinanten vierten, dritten, zweiten und ersten Grades B,
B,., B b,, eine lineare homogene Funktion der beziiglich gleich-
gradigen alten Determinanten 4, 4,,, «,;, @,, und umgekehrt. Ver-
schwinden daher alle alten Determinanten eines bestimmten Grades,
so verschwinden auch alle neuen desselben Grades und umgekehrt.
Das Verschwinden aller Determinanten eines bestimmter Grades, welches
iiberdies das aller Determinanten hiheren Grades nach sich zieht (I
Anm. 1, ITIT, A7); II, (6); I, (4)), ist daher eine vom Koordinatentetra-
eder unabhiingige Eigenschaft der Fliche, die wir als ihren Rang
bezeichnen.. Wir nennen ndmlich die Fliche zweiter Ordnung § 138,
(1) oder zweiter Klasse § 138, (1) vom Range 4, wenn die Determinante
A =40 ist; vom Range 3, wenn 4 = 0, aber nicht alle Unterdeter-
minanten dritten Grades A4,, verschwinden; vom Range 2, weun alle
A,,, aber nicht alle Unterdeterminanten zweiten Grades «,, verschwinden;
vom Range 1, wenn alle ¢,,, aber nicht alle Elemente a,; verschwinden.

Der Rang der Fliche zweiter Ordnung (oder zweiter Klasse) ist
vom Koordinatensystem unabhingig. )

2. Bedingung fiir das Fehlen einer Koordinate in der Gleichung
der Fliche. Die Fliche:

@) | f =2 24; W %y = 0

hat nach § 138, (12) in bezug auf irgendein neues Koordinatentetra-
eder J,J,J,J, die Gleichung:

4 4
(2) f= : m; 2"; bmnymyn= O? bmn= fmn= fnm'
1 1

Wir nehmen an, daB in dieser Gleichung die Koeffizienten der
vier Glieder, die y, enthalten, verschwinden, also (§ 138, (6)):

4
(3) faa=0 oder DlfOgm—0, m=1,2,34.
1

Aus diesen in den vier GroBen f,) linearen homogenen Gleichungen
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mit der nicht verschwindenden Determinante S (§ 138, (16)) folgt aber
(I Anm, 2, I, 3):
4

(4) HO=0 oder Dlayaz®—0, k=1,2,3,4.
1
- Wenn umgekehrt die Ecke J, = z;®), 2,®, 2,®), £,® den vier Glei-
chungen (4) geniigt, so bestehen die vier Gleichungen (3). So folgt
allgemein:

1. Die notwendige und hinyeichende Bedingung fiir das Fehlen der
Koordinate y,,(m =1,2,3 oder 4) in der Gleichung (2) ist, daf} die
Koordinaten z™ der Ecke J,, des neuen Koordinatentetraeders den vier
Gleichungen geniigen:

(5) (@, 73, 25, 2) =0, k=1,2,3,4.

Ausgeschrieben lauten diese:

Ay Ty + Ws Ty + Q325+ a2, =0,
gy Ty + Uggy + (3375 + A9, 7, =0,
gy Ty + Ggpy + A3y @ + Ay @, =0,
By Ty + Qe + gy + a2, = 0.

Ebenso fehlt die Koordinate v, in der transformierten Gleichung
der Fliche zweiter Klasse (§ 158, (34)), wenn die Koordinaten u,(™
der Seitenfliche |, des neuen Koordinatentetraeders den vier Glei-
chungen geniigen:
®") Fy(uy, ug, ug,u) =0, k=1,2,3,4.

3. Eigentliche und uneigentliche Flichen. Im allgemeinen
gibt es keinen Punkt, der den Gleichungen (6) oder (5) geniigt. Falls
es aber einen solchen Punkt gibt, so ist er ein Punkt der Fliche
selbst, da nach § 138, (4) identisch:

) Difw—f-

Wir nennen daher*®)
Jjeden den Gleichungen (5) gentigen- |jede den Gleichungen (5') geniigen-
den Punkt einen singuliren (Doppel-) | de Ebene eine singulire (Doppel-)
Punkt der Fliche f= 0. Ebene der Fliche F = 0.
Die notwendige und hinreichende Bedingung, daB die Gleichungen

(6) keine Losung haben, ist aber: 4 4= 0; also:

Die Flichen zweiter Ordnung| Die Flichen zweiter Klasse vom
" vom Range 4 haben keinen singu-| Range 4 haben keine singuldre
laren Punkt (§ 18, 2). . Ebene.

(6)
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Sie heiBen eigentliche Flichen zweiter Ordnung, beziiglich Klasse.

Ihre Gleichung enthdlt, auf welches Koordinatentetraeder sie auch
bezogen ist, stets alle vier Koordinaten.

Fldchen geringeren Ranges haben stets einen oder mehr singulire
Punkte. Ihre Gleichungen konnen in weniger als vier Koordinaten
dargestellt werden. Sie selbst gehoren also niedrigeren Mannigfaltig-
keiten als dem Raume an und heiBen daher wuneigentliche Flichen
zweiter Ordnung, beziiglich Klasse.

4. Flichen mit einem singuliren Punkt. Ist die Fliche (1)
vom Range 3, so daB A4 = 0, aber nicht alle 4,, verschwinden, so
gibt es (I Anm. 2, III, (12)) einen singuldren Punkt, fir dessen Ko-
ordinaten z,° aus (6) hervorgeht:™)

(8) 2020wy’ 0= Ay Ay Ayy: Ay,
k=1,23 oder 4.

Wiahlt man diesen Punkt als Ecke J, des neuen Koordinaten-

tetraeders, also:

9 = gz,

so verschwindet aus (2) nach 2,1 die Koordinate y, und die Gleichung
der Fliche wird:

3 3
(10) Dn Dnbpnns=0-
1 1

Die Form dieser Gleichung zeigt (I § 72, (18)):

Die Fliche zweiter Ordnung vom| Die Fliche zweiter Klasse vom
Range 3 ist ein Kegel zweiter Ord-| Range 3 ist ein Kegelschnitt; ihre
nung; thr singulirer Punkt ist die|singulire Ebene ist die Ebene des
Spitze des Kegels (§ 19, 3). Kegelschnittes.

5. Determinante und Unterdeterminante des Kegels. Die Deter-
minante der Gleichung (10), insofern sie als Gleichung zwischen den
vier Variabeln y,, 4s, 95, y, betrachtet wird, ist (§ 138, (17)):

b11 b12 b13 0
bﬂl b22 b23 0

] Q24
(11) B= by, byy byy O 8?4 =0.
0 0 00
Daher verschwinden alle Unterdeterminanten B,,, bis auf die eine:
b11 b12 b13
(12) Byy=| by by by |,

| bs1 bas bss



182 § 139, 5—1.

die nicht verschwindet, da die Fliche vom Range 3 sein soll (vgl 1). A
Infolgedessen verkiirzt sich die vierte Gleichung § 138, (32) auf:1)
(13) 824, = B, x,®z® = B,z,0z0.

Ist die Fliche (1) ein Kegel, so zerfallen die Unterdeterminanten
A,, je in zwei Fakioren in dem Sinne (13), wo z,° die Koordinaten
der Spitze sind.

Indem man diese Werte in die Form § 138, (24)- einfithrt, -ergibt
sich:118)

(14) S*F— 3“24224? B0z Ouy, — 15'“(241 20u,)
1 1 1

Fiir den Kegel ist die Kovariante F, bis auf einen konstanten
Faktor, das vollstindige Quadrat einer lincaren Form (§ 42, (14)).

Dasselbe folgt aus der zweiten Gleichung § 138, (30) in der Form:
(15) S*F = By,v?
wo der Wert von v, aus § 138, (31) mit Riicksicht auf (9) zu ent-
nehmen ist.

6. Flichen mit singulirer Linie. Ist die Fliche (1) vom Range
2, so daB alle 4,,, aber nicht alle «,, verschwinden, so gibt es co! Punkte,
die Punkte einer geraden Linie, die den Gleichungen (6) geniigen.
Wir nennen diese Linie die singulire Linie der Fliche und finden
aus (6) fir ihre Achsenkoordinater (1 § 61, (13)):
(16) 0 0" 45" "0 4" 0 06 = @yt et @y Oyt gt g,y
wo k=12,3 4,5 oder 6 ist.

Wihlt man auf dieser Linie die beiden Ecken J; und J, des
neuen Tetraeders, also (§ 138, 9; I § 63, Fig. 320):

17) 7 = ¢,

so verschwindet aus (2) nach 2,1 sowohl die Koordinate y; als y,, und
die Gleichung der Fliche wird:

2 2 -
(18) - D Drbpayuln— 0.
1 1

Die Fliche zweiter Ordnung vom| Die Fliche zweiter Klasse vom
Range 2 ist ein Ebenenpaar. Ihre| Range 2 ist ein Punkiepaar. Ihre
singuldre Linte ist die Schnittachse|singulire Linie ist der Verbindungs-
des Paares. I strahl des Paares.

7. Determinante und Unterdeterminanten des Ebenenpaares.
Die Determinante der (leichung (18), insofern sie als Gleichung mit
vier Variabeln betrachtet wird, ist (§ 138, (17)):
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by, meO%
iy By 00| _

'=824=0.
0 000/

!
|
|
(19) B- %
|

Daher verschwinden alle Unterdeterminanten §,,, bis auf die eine:

Dby byg |
20 | 1 “12
( ) ﬂas { b21 b’s b
die nicht verschwindet, da die Fliche vom Range 2 sein soll (vgl. 1).
Infolgedessen verkiirzt sich die zweite Gleichung § 138, (32) auf:

(21) Stay, = By ¥4 = Prs0:","

Ist die Fliche (1) ein Ebenenpaar, so zerfallen die Unterdeter-
minanten o, je in swei Faktoren im Sinne (21), wo ¢ die Koordi-
dinaten der Doppellinie sind.'?)

Indem man die Werte (21) in die Form § 138, (25) einfiihrt,
ergibt sich:11%)

6 6 6
(22) St = ﬁssZ‘ 2 229’00, = Bss (Zz Qkopk)s'
1 1 1

Fiir das Ebenenpaor ist die kovariante Form ¢, bis auf einen kon-
- stanten Falktor, das vollstindige Quadrat einer linearen Form.
Dasselbe folgt aus der dritten Gleichung § 138, (30) in der Gestalt:
P = P75,
wo der Wert von 7y aus § 138, (31) mit Riicksicht auf (17) zu ent-
nehmen ist.
8. Koeffizienten und Koordinaten der beiden Ebenen des
Ebenenpaares. Sind %, und u,” die Koordinaten der beiden Ebenen
des Paares, so ist bis auf einen Faktor:

4 4 4 4
f={ Z,” “k’xk} { Z‘ u,”x,}= 2 5" 2‘ %w 3,7,
1

1 1 1
und dementsprechend ergibt sich®): :
Zwischen den Koeffizienten der Gleichung (1) eines Ebenenpaares
und den Koordinaten der beiden Ebenen des Paares bestehen die Be-
zichungen :
(23) U= 5 (W + ).
Die Bestimmung von w,, u,” dureh a@,, wird sich § 143, 7 ergeben.
9. Flichen mit einer singuliren Ebene. Ist die Fliche (1)
vom Range 1, so daB alle «,, aber nicht alle a,, verschwinden, so
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gibt es 0o Punkte, die Punkte einer Ebene, die den Gleichungen (6)
geniigen. Wir nennen diese Ebene die singulire Ebene der Fliche
und haben aus (6) fiir ihre Koordinaten:

(24) Ul ul i ul = a4 4y,

wo k=1,2,3 oder 4 ist.

Wihlt man auf dieser Ebene die drei Ecken J,, J;, J, des neuen

Tetraeders, also:

(25) =,

so verschwinden aus (2) nach 2, I y,, y, und y,, und die Gleichung
der Fliche-wird: '

(26) b y*=0.

Die Fliche zweiter Ordnung vom| Die Fliche zweiter Klasse vom
Range 1 ist eine Doppelebene, ihre | Range 1 ist ein Doppelpunkt, ihr
singulire Ebene. | singuldrer Punkt.

10. Determinante und Koeffizienten der Doppelebene. Von
der Determinante B verschwinden alle Elemente aufer b,,. Zugleich
ist nach der ersten Gleichung § 138, (32):

27 82y, = by wOu® = by, u, .

Ist die Fliche (1) eine Doppelebene, so zerfallen die Koeffizienten
ay, je in zwei Faktoren im Sinme (27), wo u, die Koordinaten der
Doppelebene sind.'*')

Mit diesen Werten wird aus (1):18) -

(28) 8*f= 1’1124’Z 24; U T 2y = bu(j‘ ”koxk) "
T 1 1

Fiir die Doppelebene ist die Form f selbst ein vollstindiges Quadrat.

11. Allgemeinheit der Bedingungen des Ranges. Der Rang
einer Fliche (1) wurde unter 1 als eine Eigenschaft ihrer Determinante
A _definiert. Die Entwicklungen 2—10 haben aber die geometrische
Bedeutung des Ranges ergeben. Sie zeigen, daB die § 81, (27) fiir
gemeine Koordinaten aufgestellte Tabelle auch fiir Tetraederkoordinaten
dieselbe bleibt.

Die Gleichung (1) stellt nimlich je nach dem Rang threr Deter-
minante folgende Flichen dar™):

A = 0: Eigentliche Flichen zweiter Ordnung;

A =0, 4,+ 0!: Kegel zweiter Ordnung;

A=0, 4,,=0!, a,+0!: Getrennte Ebenenpaare;
A=0, 4,,=0!, ,= 0!, a,,+ 0!: Doppelebenen.

(29)
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Dabei soll unter 4,,= 0! oder A4,,<4= 0! usw. verstanden werden,
daB ,alle 4,,= 0“ oder ,nicht alle 4,,— 0“ usw. Infolge der Iden-
titaten § 79, (10); § 81, (17); (24) konnen aber bei reellen a,, die drei

letzten Zeilen (29) auch in der Form gegeben werden:

A =0, A< 0: Kegel zweiter Ordnung;

(30)

A=0, £/'=0, A"+0;
A=0, 4'=0, 4"=0,

Getrennte Ebenenpaare;
A" <= 0: Doppelebene,

wo A’y A”, A" die Summen der Hauptunterdeterminanten dritten, zweiten
und ersten Grades der Determinante A bedeuten (§ 79, (5); (6); (7).

§ 140. Gleichzeitige Transformation der Fliche zweiter Ordnung
und der Ebene.

1. Gleichungen von Fliche und Ebene. Die beiden Gleichungen:

4 4
1) f= Ek El oz, =0,
1 1 .
. .

2 %= Drux, =0
1

stellen zusammen den Ort der
Punkte dar, die gleichzeitig einer
Fliche zweiter Ordnung und einer
Ebene angehoren. Es sind die
Gleichungen der Schnittlinie der
Fliche mit der Ebene in laufenden

Punktkoordinaten.

4 4
(1') F =22 Cr Uy = Oy
1 1
4

(2) z= Drg,u,=0
1

stellen zusammen den Ort der
Ebenen dar, die gleichzeitig einer
Fliche zweiter Klasse und einem
Punkte angehoren. Es sind die
Gleichungen des Beriihrungskegels
von dem Punkie an die Fliche in

laufenden Ebenenkoordinaten.

2. Gleichszeitige Transformation von Fliche und Ebene. Beim
Ubergang zu einem neuen Koordinatentetraeder indert sich die Glei-

chung (1) nach § 138, (12) in:

)

4 4
. : f=2' 2' bmnymyn =0
1 1

und die Gleichung (2) in der Weise (I § 63, (36)):

4

(4)

wo v, den Wert § 138, (31) hat.

U = m”mym=0a
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Dies sind die Gleichungen der Schnittlinie in besug auf das neue
Koordinatentetraeder J JyJsd,.

3. Invarianteneigenschaft der gerinderten Determinante. Die
mit den Koordinaten der Ebene (2) gerdnderte Determinante der
Fliche (1):1) '

. |
Ay Oy Q3 Gy Y

gy Qgp Qg3 Gy Ug
Qge Qgg Qgq Us

ll
£

®) A4
' Gy Oy Oz Gy Uy
| ug uy ug wy, O

ist eine der Zusammenstellung von Fliche und Ebene, beziehungs-

weise der Schnittlinie f>< u beider eigentiimliche Konstante. In
gleicher Weise sei:

(6) Br— biy bys byy by v

Durch Entwicklung der Determinanten (5) und (6) nach den
Elementen der letzten Zeilen und Kolonnen ergibt sich:

) A¥ = —224,7"11‘1“1&“13 B = “24‘237“”".”“
1 1 1 1

Die negative geriinderte Determinante ist daher die Form F'in § 138, (24):
)] A*=—F.

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist wie in
§ 138, 6 mit Riicksicht auf § 138, (31):

by - by vy * AR ACKUR IR AT AC R

b4l..b 04“
v, ..v 0

fl(l) .. f4(1) vy

?

i®.. f;(4) v,
u ..u O

2@, . z®0
L 0..0 1

z® .. z,® 0

Ay -« Qyy Uy

| AR AN -

u, .. u O

z,® .. z,® 0 ' Gy oo Gy Uy
0..0 1] |u ..u O]

und danach, in Ubereinstimmung mit der zweiten Gleichuﬁg §138,(30):
9 Br= S84~

Die gerdinderte Determinante ist Simultaninvariante von Fliche und
Ebene (§ 43, 2).



§ 140, 4s. 787

4. Gleichungen von Fliche und swei Ebenen. Kommt zu (1)
und (2) noch eine Ebene, beziiglich zu (1) und (2") noch ein Puankt:
4 4
10) W= Dru/x,=0 10y ———2 z, u, =0
1 1
hinzu, so stellen die drei Gleichungen
(1), (2), (10) das Paar der Schnitt-|(1'), (2'), (10") das Paar der Tan-
punkte dar, welche die Fliche zwei- | gentialebenen dar, welche die Fliche
ter Ordnung mit der Geraden|zweiter Klasse durch die Gerade
q = u><u gemein hat. p = zx sendet.
Bei der Transformation wird wie in (4):
4
(11) U= dnv,y,=0.
1
5. Die zweifach geréinderte Determinante als Invariante. Die
mit den Koordinaten der beiden Ebenen (2) und (10) gerinderte
Determinante der Fliche (1)19): .

. ’
Ay Gig Gyg Qg Uy Uy |

’

Qg1 Qgg Gog Ay Uy U
’

aqy Q, a, A,, U U

31 (33 Qg3 (g Ug Ug

(12) A4 = ,
Ay Qg Ay Gy Uy Uy

w, ug ug u, 0 0O

w” ug’ u uw 0 0O

ist eine der Zusammenstellung der Fliche und der Schnittlinie der
beiden Ebenen (vgl. (16)) eigentiimliche Konstante. In gleicher
Weise sei: ,
(13) B — by bis byg by vy v
Wie unter 3 ergibt sich, wenn S als Determinante fiinften Grades
dargestellt wird:
(14) Brv' = S24u,

Die zweifach gerinderte Determinante ist Simultaninvariante von
Fliche und Gerader.

6. Entwicklung der zweifach gerinderten Determinante nach
Linienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie ¢ = u >< u’
=ov><v sind (I § 63, (13); (14):

Uy Uy
(15) 9=

1 1
’

) Sp=
wy, Uy
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wo k und m die Nummern der Variationen %%, und m,m, in § 138,
(20) bedeuten. Nach diesen Koordinaten entwickelt, werden die Deter-
minanten (12) und (13):1%)

6 6 6 6
(16) 4= =Zk' 2 CET s B =2" 2‘ ﬂﬁ; SmSn»
1 1 1 1

wo k, I, m, n die zu k, I, m, n komplementiren Variationen sind, oder

auch (I Anm. 1, IIL, 11)):

A7) A4 =j 261' A.9.9,, BB =26«7" Z“;' B,unSmS, -
1 1 1 1

Setzt man jedoch wie § 138, (26) mit einem Proportionalitits-
faktor e:
(18) %= 0Pg,
so wird (I § 63, (28"; (32); @T"):

Ss,= 86 DipOpr =0 D g:Opg = 62‘ 0.9p, = 6 8°r;
und damit:
(18" 5,=068r;.
Danach kann man fiir (16) auch schreiben:

(19) A““'=e2261$a,,mkp,, B‘""=6’S”2*j'ﬂm,mn-
1 1 1 1

Die Invarianteneigenschaft (14) folgt daher auch aus der dritten
Formel § 138, (30).

Die zweifach geréinderte Determinante deckt sich in der Tat mit
den Formen § 138, (25) derart, daB nach (17) und (19):

(20) A4 — O, A" =g p (vgl. § 138, @N).

7. Entwicklung der zweifach gerinderten Determinante nach
Ebenenkoordinaten. Statt nach den Elementen der beiden letzten
Zeilen und Kolonnen entwickeln wir jetzt die Determinante (12) nur
nach einer letzten Zeile und Kolonne und bezeichnen zu dem Zwecke
diejenigen sechszehn Unterdeterminanten vierten Grades der geriinderten
" Determinante 4* in (D), die zugleich die gerinderten Unterdeter-
minanten 4,, der Determinante A sind (§ 138, (9)), mit:

‘ a"x’x akx’x a"x’a ukx

L, G, G, U
(21) Al:‘l — 1 bl Thly Tkl Tk
| O Oy, Ty %

Cow, u, ow, O
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wo k und ! die Nummern der Variationen k,k,k; und 1,7,l; in der
Reihe 234, 314, 124, 321 sind (§ 138, (18)). Entsprechend be-
zeichnen wir die Unterdeterminanten von B” in (6).

Die Entwicklung der Determinanten (12) und (13) gibt dann:1%)

(22) Aw—— 2 Z Agwsus; B e~ Sh 2 1B:,0.0,.
1 1 1 1

Vermdge der Transformation von dem einen Koordinatentetraeder
auf das andere ist aber nach (14):

(23) 822 Al u = 241219;:,,%
1 1 1 1

identisch in bezug auf die beiden Ebenen %, v und «’, v"

8. Beziehung der geréinderten Unterdeterminanten zueinander.
Setzt man in der Identitit (23) mit Riicksicht auf § 138, (28) und
(31) entweder links:

(24) Su, = dmu™y , Su' = Dnu®™v,’
oder rechts:

(25) 1;' = kxk('”‘)uk" v, = El xl(")ul"
so folgt identisch in v, v,’, beziiglich «,, %,

Ek Ez Ay Em Enu(”%'u‘")v ’
= : : : 2 Allu’k(M)ul(n)‘ 'D = : 2' m n m Uy
una:

S? : ' : ' Aklu’k ’M, = : , : nm : : I; xk(m)uk x,(")u
= Ek E; Em Zp Bmxk('")x,(")}uk ",

Durch Gleichsetzen der beiderseitigen Koeffizienten von v, v," und
w, u, ergibt sich daher:11%)
* " Zwischen den gerimderten Unterdeterminanten dritten Grades A,,
und B,,, der wrspriinglichen Determinante A und der transformierten
B bestehen die Begichungen :

B, = 2 2, ALuw M,
824, = Em EnB,:nxk(’")x,(").
T 1

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL 51

(26)
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9. Gleichungen von Fliche und drei Ebenen. Nimmt man zu
(1), (2), (10) noch eine dritte Ebene:
! 4
27 - w'= kw2, =0
1
hinzu, so bedeutet das gleichzeitige Bestehen der yiér Gleichungen (1),
(2), (10) und (27), daf der Schnittpunkt u >< u' >< u” der drei Ebenen
auf der Fliche f liegt.
Bei der Transformation wird wie in (4):
' 4

(29) = Shy—0.
1
10. Die dreifach gerinderte Determinante als Invariante, Die

mit den Koordinaten der drei Ebenen (2), (10), (27) geranderte Deter-
minante der Fliche (1): :

| Gy Gy Gy Uy Yy u”

Qg Gy Qg gy Up Uy uy”
Uy Ggg gy Gy Ug Us Ug'
(29) A = ay ay ay ay ug u u
w, u; ug wy 0.0 O
w' uy ug w/ 0 0 0

r” r” ” "

' u” ug” w00 O

ist eine der Zusammenstellung der Fliche und des Schnittpunktes der
drei Ebenen eigentiimliche Konstante, die sich nicht #ndert, wenn
fir u, o, u” drei andere durch den Schnittpunkt gehende Ebenen
gesetzt werden (I § 58, (29); Anm. 1, IV, 4). In gleicher Weise sei:

’ ” |>
by by by by v v vy

(30) Bcvl o’ —

Wie unter 3 ergibt sich, wenn S als Determmante sechsten Grades
 dargestellt wird:
31 Brv'e" = SEQuw”,
Die dreifach 'gerdnderte Determinante ist Simultaninvariante von
Fliche und Punkt.

11. Entwicklung der dreifach geranderten Determinante nach
Punktkoordinaten. Die Koordinaten des Schnittpunktes der drei
Ebenen (2), (10), (27) sind im alten und neuen System:'!%)
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’ " ’ »
Uy U Uy | l Vm, U U
. ’ " . "
(32) Tp=| U, U Y |, SYp=1| Vn U U |,
uk; ulc, “lc, vm. vm, vm‘

bk kykg, mmymomg = 1.23 4, 2. 314 3.124,4 321 wo der an sich
unwesentliche Faktor S hinzugefiigt ist, um den Formeln § 138,
(31) zu entsprechen, wie § 43, 4. Da.m1t gibt die Entwicklung der.
Determinanten (29) und (30) nach den Unterdetermmantm der drei
letzten Ze@lm und Kolonnen:1%)

. 4 4
‘(33)Aw'""=—2¥27a,,,wkw,=—f; va’v"=fs’2»2tbm,,y,,.yn.

Die Invana.ntenelgenschaft (31) folgt daher auch aus der ersten Glei-
chung § 138, (30).

12. Entwicklung der dreifach gerinderten Determinante pach
Linienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie der beiden
Ebenen « und «” oder ¢ und v” sind wie in (15):

(34) @' =

2 My

Diejenigen 36 Unterdeterminanten dritten Grades der geriinderten
Determinante 4* in (5), die zugleich die geranderten Unterdeterminanten
a,, der Determinante 4 sind (§ 138,(9)), bezeichnen wir mit (vgl. (21)):

Oy, gy, YU,y
(35)

=\ Gy Gy U |y
Uy, Uy,

wo k und ! die Nummern der Variationen k&, und /,, in § 138, (20)
bedeuten. Entsprechend bezeichnen wir die Unterdeterminanten von
B’ in (6).

Die Entwicklung der Determinanten (29) und (30) nach den Unter-
delerminanten der zwei letzten Zeilen und Kolonnen ¢ibt alsdann :

6 6 6 6

T a u ’ ’ Yl ’ r

(36) A = 2," _5_‘, 09 q7; BT = 2"‘, _5_", BrnnS7S5
T 1 1 1

oder nach (18) und (18'):

1 1

51
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Danach ist vermioge der Transformation von dem einen Koordinaten-
tetraeder auf das andere nach (31):

22“1:11’1:1’1 —Z;‘Zﬂn';n PP

13. Beziehung der geriinderten Unterdeterminanten zueinander.
Setzt man in der vermdge der Transformation identischen Gleichung
(38) links, beziiglich rechts nach § 138, (29); (31):

(39) B = Dnpr, 8= Digmp,,
so ergibt sich:

2 D 2 D atnpio i = 2 D Biatiriy
§ F M eipini= D Di| Dk Drbraa 9 |pivi.

Zwischen den gerdnderten Unterdeterminanten zweiten Grades e,
und B,, der wrspriinglichen Determinante A und der transformierten
B bestehen die Beziehungen :

6 6
o = Dk Dl 5, p,
1 1
6 6
_Z,Zl B2 mq™.
1 1

14. Entwicklung der dreifach gerinderten Determinante nach
Ebenenkoordinaten. Wir bezeichnen diejenigen sechszehn Unter-
determinanten fiinften Grades der zweifach gerinderten Determinante
A* in (12), die zugleich die zweifach gerinderten Unterdeterminanten
A,, der Determinante A4 sind (vgl. (21)), mit:

(38)

(40)

4
Ste,;

a“x 1A
LA
r,

U,

L

41) A =

|,

A, Oy, Uy, Uy,
’
Oyt Bryy, Up, Uy,

Tty Cryyy, U, Uiy |
w, U, 00
0 0|

’ ’
W, Uy,

und entsprechend die aus b,,,, v,, v, gebildeten.
Die Entwicklung der Determinanten (29) und (30) nach den Ele-
menten der letzten Zeile und Kolonne gibt alsdann:

4 4

uu'n'' uu gy 1 1,

(42) 4 ——22 xr U % 3
1 1

4
‘va'vll —_ val ’, rr
- mn ¥m U -
1 1
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Danach folgt aus (31):

4 4 4 4
(43) 8 D 4mrw w = D0 DA Brollv).
T 1 T “1
15. Beziehung der geréinderten Unterdeterminanten zuein-
ander. Setzt man hier links, beziiglich rechts nach (24) und (25):

(44) - Sw = ru ™o, vu= 2 n™ !,
so folgt:
Em En { EI: El A:Iu'uk(m) u‘(") } rv;: ’U; = Em En B;:;' 'D;; ’Df’z,{
’ ” ” 1 4 r” e
52 2F Dl w = 2 D 2 25 B mo !

Zwischen den zweifach gerdnderten Unterdeterminanten dritten
Grades A,; und B, der Determinanten A und B bestchen daher die

Beziehungen:
4 4
B = Zk’ Ez’ A ™ o,
1 1
4 4
S2 Az lu' =2,.21B:1 ';’ xk(m) xl(n)_
1 1

§ 141. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Range.

1. Einfiihrung der schneidenden Ebene als Koordinatenebene.
Die auf ein Koordinatentetraeder E, F, E;FE, bezogenen Gleichungen:
4

4 4
0 f=27‘2auxkxz=0; @) w=_ruz=0
T 1

1

(45)

der Schnittkurve einer Fliche zweiter Ordnung f und einer Ebene u
erhalten in einem beliebigen neuen Tetraeder mit den Ecken J,J,J;J;
die Form § 140, (3) und (4).

Nimmt man dabei die Ebene u selbst als Seitenfliche I, des
neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden:

3 Uy = vy, Uy = uy, Ug® = g, uM=u,

die alten und mit Riicksicht auf § 138, (31) und die Definition der
w,™ in § 138, 7:

4

4 0, =0, =0, 9,=0, v,= DEr®u®=39
1

die neuen Koordinaten der schneidenden Ebene.
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Die Gleichungen der Schnitthurve tm neuen Koordinatentetraeder
Jydy sy lauten daher:

4 4 , X
B) =2 D bnaYata =0, (6) w==5y,=0.
) 1 1

2. Gleichung der Schnittkurve in ihrer Ebene. Fiir alle
Punkte der Seitenfliche 1, fiir die y,— O ist, sind aber y,, y,, s
zugleich Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck J;J3J;
I § 57, 16).

Die Gleichung der Schnittkurve der Fliche f mit der Ebene u
lautet daher in Dreieckskoordinaten in beﬁug cmf das Dreieck J, 1 dads:

(M 2‘2 bm,.ymy,.— 0.

Die Ebene u kann dabei, statt durch d1e Gleichung (2), auch
durch die drei Punkte J, =2,0, J;=2®, J;=x,® gegeben sein,
da die Koeffizienten b,, direkt .von ea,, 2V, z®, r,® abhingen
(§ 138, (13).%) |

3. Der Rang der Schnittkurve nach ihrer Déterminante in der
Ebene. Die Determinante des Kegelschnittes (7), sofern er fiir sich
in der Ebene J,J,J; betrachtet wird, ist:

by byg bys
(8) b21 bsz bzs = B44:
byy bsg byy ’
und ihre Unterdeterminanten sind:
by, b, | 1b, b b, b
9 22 Y28 | _ 1 91| u Q1| 3
( ) b32 b33l ﬁll’ bsl bss 522’ . bsl b22 .- 533.7_ ’

wo die Benennungen rechts die bereits fiir die Unterdeterminanten
von B eingefiihrten sind (§ 138, 7; 8). Daher folgt mit Riicksicht
auf § 42,3;4;7:

v Die Kurve, in der die Flac}w (1) von der Ebene der drei Punkte
2O, 2@ x,® geschnitten wird, ist ein eigentlicher Kegelschnitt, wenn:

(10) By +0;
ein getrennies Linienpaar, wenn:
(11) By =05 B, B, Bssy Basy Bar, B micht alle O;

eine Doppellinie, wenn:
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'(12) ﬁ = 0 ﬁﬂ = 0 ﬁss = 0 ﬁss = 0 ﬂsn 0 ﬂlz = 0
: bll’ b227 337 b2$’ b31, bl? nwh't alle O
unbestimmt, wenn: ‘

(13) by =0, byy=0, by =0, byy=0, by; =0, b, =0.
4. Der Rang der Schnittkurve nach ihrer Determinante im

Raume. Die mit den Koordinaten der Ebene (6) gerinderte Deter-
minante der Fliche (5) ist nach § 140, (6):

bll bﬂ b 13 blL 0

b21 bﬂ? 2 bﬂ 0
(14) B® = | by, by, by b34 0|=— 82B,.
w S

by by by
0 0

Sl

@
™S

N

-

Q"

oso|

Ferner wird, wenn m - m,m,m;, n - nlnsna die Permutatlonen
§ 138, (18) durchlaufen

' bmx"l m Ny bmﬂ‘a v
(15) B b,,,’,,l b, O my vm2 [ S%8,,., wenn m, »n beide =1, 2, 3;
mn b, Ominy Omony ¥y 0, wenn m,n nicht beide =1,2,3.

U 0, ¥, O

Weiter wird, wenn m und # die Nummern der Variationen m, m,
und »,n, in § 138, (20) bedeuten:

16 . B :"‘“‘* Om, — S%b--, wenn m, n beide =4, 5, 6;
16)  fu.= ‘ v""”‘ v"""’ v(';’ —{O, wenn m,n nicht beide =4,5,6.
ny 7y
Nach § 140, (9); (26); (40) wird demgemiB:
(17) A*= — B,,,

4 4 R
(18) = 8= DAL u™u®  (m,n=1,2,3),
1 1
6
— 8% = 2*' Dlarpmp®  (m,5=1,2,3);
1
3 3
(19) — A= Dn DB W™ (h1=1,2,3,4),
1 1

3 3
— St = D Dibog g™ (k1=1,2,...,6)
! 1 1

Daher verschwindet A* stets und nur mit B,; verschwinden alle
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Brua (m=1,2, 3), wenn alle 4}, (k, =1, 2, 3, 4) verschwinden, und
umgekehrt; verschwinden alle bz; (W, ®=1,2,3), wenn alle «f,
(k,1=1,2,...,6) verschwinden, und umgekehrt. Daher folgt aus 3:
Die Kurve, in der die Fliche (1) von der Ebene (2) geschnitten
wird, st ein eigentlicher Kegelschnitt, wenn:
(20) A"+ 0;
ein getrenntes Linienpaar, wenn:
(21) A4*=0, aber nicht alle A¢, (k,1=1,2,3,4) verschwinden;
eine Doppellinie, wenn:
(22) A =0, alle Ay, =0 (k1=1,23,4), aber
nicht alle o, (k,1=1,2,...,6) verschwinden;
unbestimmt, wenn:
(23) 4“=0, alle A, =0 (k,1=1,2,3,4), alle «,=0 (k,1=1,2,...,6).

In (22) folgt iiberdies die Bedingung A“= 0 nach (18), (9), (8),
(17) aus 4%, = 0 und in (23) die Bedingungen A4“=0, A4}, = 0 nach
(18), (9), (8), (19), (17) aus e, =O.

Damit sind die Bedingungen des Ranges der Schnittkurve von
dem neueingefiihrten speziell gewihlten Koordinatentetraeder J J,J;J,
wieder auf das urspriingliche E, F, E; E, iibertragen.'*’)

Nach § 140, (9); (26); (40) sind diese Bedingungen simtlich in-
variant im Sinne von § 139, 1.

5. Die Summen der Hauptunterdeterminanten. Infolge der
mit w,, ug, ug, u, fiir u, v, w, s geschriebenen Identititen § 107, (25);
(43) konnen bei reellen a,,, u, in die Bedingungen (21)—(23) auch
die Summen der Hauptunterdeterminanten § 107, (22); (23) eingefiibrt
werden, worauf die Merkmale des Ranges der Schnittkurve lauten:

A*= 0: eigentlicher Kegelschnitt;
A*=0, A’*= 0: getr. Linienpaar;
A*=0, A= 0, A”*<4 0: Doppellinie;
A*=0, A'*=0, A”*=0: unbestimmt.

(24)

6. Bedingungen fiir die Koordinaten des Doppelpunktes. Nach
Herstellung der Merkmale fiir das Vorhandensein von Doppelelementen,
handelt es sich um die wirkliche Bestimmung der letzteren.

In der Gleichung (7) fehlt immer dann und nur dann die Koor-
dinate y,, wenn:
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(25) bs=rfis=0, byy=103=0, b3 =f33=0
oder nach § 138, (6):
4
(26) DOz —0 fir m—1,2,3.
1

Diese Gleichungen bedeuten aber, daB f,® (k=1,2,3,4) die
Koordinaten einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte x,™,
m=1,2,3, vereinigt liegt und daher die schneidende Ebene (3)
selbst ist, so daB mit einem Proportionalititsfaktor ¢:
@7 i®+ ou,=0, k=1,23 4.

Zu diesen fiir 2,® notwendigen Bedingungen tritt noch die der
vereinigten Lage von z,® und u,:

4

28 ko, 2,8 =0.
(28) s

L. In der Gleichung (7) der Schmittkurve fehlt immer dann und nur
dann die Koordinate y,, (m=1,2 oder 3), wenn die Ecke J,= x,™
des mneuen Tetraeders unter Elimination von o den finf Gleichungen
gentigt:

4

@29) fitow—0, k=1,2,3,4 (30) Diuz=0,

1

oder ausfiihrlich geschrieben :

Ay Ty + Q3 Ty + W3 Ty + a3+ 0y =0,
Agy Ty + Gga Ty + g Ty + Ay Ty + QU = 0,

(31) A3 %y + B3 Ty + A3 T3 + A3, 7, + QuUs = 0,
Ay By + Qe Ty + Oy Ty + a4y 7, + 0u, = 0,
Uy X+ Ug Ty + Ug T+ T, =0.

Jeder Punkt, der diesen Gleichungen geniigt, heifit, wie in § 42, 3 ein
singuldrer oder Doppelpunkt der Schnittkurve (§ 107, 1).4%)

7. Bigentliche Kegelschnitte. Im Falle (20) gibt es, da A* die
Determinante der linearen homogenen Gleichungen (31) ist, keinen
Doppelpunkt. Die Gleichung (7) enthélt stets alle drei Koordinaten
Y15 Yo2r Ys-

Wenn fiir die Fliche (1) selbst alle 4,, verschwinden (§ 139, 29)),
80 kann nach § 140, (7) die Bedingung (20) niemals erfiillt sein; also:

1. Eigentliche Kegelschnitte als Schnitthurven kommen nicht wvor,
wenn die Fliche (1) ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene ist.
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8. Getrennte Linienpaare und ihr Doppelpunkt. Unter den
Voraussetzungen (21) ist ein bestimmter Doppelpunkt vorhanden, fiir
dessen Koordinaten die Auflosung der Gleichungen (31) ergibt: ™)
(32) AREAREAREARY R WEW. Wl WY WEl. bl
k=1,2 3,4 oder 5, wo die 4;, allgemein die Unterdeterminanten
vierten Grades der Determinanten § 140, (5) sind, die zum Teil schon
§ 140, (21) eingefiihrt wurden. Der Punkt z,° ist schon durch die
vier ersten Glieder der Proportion (32) bestimmt. Fiibrt man ihn
als Ecke J, = z,® ein, so wird nach 6,1 die Gleichung (7):

(33) by 9"+ 201y, ?/2J+ by 9" =0.

Aus (32) folgt, wie § 44, (28) mit einem Proportionalititsfaktor
v und mit k1= 1, 2, 3, 41%):
(34) rzzlz0= 4}, (35) rTzlo = 45, (36) To*= A5, =A.
Da nun b3 =0, by =0, byy= 0, so sind neben (8) auch alle Unter-
determinanten (9) gleich Null mit Ausnahme der einen:

- b, b
(37) . ﬁas = bu bm + 07
21 Use

die im vorliegenden Falle (11); (21) nicht verschwinden kann. Damit
wird aus (19):

— Ay = By 02O = P30

Der Faktor 7 in (34) ist daher gleich — B,.

Schneidet die Ebene (2) unter der Voraussetoung (21) die Fliche
(1) in einem getrennten Linienpaar mit dem Doppelpunkt z,°, so gelten
fiir die Unterdeterminanten der gerdnderten Determinante die Gleichungen :
(38) 4, ——ﬁss‘”k z0  (39) Ai;=—0Buz" (40) A=—0fy,
wo k und 1 je =1,2,3,4. »

Daher haben auch 4, A%, A%, A%, AL, soweit sie nicht ver-

schwinden;, dasselbe Vorzeichen und zwar das entgegengesetzte der
Determinante (37).

Infolge von (38) wird die sweifach gerinderte Determinante
§ 140, (22):

(41) _—ZZAU"‘L u = Py (Z"'xk “k)

ein vollstindiges Quadrat.*'®)

Da alle 4y, (k,1=1,2, 3, 4) nach § 140, (21) lineare homogene
Funktionen der «,, sind, so kann die Bedingung (21) nicht erfiillt
sein, wenn alle o, verschwinden (§ 139, (29)); also:
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II. Getrennte Linienpaare als Schnitthurven kommen nicht wvor,
wenn die Fliche (1) eine Doppelebene ist.

9. Doppelpunkt der Schnittkurve und Doppelpunkt der Fliche.
Wenn 4 = 0 ist, wird den fiinf Gleichungen (31), mit Hinblick auf
(40) bei ¢ =0, durch:

(42) 200200 =A, A, 4,5 4,,,

k=1,2,3 oder 4, geniigt, und zwar den vier ersten nach § 139, (8),
der fiinften, weil fiir 4“ =0 und 45, =4 =0 wegen A Ay, = A5, A,
(nach (32)):

(43) - A?s = Ay uy + Aygus + Apgus + A, u, = 0.

Da es aber nur eine Auflésung geben soll, muB alsdann fiir % (beider-
seits unabhingig) = 1,2,3,4 gelten:

(44) AR A A A=A At At A,

Ist die Schuittkurve eines Kegels mit einer Ebene ein getrenntes
Linienpaar, so fallt der Doppelpunkt der Kurve stels in die Spitze des
Kegels.

Sind alle 4,,= 0, so wird den Gleichungen (31) bei ¢ =0 ge-
niigt durch den Schnittpunkt der Achse ¢° des Ebenenpaares mit der
Ebene (2) (§ 139, (16); 1 § 59, (14)):

Da es aber nur einen singuliren Punkt geben soll, folgt:

Ist die Schnittkurve eines Ebenenpaares mit einer Ebene ein ge-
trenmtes Linienpaar, so fillt der Doppelpunkt der Kurve auf die Achse
des Linienpaares.

10. Doppellinien als Schnittkurven. Unter den Voraussetzungen
(22) ist die Schnittkurve eine Doppellinie, alle ihre Punkte geniigen
den Gleichungen (31). Durch Elimination von z, und ¢ aus der
zweiten, dritten und fiinften Gleichung (31) ergibt sich:

gy Qggy + Qg &y + gy Ty Ug
gy Oge%y + A3 Ty + A3,y Us | =0
| Uy UgTy + UgZy + u,z, O l

oder:
o3y — @5 + €, 7, = 0.
Ebenso folgt:
oy Ty — ey, + a2, =0,.. ., ...
Daher ist fiir die Achsenkoordinaten der Doppellinie (I § 59, (9)):
(46)  ,": 9" 9% 4’1 450 46° = ey eyt ey T ey ot e,

k=1,234,5 oder 6.
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Fiihrt man zwei beliebige getrennte Punkte dieser Linie als Ecken
2,® und z,® ein, ¢, = ¢,°, so wird die Gleichung (7) nach 6, I:

(47) buy?=0.
Da alle b,,, (m,n=1, 2, 3) auBer b, verschwinden, wird aus (19)*!):
(48) — 8%, =0, 0Y ¢ = b, 04"

Danach haben of;, ¢, ..., ag;, soweit sie nicht verschwinden, das-
selbe Vorzeichen.
Ferner wird die dreifach gerdinderte Determinante § 140, (37):

66 6
(49) — 824 ="y E Z; 904" P p/=06by, ( 2 Qkopk’)z
1 1 . 1
ein vollstindiges Quadrat*'®).
Da mit den Bedingungen (22) nach § 107, 4,1 auch 4 = 0 ist, so folgt:
III. Doppellinien als Schnitthurven kommen nicht vor, wenn die
Fliche (1) eine eigentliche Fliche zweiter Ordnung ist.
11. Unbestimmte Schnittkurven. Unter den Voraussetzungen
(23) ist die Schnittkurve unbestimmt. Die Ebene (2) ist dann selbst
ein Teil der Fliche (1), die somit ein Ebenenpaar oder eine Doppel-
ebene sein muB (§ 139, (29)).
IV. Unbestimmie Schwitthurven kommen wnicht vor, wenn die Fliche
(1) eine eigentliche Fliche zweiter Ordnung oder ein Kegel ist.
Man erhilt die Bedingungen fiir die unbestimmte Schnittkurve
direkt, wenn man unter der Voraussetzung:
(50) =+ 0
den aus (2) folgenden Wert von x, in (1) einsetzt:
Uy? (@1 %y ® + Gag Tp® + Ags T3®) + Ayg (g By + s Ty + us75)°
+ 2 (53 Ty %5 + 03, 3%y + A9 7, T5)
— 2uy(uy %, + Uy + Us ) (A4, %y + A9y T3 + B3, 75) = 0,
und nun die Koeffizienten von z% 2% % x,;, 2;2,, 2,2, einzeln
gleich Null setzt. Man erhalt:
By P+ gy uy® — 203 0,00y =0, Ggu,®+ Ayt ty— Gy Uy Uy — gy Ug =0,
(1) | @aatus®+ Ay tts®— 2an, gty =0, agyu,*+ @y ugu, — ag,u,u,— ay 51, =0,
g U+ Gy — 2 g 0 Us = 0, Qygty"+ Byt thg— Ay Uty — B2y Uy =0
oder:
(562) oy =0, ofy=0, og;=0, aj;=0, a5, =0, ;=0
als notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Zugehorigkeit der
Ebene (2) zur Fliche (1) im Falle (50).
Die Bedingungen (23) sind also iiberzihlige.
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§ 142. Einteilung der Schnittpunktpaare nach dem Range.

1. Einfiihrung der schneidenden Geraden als Koordinatenkante.
Die auf ein Koordinatentetraeder E, E,E,E, bezogenen Gleichungen:

4 4
1) r =2° 2 a2, =0,
11

4 4
2 w= Drur,=0, = Dru/x,=0
1
des Schnittpunktpaa/res einer Fliche zweiter Ordnung f und der geraden
Linie  >< u’ erhalten in einem neuen Tetraeder mit den Ecken o, J, J J,
die Form § 140, (3); (4); (11).
Nimmt man dabei die Ebenen « und #" selbst als Seitenflichen
i, und I, des neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden:
3) 0 =w, w®=uwu’
die alten und wie § 141, (4):
4) v,=0, 1,=0, =8, v,=0; v,/=0, v,,=0, v,/=0, v,/= 8§
die neuen Koordinaten der Ebenen (2).
Die Gleichungen des Schnittpunktpaares im neuen Tetraeder J, J,J,J,
lauten daher:

4 4
) =0 Db tata=0  (6) Sp=0, Sy,=0.
1 1

2. Gleichung des Schnittpunktpaares in der Geraden. Fiir
alle Punkte der Kante I;>< |, oder J;J; sind y; =0, y,—= 0 und y,, 9,
Zweieckskoordinaten in bezug auf J;J, (I § 57, 14).

Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fliche f mit der Geraden
u><u lautet daher in Zweieckskoordinaten in bezug auf das Zweieck J; Jy:

M by + 20y, % + b9’ =0, b=/,
Die Gerade (2) kann dabei, statt durch die Ebenen % und ', auch
durch die zwei Punkte J; = 2,V und J, = z,(® gegeben sein, von deren
Koordinaten die Koeffizienten direkt abhingen (§ 138, (13)). Man
erhilt dieselbe Gleichung (7) durch Einfilhrung der Parameterdarstellung
des laufenden Punktes der Verbindungslinie z,Mxz,® (§ 67, (6), (7)) in
die Gleichung (1).4%)

3. Der Rang des Schnittpunktpaares nach seiner Determinante
in der Geraden. Die Determinante des Punktepaares (7), sofern es
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fiir sich in der Geraden J;J, betrachtet wird, ist:
byy bys )

®) ST T
wo die Benennung rechts bereits bei § 138, (21) eingefiihrt wurde.
Daher folgt aus § 39, 8: ‘ »

Das Punkiepaar, in dem die Fliche (1) von der Verbindungslinie
der Punkte z0 und xz® geschnitten wird, ist ein getrenntes Punkte-
paar, wenn:

)] ) Bss =+ 0;

ein zusammenfallendes Punktepaar, wenn:

(10) Bss =03 by, byy, by micht alle O
unbestimmt, wenn: -

(11) Bis=0; by =0, by=0, byp=0.

4. Der Rang des Schnittpunktpaares nach seiner Determinante
im Raume. Die mit den Koordinaten der beiden Ebenen (6) ge-
rinderte Determinante der Fliche (5) ist nach § 140, (13):
by bys bys b, 0 0
0 00
w S0
0S
00
00

4
S

4
al

@
[~

by
b
by by
0 0
0 0

2! 2

=
SN
(=

©
>

(12) B — 2 73 = S4B, .

>
13-
o wmy
CI.)O:@

Ferner wird: _
(13) Bi'= 8%y, Bj'=— 8%, By =S8%,; B;;=0,
falls m, % nicht beide 1 oder 2 sind.
Nach § 140, (14); (45) wird demgemiB:
14) A = 82fyg;

4 4 4 4
(18) S4byy = Dt DI A2 w,®Ouf®,  S4by, = — Dt D! A u®u®,
1 1 T 1
v 4 4
S4b11 = Ek EI A;‘l’"uk(s)u‘(g);
11

(16) Azlu’ = Sg(b23xk(l) xl(l) - 2b12xk(l)xl(2) + bll xk(g)xl(a))'
Daraus geht nun mit Riicksicht auf 8 sofort hervor!*):

Das Punktepaar, in dem die Fliche (1) von der Schnittlinie der
Ebenen (2) getroffen wird, ist ein getrenntes Punkiepaar, wenn:
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ay - A0
ein zusammenfallendes Punktepaar, wenn:
(18) A =0, mcht alle A;‘{"—O k,1=1,2,3,4;
unbestimmd,. wenn :
(19) C AW =0; alle A =0, k,1=1,2,3,4,
wobei nach (15), (8) und (14), ebenso wie in (11), die erste Be-
dingung eine Folge der iibrigen ist.

Damit. sind die Bedingungen des Ranges des Schnittpunktpaares
von dem neuen speziell gewihlten Koordinatentetraeder oJ;J;eyd,
wieder auf das urspriingliche iibertragen.™)

Nach § 140, (14); (45) sind diese Bedmgungen invariant im Sinne
von § 139, 1

5. Die Summe der Hauptunterdeterminanten. Fiir die Deter-
minante sechsten Grades § 140, (12) ist unbedingt:
Gy Byg Uy Uy _
Gy Gy Uy U}
u, u 0 O
l uw" u’ 0 O

i ww ‘t;u’
’ An A‘SS —_ 'Auu;

(20) wu' v = 4 ';’ Q42
A?.z A?.a ‘ ’

wenn allgemein ¢, die Achsenkbo;dinaten der Geraden u >< ' sind.
Mit Hinzunahme der entsprechenden Gleichungen ist also:

u;'Agu’ ___(Auu 2 __ .‘,1uu'q‘k ) Auu'Auu (Auu 2 __ Auu,Q52’
Ar;lu'Agu' . (Auu’)s uu'qss’ Atltlu' Auu — (Auu’)a Auu'qla
A;;'_Auu’ (Auu’)z Auu QS A A;:’Auu (Auu’)z Auu’qss.

@1

Setzt man daher zur Abkiirzung:

(22) A = AW 4 Ay + Ay + ALY,
so wird: '
AuwA/uu' (Auu’)2+(A ')’—|—(A"“')9—|—(A““')2+A“"'(Q52+96’+41 ),...,...,...

und folgt durch Addition die identische Gleichung (§ 107, (25))%):
(23) (A'uu’)2 (Auu’)2+(Auu’)2+(Auu’)2+ (Auu’)2+ 2(Auu 2+ 2(A:iu’)2
+2(Auu 2+ 2(Auu’)2+2(Auu’)2+ 2(Auu’)2
+24(g* + ° + "+ 0. + ¢.° + 96

Wenn daher A** =0 und A'*¥ =0, so verschwinden nach (23)
alle A¢¥(k,1=1,2, 3, 4), und nach (21) und (22) auch umgekehrt.
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Demnach konnen die Merkmale des Ranges (17)—(19) bei reellen
Gy, U, %, auch kiirzer so angegeben werden (§ 141, (24)):
A** 4 0: Getrenntes Punktepaar;
(24) 4“=0, A“* <4 0: Zusammenfallendes Punktepaar;
A** =0, A"** = 0: Unbestimmt.

6. Beding;mgen fiir die Koordinaten des Doppelpunktes. Nach
Herstellung der Merkmale fiir das. Vorhandensein eines Doppelpunktes,
handelt es sich um die wirkliche Bestimmung des letzteren.

In der Gleichung (7) fehlt die Koordinate y, immer dann und
nur dann, wenn:

(25) bis="112=0, byy=1ps=0
oder nach § 138, (6):

4
(26) Pz ™M =0 fir m=1,2.

Diese beiden Gleichungen bedeuten aber, daB f,(® die Koordinaten
einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte z,(™ vereinigt liegt, die
also durch die Achse der Ebenen (2) geht. Dazu muf mit zwei
Proportionalititsfaktoren ¢ und ¢" (I § 64, 3"):

fk(g) + ou+ 9’ulc,= 0, ©=1,2,3,4.
Diesen vier Gleichungen muB also der Punkt z,(® geniigen, und da
er auBerdem nach 2 auf den beiden Ebenen (2) liegt, so folgt:

1. In der Gleichung (7) des Schnittpunktpaares fehlt immer dann und
nur dann die Koordinate y,, wenn die Ecke J,= x,® des neuen Tetra-
eders unter Elimination von @ und o den sechs Gleichungen geniigt:

4 4

(27) fk+ ou+ 9’“kl=07 k=1: 2, 3;4; k“kxk___of kuk,xk=07
1 1
oder ausfiihrlich geschrieben®®):

r r
Qyy @y + Qg3 Ty + Gy3Zs + 1, T, + QU + 0w, =0,
gy Xy + Qg g + Ogg Ty + oy Ty + 0%y + Q%' =0,

r 14
gy @y + Qgo Ty + Agg Ty + G5, T, + QtUs + @'us’ =0,

(28) 4
Ay Ty + Uyg Ty + Qg Ty + Ay Ty + QU+ @' =0,
U Xy + UsTy + Uy + Uy =0,
w %y + Uy Ty + U 2y + u, X, =0.

7. Bigentliche Punktepaare. Unter der Voraussetzung (17) gibt
es keinen Punkt, der den Gleichungen (28) geniigt. Die Gleichung
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(7) enthalt stets beide Koordinaten y, und y, und stellt ein getrenntes
Punktepaar dar (§ 39, 10)
. Wenn die Fliche eine Doppelebene ist, also alle ¢, verschwinden
(§ 139, (29)), kann nach § 140, (19) die Bedingung (17) niemals
erfillt sein.

Getrewnie Schnittpunktpaare kommen mcht vor, wenn die Fliche
(1) eine Doppelcbene ist.

8. Koordinaten des Doppelpunktes. Unter den Bedingungen
(18) schneidet die Gerade (2) die .Kurve (1) in einem szusammen-
fallenden Punktepaar oder Doppelpunkt x,0, fir den die Auflésung der
Gleichungen (28) ergibt: :
(29) o020 a0 2000 = ALY ALY T AYY  ArY AYE AV
wo k=1,2,3 4,5 oder 6 sein kann, aber der Punkt schon durch
die vier ersten Glieder der Proportion und mit &k = 1, 2, 3, 4 bestimmt
~ist. Die A" sind allgemein die Unterdeterminanten fiinften Grades
der Determinante § 140, (12). -

Nimmt man den Punkt (29) als Ecke J,=z,®, so wird die
Gleichung (7) nach 6, I:

(30) buy®=0.

Aus (29) fo]gt mit einem Proportlonahtatsfaktor z und mit
k1=1,2 3,4, wie § 141, (34)12):
(31) tnlw’ = A
(32) e = A, tale'= A
(33) wo*= A4 = F(w), 0= A= F(w), tee — 43y .
Da nach (16) mit b, =0, by — O: '

Ay = 8%by @ a)

ist, so kann man setzen:-
(34) T = S8%;,.

Gleuhzeztzg wird. die drezfach gerdnderte Determinante § 140, (42):

4
@5) A —2 ZArr'u;u;' —— 5%, Dla i)’

1
ein wllstandzges Quadrat. 118) o
Ist neben (18) noch A*= 0, so. wird den Glelchungen (28) bei
¢'=0 auch geniigt durch den Punkt (§ 141, 32)): :
(36) B 2,%: 20 2,02 '9'—‘4“ Ay Ay Afy A
Schneidet also dle Gerade w >< ' die Fliche (1) in einem Doppel-
Staude, Flichen zweiter Ordnung. IIL 52
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punkt, so ist dieser zugleich Doppelpunkt der Schnitthurve der Fliche
mit der durch die Gerade gehenden Tangentialebene u (§ 143, (2)).

9. Unbestimmte Punktepaare. Unter der Bedingung (19) ist
das Punktepaar unbestimmt. Die Schnittlinie der beiden Ebenen (2)
liegt dann in ihrer ganzen Ausdebnung auf der Fliche (1).
Man kann die Bedingungen hierfiir direkt entwickeln, indem man
als Gleichungen der Schnittlinie der Ebenen (2) die folgenden benutzt
(I §59, 9):
(37) 9Ty = — @ %y — §6T3, 4T = — %3+ % %s,
¢,=+ 0 angenommen. Eliminiert man mittels (37) #, und z, aus (1),
so ergibt sich:
13 (95 %5 + 26%5)° + 05907 %® + 45302 %5% + 040 (95 %2 — 43%5)°
+ 20539y %5 — 2(5 75 + 313%5) 4, (45 %5 + %6%5)
+ 2a,,(¢;%; + ¢6%5) (9572 — 9a%s)
— 2(@gu %y + 03,75) 44 (25%2 — ¢57%5) = 0,
und durch Nullsetzen der Koeffizienten von x,?% z,% x,z;:
011 05" + B9ady” + By s® — 205,050 + 20449505 — 2015954, = 0,
186"+ G339, + a4 05* + 205,9,95— 2040395 — 2043050, = O,
11595 + O3 9s° — @005 + A4 0500 — 540598 — U295

— 0439495 + 01405% — 14932 = 0

Die linken Seiten sind aber die Entwicklungen der Unterdeterminanten

Az, A5y, — A3y, also: A

Fiir die Zugehorigkeit der Schnittlinie q der beiden Ebenen (2)
zur Fliche (1) sind, falls g, = u,u, — u,u,’= 0 ist, die Bedingungen:
(39) Ay =0, Aw=0, A3¥=0
notwendig und hinreichend.

Die zehn Bedingungen (19) sind iiberzihlige (§ 141, 11).

10. Die Unterdeterminanten von A“* bei unbestimmtem -
Punktepaar. Wenn A4*“ = 0 ist, gilt die Entwicklung:

(40) a4y 43" + @ A3 + @y A3 + 0y AYY + w ALY + w/ A7 =0
fir =1,2,3,4 und1=1,2,3,4,5,6. Sie reduziert sich unter den
Bedingungen (19) fir k=1,2,3,4 und 1 =1,2, 3,4 auf:

(41) w ALY 4w A% = 0.

Da aber die Ebenen u, und u,’ als verschieden vorauszusetzen sind,
so folgt aus solchen vier Gleichungen (41), die bei festem I den vier
Werten von % entsprechen (I § 51, (3)):

(38)
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(42) ,A;‘zsu, = A},‘,“' =0, A;‘su, = A:xu’= 07 l= 1) 2, 3; 4.

Infolge von (42) reduziert sich aber (40) auch fiir = 5,6 auf (41),
worauf wiederum (41) auch fiir I =5, 6 folgt (§ 107, 4). '
Sind die sechzehn  Unterdeterminanten fiinfien Grades A*Y,
k1=1,2,3,4, von A gleich Null, so verschwinden auch alle iibrigen
Unterdeterminanten finften Grades (42) mit 1=1,2,3,4 5, 6.
Unter diesen befinden sich auch (§ 140, (12); (8)):

(43) g = A" = — F(uy,uy, ug,u,), Ay = A = — F(u,',uy’,uy,u,);
(44) Ayl = ALY = — { Fy (uyuguge ), + Fy(uy uguqte, )ty
+ Fy(ugugugug)us’ + Fy(uugusu)uy'}.

§ 143. Tangentialebenen und Gleichungen in Ebenenkoordinaten.

1. Einfache und stationéire Tangentialebenen. Eine Ebene, die
die Fliche zweiter Ordnung in einem gelrennten Linienpaar schneidet,
heiBt eine (einfache) Tangentialebene und der Doppelpunkt des Linien-
paares ihr DBeriihrungspunkt. Eine Ebene, die die Fliche in einer
Doppellinie schneidet, heiBt eine stationdre Tamgentialebene und alle
Punkte der Doppellinie sind ihre Beriihrungspunkte. Eine Ebene,
die der Fliche ganz angehort, kann als eine inzidente Tangentialebene
der Fliche bezeichnet werden.

Wenn dual die durch einen Punkt gehenden Ebenen einer Fldche
zweiter Klasse zwei Ebenenbiischel mit getrennten Achsen bilden (statt,
wie im allgemeinen, einen Kegel zweiter Klasse), so heiBt der Punkt
ein (einfacher) Berihrungspunkt und die Verbindungsebene der Achsen
seine Tangentialebene. Fallen die Achsen der heiden Ebenenbiischel
zusammen, so wird der Punkt ein stationdrer Beriihrungspunkt und
alle Ebenen der Achse sind seine Tangentialebenen. Ein Punkt,
dessen simtliche Ebenen der Fliche angehoren, kann als ein inzidenter
Beriihrungspunkt der Fliche bezeichnet werden.

Der Inbegriff aller Tangentialebenen u, der Fliche zweiter Ordnung:

4 4
1) f=2’: 2 W 2, = 0
T 9

ist nach § 141, (21) durch die Bedingung:

4 4
@) A== M A4, uu,=0

gekennzeichnet. 12%)
52*
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2. Beziehung zwischen Tangentialebene und Beriihrungspunkt.
Zwischen der Tangentialebene , und ihrem Beriihrungspunkt z,°% be-
ziiglich ihren Beriihrungspunkten, bestehen nach § 141, (29) die fiinf

Gleichungen:
’ 4

@) f2+owm—=0, k=1,2,3,4; ()  Dlua=0.
1
Ist die Ebene u, gegeben, so bestimmt man hieraus nach § 141, (32)
unter Elimination von ¢ den Beriihrungspunkt z,°.
Ist ein Punkt 2,° der Fliche als Beriihrungspunkt gegeben, so
folgt aus (3) fiir die Koordinaten der Tangentialebene:

(3) Ui uyiugiuy=f0: f f0 05— ou =1
Damit ist die Bedingung (4) nach § 138, (4) schon von selbst erfiillt,
da z° ein Punkt der Fliche sein sollte.

Die Gleichung. der Tamgentiolebene der Fliche (1) im Punkie z.°
ist daher (§ 67, AT))*"):

4

®) 107+ 07 + 0% + 02, = O§ Zlf;coxk =0.

1

3. Tangentialebenen der eigentlichen Flichen zweiter Ordnung.
Die eigentliche Fliche zweiter Ordnung 4 < 0 hat nach § 141, 10, III
nur einfache Tangentialebenen; sie geniigen der Gleichung (2) und
bilden demmnach nach § 138, (1) eine Fliche zweiter Klasse, die wegen:

(6) A= A*+0
ebenfalls eine eigentliche ist.™)

L Jede eigentliche Fliche zweiter Ordnung ist auch eigentliche Fl‘acke
zwester Klasse und wmgekehrt (§ 18, 7).

Da nach § 139, 3 £,9 1% 1% £.° niemals alle vier verschwinden
konnen, so folgt: :

IL Zu jedem Punkte x,° der Fliche gehort vermoge (3) eine bestimmte
Tangentialebene u,.

Anderseits ist nach § 141, (39) mit einem Proportionalititsfaktor a:

4
(M ox) = Afy = —"2 4w,
(§ 141, 43)), und damit wegen (6): '

1. Zu jeder Tangentialebene w, gehirt vermige (1) ein bestzmmter
Beriihrungspunkt z,°.
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4. Tangentmlebeneu des Kegels uberha.upt Beim Kegel wird
aus (2) nach § 139, (14):

4
(8) ) (2 ""’ko“/c)2 =0,
: o1

wo x,° die Koordinaten der Spitze sind.

1. Beim Kegel deckt sich der Inbegriff aller Tangentzalebenm mit
dem Ebenenbiindel an der Spitze. :

Die Flache (2) ist als Fliche zweiter Klasse vom Range 1 (I
Anm. 1, III, 21)).
‘ II. Eine der Gleichungen:

4
9 Z}A“u,= O oder A4x=0, k=1,2,3 oder 4,
1

ist (§ 141, (42)) die Gleichung der Spitze in laufenden Ebenenkoordinates.
Zu jedem Punkte z° des Kegels gehdrt vermige (3") eine be-
stimmte Tangentialebene, nur zur Spltze gehoren oo? solche.
. Zu jeder einfachen Tangentialebene gehort als Beriihrungspunkt
dle Spitze, da fiir ihn nach § 141, (4‘)) (44)

(10) z,°%: 2% 2,0 0= A Ay Ay Ay = A, Ay, s A0 A,

5. Stationiire Tangentialebenen des Kegels. Unter den oc?
Tangentialebenen des Biindels (8) sind nach § 141, (22) diejenigen
stationdr, fiir die zugleich alle 4%, k,1=1, 2,3, 4 verschwinden.
Da aber fiir A= 0 nach § 107, (21):

10 ) . (Au)z = A‘kukAﬁ)
so reicht dazu das Verschwinden der Diagonalunterdeterminanten
A}, aus. ' ‘

Daher sind die stationdren Tangentialebenen des Kegels durch eine
Gleichung (9) in Verbindung mit den Gleichungen:
(11) 47, =0, 43 =0, 45=0, 4, =0
gekennzeichnet.

Die einzelne Gleichung (11), wie:

;(12) — A} =22¢::,”u,1 =

stellt eine Fliche sueiter Klasse dar, die vom Range 3 (§ 139 (10y),
nimlich ein Kegelschnitt in der Ebene z,= 0 ist, falls (I Anm 1,
II, 4): :
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%1 9 Gy ’
Og1 Gag G3 | =45 +0,
Uy Cgy @gs | » y
also nach (10) die Spitze des Kegels nicht in der Ebene z, = 0 liegt.
Da nach (10°), (10):
(i )= 4} 4, Audl,=A,4L, k=123,
so folgen, falls 4,4 0, aus der vierten Gleichung (11) die iibrigen.
Der Inbegriff der oo! stationdren Tangentialebenen des Kegels ist
daher durch zwei Gleichungen, eine Gleichung (9) und eine der Glei-
chungen (11) dargestelit.®®)
Jene ist die Gleichung der Spitze, diese sind die Gleichungen

der Schnittkurven des Kegels mit den vier Koordinatenebenen, je in
laufenden Ebenenkoordinaten (§ 71, (12%).

(13)

6. Tangentialebenen des Ebenenpaares. Beim FEbenenpaar ist
mit 4,,=0 (§ 139, 29)) die Gleichung (2) identisch erfiillt. Alle
Ebenen des Raumes sind Tangentialebenen. Einfache Tangential-
ebenen haben ihren Beriihrungspunkt auf der Achse ¢,° des Ebenen-
paares, stationiire gehen durch die Achse ¢, hindurch. Fiir die
letzteren gelten wieder die Gleichungen (11). Jedoch wird aus (12)

nach § 139, (21):
3
— St Ay = By (2‘ 7’ “k)2;
1
und entsprechend mit — S*: gy, = v1%):

(14) { T A}, = (q°us — q5°us + ¢,°%,)%, T Ay = (9, — 4%, + ¢,°u,)?,
7 Agy = (9:°%, — 9,°%; + ¢,°4,)%, v Ay, = (4", + :°uy + 95%u,)*

Jede der Gleichungen (11) stellt eine Fliche zweiter Klasse vom
Range' 1, nimlich den doppelt gezihlten Punkt dar, in dem die Achse
g0 die Koordinatenebenen schneidet.

Die vier Gleichungen (11) zéhlen fiir zwei unabhingige und
_driicken aus, daB die Ebene u, durch die Achse ¢,° geht (I § 59, (12)).
Sie sind die iiberzihligen Gleichungen der Achse in laufenden Ebenen-
koordinaten.

7. Die Ebenen des Ebenenpaares selbst. Fiir die Ebenen des

Ebenenpaares selbst verschwinden nach § 141, (23) alle oc” Die
Gleichung: :
(15) — ey = ayu’ + ayu®— 20,40, =0
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stelll nun fiir sich allein ein getrenntes Punktepaar auf der Kante
E, E, des Koordinatentetraeders dar, falls

(16) = a0y —af; +0,
also die Achse § 139, (16) des Ebenenpaares die Kante E, E, nicht
schneidet (I § 59 (15); (21)).

Das Ebenenpaar selbst wird daher in FEbenenkoordinaten durch
drei Gleichungen ausgedriickt, zwei von den vier linearen Gleichungen
(11); (14), welche die Achse des Paares, und eine von den quadratischen
Gleichungen :

(A7) ey =0, a5=0, ag=0, =0, =0, a5 =0,
welche die Schnittpunktpaare mit den sechs Kanten des Koordinaten-
tetraeders darstellen.®?)

Man behdlt (11) und (17) als iiberzihlige Gleichungen bei, um
nicht an eine bestimmte Voraussetzung (16) gebunden zu sein, ebenso
wie man schon bei einer geraden Linie vier Gleichungen als iiber-
zihlige hat (I § 59, 12)).

8. Die Doppelebene. Bei der Doppelebene ist nach § 141, 8, II
jede Ebene des Raumes stationire Tangentialebene. Fiir die Doppel-
ebene u,° selbst sind wiederum nach § 141, (23) alle ¢;; = 0. Da
aber nach § 139, (27) die Gleichung (15) die Form annimmt!'8):
(18) — 8%y = by (u,"u, — u u)* = 0,
also ein vollstindiges Quadrat wird und den Schnittpnnkt der Doppel-
ebene mit der Kante E, E, darstellt, so wird die Doppelebene durch
drei von den Gleichungen (17) ausgedriicki, die die Verhdltnisse ihrer
Ebenenkoordinaten eindeutig bestimmen. Die Gleichungen (17) sind
iiberzihlige.

§ 144. Tangenten und Gleichungen in Linienkoordinaten.

1. Begriff der Tangenten und Erzeugenden.

Eine Gerade, die die Fldiche Eine Gerade, durch die an die
sweiter Ordnung in zwel zusammen- . Fldiche zweiter Klasse zwei zu-
fallenden Punkten (einem Doppel- sammenfallende Beriihrungsebenen
punkt) schneidet, ist eine (ein-, gehen, ist eine (esnfache) Tangente
fache) Tangente der Fliche und der der Fliche und die Doppelebene
Doppelpunkt ihr Beriihrungspunkt. ihre Beriihrungsebene.

Eine Gerade, deren simtliche Eine Gerade, deren simtliche
Punkte der Fliche angehoren, ist Ebenen der Fliche angehdren, ist
eine stationdre Tangente oder Er- eine stationdre Tangente oder Er-
geugende. ' zeugende.
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Die Bedingung dafiir, daB- eine Gerade iberhaupt Tangente (ein-
fache oder stationire) der Fliche zweiter Ordnung:

4 4
Y
W =31 =0
1 1

sei, kann in verschiedener Form gefaBt werden.
2. Bedingung fiir die Linienkoordinaten einer Tangente. Die

Bedingung einer Tangente ‘lautet nach § 142, (18) und § 140, (19) in
ihren Strahlenkoordinaten p, oder Achsenkoordinaten g,:

66 ] 6 6
2) | 22"‘“ Pk p,="0 oder 2:,7‘2“%?%%-
1 1 1

" Es ist die Gleichung der Fliche in laufenden Strahlenkoordinaten
oder die Gleichung des Tangentenkomplexes der Fliche.™®) Auf ihrer

linken Seite kann der Ausdruck i(p, p, + Py ps + s ps) mit beliebigem
A hinzuaddiert werden (I § 59, (5").

3. Bedingung fiir zwei Ebenen durch eine Tangente. Un-
mittelbar aus § 142, (18) folgt: ‘

Die Schnittlinie sweier Ebenen ist Tangente der Fliche (1), wenn
die mit den Koordinaten w, und u, der beiden Ibenen gerdnderte
Determinante der Fliche verschwindct:

(3) Av' =0,

Zwischen dem Beriihrungspunkt z,° der Tangente und zwei durch

sie gehenden Ebenen #, und wu, bestehen alsdann die Beziehungen

§ 142, (27):

©)) 10+ ou,+ ou =0, k=1,23 4,
4 4
Zzuk xlco=_ 0, k2,0 = 0.

1 1

4. Bedingung fiir zwei Punkte auf einer Tangente. Nach
§ 142, (14) kann die Bedingung (3) auch durch das Verschwinden
der Determinante § 142, (8), wo b,, =f;,, ausgedriickt werden, wo-

raus folgt:
Die Verbindungslinie zweier Punkte ist Tangente der Fliche (1), wenn
die Koordinaten z, und z,® der beiden Punkte diec Bedingunyg erfiillen.:

(6) ‘ fufe— =0
Stellt man den laufenden Punkt der Verbindungslinie durch Zweiecks-
koordinaten y,, y, in der Weise (I § 64, (12)):

) o= 1,0, + 2Py,

*
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dar, so  ist fiir die Zweieckskoordinaten des Doppelpunktes § 142 (7)
nach § 39, (25):

(8 929’ = —fis: f11"fzz — far-

Bei festem 2,® hat man in (6) die Gleichung des Zangenten-
kegels der Fliche vom Punkte x,, des Ortes aller durch diesen Punki
gehenden Tangenten. “Ordnet man die Gleichung (6) nach:

2V z® — OO = p,,
so erhilt man wieder die Entwicklung (2) zuriick, so daB (2), (3)
und (6) nur verschiedene Formen derselben Bedingung sind.

5. Bedingung fiir die Tangente in einem Punkte der Fliche.
Ist 2, auf der Fliche selbst gelegen, so daB fg, = 0, so folgt aus (6)

Die Verbindungslinie eines Punktes z, des Raumes mit einem
Punkte z,® der Fliche ist T angente im Punkte z,®, wenn neben
fas=0:

(9) . - fi=0.

Bei festem z® und mit Unterdriickung des Index 1.lautet diese

Gleichung:

(10) Z [z, 0
und stellt dann di¢ Tangentialebene als Ort aller Tangenten im Punkte

z,® dar (§ 143, 5)).

6. Die Komplexgleichung der eigentlichen Flichen zweiter
Ordnung. Fiir die eigentliche Fliche zweiter Ordnung ist die Deter-
minante der Komplexgleichung (2):

(11) e | =4
(I Anm. 1, 1L, (13)) von Null verschieden. Die linearen Gleichungen:

6

(12) Dlep=0

1

sind daher durch keine Gerade p, des Raumes erfiillbar (§ 139, (6)).

7. Die Komplexgleichung des Kegels. IKiir den Kegel kann die
Komplexgleichung (2) nach § 138, (30), in bezug auf ein neues
Tetraeder J,J,J5J,, wo nach § 139, (11) alle Unterdeterminanten §,,,,
fiir die nicht m, n = 1, 2, 3 ist, verschwinden, in der Form:

38
(13) EZﬁmnrmrn—O
1 1
dargestellt werden. Die Spitze des Kegels ist dabei als Ecke J, des

»
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neuen Tetraeders genommen. Die Kanten p,®, p,®, p,® geh6ren dem
Komplex (13) an (I § 63, Fig. 320).

Die Komplexgleichung (2) wird, wie die Form (13) zeigt (I § 72,
13), erfiillt von allen Strahlen, die in einer stationiren Tangential-
ebene des Kegels liegen, also entweder durch die Spitze gehen oder
Tangenten in einem andern Punkte des Kegels sind (§ 71, (16)).

Die durch die Spitze § 139, (R) des Kegels gehenden Geraden
sind durch die Gleichungen (I § 59, (10)) dargestellt:

Ay pg— Ay 05+ Ayup =0,
Asypy— Ayype+ Aups =0,
Ay ps— Ay p+ Ay ps=0,
Ay pi+ Ay py+ Ay p=0.

Die drei ersten dieser Gleichungen sind aber, falls A4, 40 ist, die
Auflésungen der Gleichungen: ’

ey Pyt @yg Py + 03Py + 0 Pyt @y P+ 05 0= 0,
(15) Oy Dy + G Py + Cgg Py + gy Dy + g5 5+ g5 =0,
Ogy Py + gy Py + gy Py + gy Py + g5 P+ g =0
nach p,, py, p; und gehen aus diesen hervor, wenn man mit a,,, a,, @,
oder a,y, agy, Gy oder a5, ayg, ay; multipliziert und addiert (§ 97, (23)).
So folgt allgemein:
Die sechs Gleichungen:
6
(16) 2“k1p1= 0, k=1,2,34,5,6,
1
sind die (uberzihligen) Gleichungen der Kegelspitze in Strahlenkoor-
dinaten (vgl. § 143, (9)).

Sie zihlen fiir drei unabhingige (I § 60, 1), weil mit dem Ver-
schwinden der Determinante sechsten Grades (11) auch alle ihre
Unterdeterminanten fiinften und vierten Grades verschwinden (I Anm. 1,
III, (14); (15)). Sie haben, wie die Form (14) fiir 4,, # 0 zeigt, die
Bedingung: '

17 P =p,pit pps+ psps=0
schon zur Folge.

(14)

8. Die Komplexgleichung des Ebenenpaares. Ist die Fliche (1)
ein Ebenenpaar, dessen Achse die Koordinaten ¢,° hat, so wird die
Gleichung (2) nach § 139, (22):

(18) _(ZthLO,

.
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also das Quadrat der Gleichung der Achse in Strahlenkoordinaten
(I § 60, ).

9. Komplexkurve und Komplexkegel. Die Gleichung (2), die
sich auf ein urspriingliches Koordinatentetraeder E, E, E; E, bezieht,
lautet in einem neuen Koordinatentetraeder o, J,J;J, nach § 138, (30),
§ 140, (18 ):

(19) 22,3,,,,, ror,=0 oder (19" ZZﬂm,-,s,,,s,,

wo die Ecke J, als beliebiger Punkt und die Ebene I, = J,J,J; als
beliebige Ebene gelten kann.

Liegt nuu die Gerade p, in der Geht die Gerade g, durch die
Ebene |,, so sind r,=1r,=1r,= 0 Ecke J,, so sind s,=s=35,=0
und 7, = v;, r, = v,, 1, = v, Linien- und s, = y,, s,—¥,, 8, = y; Linien-
koordinaten indieser Ebene(1§64,3) koordinaten im Biindel an J, und
und die Gleichung (19) kommt zu- die Gleichung (19') kommt zuriick
riick auf: auf:

3

3 3 3
(20) E"E‘ﬁm.vmvﬁo- (20 Z"Z"ﬂ,,—.zymyﬁ 0.
1 1

Die Koeffizienten (§ 138, (23)):

6 6
(21) Baun =22 e, 0" p ™
. T 1

hiéngen, soweit sie in (20) vorkommen, nur von den in der Ebene I,
liegenden Kanten p,®, p,®, p,®, und soweit sie in (20") vorkommen,
nur von den durch die Ecke J, gehenden Kanten p,®, p.®, p,©® des
Koordinatentetraeders oJ,J,J;J, ab- (I § 63, Fig. 320). Daher folgt
(I § 72,12):

Die in der Ebene dreier Strah- Der am Schnittpunkt dreier
len pY, p®, p® liegende Kom-| | Strahlen 24, 0,8, p,® befindliche
plexkurve des Tangentenl.omplexesJKomplexkegel des Tangentenkom-
(2) hat in laufenden, auf das Drei- | plexes (2) hat in laufenden, auf das
eck der drei Strahlen bezogenen | Dreikant der drei Strahlen bezogenen
Linienkoordinaten  die Gleichung!Stmhlenkoord@'naten die Gleichung
(20). | (20°).

Die Komplexkurve ist zu-. Der Komplexkegel ist zugleich
gleich die Schnittkurve der Fliche der Beriihrungskegel der Fliche (1)
(1) mit der gemeinsamen Ebene der | mit dem gemeinsamen Punkte der
drei Strahlen, erzeugt von ihren ' drei Strahlen, erzeugt von seinen
Tangenten. Geraden.
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§ 145. Umbeschriebene Vierseite.

1. Das umbeschriebene Vierseit und das Koordinatentetraeder.
Ist der Fliche zweiter Ordnung:
(1) F(@y, @a, 75, ) = a3, 28,° + a9y 79° + g5 25° + 2,27 + 2095 X325

+ 2ag, 732, + 20,52, 00, + 20,2, 0, + 205,22, + 2ag, 2,2, = 0

ein windschiefes Vierseit umbeschrieben, so kann man dessen Kcken
E,, E,, E,, E, als Ecken des Koordinatentetraeders nehmen- derart,
daB E,E, und E | E,, sowie I, E, und E;E, (Fig. 217) die Gegen-
seiten des Vierseits sind. Die Schnittpunktpaare dieser vier Seiten
mit der Fliche (1) sind dann:
» Oy &y” + 209383 5 + Ugy 2" =0, 7, =0, 2, =0,
)] 0 2,° + 20,2, %, + 0,22 = 0, 2,=0, 5, =05
a2 + 24,37, %5 + Ay 2,° =0, 1, =0, 2,=0,
Ooe%® + 205, 2,2, + a2,2=0, 2, =0, 2, = 0.
Da aber die Seiten Tangenten sein sollen, miissen diese Punktepaare
in Doppelpunkte zusa.mmenfallen, also die vier Bedingungen bestehen:

C)

oder bei willkiirlicher fester Wahl der doppelt gestrichenen Quadrat-
wurzeln und unbestimmt bleibenden Vorzeichen g,,:

S ) -
“) Qog == o3 V‘fsm ¥ Ag3y " (4= &1y V‘h Vq'g;
gy = & Vass Vay,, a,=é, Vazz Vau‘

Die Koordinaten x, :xy:x:a, der vier Beriihrungspunkte By,

B,;; By, B,, des Vierseits (Fig. 217) mit der Fliche werden dann
nach (2) (§ 39, 25)):

- —a =0
@)y = Qgylgg— Ay = 0, &ty =y, ay,— ai, = 0;

2
Ugg = Agg0yy — a3, = 0, g5 = agea,, — a3, =0,

O :—agy: ay: 0= 0 :agpg:—ay: O,
®) —ay: 0: O:ay= a4,:0: 0 :—ay
agg: 0 :—agy: 0 =—a5:0: a,: O,
0:—ay: 0:ay= 0:a,: 0:—a,.

2. Die Ebene dreier Beriihrungspunkte. Die Ebene der drei
letzten Punkte (5) hat die Gleichung:

(6) B3 Gsy Ty + U390y, Ty + Gy 0, T3 + 04,85, 7,= 0,
der ersichtlich die Koordinaten aller drei Punkte geniigen.

Die Koordinaten des ersten Beriihrungspunktes By und de
vierten harmonischen B;, zu E,, E; und By (§ 40, 4)) sind beziig-
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lich 0, — ag, ag, 0 und O, @y, ags, O oder in eine gemeinsame Be-
zeichnung zusammengefaBt:

(1) 0, —dag, ag, 0 mit d =1 fiir By, d = —1 fiir B,,.

Setzt man diese Koordinaten in (6) ein, so ergibt sich mit Fort-

fall des Faktors a,,:

, — Oag3ay, + 5,05, =0,

oder nach (4):

©) — 0838, + &8, =0.

Diese Gleichung ist aber, wie auch die Vorzeichen g, ausfallen, stets
entweder mit & = + 1 oder mit § = — 1 erfiillt, sodaB entweder 13‘93
oder B,, auf der Ebene (6) liegt. Also"):

Wenn einer Fliche sweiter Ordnung ein windschiefes Vierseit um-
beschrieben ist, so liegen entweder die Beriihrungspunkte der vier Seiten
tn einer Ebene oder jede Seite wird von ihrem Beriihrungspunkt und
threm Schnittpunkt mit der Ebene der drei anderm Beriihrungspunkte
harmonisch gcteilt.

Fig. 218.

3. Zwei feste Tangenten als Gegenkanten des Koordinaten-
tetraeders. Wenn die Fliche (1) nur von den beiden Kanten ¢,; = E, E,
und e, = E, E, beriihrt wird, ist:

- o 9
&) Oy = “22"33 gy = O’ Cyy = Uy Ayy — Ay

=0.

Da nun bei gleichbleibendem Koordinatentetraeder den Koeffizienten
ay--und a,, durch geeignete Wahl der Vorzeichen von z, und z,
(I § 57, (12)) je ein willkiirliches Vorzeichen erteilt werden kann, so
liegt keine Beschrinkung darin, wenn wir mit beliebig gewihlten

Vorzeichen der doppelt gestrichenen Wurzeln setzen:

(10) - Qg3 = V&_—zz VZ) A= ‘z V‘:’;
Eine Fliche zweiter Ordnung, die von zwei windschiefen Geraden
beriihrt wird, kann daher, indem diese Geraden als Gegenkanten e, = E, E,
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und e, = E, I, des Koordinatentetraeders gewdhlt werden, in der Form.
dargestellt werden (Fig. 218):

(11) (V‘—l——sexs + Va:%“;s)s + ( “-11”1 + V@wﬁ’
+ 2(@3y T3 Ty + 0ia %y Ty + gy Ty + Ayy737,) = 0.

Die Berithrungspunkte B,; und B,, der beiden Kanten ¢;; und ¢,
haben alsdann die Koordinaten:

(12) Bz:-) : 0, _V&;; V;—;z’ 05 Bu:—'VZ;; 0, 0, V‘Tl

4. Tangente als Transversale zweier Tangenten. Sind nun
die Koordinaten der Treffpunkte 73, und 7}, einer Transversale ¢ der
beiden Tangenten e, und e,:

(13) To5: 0, z° 2% 05 Ty:2% 0, 0, 20, ,
so sind die Koordinaten des laufenden Punktes P der Transversale ¢:
(14) P:z;=2-0+puz’ =242+ -0, 2= 42,4+ u -0,

2, =121-0+4 pz..

Der Parameter 1:u eines Schnittpunktes der Transversale mit
der Fliche geniigt nach (11) der Gleichung:

e U o\ — = N\a.s
(V a332,° + Vg 25 a2+ (Va, 2,0+ Vayz )P
0 0,0 0 0
+ 2(05,25°0,° + a132,°2,° + @, 2,°2,° + a5, 202,°) A = 0.
Soll die Transversale selbst Tangente sein, muf demnach werden:
0,0 0,0 0,0 0, 0)2
(a5 25°2,° + A;52,°%s° + 09, 2,°7,° + a5, 75°2,°)

- (V;zizxzo + Va:sszso)s (V;‘Tlxlo + Vaizf) ’=0,

oder mit:
(15) e=+41:
(16) (A5 25°2,° + 45 2,°%,° + @9, 7°7,° + g, xaoxLO)

—¢& (V“:;z z,° + V‘;‘sﬁ xso) (Va_“;xxo + V&i x4°) =0.

Diese Bedingung driickt aus, daB die Transversale ¢ = Ty T,
Tangente der Fliche ist. Der laufende Punkt (14) der Transversale
geniigt alsdann der Gleichung: :

(17) (A5, 3y + Q13 Ty + Aoy LTy + Ay X5 2y)
— ¢ (V“_nxz + V‘Tss‘”s)(VJn% + V@“&) =0,
die mit dem doppelten Werte (15) zwei Fliachen zweiter Ordnung

darstellt.
Der Ort einer Tangente der Fliche zwester Ordnung (11), welche
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zwet feste Tangenten e,y und e, bestindig schneidet, ist die eine oder
andere der beiden Linienflichen sweiter Ordnung (17).

5. Ort der Beriihrungspunkte der Transversaltangente zweier
Tangenten. Der Berithrungspunkt B der laufenden Tangente ¢ = T4 7,
geniigt gleichzeitig den Gleichungen (11) und (17), also auch der
Gleichung:

(Va2 + Vg 2) + (Vayy 2, + Vay ,)? ,
+ 24y U39 %5 + Vg 25) Vo, 2, + Vay,2,) = 0.
Er liegt also auf einer der beiden (¢ = + 1) Ebenen:
(18) (Vg @y +Vaya,) + e(Vay 2, +Vayz) =0,
die sich nach (10) zu dem Ebenenpaar:
(19) a3, %% — a5y %° — A5525° + @y 1" — 2095 7,75 + 20,72, = 0
zusammensetzen. Dieses Ebenenpaar, dessen Achse nach (18) durch
die Punkte (12) geht, schneidet die Fliche in zwei Kegelschnitten.
Es folgt somit:
Der Ort der Beriihrungspunkte eimer Tangente t der Fliche (11),
welche zwei feste Tangenten e,, und e,, bestindig schneidet, besteht aus

swei Kegelschnitten, deren jeder durch die beiden DBeriihrungspunkte
B,y und B,, der festen Tangenten geht.

6. Harmonische Teilung der Transversaltangente. Der laufende
Punkt einer Tangente ¢, welche die beiden Tangenten e¢;; und e,
schneidet, hat die Koordinaten (14) mit dem Parameter 1:yu, wobei
zwischen z,% z,° und z,° z,° die Gleichung (16) besteht. Fiir die
Schnittpunkte der Transversaltangente ¢ mit den beiden Ebenen (18),
von denen der eine nach & der Beriihrungspunkt B ist, der andere
B’ heiBe (Fig. 218), geniigt der Parameter 1:u der Gleichung:

Va2 + Vaga®) + s (Vay,2,° + Vauz) =0,
die aus (18) mit Subtstitution der Werte (14) folgt.

Da hieraus fir e=+1 und eé¢=—1 zwei entgegengesetzte
Werte von 1:u folgen, so sind die beiden Schnittpunkte B und B’
zu den Punkten Ty(u = 0) und 7,,(2 = 0) der Punktreihe (14) har-
monisch.

Jede Tangente t der Fliche, welche die beiden festen Tangenten
eys und ey, in Ty und T, schneidet, wird von den beiden Ebenen (19)
in zwei zu Tyy und T’ harmonischen Punkien B und B’ geschwitten,
von denen der eine ihr Beriihrungspunkt mit der Fldche ist.
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7. Zwei Transversaltangenten szweier Tangenten. Sind nun
¢t und #, zwei Tangenten, welche die beiden festen Tangenten e,
und e, schneiden, also mit ihnen ein umbeschriebenes Vierseit bilden,
und sind B, B’ und B,, B, ihre Schnittpunkte mit den beiden
Ebenen (18) und B und B, ihre Beriihrungspunkte mit der Fliche,
so liegt entweder B, oder B, in derselben Ebene (18), wie B. Im
ersteren Falle aber liegen alle vier Beriihrungspunkte By, B,,, B, B,
in derselben Ebene, im letzteren schneidet die Ebene der drei Be-
rithrungspunkte B,;, B,,, B die Tangente ¢, in dem vierten harmoni-
schen B, zu ihrem Beriihrungspunkt B,. Damit ergibt sich also
wieder der Satz unter 2.

§ 146. Die Erzeugenden der Fliche zweiter Ordnung.

1. Bedingung fiir swei Ebenen einer Erzeugenden. Die Schnitt-
linie zweier Ebenen % und ' gehdrt nach § 142, (19) ganz der Fliche
zweiter Ordnung: ,

4 4
@ f=2'2 @, 7,7, = 0
T 1

an, wenn neben der Bedingung der Tangente (§ 144, (3)):

2 A =0
auch noch die Bedingungen bestehen:
(3) AL = 0; kE1=1,2, 34,

welche nach  § 142, (19) die Bedingung (2) zur Folge haben.

1. Die Schnittlinie zweier Ebenen ist also Erzeugende der Fléid‘tev
(1), wenn die mit den Koordinaten u, und w, der beiden Ebenen ge-
rinderten Unterdeterminanten (3) samilich verschwinden. )

Da aus (3) nach § 142, (43) folgt:
(4) A= — F(uy, uy, 45, u) =0, A=—F(u), u, us, u/)=0
so ergibt sich mit Riicksicht auf § 143, (2):

II Jede durch eine Erzeugende der Fliche (1) gehende Ebene ust
Tangentzalebene

Uber die Bedeutung von A% — 0 in § 142, (44) s. spiiter
§ 149, (13").

~ 2. Quadratische Komplexe der Erzeugenden. Die Gleichungen
(3) stellen zehn Komplexe zweiten Grades dar, denen eine Erzeugende
angehGren muB.'%?) Insbesondere sind:
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ALY = 05506° + 05305° + 044 9)" — 205,959, + 209,95 — 28939595

= A1 (9%, — 85, 1) =90
AR = ay39,° + 04,86 + 04 Q" — 20,960, +20439:9, — 205, 9,95

= A3 (4, — 26> %) =0
Ay = a,195° + 0329,° + 044 95° — 209,9,75 + 20419395 — 201549,

4uu (q{)? qy, 93) = O;

ALY = 04,0, + 9395 + 3395° + 2939395 + 203,959, + 20,39, 0
y = A5 (q1r 93, 25) =0
die Komplexgleichungen (1 § 12, (24))) derjenigen Kegelschnitte, in denen
die Fliche (1) von den vier Koordinatenebenen geschnitten wird und
deren Gleichungen in Punktkoordinaten dieser Ebenen lauten:

(6) Ay (2,25, 2,)=0, Ay (x5, 7,,2,)=0, A3 (z,, s, 7,)=
A (2, , xs) =0

(I § 59, 18"); (19)).

3. Bedingung fiir zwei Punkte einer Erzeugenden. Ist eine
Gerade durch zwei Punkte z® und 2,® gegeben, so sind nach
§ 142, (11) die Bedingungen dafiir, daB sie eine Erzeugende der
Fliche ist:

fu=0, fi=0, f;3=0.
Die Gleichungen sind in ihrer Gesamtheit unabhingig davon, daB fiir
z,® oder z,® ein anderer Punkt z,™ + A2,® der Geraden gesetzt wird.
Die beiden #uBeren bedeuten, daB die Punkte 2, und z,® auf der
Fliche liegen, die Bedeutung der mittleren vgl. § 149, (6).

Die Verbindungslinie der Punkie | Die Schnittlinie der Ebenen u,(V
2,0 und z,® ist Erzeugende der|und w® ist Erzeugende der Fliche
Fliche zweiter Ordnung (1), wenn: | zweiter Klasse § 138, (1), wenn:

(D fu=0, fu=0: foz=0. () F,;=0, I[;=0, F,,=0.

4. Erzeugende und Tangentialebene. Die zweite Gleichung (7)
gibt nach § 143, (5) bei festem Punkte z,( die Tangentialebene in
ihm in laufenden Koordinaten z,® und bei festem Punkte x,® die
Tangentialebene in ihm in laufenden Koordinaten x, (falls es sich
nicht um einen singuliren Punkt handelt).

- Die Verbindungslinie zweier Punkte der Fliche st Frzeugende,
wenn jeder in der Tangentialebene des andern liegt.

Dabei ist also 2(® irgend ein Punkt der Schnittlinie der Fliche
mit der Tangentialebene des Punktes (). Diese schneidet aber, wenn
sie nicht ganz der Fliche angehort, in zwei getrennten oder zusammen-

fallenden Geraden:
Staude, Flichen zweiter Ordnung. II 53
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Durch jeden Punkt der Fliche | In jeder Tangentialebene der
sweiter Ordnung gehen im allge—}Flacke sweiter Klasse liegen wm
meinen zwei Erzeugende. ' allgemeinen swei Erzeugende.

5. Lineare Bedingungen der Erzeugenden. Die drei Gleichungen
(7) kénnen in der Form geschrieben werden (§ 138, (6))'

(8) Zf(l)x(l)z 0, qu)x ®— kf(2>xk(1)_ 0, Slfka)x(ﬂ)_

oder, wenn wir mit:

(9) u’k(l) —_ f;c(‘), uk(s) = fk(z)

die Koordinaten der Tangentialebenen der Punkte z,®® und 2,® be-
g k &

zeichnen:

(10) 2 u Dz 0 =0, DruOg®=0, DtyBz0=0, 2;“,‘(2)%(2)= 0.
Sie sagen dann aus, daB die Punkte 2 und 2® beide in der Ebene
#® und beide in der Ebene u® liegen, oder daB der Strahl p— zz®
mit der Achse g = u><u® zusammenfillt, also (I §59, (8)) mit einem
Proportionalititsfaktor o:
(11) 0P =4
Nun ist aber nach (9), wie § 68, 22:
By = % Du® — 4By ® = FOLE — £OFD
4
= makmx'gll) na“'xf) — ma,lmx#ll) nak”xf)
1 1 1 1

4 4
=2"2‘(a)¢maln - a’lmakn)xrsxl)xosg)
1 1

mn(a’km a’ln - a’tmal'n) (x,ﬁ,‘)a:,?) - x7£52)x1£l)))
1

wo mn die Reihe § 138, (20) durchliuft, also mit der Bezeichnung
§138,(9) (I §59,1):

6
(12) /3 =2nal-mpm'
1

Damit ergibt sich aus (11)1%):
Die Strahlenkoordinaten einer Erseugenden der Fliche gentigen
den sechs Bedingungen (auch aus § 149, (4) mit ¢, = ¢, = pp):

(13) oPr =2"akmpm!
1
wo k und k komplementiire Kombinationen der Reihe § 138, (20) bedeuten.-
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6. Erzeugende des Kegels. Da auch beim Kegel nach 1,11
zwei Ebenen, die eine Erzeugende bestimmen, beide Tangentialebenen
sind und daher beide durch die Spitze gehen (§ 143, 4, I), so folgt:

Jede Erzeugende des Kegels geht durch seine Spitze.

Dann kann einer der beiden Punkte z® und 2®, die die Er-
zeugende bestimmen, etwa 2 in der Spitze angenommen werden.
Fiir diesen ist dann mit:

f1(1)= 07 f2(1)= 0) f;x(l)= 0, fa,(l): 0
(§ 139, (5)) schon von selbst:

fu=0, fi3=0
(§ 138, (6)), so daB nur die dritte Bedingung (7) bleibt.
Jede Gerade, die einen Punkt des Kegels mit der Spitze verbindet,
ist eine Erzeugende.
Durch jeden Punkt des Kegels, auler der Spitze, geht nur eine
Erzeugende hindurch.
Die Gleichungen (13) sind beim Kegel (§ 144, (16)) mit ¢ =0
erfiillt, also: .
(14) 2. Crm P = 0
1
und stellen die oo? Strahlen durch die Spitze des Kegels dar.
Die Erzeugenden des Kegels sind daher in Linienkoordinaten durch
die Gleichungen (14) in Verbindung mit einer der Gleichungen (5)
dargestellt, fir A, =+ 0 der letzten (§ 71, (20)):

(15) ALY (py, b5, s) = 0.
7. Die Erzeugenden des Ebenenpaares. Beim Fbenenpaar re-
duzieren sich die sechs Gleichungen (14) nach § 139, (16) auf die

einzige: .

(16) 4G D = 0,

1
die Gleichung der Achse q° des Paares in Linienkoordinaten (1 § 60, (8)).
Die Gleichung (15) aber zerfillt wegen A, = 0 in zwei lineare Fak-
toren, deren jeder eine Gerade darstellt. Die gemeinsamen Transver-
salen einer jeden selchen Geraden und der Achse des Paares geben
die Erzeugenden des Paares. Zwei Gleichungen (6) sind notig.'®")

8. Die Erzeugenden der Doppelebene. Fiir die Doppeldbene
werden die (leichungen (14) nach § 139, (29) identisch, wihrend die
Gleichungen (5) nach § 139, (27) vollstindige Quadrate werden '8):

17) S2ALY (pyy D5y D) = byy (u°q; + %095 + u°g5)?, ...
53*
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Es sind also dann drei von den Gleichungen (5) als Gleichungen der
Doppelebene in Strahlenkoordinaten ndtig (I § 60, (1%).

§ 147. Die linearen Komplexe der Erzeugenden.

1. Die linearen Komplexe der Erzeugenden. Die Bedingungen
fiir die Strahlenkoordinaten einer Erzeugenden der eigentlichen Fliche
zweiter Ordnung und Klasse (§ 143, 1; 3):

44 4 4 :
N r
1 f= Zk;z,'akzxk‘”z= 0, 1) F=2;’°2;IAH'”&“1= 0
1 1 1 1

lauten nach § 146, (13):

6
6
@ 0= "Dy

1
wo k die Werte 1,2,3,4,5, 6 und k die entsprechenden 4,5,6,1,2, 3
durchliuft.
Die Gleichungen (2) stellen sechs lineare Komplexe dar, denen die
Erzeugenden der Fliche angehoren (§ 86, (1)).
Wenn " aber unendlich viele Wertsysteme der finf- Verhiltnisse
der sechs Strahlenkoordinaten, die schon an die Bedingung:

3 P=p,p,+ pps + psps =0

gebunden sind, auch noch den sechs Gleichungen (2) geniigen sollen,
so konnen diese nicht unabhingig voneinander sein. Die Art ihrer
Abhdingigkeit soll zunichst untersucht werden.

2. Die Determinante des Problems. Da die sechs Gleichungen

(2) in den sechs GroBen p,, linear und homogen sind, muB ihre Deter-
minante:

| ey Cyg T Cu— Q@ gy C6

O3, Coa Css Gy Cgs — 0 g |

4) ©(p) = | Cgy Gz Ogg Ogy Ogs Oge— O ;
POy @ Oy Oy Oy Cy5 Oy
51 (Oge— @ O 54 55 %56
| %1 Cg2 Ogs — @ gy g5 Ugg

verschwinden, also der Faktor ¢ eine Wurzel der Gleichung sechsten
Grades:

(6) ©(e) =0

sein.
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3. Die Resziprogitit der Gleichung sechsten Grades. Die Deter-
minante:

®) A=0(0)= a,
hat den Wert (I Anm. 1, III, (13)):
™ A= 47,

wo A die Determinante der Fliche (1) ist.
Indem man nun die Determinante (6) in der Form:

Oy Cy5 Oy Oy  COyg  Cyg |

1
i
]
|
®) A=1 Ogy g5 COgg gy g gy |

mit der Determinante (4) multipliziert und dabei die Beziehungen
(I Anm. 1, ITI19)):

6

6 .
14 fir =
9 m — d m _
9) 217 Cpm O ODEr Z Eonk Sy = lO , l+F,

benutzt, ergibt sich:

iA_ G 850 T Q0 TG0 T 0,0 T 050

’ — 0 A— a5 T U0 T UgQ T 00 T 050
) ’ — &30 A_ Ues@  — O30  — O30 - “339,;
I‘ — 0 — 00 — 00 A— a0 —ay0  — o0

E — 0 — U0 — 00 — 00 A — ay0 T Q-
—0E0 00— 0@ — 50 — U0 A — g0

oder, wenn man rechts den Faktor (— ¢)® heraushebt, die drei letzten
Kolonnen mit den drei ersten und e, mit «, vertauscht:
¢ A
(10) 4-0(e) ——¢*- 0(5)
. Nimmt man nun fiir die Entwicklung der ganzen Funktionen (4)
mit Riicksicht auf (6) und (7) die Form:!%)
O(p) = A*+ Vo + c'0*+ ag®+ co*+ bo® — o°
an, so folgt aus (10) identisch in g:
A4+ Vo + 0"+ ag®+ co' + bo® — o)
= — A%0%— Ab'®— A’ o* — A%ag®— A*co®— A%bo + A°
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und damit:
— AY = A*p, — A% = A%¢, — A%a = A3a, — A'c= A3, — A%b = A3V’
oder:

b'=—A4%, ¢=—A4c, a=0.
Die ganze Funktion © (o) hat daher die Form:
(11) ©(e) = 4°— A*bo — Aco®+ co*+ bo®— ¢°,
wo b und ¢ noch zu bestimmen bleiben.

4. Bestimmung des Koeffizienten . Da der Koeffizient von o
auch der Nullwert des Differentialquotienten:!%%)
O)m—, ?® _ 90 _ 30 _ 0 _ 0 _ 29
Oy —e) O(ugs—0) O(mgs—0) 0wy —e) Olwe—e) d(dss—e)
ist, so folgt:

, (A | OA | 0A
— 0= 0(0) =—2(50 + 5+ 7,
oder (I Anm. 1, III, (14)):
— A = — 247 (ayy + g5 + )
oder, da die Summe von e, ey, ez nach § 81, (13) verschwindet:

b=0.
Die ganze Funktion ©(p) hat daher die Form:
(12) O(p) = A3 — Aco®+ co*— 0"

6. O(o) als vollstindiger Kubus. Multipliziert man die Deter-
minante ©(¢) in (4) mit der Determinante ©(— g), fiir die man aber
die in (8) getroffene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wihlt, so
folgt nach (9):

|4A—9¢* 0 0 0 0 0!
0@O0(-e)= 0 4—¢°0 0 0 0 =(4—¢"

Da aber nach (12) ©(— o) = ©(p), so wird auch:
0%e) = (4 —¢*°

und hiernach, da ¢% in (12) den Koeffizienten — 1 hat:
(13) 0(e) — (4 — )" |
' Dic Determinante (4) ist also ein vollstindiger Kubus, und die
Gleichung sechsten Grades (5) hat zwei dreifache Wurzeln:
(14) oe=+VA4 und o=—VA.

6. Die Elementarteiler von ©(¢). Nach dem Multiplikations-

verfahren, welches in 5 fiir ©(0)O(— @) gebraucht wurde, folgt,
wenn man fiir die Bildung der Differentialquotienten von ©(g) vor-
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tibergehend «,, und «;, als verschieden behandelt:

99(e)
99%) 9(— o) =
Jeys e
101 0 0 0 0 | gy g g 0+ 0 @y g .
Ogy Ogg Ogg Oy Olgz — @ Ogg ><| Ogy Ogs Ogg gy O+ 0 05 [
N - _ i ) :
| Ogy Cgg Ogg Ogy gy Ogg— @ | Ugy Cgs Ogg gy Ogg o+ 0!
. - . . . . . . . . LI : . . . - .A . . . . . . .
L @y O Cgs Oy Ogs+ @ &gy

0 A—e* O O 0 0|

o o A4—¢*0 0 0 | = cald =,
' i

oder da nach (13): .

O(—0) =6(e) = (4 —¢*’

ist:
(15) D — (4 — 0)a,
und ebenso: ) )
o
(15) 'a(,,'l;(i) o = (4 — 0% (ay +0),

und entsprechend alle iibrigen Unterdeterminanten von ©(g). Auf
gleiche Weise erhilt man:

000 (g ony M D0Q@ e a0 G

(16) @00y, ( 9) Cgy Ogy ? Oy — @)Dty (A 0) [ Ogs
Jede der beiden dreifachen Wurzeln (14) der Determinante sechsten
Grades © (o) ist also zweifache Wurzel aller Unterdeterminanten fiinften

und einfache Wurzel aller Unterdeterminanten vierten Grades (§ 50, 9).

7. Die Abhingigkeit der sechs linearen Komplexe. Die sechs
linearen homogenen Gleichungen (2) konnen nach 2 nur bestehen,
wenn ¢ einen der beiden Werte (14) hat. Daher miissen die Erzeu-
genden der Fliche (1) dem einen oder andern der beiden Gleichungs-
systeme geniigen (A =1, 2, 3,...,6):

6 6
(17) VApL_=2‘ Cim P> (18) _VAPI=E‘ L
1 1

Da aber nach & und 6 nicht nur die Determinante eines jeden
der beiden Systeme von sechs Gleichungen, sondern auch alle ihre
Unterdeterminanten fiinften und vierten Grades verschwinden, so ent-
hilt jedes der beiden Systeme nur drei unabhingige Gleichungen, also:

Die Erzeugenden der Fliche (1) serfallen in zwei Scharen (17)

[y on-
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und (18); jede Schar besteht aus den gemeinsamen Geraden dreier un-
abhingiger linearer Komplexe.'™)

8. Besziehung der beiden Scharen zueinander. Ist p irgend
eine Gerade der Schar (17) und p’ eine der Schar (18), also:

6 6
VApf=2' @i P s - V‘A'.pk’ =2’ “Fupn'7
. -1 1

so folgt durch Multiplikation beider Gleichungen und Summation

itber k:
‘AZMM "Z 2 Z “km“kn)l’ml’m

oder da nach (9) der Ausdruck in runder Klammer A oder O ist,
je nachdem »n = m oder n == :

6 6
— AZ prp = A Z’*pm P

also, da die beiden Summen dieselben sind:

6
24 Epgpk’= 0.

Dies bedeutet aber, da 4 40 (I § 59, (15)):

Jede Gerade der eimen Schar (17) oder (18) schneidet jede Gerade
der andern.'®®)

9. Besondere Fille. Fiir das éinschalige Hyperboloid :

N . x’ y2 Z’
(19). atp—g—1=0
ist: :
1 1 1
A= G329 Qo™= F3) Ag3™= " 2> ay=—1; VA—“*;gbc; e=+1.
1 1 1 1 1 1
“11":_"6,252‘: “22=—¢?Eir “ss=azb2; au=—,;2; “55='_b_: a66='c_27

alle iibrigen @, und «,= 0. Die sechs linearen Komplexe (17) oder
(18) werden daher:

D _ P P _ P Ps _ P
sabe a® sabe 2 cabe c*?

Py _ Dy P __ P Ps _ __ Ps
sabe  b%c® eabe c*a¥ :sabe a%b®

und enthalten nur die drei unabhiingigen:

b p4 P _ P P _ B
(20) be ‘o’ ca“sb’ ab c’

wie sie § 82, (22) gefunden wurden.
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Fir das hyperbolische Paraboloid:

2 2
(21) =5 +22=0
sind
1 1
Ggs =35 Op=—"71i) Gu=1; VA“””ST,C e=+1,
1 1
@y =gy %= g U= —p» Cu——1,

alle iibrigen a,;, und ¢, gleich 0. Die sechs linearen Komplexe (17)
oder (18) werden daher:

bk —p P P b ___ P
—s&be 4 —sbe b??  — ebe c?’
P P P D P __ P
—sbe b2c®’ —zbe ¢®?  —gbe b?’

und enthalten nur die drei unabhingigen:

(22) py=c¢bep,, bp,=cecp;, cp;=ebp,,
wie sie § 83, (19) gefunden wurden.

10. Die Linienfliche dreier Komplexe in Punktkoordinaten.
Sind jetzt irgend drei lineare Komplexe durch die Gleichungen gegeben:

cuA Pyt CaPy+ Gy P+ CaDi+ C5 5+ €60 =0,
(23) ] Co1 Pyt Cag Py + Cog Py + Coa Dy + Co5 05 + Ce =0,
C3 Dyt Cap g+ Cyg Py + 34Dy + Co5 05+ C306= 0,

so fragen wir nach dem Ort derjemgen Geraden, die jedem der drei
Komplexe angehoren.'™)

Ist p, eine solche Gerade und z, ein Punkt auf ihr, so bestehen
die Bedingungen (I § 59, 10); § 60, (1)):

Ps%s— D323 + p, 2, =0,
(24) PyTy— Pey + pe2, =0,

DsZy— PyZs+ D32, =0,

D%y + Py + Py =0,
von denen drei, fiir x, 4 0 die drei ersten, in bezug auf die Koordi-
naten p, unabhingig sind. Fir den Ort des laufenden Punktes 2
einer gemeinsamen Geraden p, der drei Komplexe erhalt man daher

durch Elimination der p, aus den Gleichungen (23) und den drei
ersten (24):
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Cu Cp Gy Gy G5 Cg
€a1 Cp Cog Cyy Co5  Coq
i
9 Cs1 Cs2 Cs3 O C35 Gy .
(25) =0.
z, 0 0 0 —x =
0 z, 0 =2 0 —g
0 0 z, —z, 2 O

Entwickelt man die Determinante (25) nach den Unterdetermi-
nanten der drei ersten und der drei letzten Zeilen und setzt zur Ab-
kiirzung : 1%%) ‘ E

G ¢ COm

(26) G Gy G, = (Klm) =— (lkm),

G Gy G
so lautet die Gleichung (25):
(27 7,9 =0,
wo:
(28) 9=(234)x,*+ (315)x,2+ (126)z,2+ (456) z,2 + [(125) + (316) ] 2,2
+ [(245) — (364)), 2, + [(236) + (124)] z,7, + [(356) — (145)] 2,2,
+ [(314) + 235) ], z, + [(164) — (256)] x5z, .
Hitten wir bei vorstehendem Verfahren, statt die vierte Gleichung
(24) wegzulassen, die erste, zweite oder dritte unterdriickt, so hitten
wir statt (27) erhalten:
(29) 2,9=0, 2,9=0, z9=0.
Da aber #,, 2, #,, 2, nicht alle O sind, folgt fiir den gesuchten
Ort jedenfalls:
(30) ' g=0.
Der Ort der gemeinsamen Geraden der drei linearen Komplexe
(28) st eine Fliche zweiter Ordnung (30) mit der Bedeutung (28) von g.
11. Die Linienfliche dreier Komplexe in.Ebenenkoordinaten.
Benutzt man an Stelle von (24) die Bedingungen der vereinigten
Lage einer Ebene u, mit einer gemeinsamen Linie der Komplexe
(23) (1§59, (11)), so ergibt sich fiir die Ebene die Bedingung:
' ]l Ci1 CGe Gy Cu G clsé
Cor Cpp  Cyg Cyy Cp5 Cyg |
. L €y Oy gy Oy gy O
D 0 —u; u, u, 0 O =uG=0,
ug 0 —u, 0 u, O
l—ug 2w, 0 0 0 wu,|
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wo wiederum mit der Abkiirzung (26):
(32) G=(561)u,2+ (642)u,>+ (453)u,® + (123)u,2 + [(452) + (643)] ugu,
+ [(612) — (631)]u, u, + [(563) + (451)]ugu, + [(623) — (412)]ugu,
+ [(641) 4 (562)]u, u, + [(431) — (523)]uyu,.

Die Koeffizienten in (28) und (32) unterscheiden sich nur durch
die Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 beziighch mit 4, 5, 6 Dual
zu 10 .ergibt sich daher: ,

Die Gesamtheit aller Ebenen, die durch eime gemeinsame Gerade
der drei linearen Komplexe (23) gehen, umhiillt eine Fliche sweiter Klasse.
(33) G=0,
wo G die Bedeutung (32) hat.

12. Besonderer Fall. Die Komplexe (23) konnen auch spezielle
Komplexe sein (§ 86, 4). Dies ist unter anderen der Fall, wenn
ihre Gleichungen die Form haben:

- P+ nps+ mps =0,
(34) »; + lPs + ﬂ]h = O,)
l Py +mp,+ lp, =0.

Die Gleichung (25) wird dann mit Einfiilhrung schiefwinkliger

Koordinaten z, y, z, 1 fiir z,, %5, 25, 7,

1000 »n m; 000 O =n+2 m—y
010x 0 I ! 000n—2 O I+z
001m I O [000m+y I—z. O
1000 -2y 100 0 —2 y
010 2z 0 —2x 010 = 0 —z
1001 —-yz 0' (001 —y & 0

0 ntz m—y
=——i‘n—z 0 l+x‘i-=0
‘ m+y l—z 0
Dies ist eine bereits § 74, (22) gefundene Gleichung.'™)

§148. Darstellung der Schnittgebilde in Ebenen- und Linienkoordinaten.

1. Gleichung eines ebenen Bohnittes in Ebenenkoordinaten.
Die Bedingung dafiir, daB die Schnijttlinie ¢ der beiden Ebenen u,
und u, Tangente der Fliche:

4 4
(1) ‘ f =22 A L, T, =,O.
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sei, ist nach § 144, (3):
(@) A =0
oder auch nach § 140, (22)'

(3) 2 2 A w =

Hilt man nun die Ebene u, fest, so ist dies die Bedingung da-
fiir, daB die laufende Ebene u,” durch eine in der Ebene u, liegende
Tangente der Fliche, also eine Tangente der Schnittkurve geht.

Die Gleichung (2) oder (3) stellt in laufenden Ebenenkoordinaten
u, die Schnitthurve der Fliche (1) mit der Ebene u, dar.'*?)

2. Der Rang der Schnittkurve als einer Fliche zweiter Klasse,
Als Fliche zweiter Klasse ist das durch (3) dargestellte Gebilde zu-
niichst vom Range 3 (§ 139, 4), da die Determinante (k,1=1, 2, 3, 4):
4) 45 = (49 0=0,
wie § 45, (19).1%)

Ist dagegen die schneidende Ebene u, einfache Tangentialebene,
so erhilt nach § 141, (41) die Gleichung (3) die Form:

(3) (Dlagw)=o0,

1
wird also vom Range 1. Sie stellt dann den doppelt zihlenden Be-
rihrungspunkt als Ebenenbiindel dar.

Ist die schneidende Ebene u, stationire Tangentialebene, so wird
die Gleichung (3) nach § 141, (22) identisch erfiillt.

3. Gleichungen der in einer Tangentialebene liegenden Er-
zeugenden in Ebenenkoordinaten. Unter den oo? Ebenen des Biindels
(5) sind diejenigen ausgezeichnet, die nicht nur durch den Beriihrungs-
punkt der Tangentialebene u,, sondern auch durch eine der beiden
sich in ihm kreuzenden Erzeugenden der Fliche gehen. Die Be-
dingungen, daB die Schnittlinie ¢ der Ebenen w und «' eine Erzeu-
gende ist, sind nach § 146, (3):

(6) A =0; k1=1,234.
Entwickelt, ist beispielsweise:

38 3
4 14 ’
(7) Az = D Dt/ w0
1 1

die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse in der Ebene z, =0. Diese
muB in das Punktepaar zerfallen, in dem die beiden gesuchten Er-
zeugenden die Ebene z,==0 schneiden.
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Ist daher u, einc Tangentialebene, so daf3 A*=0, so werden die
beiden in ihr liegenden Erzeugenden in loufenden Ebenenkoordinaten u,’
dargestellt durch die Gleichung (2), die das Biindel am Beriihrungs-
punkt, und durch eine der Gleichungen.

(8) A'ﬁu’= 0, 43" =0, Als‘:' =0, 43'=0,
die die Schnittpunktpunkipaare der beiden Erzeugenden mit den vier
Koordinatenebenen ausdriicken.

Besteht aber die Schnittkurve der Fliche mit der Tangential-

ebene nicht aus zwei sich. kreuzenden Geraden, sondern aus einer

Doppellinie ¢,° indem neben A* auch alle A4Y¥, verschwinden, so wird
aus (7) nach § 141, (48):

9) — 8PALY = by (¢ + 0wy + g5 ug)”

ein vollstindiges Quadrat. Jede der Gleichungen (8) stellt dann einen
der Schnittpunkte der Doppellinie mit einer Koordinatenebene dar;
2wei von thnen sind also die Gleichungen der Doppellinie in Ebenen-
koordinater (I § 59, (12)).

4. Gleichung der Schnittkurve in Linienkoordinaten. Die
Gleichung:
(10) ~ A’ — ()

bedeutet nach § 140, (33), daB der Schnittpunkt der drei Ebenen
u, ', u” auf der Fldche (1) liegt.
Nach den Strahlenkoordinaten p,” der Geraden ' >< u” entwickelt,
lautet die Gleichung (10) nach § 140, (37):
: 6 6
(11) 22& PP =0.
1 1
Diese Gleichung driickt daher bei festen «, die Bedingung aus, daB
die laufende Gerade p, die Schunittkurve der Fliche mit der Ebene u
trifft, oder:
Die Gleichung (11) ist die Gleichung der Schnitthurve der Fliche
(1) mit der Ebene w in laufenden Strahlenkoordinaten p,’ (die Komplex-
gleichung der Schnittkurve).
Ist die Ebene eine stationire Tangentialebene mit der Beriih-
rungslinie ¢,°, so wird die linke Seite der Gleichung (11) ein voll-
stindiges Quadrat (§ 141, (48)):

(12) (2‘ q,,"pk’)s= 0.
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b. Gleichung des Schnittpunktpaares in Ebenenkoordinaten.
Nach den Ebenenkoordinaten u,” entwickelt; lautet die Gleichung (1())
nach § 140, (42):

(13) 224;;;"%" -

Diese Gleichung driickt daher bei festen u,, u,” aus, daB die laufende
Ebene w,” durch einen Schnittpunkt der Achse ¢, = u ><#" mit der
Flache geht.

Die Gleichung (13) stellt das Schnittpunktpaar derFldche (1) und
der Geraden u><w in laufenden Ebenenkoordinaten w,’ dar.'*)

Ist jedoch mit 4** = 0 die Gerade u >< « Tangente der Flache,
so wird die Gleichung (13) nach § 142, (35):

(14) (Stasu)-o,

wo z,° die Koordinaten des Beriihrungspunktes sind. Diesen stellt
alsdann die Gleichung (13) doppelt zihlend in laufenden Ebenen-
koordinaten #,” dar.

II. Kapitel.

Polartetraeder, Polarberiihrungstetraeder und
Schmiegungstetraeder.

§ 149. Polartetraeder und Quadratdarstellung.

1. Harmonische Pole. Das Schnittpunktpaar der Fliche § 142, (1)
mit der Verbindungslinie der beiden Punkte z,® und z,® hat nach
§ 142, (7) in Zweieckskoordinaten y,, y, in bezug auf diese Punkte
die Gleichung:

19 fu¥®+ 2f2 9, 9.+ foey:* = 0.
Nach § 40, (3) ist daher:
(2% fiz="0

die Bedingung dafiir, daB dle Punkte 2, und z,® zu dem Schnitt-
punktpaar harmonisch, also harmonische Pole der Fliche sind (§ 68, 5).

Die Theorie der harmonischen Pole und ihre Folgerungen finden
daher in Tetraederkoordinaten formal denselben Ausdruck, wie in /o-
mogenen gemeinen Koordinaten, wo ebenfalls die Bedingung § 68, (7)
den Ausgangspunkt bildete. Es bedarf daher nur der Angabe der
beziiglichen Formeln in Tretraederkoordinaten:
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In bezug auf die Fliche zwester |
Ordnung § 138, (1):

4 4
f=2, Zl;aukax‘_‘o
T 1

sind zwei Punkte .M und z,® har-
monische Pole wunter. der Bedin-

gung . .
4

2' (1) 0 (2)

f1’2= kf;: Z;
: 1

@)
4
_ E,'fm xkq) =0
k
1

{<1>

1—3. 835

In bezug auf die Fliche zweiter
Klasse § 138, (1)

= 25 Z, Oy Uy Uy =

sind zwei Ebemen w® und u,®

;‘harmonische Polarebener unter der
. Bedingung:
4

(2) Fy, =ZZ FOu®
1

4

F F® 0= 0.
1

2. Koordinaten der Polarelemente. In bezug. auf (1), beziig-

lich (1) sind ferner (§ 68, (18);
Koordinaten

der Polarebene eines Punktes x,:

3

o= =Z:aklwl;
1

der Polare einer Geraden p,:

: 6
4) % = P =2“upz;
1

des Poles einer Ebene u,:
' 4
(5) xlc=Fk=Z;Aklul'
1

3. Konjugierte Elemente.

i

@)

()

22); 25); § 717, (D; 8); ) die

des Poles einer Ebene u:

(3’) O = “'Zeu U5

der Polare einer Geraden g,:

op = & =2 Ea s
1

‘Xder Polarebene eines Pumktes xz;:

4
6U, = fk=2Eklxl‘
1

Konjugiert sind (§ 68, 29; 31) zwei

Elemente, wenn jedes mit dem Polarelement des andern vereinigt

liegt. - Dabei ist (§ 68,

4
= EL' fk(l) xk(ﬂ)
= E E a,, xk(l) x(z) =

die Bedingung fiir swei konjugierte

6)  fo

(M; § 71, @):

4
1 2
kFl( )u‘( )

4 4
= Ek El e“ uk(l) ul(2) =0
1 1

die Bedingung fiir zwei komjugierte

(6') F,=

Punikte 2,V und z,® oder die Glei- Ebenen w,V und u,® oder die

chung der Polarebene (§ 68, (14))

Gleichung des Poles (§ 17, (5)) der
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des Punktes z in laufenden|Ebene % in laufenden Ebenen-
Punktkoordinaten z,®; ' koordinaten u,(;

j 6
P1s —2 PV p® l () &y =2 AR
i 1
6 6
2"‘“1’ Op® =0 A =228k1%(])q1(2) =
l 1 1

die Bedingung fiir zwei konjugierte | die Bedingung fiir zwei konjugierte
Strahlen p,» und p,® (§ 68, (29))  Achsen ¢ und ¢,® (§77, (13))
oder die Gleichung der Polare}oder die Gleichung der Polare
(§ 68, 28)) des Strahles p® in|(§ 77, (11)) der Achse g in lau-
laufenden Strahlenkoordinaten p,®; fenden Achsenkoordinaten ¢,®;

4

X 4
(®) Fy= DrF0u® ©®)  fu= DMz
1 . 1

4 1 . 4 4
W

=Zk Zz’ A uOu®=0 - Ek E”Euxk“) z®=0
1 1 | 1 1

die Bedingung fiir zwei konmjugierte  die Bedingung fiir zwei konjugierte
Ebenen w,® und w® (§ 68, @D) | Punkte (§77, 12)) & wd z®
oder die Gleichung des Poles| oder die Gleichung der Polarebene
(§ 68, (26)) der Ebene u,(V in lau-| (§ 77, 10)) des Punktes z® in
fenden Ebenenkoordinaten w,(®. laufenden Punktkoordinaten z,(®.

4. Eigentliche Flichen sgzweiter Ordnung und Xlasse. Die
Gleichungen der eigentlichen Fliche zweiter Ordnung und Klasse lauten
nach § 78, (1())- (11) ¢n Punkt- und Ebenenkoordinaten:

44
‘ZZI%% 7n=0, ) 1"=2’2‘Au“k'“’z= 0;
T 1

ferner nach § 78, (28); (29) in Strahlen- und Achsenkoordinaten:

6 6 6 6
(10) ¢ =2‘2“kzpk_pz =0, (10) o =ZIZEAHQI:% =0
T 1 T 1

Von den Beziehungen zwischen den Koordinaten von Pol und Polar-
chene (3), (5), (8), (5'):

4 4
(11)  ew=f,=_Dla,m, (11)  oz=Fy=_kd, u

1 1
sind (§78,9) mit p6 = A die einen die Auflosungen der andern.
Dasselbe gilt mit g6 = A? von den Beziehungen zwischen den Koor-
dinaten reziproker Polaren (4) und (4"), wenn wir, mit Riicksicht
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auf die Reziprozitit, in (4") p/, ¢, mit p,, ¢ vertauschen (I § 63,
19); 20):

6 6
(12)  eq/=w, =2“}:zpz ’ (12)  ep=19, =2Akl -
1 : 1
Die sechs Gleichungen (6), (6")—(8), (8) zwischen konjugierten

Punkten, Ebenen und Geraden ziehen sich entsprechend auf folgende
vier zusammen:

4 4 4
(13) fis = E’ [0 z,® — Zk’ Zz’a“xka) z®=0,
1 1 1

4 4 4

(13" F, =2 FWu® ___,22 A uDu® =0,
15 :i 1(:

(14) P12 =2 (pk(l) pk(2) =22““ pk(l) pl(i) =0,
16 16 lr.

(14) O = Dk D,Ng D =2L!2Aquk(l)%(2) =0.
1 1 1

5. Die uneigentlichen Flichen zweiter Ordnung und Klasse.
Die uneigentlichen Flichen zweiter Ordnung sind nicht zugleich Flichen
zweiter Klasse. Es gelten also nur die links stehenden Formeln
(1)—(8) ohne Beziechung zu den rechts stehenden. Das Umgekehrte
gilt fir die uneigentlichen Flichen zweiter Klasse. Charakteristisch
ist fiir alle diese Flichen das Auftreten wunbestimmter Polarelemente:

Punkte unbestimmter Polar- . Ebenen unbestimmten Poles,
ebene, den Gleichungen: “den Gleichungen:
4 4

(15) Dla,z,—0 (15 Dleu,=0

1 | 1

geniigend, sind beim Kegel die geniigend, sind beim Kegelschnitt
Spitze, beim Ebenenpaar die oo' dessen Ebene, beim Punktepaar die
Punkte der Achse, bei der Doppel-: co! Ebenen der Verbindungslinie,
ebene die oo? Punkte der Flﬁche!beim Doppelpunkt die co? Ebenen

(§ 139, (6)). | desselben.
Strahlen unbestimmter Polare: Achsen unbestimmter Polare:
6 6
(16) Z“kzpzz 0, (16°) 2541‘1:: 0,
1 1
sind beim Kegel die oo® Spitzen-|sind beim Kegelschnitt die oo?
strahlen, beim Ebenenpaar die 0o®| Achsen seiner Ebene, beim Punkte-

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 54
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Treffgeraden der Achse, bei der
Doppelebene die oco* Geraden des
Raumes (§ 144, (16); § 139, (16)).
Ebenen unbestimmien Poles:
. .

EAH“’;:O;

1

(17)

" sind beim Kegel die co®? Ebenen
der Spitze, beim Ebenenpaar die
oo® Ebenen des Raumes (§ 143, (9)).

§ 149,

5—1.

paar die oo® Treffgeraden der Ver-

bindungslinie, beim Doppelpunkt

die oo* Geraden des Raumes.
Punkteunbestimmier Polarebene :

4
(17) 2E21x1= 0,
1

sind beim Kegelschnitt die oo?
Punkte seiner Ebene, beim Punkte-

paar die oo® Punkte des Raumes.

6. Polzweiecke und Quadratdarstellung des Schnittpunkt-

paares.

Zwel getrennte harmonische Pole bilden ein Polzweieck der

Fléche (1), zwei getrennte harmonische Polarebenen ein Polarzweiflach

der Fliche (1').

Da die Bedingung (2°) der harmonischen Pole gleichzeitig das

Fehlen des Produktgliedes in der Gleichung (1°) ausdriickt,

gibt sich (§ 40, 4)):

Die Gleichung des Schnitt-
punktpaares einer Geraden mit der
Fliche (1) erhdlt immer dann und
nur dann die rein quadratische
Form:

(18) fu¥’ + feey® =0,

wenn die auf der Geraden liegen-
den Punkte 2,0, 3, auf die sich
die Zweieckskoordinaten y,, y, be-
ziehen, ein Polzweieck der Fldche
belden.

SO er-

Die Gleichung des Tangential-
ebenenpaares durch eine Gerade an
die Fliiche (1) erhillt immer dann
und nur dann die rein quadratische
EForm :

(18)  Fyo’+ Fav®=0,

wenn die durch die Gerade gehen-
den Ebenen u,®, u®; auf die sich
die Zweiflachskoordinaten v,, v, be-
ziehen, ein Polarsweiflach der Fliche
bilden. "

Nach § 66, 9 und § 40, 3 gibt es auf jeder Geraden des Raumes,

die nicht ganz der Fliche angehort, co! Polzweiecke der Fliche (1).
Ist das Punktepaar (18) ein getrenntes, gehort keine, ist es ein zu-
sammenfallendes, gehort eine Ecke des Polzweiecks der Fliche an.

7. Poldreieck und Quadratdarstellung der Schnittkurven. Drei
nicht in gerader Linie liegende Punkte, von denen jeder harmonischer
Pol jedes andern ist, bilden ein Poldreieck der Fliche (1) und gleich-
zeitig der Schnittkurve der Fliche (1) mit der Ebene der drei Punkte.
Ebenso bilden drei nicht durch eine Gerade gehende Ebenen, von
denen jede harmonische Polarebene jeder andern ist, ein Polardreiflach
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der Fliche (1') und gleichzeitig des Beriihrungskegels der vom Schnitt-
punkt der drei Ebenen an die Fliche geht.

Da fiir die Ecken ™, z,®, x,® eines solchen Poldreiecks

nach (1) fos=Ffau=fis="0, so folgt mit Riicksicht auf § 141, (7)

' Die Gleichung der Schmtt-‘ Die Gleichung des Beruhrungs-
kurve einer Ebene mit der Fliche' kegels von einem Punkte an die
(1) erhdlt immer dann und nur Fliche (1) erhdilt immer dann und
dann die rein quadratische Form: ' nur dann die rein quadratische Form :
(19)  fuy® +1ys” + f5s9° =0, , (19) Fyyv.2+ Fiyyvg®+ Fyyv®= 0,
wenn die in der Ebene liegenden | wenn die durch den Punkt gehenden
Punkte ™, 2,®, £, auf die sich' Eberen u,®,u,®, w®, auf die sich
die Dreieckskoordinaten y,, ys, ys die Dreiflachskoordinaten v,, vy, vy
begiehen, cin Poldreieck bilden. "beziehen, ein Polardreiflach bilden.

- Nach § 46, 10—12 gibt es, wenn die Schnittkurve ein eigent-
licher Kegelschnitt oder ein getrenntes Linienpaar ist, in der schnei-
denden Ebene oo® Poldreiecke, wenn sie eine Doppelgerade ist
deren oo*.

Es ist also stets auf unendlich viele Weisen moglich, die Glei-
chung der Schnittkurve auf die Form (19) zu bringen.

8. Begriff des Poltetraeders.!?)

1. Ein Tetraeder ist dann ein | I'. Ein Tetraeder ist ein Polar-
Poltetraeder der F'liche (1), wenn | | ebenentetraeder der Fliche (1°), wenn
Jede seiner Ecken harmonischer Pol | | jede seiner Seitenebenen harmonische
jeder der drei andern ist. | Polarebene jeder der drei andern ist

Aus §68, 8 und § 77, 3 ergibt sich dann die weitere charakte-
ristische Eigenschaft:

II. Bei einem Poltetraeder ist | II'. Bei einem Polarebenentetra-
Jede Sestenfliche die Polarebene der |eder ist jede Ecke der Pol der ge-
gegeniiberliegenden Ecke. | gendiberliegenden Seitenfliche.

9. Konstruktion eines Poltetraeders. Um ein Poltetraeder
J,JyJdyJ, zu konstruieren, nimmt man einen Punkt J;, an, der nicht
auf der Fliche liegt, dessen Polarebene I, also nach § 68, 9, I nicht
durch J; geht.” Auf dieser nimmt man wieder einen Punkt J, an,
der nicht auf der Fliche liegt (vgl. jedoch 14), dessen Polarebene
I, also nicht durch J,, aber nach § 68, 13, I durch J; geht. Auf
der Schnittlinie I, >< l; nimmt man wieder einen Punkt J; an, der nicht
auf der Fliche liegt (vgl. jedoch 13), dessen Polarebene | also mnicht

durch J;, aber nach § 68, 13, II durch J; und J, geht. Der Schnitt
54*
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punkt J, =1, >< |y ><|;, dessen Polarebene die Ebene |,= J,J,J; ist,
bildet mit o, J, und J; ein Poltetraeder.

10. Gleichungen in bezug auf ein Poltetraeder. Transformiert
man die Gleichung (1) auf ein neues Koordinatentetraeder oJ,J;J;5J,,
so sind die Bedingungen, daf in der transformierten Gleichung
§ 138, (12) die Produktglieder fehlen, ndmlich:

(20) b23=f23=0; b31=ﬂu=o; b12=f1s=0’ b14=f14=07

bz4= fu: 0, bs4=fs4= 07
nach (2) gleichzeitig die Bedingungen, daB die neuen Ecken z,,
z,®, £, 2® ein Poltetraeder bilden.!*)

Die Gleichung der Fliche Die Gleichung der Fliche zwei-
zweiter Ordnung erhdlt immer dann ' ter Klasse erhdlt immer dann und
und nur dann die rein quadratische nur dann die rein quadratische
Form: Form:

(21) f=TFuy’+ foa¥e’ + fss%’ l (21) F=F, v+ Fpvs® + Fyyvy®

+f:44y42=07“’ + Fyvl=0,
wenn das Koordinalentetraeder, auf | wenn das Koordinatentetraeder, auf
das sich die Koordinaten y, bezichen, | das sich die Koordinaten v, be-

ein Poltetraeder ist. | ziehen, ein Polarebenentetraeder ist.
Die Determinante der Form (21):
| b, 0 0 O |
0 by O O |
(22) B= 0 (2)2 bss 0 ’ = b11b22b33b44: bu= ﬂn
0 0 0 b,|

hat die Unterdeterminanten:

(23) Bu = 622 bss b44; B22 = bnbssbuy Bss = bn b22b44’ Bu = bn b22 b33,
By = By, = By, = Bu=B24= B34= 0; ’

(24) ﬁu = bzzbss’ ﬁzz = bss bln ﬁs:«x = bubsz; I344= bubu,
1355 = bzz b447 ﬂss = bss b44 ’
=0, k1.
Erhilt daher in bezug auf ein Poltetraeder die Form f den Aus-

druck (21), so werden gleichzeitig nach § 138, (30) die kovarianten
Formen:
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6 6 6
(25) ® =2‘2“}.~:ka1 =2‘ Bir i’
. 1 1 1
6 6 6
S4¢=S422AkIQkQI= FBiisi
1 1 1
4 4 4
(26) S2F= 8 D% D 4, u,u= DB, vz
1 1 1

11. Polartetraeder der eigentlichen Flichen zweiter Ordnung
und Klasse. Bei der eigentlichen Fliche ist jedes Polietraeder zu-
gleich Polarebenentetraeder und umgekehrt, da die Erklirungen 8, II
und II' nach § 78, 9 dasselbe besagen. Wir nennen das sich selbst
duale Gebilde ein Polartetraeder und entnehmen aus 8 —10 die Eigen-
schaften:

1. Je zwei Ecken, je zwei Seitenflichen, je zwei Kanten eines Polar-
tetraeders sind einander konjugiert (§ 68, 31).

II. Jede Ecke ist der Pol der gegenuberlwgmden Seitenfldche, jede
Seitenfliche die Polarebene der gegeniiberliegenden Ecke, jede Kante die
reziproke Polare der gegeniiberliegenden Kante (§ 68, 15, I).

IIL. Jede durch eine Ecke eines 1II". Durch jede in einer Seiten-
Polartetraeders gehende Gerade tmﬁ"t ebene des Polartetracders liegende
die Fliche in zwei Punkten, die 2u Gerade gehen zwei Tangentialebenen,
der Ecke und dem Schnittpunkt mit die zu der Seitenebene und der Ver-
der gegeniiberliegenden Seitenebene bindungsebene wmit der gegewiiber-
harmonisch sind. liegenden Ecke harmonisch sind.

IV. Auf jeder Transversale von IV'. An jeder Transversale von
zwei Gegenkanten eines Polartetra-' zwei Gegenkanten eines Polartetra-
eders sind die Treffpunkte mit diesen eders sind die Verbindungsebenen
und die Schnittpunkte mit der Fliche mit diesen und die beiden Tangen-
harmonisch. tialebenen der Fliche harmonisch.

Die Polarebene |, irgend einer der oo® nicht auf der Fliche lie-
genden Punkte J; des Raumes schneidet nach § 68, 9; § 107, 2; 3
die Fliche in einem eigentlichen Kegelschnitt, und zu diesem gibt es
nach § 46, 10, V oo® Poldreiecke J,J,cJ,, deren Ecken nicht auf dem
Kegelschnitt liegen. Aus 8 folgt daher:

V. Die eigentliche Fliche zweiter Ordnung und Klasse hat oo®
Polartetraeder.

V1. Keine Ecke eines Polartetraeders ist ein Pumkt der Fliche,
keine Kante eine Tangente, keine Seitencbene eine Tangentialebene der
Fliche (§ 68,9; 17).
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VIL Die Gleichungen (9), (9) und (10),(10") der Fliche in Punkt-
und Ebenenkoordinaten, in Strahlen- und Achsenkoordinaten nehmen in
bezug auf ein Polartetraeder die zusammengehb’rigen Formen an:

4 .

27 f=2kbuy°=0, S'F —ZZBM”L =
1

(28) g =D uri=0, Sio= kB“sk =0.
1 .

Da fiir die eigentliche FlﬁcH’e nach (22)“-
b1y bas bys by + 0,

so folgt mit Ruckswht auf (23) und (24):

VIII. In allen Glezchungen (27); (28) kann keiner der Koeffizienten
verschwinden.

Dies ist zugleich der analytische Ausdruck des Satzes VL
Denn b, = f,; = 0 wiirde bedeuten, daB die Ecke J; auf der Fliche
liegt; B,, = 0, daB die Ebene I, Tangentialebene; g,, = 0 (B, — 0),
daB die Kante ¢, (¢,) Tangente der Fliche ist (I § 59, (21)).

12. Poltetraeder der Kegel. Da beim Kegel nach § 79, 4 die
Polarebenen aller Punkte, mit Ausnahme der Spitze, durch die Spitze
gehen, fillt der Punkt J, in der Konstruktion 9 stets in die Spitze,
die ihrerseits zu jedem Punkte des Raumes konjugiert ist, also auch
zu den in 9 benutzten Punkten J,, J;, J;. Die Punkte J, J;, J;
konnen als ein Poldreieck der Schnittkurve des Kegels mit einer be-
liebigen nicht durch die Spitze gehenden Ebene gelten. In jeder der
oo® derartigen Ebenen gibt es nach § 46, 10, V oo3 Poldreiecke, also
folgt:

I. Der Kegel besitst oo® Pol- I'. Der Kegelschnitt besitzt oo®
tetraeder. Polarebenentetraeder. '

II. Die eine Ecke fallt stets e’n} II'. Die eine Seitenebene [allt
die Spitze, die drei andern bilden'in die Ebene der Kurve, die drei
ein Poldreieck der Schuitthurve des'andern bilden ein Polarcbenendrei-
Kegels mit einer nicht durch die flach des von einem Punkte aufler-
Spitze gehenden Ebene. "halb dieser Ebene iiber der Kurve

’ - errichteten  Beriihrungskegels.

Da J, auf dem Kegel liegt, verschwindet in (21) b,, = f,,, wih-
rend by, by, by; von O verschieden sind, da nicht alle Unterdetermi-
nanten (23) verschwinden diirfen.
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III. Die Gleichung des-Kegels | IIT". Die Gleichung des Kegel-
(1) in bezug auf ein Poltetraeder | schnittes (1) in besug auf ein Polar-
lautet: " | ebenentetraeder lautet:

(29) =Dy’ + byy,’ (29)  F=Fyv?+ Fyyvy®
+ by ys” = 0. + Fyyv®=0.

Gleichzeitig mit (29) nehmen die Formen (28) und (27) wegen
b, =0 die Gestalt an: ,

(30) @ = fur’+ Baurs’ + B’ =0, SF=B,v’=0.
In (29) und (30) verschwindet alsdann kein weiterer Koeffizient.

13. Poltetraeder der Ebenenpaare. Beim KEbenenpaar geht
(§ 81, 3) die Polarebene eines auBerhalb der Doppellinie liegenden
Punktes stets durch die Doppellinie, die demnach auch die Schnittlinie
der beiden Ebenen |, und |, der Komstruktion 9 ist. Die Punkte
J; und J, liegen da.her auf der Doppelhme und haben unbestimmte
Polarebenen.

Bei dem Ebenenpaar besteht ein Poltetraeder ‘aus irgend zwei
Punkten der Achse und zwei harmonischen Polen, die auf einer wicht
durch die Achse gehenden Geraden liegen.

Die Gleichung (21) der Fliche in bezug auf ein solches wird:

(31) F=buy*+by9’=0,
wobei nach (28) gleichzeitig:
(32) ' @ = a5’ = 0.

14. Poltetraeder der Doppelebene. Bei der Doppelebene besteht
ein Poltetraeder aus einem beliebigen, ihr wicht- angehirigen Punkte J,
und dres nicht in gerader Linie liegenden Punkten J,, J,, J, der Fliche
selbst. Die Gleichung (21) wird: ’

(33) f=bu9*=0.

15. Rang und Quadratdarstellung. Mit Riicksicht auf § 139, 1
geht aus (27), (29), (31), (33) hervor:

Der Rang einer Fliche zweiter Ordnung ist die Anzahl der nicht
verschwindenden Quadrate in der auf irgend ein Poltetraeder bezogenen
Gleichung.™)

16. Polarsystem in bezug auf ein Polartetraeder. In bezug
auf die eigentliche Fliche zweiter Ordnung (27); (28) lauten die
Bezichungen (11), (11") zwischen Pol y, und Polarebene v,:

(34) Uy iy 10510, =Dy Yy i Do s i bsg s DY
und (12) zwischen zwei reziproken Polaren 7, und s,’:

(8D) s, i85 18518, 185 18" = Bry7y i Bag”s Bag¥s i Bua®s: Brs?s: BesTe-
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Zwischen konjugierten Punkten, Ebenen und Geraden bestehen
gleichzeitig nach (13); (14) die Bedingungen:

4 4

(36) E‘bk 0y ®=0, 21 B, oMo,®=0,
1 1
[} R 6

(37 2 BurPr®=0, 27‘ B 5P s®=0.
1 1

In bezug auf die imagindre Fliche zweiter Ordnung:

(38) j}y‘,z=0,' 242'”1:2=0: 26""&2=O
1 1

1

geht das Polarsystem (34), (35) iiber in (§ 46, (24))*):

(39) ViUtV V=Y Y Y3 Yy
(40) S, 188 18 18 s = iy iy,

§ 150. Besondere Polartetraeder.

1. Polartetraeder mit unendlich ferner Seitenebene. Von drei
konjugierten Durchmessern des Ellipsoides oder Hyperboloides ist die
Ebene je zweier die Polarebene des unendlich fernen Punktes des
dritten (§ 72, 1, II; 7, II). Zugleich ist die unendlich ferne Ebene
die Polarebene des Mittelpunktes (§ 68, 11, II). Daher ergibt sich
aus § 149, 11, II: .

Fiir das Ellipsoid und Hyperboloid bilden die Verbindungsebenen
dreier konwjugierten Durchmesser und die unendlich ferne Ebene ein
Polartetraeder (§ 47, 1).

Dies ist der Grund dafiir, daB die Gleichung § 72, (14) die
Form § 149, (21) hat. Der Satz § 72, 1, III ist ein Spezialfall von
§ 149, 11, IL.

Bei den Paraboloiden ist die unendlich ferne Ebene Tangential-
ebene (§ 70, 10). Sie kann somit nach § 149, 11, VI nicht Seiten-
ebene eines Polartetraeders sein. Daher ist es unmdiglich, die Para-
boloide in gemeinen Koordinaten durch eine Gleichung mit nur Quadraten
darzustellen (§ 47, 1).

Fir den imagindren Kugelkreis bilden irgend drei rechtwinklige
Ebenen (§ 84, 5, I) zusammen mit der unendlich fernen Ebene ein
Polarebenentetraeder im Sinne von: § 149, 12, II'" Daher enthiilt die
Gleichung § 84, (9") nur die. Quadrate dreier Ebenenkoordinaten.
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2. Die erste Ecke eines neueinzufiihrenden Polartetraeders.
Die Gleichung:

L 4
1) f=22“k1xkxz=0
1 1

einer Fliche zweiter Ordnung be-
zieht sich auf ein gegebenes
Koordinatentetraeder E, E, E,FE,.
Wir filhren ein Polartetraeder
JyJydyd, ein, das sich moglichst

an E, E, E,E, anlehni. Wir legen p_s b E,
zu dem Ende (Fig. 219) die Ecke Fig. 219.

J; in die Ecke E,, also:

@) zW=1, z20=0, 2W=0, 2M=0,

wobei wir mit:

(3) ay + 0

voraussetzen, daB die Ecke F, nicht auf der Fliche (1) liegt. Die
Polarebene |, des Punktes (2) hat nach § 149, (3) die Koordinaten:
@) wO=fW=a,, uO=Ff0=ay, uV=fN=ay, uV=fD=ay,
und die Gleichung:

®) By @y + Qg Ty + a5y 25+ ay 2, = 0.

3. Die zweite Ecke. Wir legen die Ecke J, in den Schnittpunkt
der Ebene (5) mit der Kante ;= F, E, des alten Tetraeders, nimlich:
(6) 7O =—a,, z0=a,, z®=0, z0=0,
der infolge von (3) bestimmt ist. Die Polarebene I, von J; hat die
Koordinaten:

(M w®=£f®=0, u®= fz(g) = — Qgy Gy + Gogllyy = g,
U = [P — gy 9+ Age Oy = — ttgg, P =FFO=—a, 0+ a0, =0y,
und die Gleichung:
(8) Ugy by — Cag Ly + g, 2, = 0.
Wir setzen mit:
9) tgg + 0

voraus, daB die Ecke (6) nicht auf ihrer Polarebene (8) liegt.

4. Die dritte Ecke. Wir legen die dritte Ecke J; in den Schnitt-
punkt der neuen Kante |, >< |, mit der Ebene FE, F, E; des alten Te-
traeders, fiir den aus (5) (vgl. /;®=0 in (11)) und (8):

(10) 0,0 = 0y, 7O=0y, #0=0ay, 2,9=0,
und der somit wegen (9) bestimmt ist.
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Die Palarebene |; dieses Punktes hat die Koordinaten:

w® = O = a1 031 + A5 0t55 + 50055
Da aber oy, ey, ¢y die Unterdeterminanten der Elemente letzter
Zeile in jeder der beiden Determinanten:

b |

{ !
L ay a4y ag | G Qg g
_ i — !
— Ay =\ ay a5 ay ', Ay = | gy a5y g |
i !
POy O Oy !%1 gy Qgg |

sind, so bekommt I; die Koordinaten: .
(11) u®=£O=0, 1, "= £,9=0, u,O=f,O0= 4,,, uO=FO=— 4,
und die Gleichung:

(12) Ayxg— Ay, = 0.
Wir setzen mit:
(13) Ay +0

voraus, daB der Punkt (10) nicht auf seiner Polarebene (12) liégt.
5. Die vierte Ecke. Die vierte Ecke J, ist jetzt der Schnitt-
punkt der drei Ebenen I, Iy, l;. Fiir diesen folgt aus (12) zuniichst:

x) = Ay, 2= Ay
und dann aus (8):

PACES gy Agy — yq Ay Aso Ay — Ry Ay (I Anm. v1, 1L (11)).

Oy 66

Da aber Ay, —Ag, A;; die Unterdeterminanten der Elemente erster
Zeile der Determinante:

i A‘.’2 AZS A?»i i
| Ayy Agy Ay, :
_ Ay Ay A,y
sind, sodaB:
X AuAes— A5As; +A-44A61='O)
so wird:
( )= Az4

Danach erglbt sich aber aus (5):
— a2, =ay Ay, + a3 Ay, +ay Ay =—a, 4, (I Amm. 1, III, A7)).
Der Punkt J, erhilt also die Koordinaten:
(14) 2= Ay, 2,0 = Ay, 2= A5, 2V = 4,
seine Polarebene |, aber die Koordinaten:
(]_5) u (4)-—f’4)—0 u2(4)——f2(4)—-0 m (4)—f3(4)—() % (4)—f(4)__
Sie ist in der Tat die Ebene J;J;J;, die mit der Ebene EIEE,E3
zusammenfallt. Sie ist bestimmt fiir 4 & O, unbestimmt fiir 4 = 0,
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kann aber auch im letzteren Falle, wo die Ecke J, in (14) die Kegel-
spitze ist (§ 139, (8)), in die Ebene E, E,FE, gelegt werden, da jede
Ebene Polarebene der Spitze ist. Nach (13) liegt der Punkt o
jedenfalls nicht in der Ebene J,J,J;. .
" 6. Transformation auf das eingefiihrte Polartetraeder. Mit
den Werten (2), (4); (6), (7); (10), (11); (14), (15) wird nun:
4

4
(16)  fu = 2 [(Ped=ay, fu= ZZ P 2®=ay oy,

1 1

4 4
fas= 2 "; [P =y Ay, fu= 2 ;k ﬁ(4) rW=A,4
T T

und folgt nach § 138, (10); (12):
Die auf ein urspriingliches Koordinatentetraeder I\ E,E;E, be-
zogene Gleichung (1) geht durch die Substitution (§ 47, (13)):

By=Y — WY+ o3 Ys + Ay Yy,

(17) Zy= Ay Yo+ oy Y5+ Ay Yy,
’ Ly = 33 Ys + A30 Yy,
Ty = A
mit der Substitutionsdeterminante:
(18) S=0,054,
iiber in:
(19) f=0u9"+ ay ey’ + e Ay + A, Ay = 0.
Vorausgesetst ist dabei, daf}: ‘
‘ Gy Gyp Ay
a, A | .
(20) ay=+0, ay= " aH i+07 A-44=i Qg Asp G35 + 0,
o | Oy gy Ggg

also die Ecke E, kein Punkt, die Kante E, E, keine Tangente und die
Seitencbene E, E, E; keine Tangentialebene der Fldche (1) ist (§ 149, (10);
I §59,@21).1)

Damit ist die Fldche auf eines ihrer co® Polartetraeder J,J,J5J,
transformiert, das sich tunlichst eng an das alte Tetraeder E, EyE;E,
anlehnt, indem die Ecke E,=J,, die Kante E,E,=J,J, und die
Ebene E, E; E; = J,J,J; erhalten geblieben sind (Fig. 219).

7. Die erste Ecke eines neueinzufiihrenden Polardreiecks der
ebenen Schnittkurve. Fiir die Schnittkurve der Fliche (1) mit der
Ebene:

4
(21) Dluz,—0
1
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filhren wir ein neues Koordinatentetraeder JJ,J,J, ein (Fig. 220),
dessen Ecken J,J,J; ein in der Ebene (21) gelegenes Polardreieck
der Schnittkurve bilden.
Die erste Ecke oJ, sei der
~ J Schnittpunkt der Kante ¢,—E, E,
(z3= 0, 2, = 0) des alten Tetra-
eders mit der Ebene (21) also:
22) xW=—uy, 2O =1u,
z,V=0, 20=0,
wobei wir voraussetzen, daB:
(23) wu, und %, nicht beide O
¥E, sind, also die Ebene (21) nicht
Fig. 220 selbst durch die Kante ¢, geht.
Die Polarebene I, von J; hat die Koordinaten:
(24) M =fV=—a u,+ a,u,, k=1,23,4,
und die Gleichung (§ 138, (3)):
(25) —fius+ fou,=0.
Zugleich wird (§ 138, (6)):

(26) —“Zf(l)": W= — (— ay uy+ ay3u,) 8
. + (— @ay Uy + Agpu)uy = — 0ty .
Wir setzen voraus, daB:

(27) wg, =+ 0,
also der Punkt J, nicht auf f liegt, die Kante ¢; somit keine Trans-
versale der Schnittkurve ist.

Die Ebene |, liegt alsdann nicht mit der Ecke oJ, vereinigt.
Die Voraussetzung (23) ist nach (26) in (27) mit eingeschlossen.

8. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J;, sei jetzt der Schnitt-
punkt der Ebene E,= E, E, E;(x,= 0) des alten Tetraeders mit der
Schnittlinie der Ebenen (21) und (25). Er geniigt neben z,= 0 den
drei Gleichungen:

@y 2y + 1% + ayg s+ 0y = 0,
(28) Uy @y + (gpy + gy g + QU = 0,

Uy Ty + UgZy + UgTy =0,
deren beide ersten die Gleichung (25) unter Einschiebung eines Pro-
portionalititsfaktors o ersetzen.

Hieraus folgt:
w o, u o, U, u
(29) Tyt ZgtdgiQ = Uy gy & llgg t 06y
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wo die Ausdriicke rechts die Unterdetermipanten dritten Grades der
Matrix (I Anm. 2, IIL, (14)):

’ hyy Gyg Oyg Uy
(30) | Gay gy Gy Uy
u, uy ug 0.

bedeuten. Man kann daher setzen:

u
(31) 5,0 = ag, 2,0 = oy, 2,0 =y, 2,0 = O,'
Die Polarebene |, von J, hat die Koordinaten:
2 2
(32) uN =& = a0y + G0 + agog.

Nun sind aber die Unterdeterminanten der Matrix (30) zugleich
die Unterdeterminanten der Elemente dritter Zeile der beiden Deter-
minanten:

|
Gy Gy g Uy | | Gy Gyg Gyg Uy
Ggi Qgp Ggg Us u Agy Agg Ggg Usg
(33) ‘ o — Ay = K
| Ggy Og9 a33 Us Gy Ogp Qg Uy |
| %, s 0 u uy uy; 0

sodaB:
g 0gy + Qg gy + ak3a:,+uka0"=0 fir k=1, 2;
(34) =A4,, fir k=3; =— A4, fir k=4,
Uy 0gy + UgClgo + Ugttyg = 0.
Infolge dessen werden die Koordinaten (32) der Ebene I,:

(35) uW=fPO=—a u;, uD=Ff"=— ey u,,

’“3(2) = f3(2) e ao" U + A:U ?,414(2) _ f4(2) —_ lxouu4 — A
und ihre Gleichung:
(36) — o  (Uy &y + U Xy + gy + wyxy) + Ay — Agyx,= 0.

Sie geht durch J;. Zugleich wird infolge von (31) und (35):
4
foa= Ef(g)x @ = — oy (uy gy + Ug gy + U tgy) + A ey
1

und mit Riicksicht auf (34):

37 fas = g Ay, .
Wir setzen voraus:
(38) 45,+0,

damit J, nicht auf f und dann mit |, vereinigt liege.

9. Die dritte Ecke. Nunmehr ist J; als Schnittpunkt der Ebenen
u, Y, u,® und w,® bestimmt, also durch die Gleichungen (25), (36)
und (21) oder mit einem Faktor ¢ durch:
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Oy By + Gig &y + Ays e+ Gy, 2, + 04y =0,
Ogy Ty + AggTp + Uy g + Agy Ty + QU =0,
U+ U Xy + UgXy + Uy, =0,
Ayxs— Ajx,=0.
Nun ist fiir die Determinante A4* (§ 140, (6)):
I a Ay + A + @ Ay + 0 Ay +w Ay =0
(40) fir k=1,283; = A" fir &t = 4;
] ug Agy + uy Ay + ug Ay +u, 4y, =0.
Daher wird den Gleichungen (39) geniigt durch den Punkt:
(41) 2,0 = Ay, 1,0= A, 2= Ay, 20= A4, (e = 4}).
Die Koordinaten seiner Polarebene | sind:
(42) =[O = a, A}y + a Ay + a5 Ay + 0y, Ay,
oder nach (40): ’
(43) LO=—udy, (O=—udly, [O=—ud,
0= —u iy + 4"
Sie geht durch J; und nach (34) durch J;,. Zugleich wird:

(39)

. 4
fss =2 (O 5@ = — A (wy Y + ug Ay + ug Ay + w, Ay) + A4},
1 .

oder nach (40):
(44) fas= Ay, A%

Der Punkt J; kann, falls A= 0 ist, auf der Schnittkurve liegen,
worauf die Ebene I; in (21) fillt.

10. Resultat der Transformation. Die Ecke J, ist nun als
Schnittpunkt der drei Ebenen #,®, u,®, u,® bestimmt. Da J; auf
der Polarebene (25) von J;, und J, auf den Polarebenen (25) und
(36) von J; und J; gewihlt ist, bilden J;, J;, J; ein Polardreieck,
in bezug auf das die Gleichung der Schnittkurve die Form § 149, (19)
erhiilt; und zwar ergibt sich mit Riicksicht auf (26), (37) und (44):

Die Gleichung der Schwittkurve der Fliche (1) mit der Ebene (21)
kann unter den Voraussetzungen:

(45) v +0, A,+0
auf die Form gebracht werden (§ 47, (15)):
(46) — tggty® + gy Ayyy* + Ay, A%y = 0.

Damit ist die Schnittkurve auf eines ihrer oo® Polardreiecke
J, Jy J; transformiert, welches sich tunlichst an das alte Tetraeder
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E,E,E;E, anlehnt, indem J; auf der Kante E E, und J, in der
Ebene E, E, E; liegt.

Fiir 4* —0 ist nach (46) die Ecke J; (y,=0, y,=0, y;=1)
Doppelpunkt der Schnittkurve. Ihre alten Koordinaten (41) stimmen
dann in der Tat mit § 141, (32) tberein.

11. Die erste Ecke eines neueinzufiihrenden Polzweiecks des
Schnittpunktpaares. Fiir das Schnittpunktpaar der Fliche (1) mit
der Geraden g:

4 4

(47 Zzuka:k=0, 27"“%'%=0:
1 1

fiihren wir ein neues Koordinatentetraeder J, J,J;J, ein (Fig. 221),
dessen Ecken J; J, ein auf der Geraden g gelegenes Polzweieck des
Schnittpunktpaares bilden.

Die erste Ecke oJ; sel
der Schnittpunkt der Geraden
g mit der Ebene

E,E Ey (2,=0),
also (I § 59, (13%):

(48) x2W=gq,, zW=gq,, YE,

1
Fig. 221.
2N =gs, 2,0=0, lg

wobei ¢, (k=1,2,...,6) die Achsenkoordinaten der Gteraden ¢ sind
und vorausgesetzt wird, daB:

(49) : ¢, gs, g micht alle O
sind, also g, nicht in der Ebene z,= 0 liegt.

Die Polarebene des Punktes ; hat die Koordinaten:
(50) w =V =0, q,+ a0+ a9, k=1234,
und die Gleichung:

(51) hn+ et +fs4=0.
Zugleich wird (§ 146, (5)):

(52) =Z’ f0z® =22“u qoq— A2

Wir setzen voraus:

(53) Aur 40,

worin zugleich nach (52) die Voraussetzung. (49) eingeschlossen ist.
Der Punkt J; liegt dann nach (52) nicht auf der Fliche (1).
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12. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J, des Polzweiecks ist
nun der Schnittpunkt der Geraden ¢ mit der Polarebene (51) von ;.
Die Gleichung (51) ist das Resultat der Elimination von ¢ und ¢
aus den drei Gleichungen (§ 140, (15)):

(54) fi+ou,+ ou =0, k=123.

Daher bestimmt sich der Punkt J, unter Elimination von ¢

und ¢ aus den fiinf Gleichungen:

14 ’
Ay Ty + Qe %y + Qi3T5 + @1y Ty + QU + @'uy =0,
Ay Ty + Ggo @y + Ggs @5 + gy Ty + QU+ @'y’ = 0,

4 ’
(55) Ay Ty + Ggo Ty + Ay T3 + A3y T, + QUs + @'us’ =0,
W+ Uy + Uy + U, X, =0,
’ ’ 4 7
Ty Uy Xy - us Xy + U, X, =0,

denen infolge der fiir die Determinante A4** (§ 140, (12)) geltenden
Entwicklungen geniigt wird durch die Werte:
(36)  mO=Ay, z 2>—A“', 2 = A3, 00 = A3F'
(®7) =4y, o =4y
Da gleichzeitig:
(58) ay ALY + au Ay + ayg AL + ay AL + u ALY + u/ A% = A,
so hat die Polarebene des Punktes (56) die Koordinaten:
(59) iD= — (u, A% + u, A%, k=1, 2, 3;
£ = — (g AL ) AL+ A,

Danach aber wird mit Riicksicht auf (5f) und die beiden letzten
Gleichungen (55):

4
(60) fao= D02, = 4% 43y,
1

13. Resultat der Transformation. Da J, auf der Polarebene
von oJ; liegt, bilden die Punkte J,J,- ein Polzweieck, in bezug auf
welches das Schnittpunktpaar eine Gleichung von der Form § 149, (18)
-erhilt; und zwar ergibt sich infolge von (52) und (60):

Die Gleichung des Schwnittpunkipaares der Fliche (1) mit der Ge-
raden (47) kann unter der Vorraussetzung:

(61) Az 40
auf die Form gebracht werden (§ 47, (32)):
(62) ALy + Ay Ayt = 0.

Damit ist das Schnittpunkipaar auf eines seiner oo? Polzweiecke J,J,
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transformiert, welches sich tunlichst an das alte Tetraeder E,E,FE,E,
anlehnt, indem J, in der Ebene E E,E, liegt.

Fir 4** =0 fillt das Punktpaar in der Ecke J,(y, =0, y,=1)
zusammen. lhre alten Koordinaten (56) stimmen dann in der Tat
mit § 142, (29) iiberein.

§ 151. Verachiedene Sitze der Polarentheorie.

1. Besmiechung swischen den Ecken und Seitenebenen zweier
Polartetraeder. Transformiert man die auf irgend ein Koordinaten-
tetraeder E, F, E; F, bezogene eigentliche F'liche zweiter Ordnung und
Klasse:

1) f=22aklxkxl= 0, F =2{’“2Au“k“z =0
- &

auf ein Polartetraeder mit den Ecken x,™ und Seitenebenen wt™, so
nehmen ihre Gleichungen nach § 149, (21) die Form an:

@) —Z' bty S*F—Zl m

und bestehen nach § 138, (32) zwischen alten und neuen Koeffizienten

die Beziehungen:
4

4
(3) Sga“ =Z?n bm m uk(M)ul(m)’ SzAkt = mBm m xk(m)xt(m)‘
1 1

Fiir ein zweites Polartetraeder mit den Ecken ™ wund Seiten-
ebenen u,™ ist ebenso:

4 4
(4) 82y, = 2 '"; b, w0, 8 ,2Akl=2 "B, @, ™/ ™.
n T

Zwischen den Koordinaten der Eckenm und Seiténebenen der beiden
Polartetraeder bestehen daher die Beziehungen (%,1 je = 1,2, 3 4):

4

16) 9’2 Z'b w ™™ — S ,,.b' u, ™!

(6) S z.,. B, z™zm = 8* E’ Bz, ™™,

2 Flichen durch die Ecken zweier Polartetraeder. Multipli-
ziert man die Gleichungen (5) mit den Koeffizienten C,; und die
Gleichungen (6) mit den Koeffizienten % irgend einer Fliche zweiter
Klasse, beziiglich zweiter Ordnung: ‘

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL 55
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4 4 4 4
0 ! =2¢20“uku,= 0, g =220k,xkx, -0

und summiert alsdann iiber & und I, so ergibt sich mit Benutzung
der Abkiirzungen (§ 138, (6)):

1 4 44
QU
(8) Gn= 2’ 2 Cow™u™, = 2" 2 Cuz M T™,
1 1 1 1

und der entsprechenden mit Akzenten zu G,,,,, v,™, u™; g, . 2,0, xm

mm?
(§ 48, 2):
4 4
© 82 D0, G = 82 00,0, G,
. .
(10) S D2 BpymGm= 5 7 BrnFrim:

Die Relation (10) ist linear und homogen in den acht GroBen
Gmms Imm, und keiner der acht Koeffizienten S"*B,,, und S*B,,,, kann
verschwinden, da f eine eigentliche Fliche sein sollte (§ 149, 11, VIII).
Das Verschwinden von g,, aber bedeutet nach (8), daB die Ecke
z,™ auf der Fliche g =0 in (7) liegt.

Es folgt daher aus (10) und dual aus (9) (§48, 2, I):

1. Jede Fliche zweiter Ordnung, i I'. Jede Fliche zweiter Klasse,
die durch sicben von den FEcken die sieben vow den Seitencbenen
zweier Polartetraeder einer eigent- | zweier Polartetraeder einer eigent-
lichen Fliiche sweiter Ordnung geht,|lichen Fliche zweiter Klasse be-
geht auch durch die achte Ecke. riihrt, beriihrt auch die achte Seiten-

3. Einbeschriebene Polartetraeder. Eine Fliche g =0 gehe
durch die Ecken eines Polartetraeders J,J,J;J, der eigentlichen Fliche
f=0. Um ein zweites Polartetraeder J,'J,’J;'J,’ von f=0 zu kon-
struieren, kann man nach § 149, 9 im Raume eine Ecke o', alsdann in
 deren Polarebene |, eine zweite Ecke ;" und endlich in der Schnitt-
linie der Polarebenen I,” und |, eine dritte Ecke J;" beliebig nehmen,
worauf J, bestimmt ist. Wiahlt man nun aber J; auf g =0, J,
auf der Schnittkurve der Ebene |,” mit g = 0 urd nimmt als J;" einen
Schnittpunkt der Geraden |,” >< I,” mit g = 0, so muB, da J;, J;, J5, J,
J), Jy, Jy auf g=0 liegen, nach 2,1 auch J, auf g =0 fallen.
Ebenso dual, also:

II. Gibt es ein Polartetraeder der eigentlichen Fliche sweiter Ord-
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nung =0, welches der Fliche zweiter Ordnung g = 0 ein-(beziiglich
um-)beschrieben ist, so gibt es 0o® solche Polartetraeder (§ 48, 3).

4. Polartetraeder mit einer gemeinsamen Ecke. Zwei Polar-
tetraeder J,JyJyJ, und J,'JyJyJ, der Fliche (1) mégen die Ecke
J, = d,, folglich auch die gegeniiberliegende Seitenebene 1= 1, ge-
mein haben. Der durch die fiinf Kanten J,J,, J,J5, J;J,, J,Jy, J,J,
bestimmte Kegel zweiter Ordnung ist eine Fliche zweiter Ordnung, die
durch die sieben Ecken J, = J/’, J,, J5, Jy, Jy, J;' der beiden Polar-
tetraeder, also nach 2, I auch durch die Ecke J,” und damit durch die
Kante J,J,” geht: Es folgt also mit Hinzufiigung des dualen Satzes :

II1. Haben zwei Polartetraeder einer eigentlichen Fliche zweiter
Ordnung und Klasse eine Ecke, beziiglich eine Seitenebene gemein,
so geht jeder Kegel zweiter Ordnung, |so beriihrt jeder Kegelschnitt, der
der durch finf von der gemeinsamen ; fiinf in der gemeinsamen Fbene lie-

Ecke ausgehende Kanten geht, auch gende Kanten beriihrt, auch die
durch die sechste. ! sechste.

5. Polardreikante des Kegels. In der gemeinsamen Ebene
I, =1 bilden die beiden Dreiecke J,J;J, und J,'J;'J, zwei Polar-
dreiecke der Schuittkurve der Ebene mit der Fliche f = 0. Fiir diese
Ebene folgt daher (§ 149, 11, VI; § 143, 2), § 141, 20)):

IV. Jeder Kegelschnitt g der | IV, Jeder Kegel zweiter Klasse
durch fiinf von den Ecken sweier'g der fiinf von den Seitenebenen
Polardreiecke eines eigentlichen Ke—%zweier Polardreiflache eines eigent-
gelschnitles [ geht, geht auch durchilichen Kegels zweiter Klasse be-
die sechste Ecke. “riihrt, beriihrt auch die sechste.

Andererseits folgt aber, indem man die Figur des Satzes IV. von
einem beliebigen Punkte aus projiziert oder die des Satzes IV’. mit
einer beliebigen Ebene schneidet: :

V. Jeder Kegel zweiter Ord- V'. Jede Kurve zweiter Klasse
nung g, der durch fimf Kanten|g, die fimf Seiten eines Polar-
zweter Polardreikante eines eigent- | dreiecks eines eigentlichen Kegel-
lichen Kegels zweiter Ordnung f|schwittes beriihrt, beriihrt auch die
geht, geht auch durch die sechste. | sechste.

Die Sitze IV. und V'. sind schon § 48, 2 bewiesen, die Sitze
IV'. und V. sind die entsprechenden fiir den Kegel. Zugleich folgt
aus jenen fiir den Kegel:

VI Gibt es ein Polardreikant des eigentlichen Kegels zweiter Ord-
nung und Klasse f, welches einem Kegel g ein- oder wmbeschricben ist,
so gibt es unendlich viele solche.

55*



856

6. Zwei Systeme konjugierter Durchmesser.

§ 151,

6—8.

Drei konjugierte

Durchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides sind die Kanten
eines Polardreikants des zugehdrigen Asymptotenkegels (§ 84, 3). Da-

her folgt aus V und IV":

VI. Zwei Tripel konjugierter
Durchmesser des Lllipsoides oder
Hyperboloides stehen in der DBe-
sichung, daf3 der durch finf von
ihnen bestimmte Kegel zweiter Ord-.
nung auch durch den sechsten geht.

VIIL. Ist einem Kegel ein Tripel
konjugierter Durchmesser einbeschrie-
ben, so sind thm ool solche Tripel
einbeschrieben.

7. Rechtwinklige Systeme.

VII'. Zwei Tripel konjugierter
Diametralebenen des Ellipsoids oder
Hyperboloides stehen in der DBe-
ziechung, daf3 der durch fiinf von
thnen umhiillte Kegel zweiter Klasse
auch die sechste berithrt.

VIII'. Ist einem Kegel ein. Tripel
konjugierter Diametralebenen umbe-
schrieben, so sind ihm oo! solche
Tripel umbeschrieben.

Drei rechtwinklige Achsen oder

Ebenen bilden ein Tripel konjugierter Durchmesser oder Diametral-

ebenen einer Kugel (§ 72, 1, I)
IX. Zwei komsentrische Tripel
rechtwinkliger Achsen liegen stets
auf einem Kegel zweiter Ordnung.
X. Enthilt ein Kegel ein Tripel
rechtwinkliger Achsen, so enthdlt er
ool solche.
Der Kegel ist ein gleichseitiger.

8. Polarreziproke Tetraeder.

IX". Zwei konzentrische Tripel
rechtwinkliger Ebenen wmhiillen stets
einen Kegel zweiter Klasse.

X'. Wird ein Kegel von einem
Tripel rechtwinkliger Ebenen beriihrt,
wird er von ool solchen beriihrt.

Der Kegel ist ein dual gleich-
seitiger (§ 11, 10). '

Die Pole P, der Koordinaten-

ebenen E; und die Polarebenen TT, der Koordinatenecken E, in bezug

auf die Fliche (1) haben nach § 149, (11) die Koordinaten (k=1,2,3,4):

(11) 2, ® 3@ m® g ® = Ay Ay Ay Ay

(12) u® 2 uy® B0 ® = a,, ray, tay :ay.

Sie bilden das dem Koordinatentetraeder E,, E, polarreziproke Tetraeder
P, 1.8 <

' Nun lauten (I § 59, (20%); (20)) die Gleichungen der vier Geraden.

E P, und der vier Geraden E,><TT,: '

Xy Wyt Ly = Ayt Ayt Ay, Ug S Ut Uy = Gy & Cgy 2 Gy

3) Ty iy, = Agy: Ayt Ay, 3 uy My g = Qgg t Oy * Gys 5
'xl.: Zo:xy= A5 Ay Ay, Ug DUy DUy = Gyg t lyg t Qg

Ty Xy = A Ayt gy Ny 2y YUy = Gy, Byt A,


file:///seitiger
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Nach der Form dieser Gleichungen, in denen 4,,=4,,, a,,=a,,
ist, liegen (I § 62, (1); (7)) die vier Geraden (3), ebenso wie (3"), hyper-
boloidisch. Also (§ 48, 5)1%):

L Sind swei Tetraeder in bezug auf eine Fliche zweiter Ordnung
polarreziprok, so liegen die vier Verbindungslinien entsprechender Ecken
so wie die vier Schnittlinien entsprechender Seitenebenen jedesmal hyper-
boloidisch; und insbesondere (§ 68, 9, I1I):

II. Die Verbindungslinien der Ecken eines der Fliche zweiter Ord-
nung umbeschricbenen Tetraeders mit den Beriihrungspunkten der gegen- -
iiberliegenden Seitenebenen, sowie die Schunittlinien der Seitenebenen eines
der Fliche einbeschricbenen Tetraeders mit den Tangentialebenen in den
yegeniiberliegenden Eckpunkten liegen hyperboloidisch (§ 37, 10).

§ 152. Die Spezies der Flichen zweiter Ordnung und Klasse.

1. Die adjungierten Formen bei der Quadratdarstellung. Da in
bezug auf ein Polartetraeder der Fliche zweiter Ordnung § 149, 10 die
neuen Koeffizienten der Gleichung /' = O den Bedingungen entsprechen:

(1). bys = bgy = by = by, = by, = by, = 0,

so wird gleichzeitig fiir ihre Determinante und Unterdeterminanten:

(2) B = by, by3 b33 by,

(3){311 = bn b33 bu, B22 = bn bssbys, Bsa = bn b22 b44 ’ B44 = bu bss bss,

B;s = By, = By = By, = B,, = By, = 0;
( 4) {511=b22bss’ ﬂn:bssbu: Bss= bnbz‘m Bu=b11byy, ﬂss=b22b44, ﬁss=bssbw -
B1s=P1s= 14=ﬁ15=ﬁ1e_—“ﬁzs=ﬁ24=ﬁzs=ﬂes=ﬁu=ﬁss=ﬂss=ﬁ45=ﬂ46=ﬁ56=0-

Bei Einfiihrung eines Polartetraeders J,JydyJ, werden daher die

zusammengehorigen Gleichungen f=0, =0, =0, F=0 (§ 138,(30))

gleichzeitig in folgender Weise transformiert:

1 4 : 4
®) ' f=2 Zaklxkxl= Fouy’ =0,
| o s ;
(6): ' 9 =22“klpkpl =2 Bur’ =0,
T - 1 6 1 6
M Sto = 842 2 Aty = 2 Bus® =0,
T “1 1

4 4 4
(8) o 8F =82 D D Auu= DB, 02 =0,
1 1 1
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2. Bezichung zwischen alten und neuen Koeffizienten. Nach

§ 138, (23) ist dabei:
4 4 4;1 4 R
(9) bmm = f mm = ZZ Z’ alclxk(m)xl(m)f ‘Bmm = 2{‘ 2 Aklu'k(m)ul(m)’
: T 1 1 1
6 6
Bnm= E 2 @, 0, ™p
T 1

und nach § 138, (32):

4 6
(10) Sta,, = Em b ™2,  Stay, =2,. B, a2,
1 1

4

S 4y, = 2 ™ B, 2™
1

(11) §*A = B,

wo u,™? das Quadrat von %, usw. bedeutet.

3. Unterscheidung der eigentlichen Flichen nach dem Vor-
geichen von A. Wir setzen die Koeffizienten «,, der Gleichung f=0
und die Koeffizienten 2,™ der Substitution § 138, (10) reell voraus.
Dann sind auch die Koeffizienten (9) reell.

Wie nun auch das Polartetraeder J,J;J;J, gewihlt werden mag,
muB bei einer eigentlichen Fliche f nach (2) und (11) stets sein:
(12) biybaybysby = S* 4.

L. Bei positivem A muf daher die Anzahl der megativen unter den
Kocffizienten by, by, bys, by, gerade, bei negativem A ungerade sein.

Die Vorzeichen von b,,, by, bys, b,, sind also abgesehen von der
Reihenfolge fiir:

(13) A4>0:L 4+ 4+ oder IL ++——; A<O0: 1L +++F-

Zwei iibereinanderstehende Vorzeichensysteme rechnen wir nur fiir
eines, da die Gleichung f =0 mit — 1 multipliziert werden kann.

4. Die drei Spezies der eigentlichen Flichen. Kine gegebene
~ Fliche f =0 muB nach (13), auf welches ihrer co® Polartetraeder sie
auch bezogen wird, immer entweder die Vorzeichen I, II. oder die
Vorzeichen III. liefern.. Aber auch fiir 4 > 0 kann sie immer nur
entweder auf I. oder II. fiihren.

Nehmen wir nimlich an, daB schon das alte Tetraeder E, E, E; E,
ein Polartetraeder war, so daB die Fliche von einem bestimmten Polar-
tetraeder auf ein beliebiges anderes oJ,J,J;J, transformiert wird, so
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gelten die Formeln (9) mit ay = a5, = a3 = a4,y = a4y, = a3, = 0 und
geben:

4
2
k akkxk('") 3
1

bmm
Waren also alle vier a,, von einerlei Vorzeichen, so sind es auch alle
vier b,,, und nach (10) auch umgekehrt. Hat also eine Fliche auch
nur fiir ein Polartetraeder die Vorzeichen I., so muB sie diese fiir alle
Polartetraeder haben. Dieselbe Fliche kann also nicht von I. zu IL
oder umgekehrt iibergehen.

II. Jede eigentliche Fliche zweiter Ordnuny gehort stets zu einer
und nur zu einer der drei ,Spezies“, die durch die Vorzeichenverbin-
dungen 1., IL. und III. in (13) gekennzeichnet sind.'®)

III. Auch als Fliche zweiter Klasse gehort sie nach (8) jedesmal
der gleichen Spezies an.

5. Die definiten Formen. Im Falle I. heiBit die Form eine de-
finite Form von vier Variabeln, da sie wie ihre Darstellung durch
die Koordinaten y, in (5) zeigt, fiir alle reellen Werte derselben ent-
weder immer positiv oder immer negativ bleibt. Die entsprechende
Fliche f = O hat keinen recllen Punkt, da fiir einen solchen y,,y,,vs,v,
niemals alle verschwinden (I § 57, 1) und daher f nicht Null werden
kann. Sie hat nach (7) und (8) auch keine reellen Tangenten oder
Tangentialebenen (§ 49, 3).

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der definiten
Form. Wenn alle vier b,, von einerlei Vorzeichen sind (f definit
ist), so sind nach (3) auch alle B,, von einerlei Vorzeichen (¥ de-
finit) und nach (4) alle f,, positiv (p positi? definit). Da nun die
sechs ¢,™ (m =1, 2, 3, 4, 5, 6) als Elemente einer Reihe der Deter-
minante S%=|¢,™ | und ebenso die vier %, oder z,™ (m=1,2,3,4)
als Elemente einer Reihe der Determinante S%= ("‘)| oder S =|z,™ |
nicht gleichzeitig verschwinden konnen (§ 138, (16) und I. Anm. 1, IIL,
(T); (13)), so folgt aus (10):

Ist f=0 eine imagindre eigentliche Fliche, so sind notwendiy alle
sechs o, positiv und alle acht a,, und A, von einerlei Vorzeichen, und
kann keiner dieser vierzehn Hauptkoeffizienten verschwinden, in Formeln:

(14) A>0; ¢,>0; a,,4,,>0),

mm nn
k=1,...,6;myn=12 3, 4
Die Bedingungen (14) sind aber auch hinreichend, da schon drei
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von ihnen, wie:
(15) 4>0, o3>0, a,4,>0,
nach § 150, (19) zur Folge haben, daB die Form f definit ist.

7. Bedingungen der drei Spezies. Aus der Verbindung von
(13) und (14) ergibt sich schlieBlich (§ 49, 4): _

Die eigentliche Fliche zweiter Ordnung und Klasse gehiort zur 1.
Spezies: + + ++, wenn:

(14) A>0; oy ale>0; a,, A, ale>0;
zur I1. Spezies: ++——, wenn: '
(16) A>0; o, a,,A,, nicht alle > 0;
zur III. Spezies: ++ + F, wenn:

amn 4<0.

8. Verhalten gegen ein Polartetraeder. Bezeichnen wir die po-
sitiven b,, mit B,% die negativen mit — 8,% so werden die Gleichungen
der drei Spezies in bezug auf ein Polartetraeder:

(18) L 8292 + B.%y." + Bs*y® + By, =0,
(19) IL B2y + B2y — Bs*ys® — B2y =0,
(20) L B,%y,® + B.%w:® + Bs’ys® — B2y, = 0.

Indem man hier eine oder zwei der Koordinaten y, Null setzt und
die iibrig bleibenden Vorzeichen betrachtet, ergibt sich (§ 49, 5)'%):
) L. Die Flichen der 11. Spezies schneiden stets alle vier Ebenen eines
Polartetraeders in reellen Kegelschnitten, die der Il1. Spezies jedesmal
nur drei Ebenen. .

II. Die Fldchen der II. Spesies schneiden slets vier, die der 1II.
_Spezies stets drel Kanten eines Polartetraeders in reellen Punkiepaaren.

Ebenso folgt aus den entsprechenden Gleichungen in Ebenen-
koordinaten v, in (8):

I'. An die Flichen der 11. Spezies gehen von allen vier Ecken
eines Polartetraeders reelle Beriihrungskegel, an die Flichen der 111
Spezies nur von drei Ecken.

II". An die Flichen der 11. Spezies gehen stets durch vier, an die
- der 111 Spezies durch drei Kanten eines Polartetraeders reelle Tangential-
ebenenpaare.

Beispiele fiir diese Sitze bieten die Beziehungen der Hauptachsen
und konjugierten Durchmesser, sowie der betreffenden Haupt- und
Diametralebenen § 72, 11. Das Ellipsoid und das zweischalige Hyper-
boloid gehoren (§ 150, 1) zur IIL, das einschalige Hyperboloid zur II
Spezies. ‘
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9. Fliichen ‘mit ‘oder ohne reelle Gerade. Auf den Flichen der
II1. Spezies konnen keine reellen Geraden liegen, da sie in der Ebene
9, = 0 nach (20) iiberhaupt keine reellen Punkte haben, wihrend
doch jede reelle Gerade diese Ebene auch in einem reellen Punkte
schneiden miite (§ 63, 1).

Dagegen geniigen alle Punkte der durch die beiden Gleichungen:

1) {(ﬁzyi + Bsys) + A(Byys + py) =0,
By —eBryy) + 2 (Baye — Bsys) =0

bei beliebigem Parameter 4 und mit ¢ = 4 1 oder — 1, dargesteliten

geraden Linie der Gleichung (19) (§ 63, (22)).

III. Der Unterschied der beiden reellen Spezies besteht also darm,
daf3 die Flichen der Spesies 11. zwei Scharen reeller gerader Linien,
die der Spezies 111. aber keine reellen geraden Linien enthalten.

Das elliptische Paraboloid gehort daher (§ 65, 1) zur IIL, das
hyperbolische Paraboloid zur 1I. Spezies.

10. Die Arten der Kegelfiichen. Die Gleichung des Kegels
nimmt in bezug auf ein Polartetraeder, dessen Ecke z,® die Spitze
des Kegels ist, nach § 149, (29), die Form an:

4 4
(22) f= Zz‘lakxxkxz = by 4% + by’ + by y,* =0
T 1

Die Gleichungen in Ebenen- und Linienkoordinaten § 143, (8);

§ 144, (13) werden, da b, = O ist, nach (3); (8) und (4); (6):

(23) » B,v? =0,

(24) Burs® + Bas?s® + Bya1s® = 0.

Je nachdem in (22) die Vorzeichen der Koeffizienten von der Be-
schaffenheit:

(25) I £+ oder IL £+ F

sind, ist der Kegel ein ¢magindrer oder reeller.

Der imagindre Kegel hat nach (22) auBer der Spitze y, = O,
9y =0, y; =0 keinen reellen Punkt und nach (24) und (4) auBler
den Spitzenstrahlen r, =0, 7, =0, r, =0 (I § 59, (10)) keine reellen
Tangenten. Dagegen hat er, ebenso wie der reelle Kegel, nach (23)
alle Spitzenebenen v, = O als Tangentialebenen.

11. Die Diagonalkoeffizienten beim 1mag1na.ren Kegel. Die
Gleichungen (10) lauten mit b,, = O:

(26) S2ay, = by, + bagw P + byyu, P,

(27) o Sty = 8™ + B t®® + Bas %,
(28) §2 4, — By,
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Nimmt man also b,,, by, by, von einerlei Vorzeichen an, so folgt
mit Riicksicht auf (3) und (4):

1. Ist die Fliche f ein imaginirer Kegel, so sind die sechs Koeffi-
zienten a,,, soweit sie nicht verschwinden, positiv und die acht Koeffi-
zienten a,, A, soweit sie nicht verschwinden, von einerlei Vorzeichen.

Aus (28) folgt, daB beim Kegel (22) nicht alle vier 4,, ver-
schwinden konnen. In der Tat wiirden mit 4,, =0, k=1, 2, 3, 4,
alle 4,,=0, k1=12 34 (§ 139, 29) sein (4}, =4, 4,,
I Apm. 1, III, 21)). Ist etwa A,, 40, so ist die Ebene E, des ur-
spriinglichen Koordinatentetraeders nach (8) keine Spitzenebene (Tan-
gentialebene). Dann geht auch keine der in ihr liegenden Kanten
€, €, ¢g durch die Spitze und fallt keine der in ihr liegenden
Ecken E,, E,, F; in die Spitze. Daher sind beim éimagindren Kegel
e, e, e, keine Tangenten, so daB nach (6) «;; 0, ag =40, o3 = O;
und E,, E,, E; keine Punkte des Kegels, so daB nach (5) a, + 0,
ags + 0, az; + 0. Es sind aber oy, ay,, g3 die Unterdeterminanten der
Diagonalglieder a,,, agy, @3 in der Determinante 4,,. So folgt allge-
mein (I § 63, Fig. 319): '

II. Beim Kegel iiberhaupt ist wenigstens eine der vier Hauptunter-
determinanten A, von O verschieden. Beim imagindren Kegel sind not-
wendig in jeder wicht verschwindenden Hauptunterdeterminante dritten
Grades A,, thre drei Hoauptunterdeterminanten szweiten Grades o,
und thre drei Hauptelemente a,, von O verschieden.

Es handelt sich hier bei 4,; um e, oy, 0, doe, Gs5, Gy; bei
Agy Um0y, 0y gy, gy gy Gyg; bel Agy UM gy, 0y, 05 Gy, Aoy Gy
bei 4, U &y, Gggy Oggy G115 Agpy Ugg-

12. Die Kriterien des imaginiren und reellen Kegels. Ist nun
etwa die Unterdeterminante 4,,==0 und sind ihre Unterdeterminanten
0y, Oge, Oas positiv und ihre Elemente a,,, dyy, @3 von gleichem
Vorzeichen wie 4,,, also unter anderen:

(29) a3 >0, a;,4,>0,
8o kann die Gleichung:

4 4
(30) f= 2‘2 @@y, = 0
T 1

des Kegels nach § 150, (19) auf die Form gebracht werden:

(31) [=auy® +  05,® +egs Ay, y," =0,

wo nach (29) alle Koeffizienten einerlei Vorzeichen haben. Die Be-
dingungen (29) sind also neben A =0 fiir den imaginiren Kegel
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hinreichend. Sie haben aber wegen der Gleichungen:
Ogp gy = 35 + &y, Ggglyy = 05 + Ggg, Gy ey = Ay + gy,
UggUlgy = 03y + Ay Ay, gz = 0F; + Gy A_44: 0y O = €y + A3 Ay
(§ 19, (21); (5)) immer zur Folge:
tyy >0, @y Ay >0, ag34,, >0, e, > 0.

Wir sagen daher allgemein:

III. Die Fliche (30) ist ein Kegel, wenn A =0, aber nicht alle
Hauptunterdeterminanten dritten Grades A,, verschwinden.

IV. Sind dann alle Unterdeterminanten o, soweit sie nicht verschwin-
den, positiv und haben alle Unterdeterminanten A,, und alle Elemente a,,,
soweit sie wicht verschwinden, einerlei Vorzeichen, sind ferner innerhalb
jeder mnicht wverschwindenden Unterdeterminante A, die drei Unter-
determinanten «,, und die drei Elemente a,, von O verschieden, so ist
der Kegel imagindr.

V. Sind diese Bedingungen nicht alle erfiillt, so ist der Kegel reell.

13. Die Ebenenpaare. Die Gleichung des Ebenenpaares lautet
nach § 149, (31) in bezug auf ein Polartetraeder:

(32) f=0bu9® + by ys®
Mit by =0, b, =0 verschwinden nach (3) alle B,, und nach (4)
alle B,, bis auf:

(33) Bss = byy b, -
Die Gleichung in Linienkoordinaten § 144, (18) wird daher:
(34) S = by, bgyry® = 0.

Je nachdem &;;, und b,, gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben,
ist das Ebenenpaar (32) imagindr oder reell.

Das Ebenenpaar iiberhaupt hat nach (34) keine andern Tangenten
als die Transversalen r, =0 der Achse ¢ = J;J, (I § 60, (11)); das
imaginire nach (32) keine andern reellen Punkte als die Punkte y, = 0,
Yy = O der Achse.

Die Formeln (10) werden: _

(35) 82y, = by w? + by, Stayy = By gV

Fiir das imaginire Ebenenpaar sind daher notwendig alle a,,, soweit
sie nicht verschwinden, von einerlei Vorzeichen und alle «,, soweit
sie nicht verschwinden, positiv. Fiir das reelle Ebenenpaar sind alle
o,;, soweit sie nicht verschwinden, negativ. Da nicht alle sechs ¢,
verschwinden, konnen nach (35) auch nicht alle «,, Null sein oder
nicht alle sechs Kanten des Koordinatentetraeders Tangenten sein.
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In der Tat wiirden sonst iiberhaupt alle o, (§ 139, (29)) verschwinden
(ef, = e 04, I Anm. 1, III, (22)).

I. Das Ebenenpaar (30), fir das A =0, alle A, =0, aber nicht
alle «,, =0, ist imaginir oder reell, je machdem die nicht verschwin-
denden Hauptunterdeterminanten zweiten Grades o, simtlich positiv
oder samtlich negativ sind.

Bei der Doppclebene diirfen alsdann nach (10) nicht alle a,, ver-
schwinden. In der Tat wiirden sonst iiberhaupt alle a,, (§ 139, (29))
verschwinden (af, = a,, a,;, 1 Anm. 1, III, 23)).

14. Binteilung der Flichen zweiter Ordnung nach Rang und
Spezies. Unter Benutzung der § 49, (17) eingefiihrten Bezeichnung er-
halten wir schlieBlich folgende Einteilung der Flichen zweiter Ordnung:

(36) [A >0, a, >0, a,4,>0" 1. Imag. eigentl. Flichen,
A=40 l A>0, oy, a, 4,300 II. Geradlinige eigentl. Fl,,
A<O0: IIT. Nichtgeradl.eigentl. F1.;
A=0,(A4,+0: «,,>0!, a,,4,,>0! IV. Imag. eigentl. Kegel,
A+ O!: Au+0: e, a,, 4, P00 V. Reeller eigentl. Kegel;

A=0, 4,,=0!(e,, (soweit +=0)>0!: VI Imag. Ebenenpaar,
akk=|=0!=u“ (soweit £=0)<0!: VII. Reelles Ebenenpaar;
A4=0, 4,,=0!, &, =0!, a,=+0!: VIIL Doppelebene.
Die Indizes & gehen bei «, von 1 bis 6, die Indizes % und I bei

@, A, von 1 bis 4. Bei IV und V ist beispielsweise 4,, als das

von Null verschiedene A4,, genommen (12, IV) und geht m nur von
1 bis 3.

§ 153. Die Spezies der ebemen Schnitte.

1. Die zusammengehﬁrigen Q,uadratdarstellungen. Bei Ein-
~ fithrung eines Polardreieckes J,JyJy in der schneidenden Ebene wird
fiir § 141, (7) infolge der Bedingungen (§ 149, 7):

(1) by = 0, by =0, b,=0

zunichst: .

(2) + Biy = byobg, B2 = bssbln Bss = bnbn; Bys = By = Pis = OS
(3) BA = bu bnba:n

und ferner nach § 141, (17); (19): _

(4) — 4" = Bu = bnbzz bss;

6) — Ay = But™® + Bt + By,

(6) — 8%, = by ™ + by, + byy ¢,
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Danach wird die Gleichung der Schwitthwrve § 141, (1); (2) in
Punktkoordinaten :

(M b1 y® + bys + bysys® =0, y,=0
und werden die Gleichungen in Ebenen- und Strahlenkoordinaten nach
§ 148, (3); (11); § 140, (23); (38) und § 141, (15); (16):

4 4
®) B Z‘t 2 Ay = B30, + Bayvy”® + Payvs” =0,
. T ‘1
6 6
©) _Z'Z 2 w0 Dy = S3(byy 7 + byers* + bygre®) = 0.
T

Die Gleichung (8) stellt in ihrer zweiten Form (nach I § 57, 16,
rechts) die Schnittkurve sowohl in laufenden Tetraederkoordinaten
v, vy, v5, v,” der Ebene im Raume, als auch in laufenden Dreiecks-
koordinaten v,’,v,’, v, desStrah-
les in der Ebene J,J,J; dar;
ebenso stellt die Gleichung (9)
(I § 59, 9; 10, rechts) die
Schnittkurve sowohl in laufen-
den Tetraederkoordinaten 7',
1y ¥y, 7y 15, rs des Strahles
im Raume, als auch ih lau-
fenden Dreieckskoordinaten 7,/
75,7, des Punktesin der Ebene
J, JyJgiibereinstimmend mit(7),
zugleich aber den aus J, iiber der Schnittkurve errichteten Kegel in
laufenden Dreiflachskoordinaten r/, r;’, 7' (=s,, sy, s;") des Strahles
im Biindel dar (Fig. 222).

2. Die Spezies der eigentlichen Schnittkurven. Ist nun zuerst
by + 0, by, + 0, byy =+ 0, also nach (4):
(10) — A* %0,
so ist die Kurve (7) ein eigentlicher Kegelschnitt (§ 141, (20)). Dieser

aber ist imagindr oder reell, je nachdem die Vorzeichen der Koeffi-
zienten by, byy, by, sind:11%)

(11) L+++ oder IL++7F.

3. Notwendige Bedingungen der imaginiren eigentlichen
Schnittkurve. Bei gleichen Vorzeichen von b, by, b;; sind nach
(2) Bi1s Bass Bss alle drei positiv, so daB aus (4), (5), (6) folgt:

I Ist die Schuitthurve ein imagindrer eigentlicher Kegelschnitt, so
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sind die Unterdeterminanten A, , soweit sie wicht verschwinden, negativ
und haben die Unterdeterminanten o, soweit sie wicht wverschwinden,
dasselbe Vorzeichen wie die Determinante A*.

Die Kurve hat nach (8) auBer ihrer eigenen Ebene E,(v,’, v,
vy, v, =0,0,0, 1) keine reellen Tangentialebenen und nach (9) auBler
den in E, liegenden Geraden ¢, (r,, 5, r{’ = 0, 0, 0) keine reellen Treff-
geraden.

4. Das Verschwinden der Hauptunterdeterminanten bei ima-
ginéirer Schnittkurve. Wenn A4, verschwindet, ist nach (8) die
Ebene E,(E, : u,", u,, u;’, u, = 1,0,0,0;...) Tangentialebene der Schnitt-
kurve; wenn of, verschwindet, ist nach (9) die Kante e, (e, :p,, py,
Py Py 05, P =1,0,0,0,0,0;...) Treffigerade der Schnittkurve.

Da npun die imagindre Schnittkurve nur eine reelle Tangential-
ebene E, und auBer den in ihr liegenden Strahlen e, keine reellen
Treffgeraden hat, so konnen fiir sie hochstens ein 4%, und hochstens
drei of, verschwinden. Dies folgt auch aus (5) und (6). Denn bei
positiven f;, By, B35 kann A%, nur dadurch O werden, daB z,, z,®, 2,®
alle drei O sind. Dies ist aber fiir zwei von den Werten £=1,2,3,4
nicht moglich, ohne daB S =|z,®| in § 138, (16) verschwindet. Aus
demselben Grunde kdnnen von den «, in (6) nicht vier verschwinden,
ohne daB S® = ¢,@| (§ 152, 6) verschwindet.

Eine reelle Ebene, die nicht die Tangentialebene E, ist, enthilt
nur eine reelle Treffgerade, ihre Schnittlinie mit der Ebene E,. Ver-
schwindet daher etwa A%, nicht, so daB die Koordinatenebene E, keine
Tangentialebene ist, so kann von den in ihr liegenden Kanten e, ¢,, ¢;
hochstens eine in E; liegen, also Treffgerade sein. Daher kann auch
hochstens eine von den drei Unterdeterminanten o, afe, ofs ver-
schwinden.

II. Ist die Schnitthurve ein tmagindrer eigentlicher Kegelschnitt, so
verschwindet von den vier Hauptunterdeterminanten A, hichstens eine
und in jeder micht verschwindenden Unterdeterminante A%, von thren
Hauptunterdeterminanten of, hichstens eine.

5. Die Unterscheidung der Spezies. Ist nun A% eine nicht
verschwindende unter den AY, und «f; eine darin enthaltene nicht
verschwindende Unterdeterminante und ist:

(12) A4y, <0, A%y, >0,
so kann die Schnittkurve nach § 150, (46) in der Form:
(13) —agyl + agdyy; + 45, 4"y3=0

dargestellt werden und ist somit imaginir. Die Bedingungen (12)
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sind also fiir diese hinreichend. Die notwendigen Bedingungen 3, I
und 4, II sind also auf jeden Fall hinreichend.

IIL. Sind neben (10) die Unterdeterminanten A%, soweit sie michi
verschwinden, negativ und haben die Unterdeterminanten «f,, soweit sie
nicht verschwinden, das Vorzeichen von A¥; sind ferner wenigstens drei
Unterdeterminanten Ay, von O verschieden und innerhalb jeder solchen
wenigstens zwei Unterdeterminanten o, von O verschieden, so ist die
Schnittkurve ein imagindrer eigentlicher Kegelschnitt. '

IV. Sind neben (10) diese Bedingumgen wicht alle erfiillt, ist die
Schnitthurve ein reeller eigentlicher Kegelschnitt.

6. Spezies der Linienpaare. Ist nunmehr in der Gleichung (7)
by =0, boy + 0, bys = 0, so daB sie auf:

(14) bith® + byys® =0
zurtickkommt, so wird zugleich nach (2); (4)—(6):
(15) - Bss = b by + 05

(16) A*=0, — AY; = Bz, — 8o = by g, + by, ®”.
Die Gleichungen der Schnittkurve in Ebenen- und Strablenkoordinaten
werden dabei:

4 4
(17 - Z"‘E Ay w) = Pyyvy® =0
T 1

6 6 i
(18) - 221 apy oy o) = S2(by 7?4 byyrs®) = 0.
1 1 )

Das Linienpaar (14) ist imaginir oder reell, je nachdem B4 >0
oder << 0. Nach (16) ist aber, da z,® nicht fiir jedes k=1, 2, 3, 4
verschwinden kann, wenigstens ein A%, nicht O (§ 141, (21)) und sind
alle nicht verschwindenden A4Y, von entgegengesetztem Vorzeichen
wie f;;. Daher folgt:

V. Die Schnittkurve ist ein Linienpaar, wenn A*= 0, aber micht
alle A%, verschwinden. Das Linienpaar ist imagindr oder reell, je
nachdem die wnicht verschwindenden Unterdeterminanten AY, negativ oder
positiv sind.

Ist auch noch b,,=0, also die Schnittkurve (14) eine Doppel-
linie, so verschwinden nach (16) alle A%, aber nicht alle «f,.

9. AusschluB reeller Schnittkurven bei imagindiren Flichen.
Nach § 141, ¥—11 ist der Rang der Schnittkurve in gewissem Um-
fange von dem der Fliche abhingig. Gleiches gilt auch in bezug
auf die Spezies.
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Ist eine eigentliche Fliche, ein Kegel oder ein Ebenenpaar imagindr,
so konnen als Schnittkurven keine reellen eigentlichen Kegelschnitte und
Lkeine reellen Linienpaare vorkommen (o).

In der Tat sind fiir die genannten Flichen nach § 152, (10) in
jedem Koordinatentetraeder alle «,,, soweit sie nicht verschwinden,
positiv. Es miissen also auch in dem fiir die Schnittkurve ein-
gefilhrten Tetraeder J,J,J,J, die alsdann mit f,, bezeichneten
GroBen (§ 141, (9)) positiv sein, was bei reellen Kurven (7) und (14)
nach (2) und (15) nicht der Fall ist.

8. AusschluB imagindrer Kegelschnitte und Linienpaare. Da
die eigentlichen Linienfliichen und reellen Kegel unendlich viele reelle

gerade Linien haben, die nicht in einer Ebene liegen, so muB jede

Ebene des Raumes reelle Punkte der Fliche enthalten.
II. Daher kinnen bet den eigentlichen Linienflichen und den reellen

21) A==0
Eigentliche Flichen 2. O.
A>0, Agyay >0 | A0, Aay, | 4<0
ay>0! 0!
I. Imag. Flichen | IL. Geradlinige Fl. | III. Nichtgeradl. Fl.
— Afy, Aoy,
falls =0, }>0! |¥i+¥i+y3+yi=0 ® yit+yit+yi—yi=0
A% =40 1. Imag. eigentl. . Yy =0 : Yy=0
K Kurven
Bigentl. | . __ L. -
Kurven 2. 0. — i, 4%}y, |
falls 4-0, 3> 0! | @ Yit+yi—yi—yi=0lyi+yi+yi—yi=0
2. Reelle eigentl., y,=0 Yy =0
Kurven
. - Ai-‘kv i
falls <=0, > 0! @ ) @ yi+vityi—yi=
A¥=0, |3.Imag. Linien-| —y,=0
it4=0! | paare ‘ ) |
Getrennte | ::4%;” i
Linienpaare | falls 40, < 0! | ( vityi—yi—yi=0 »
o
| 4. Reelle Linien- ) Yo —Y,=0 7
‘ paare
A% =0, Al'fk=0.! fx}:k=|=0! 0 0 0
5. Doppellinien
A* =0, A%, = 0! o, = 0! 0 0 0 |
6. Unbestimmt
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Kegeln keine eigentlichen imaginiren Kegelschnitte als Schuitthurven
vorkommen (B).

Das reelle Ebenenpaar wird von jeder Ebene entweder in einem
reellen Linienpaar oder einer Doppellinie oder unbestimmt geschnitten.

III. Daher komnen bei dem reellen Ebenenpaar keine imagindren
Linienpaare als Schnitthurven vorkommen (B).

In der Tat ist bei dem Ebenenpaar nach § 139, (21):

(19) S‘“kz = B339.°¢"
und daher, wie § 143, (14):
(20) — S8t A%, = B33 (6°us — %45 + 4,"w,)?, . . .,

also A¥ von entgegengesetztem Vorzeichen wie f$;; und f;; von
gleichem wie «,,. Je nachdem daher die «,, positiv oder negativ
sind (§ 152, 13, I), sind in 6, V die A4}, negativ oder positiv.

A=0, A;;==0! A=0, A;; = 0!, o, ==0! A=0,
Kegel Ebenenpaare Ay =0!
] = 0!
App@yy, o g App gy g, L ’ gy t
falls 40, >0! | falls 40, 30! [falls +0, > 0! falls 40, <0! == 0!
IV. Imag. Kegel | V. Reelle Kegel | VI Imag.Eb.-P. iVII. Reelle Eb.-P.|| VIII. Dppl.-Eb.
' |
2 H 2 — 0 ! i
yit+ v+l ® ; 0 0 0
Yy=0 ; ‘
i
! !
2 2 2 =0 | !
@ yit+yi—yi 0 3 0 0
Yy=0 !
|
| |
yi+yi+yi=0 | yityi—yi=0 | yifyi=0 ,
| ® 0
Ys =0 Yy, =0 Y =
2 2y —20 2 =
@ yi+9yi—ys @ yi— v 0
Y, =0 =20
@ Yityi—yi=01 yi+yi=0 ' yi—yi= ¥i=0
Yy — Y =0 Y =0 yg=0 Y =20
Loyt —yl=0 y:=10
0 0 ©) ; Yi— Yz l Yi
i i Y —Y =0 J Yy =0

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL. 56
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9. Ausschluf imaginirer oder reeller Linienpaare bei eigent-
lichen Flichen. Da fiir 4*— 0 die fiinf Unterdeterminanten A% , A%,
Ay, A%, A nach § 141 (38) dasselbe Vorzeichen haben, so kinnen
bei den beiden Spesies A > O der eigentlichen Flichen keine imagindren
Linienpaare (A%, < 0) und bei der Spezies A <O keine rellen Linien-
paare (A%, > 0) vorkommen ().

10. Ausschlu8 von Doppellinien. Da der ¢magindre Kegel nur
einen reellen Punkt und das imagindre Ebenenpaar nur eine reelle
Gerade hat, konnen dort keine reellen Doppellinien und hier keine un-
bestimmien Kurven (ganze Ebene) als Schnittkurven vorkommen (4).

11. Ubersicht der moglichen Schnittkurven. Danach bleiben
fir die Spezies der Schuittkurve bei gegebener Spezies der Fliche
von vornherein diejenigen Kombinationen ausgeschlossen, die in der
- vorstehenden Tabelle%®) entsprechend § 141, 7—11 mit O oder den
vorstehenden Sitzen 7—10 entsprechend mit (a), (8), (»), (9) be-
zeichnet sind.

DaB die alsdann noch mdglichen Kombinationen der Tabelle auch
wirklich vorkommen, zeigen die eingetragenen Beispiele, die in der
ersten Zeile die Gleichung einer Fliche von der Spezies der betreffen-
den Kolonne angeben, und in der zweiten Zeile die Gleichung einer
Ebene, welche mit der Fliche eine Schnittkurve von der Spezies der
betreffenden Zeile liefert. Die Gleichungen: (y, — y5){(y, + ¥;) =0,
Y, — 4, = O stellen dabei ersichtlich stets ein reelles, die Gleichungen
(¥, — 1y3)(y, +%y;) = 0, y,— y,= 0 ein imaginires Linienpaar, die
Gleichungen y,®= 0, y,—y, = O eine Doppellinie dar.

Die Abkiirzungen:

(22) 0> 0! PO ..

bedeuten: ,alle a,, > 0% ,nicht alle «, > 0%, ...; ,falls 4= 0“ steht
der Kiirze wegen fiir ,soweit sie nicht 0 sind“ - Die Bedingungen
der Kolonnen IV und V und der Zeilen 1 und 2 sind abgekiirzt an-
gegeben und im Sinne von § 152, 12, IV, V und § 153, 5, III, IV
zu erginzen.

Die Tabelle (21) gibt die Bedingungen der Spezies der Fliche
und ihrer ebenen Schnitte in aufgeloster Form an, wihrend sie in
§ 155, (41) und § 156, (38) noch einmal in geschlossener Form er-
scheinen werden.
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§ 154. Die Spezies der Schnittpunktpaare.

1. Die Quadratdarstellung. Bei Einfilhrung eines Polzweiecks
J,J, auf der schneidenden Geraden wird infolge der Bedingung:
1) by =fis=0 |
die Gleichung § 142, (7) des Schnittpunkipaares der Fliche f mit der
Geraden %, >< u,” in Punktkoordinaten:

2 bt ® + besys® = 0.

Zugleich wird nach § 142, (8):

(3) ﬁss = bu bzs

und nach § 142, (14); (16):

(4) A = S2b11b227

(5) Ai‘x“'= Sz(bﬂ2xb(l)2 + bll xk(z)a) ) k= 1; 27 37 4’

endlich nach § 148, (13), § 140, (43) und § 142, (13) die Gleichung
des Schnittpunktpaares in laufenden Ebenenkoordinaten:

4 4

(6) 2 2‘ Ay w” w = 83 (bgy v, + by vy %),
T 1

iibereinstimmend mit (2) (I § 58, ©)).

2. Unterscheidung der Spezies. Aus (4) ergibt sich sofort:
Das Schnittpunktpaar der Fliche zweiter Ordnung:

4 4
R Y
(M 1 =2 Zla“xkx,= 0
T I

mit der Schnittlinie der beiden Ebemen u, und. u, st ein imagindres
oder reelles eigentliches Punktepaar, je nachdem™):
(8) A*" >0 oder A+’ <O0.

Bei dem #magindren eigentlichen Punktepaar sind nach (5) die
Unterdeterminanten A¥Y', soweit sie nicht verschwinden, von einerlei Vor-
zeichen; verschwinden kénnen dann nach (5) hochstens zwei von ihnen.
Denn bestinden die Gleichungen z,®=0, z,®=0 fiir drei Werte
von k, so wiirde die Substitutionsdeterminante S =|z,® ' verschwinden.
Ist etwa A4*'40, so kann die Gleichung § 150, (62) hergestellt
werden.

Das Schnittpunktpaar (2) ist ein Doppelpunkt, wenn b,, 0,
by = 0, also nach (4) und (5):

(9) A" =0, A nicht alle 0,
56*



872 § 154, 2—5.

und ist wnbestimmi, wenn mit b,; =0, by = O:

(10) Av' =0, Ayr alle O.

Im letzteren Falle gehort die Schnittlinie wu, ><wu, der Fliche ganz
an, ist eine Erzeugende.

3. AusschluB bestimmter Spezies des Schnittpunktepaares bei
gegebener Speszies der Fliche. Da die imaginire eigentliche Fliche
keinen, der imaginire Kegel nur einen reellen Punkt besitzt
(§ 152, 5; 10), sind bei diesem getrennte reelle Punktepaare und
reelle Erzeugende, bei jener auBerdem Doppelpunkte ausgeschlossen.

Da das imaginire Ebenenpaar nur eine reelle Gerade enthilt,
sind getrennte reelle Punktepaare unmdglich.

Da das reelle Ebenenpaar von jeder Geraden reell geschnitten
wird, sind imagindre Punktepaare ausgeschlossen.

Endlich haben die Flichen der III. Spezies nach § 152, 9 keine
reellen Erzeugenden.

Man konnte danach eine entsprechende Tabelle wie § 153, (21)
aufstellen.

4. Duale Sitze. Entsprechend dem Satze 2 gilt auch der
duale Satz:
Das Tangentialebenenpaar der Fliche sweiter Klasse:

4 4
() F =2 Z ag =0

durch die Verbindungslinie der beiden Punkie x, und x;, ist ein imagi-
néres oder reelles eigentliches Ebenenpaar, je nachdem:

89 AT >0 oder A7 <O0.

Dabei ist 4'** die mit den Koordinaten der Punkte z,, z, gerinderte
Determinante der a,, (§ 140, (12)).

5. Andere Formen der Bedingung. Sind p, und ¢, = ep; die
Strahlen- und Achsenkoordinaten der Schnittlinie w,><w,’ und
p, =17g; und g, diejenigen der Verbindungslinie z,2,, so ist nach
§ 140, (20) und (17), und dual:

[ [}
(11) A" = g’ = 6’22“}:;1’&’;;
T I

6 6
(117 . AP = 122‘ 2 “k'z % %y
T 1
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6 6
(12) 444 = =2 EAHQI:QH
T 1

6 6
(12') A4 =D DAL
1 1

Damit treten in die Bedingungen (8) und (8’) die Strahlen- und
Achsenkoordinaten der Geraden u, >< %, und z,r, ein.

6. Die eigentlichen Flichen zweiter Ordnung und szweiter
Klasse. Indem wir die Flichen (7) und (7°) als eigentliche voraus-
setzen, betrachten wir gleichzeitig beide als identisch, so daB (I Anm. 1,
I, @); (12); ®); (7).

(13) a,=4y; «,=~,, A;=A%y,, A =A%, A'=A4>
Wir nehmen ferner auch die Geraden u, ><w,” und z,z,” als identisch
an, so daB:

’ ’ 1
(14) Pe =P % =% T= ;-
Dann wird aus (11°) und (127):

6 6 LI
rxx’ 1 ® e :
A4’ =}§Z’!2Ak19k‘b= o’ 4" =‘122ak’p"p‘ =4y
T “I o1

(§ 138, (27)) und daher nach (11) oder (12):

(15) ®A"" = 44"

oder ausfiihrlicher geschrieben '1%):
. 4, 4,y Ay Ay, oz

| Ay Ay Ay Ay oz @ | Gy Gy Gy Gy Uy Mg |
(16) ¢* : Ay Agy Ay Ay, xs: [ -4 ’ O3y gy (33 dyy U “3:

Ay Ay Ay Ay 2, 2z, PGy Gy g Oy Uy Uy

1 % % x x, 0 0 | : u, Uy w3 wu, 0 O

o oxy oz oz, 00 l Cu owg ow w00

Sind (1) und (17) die Gleichungen einer eigentlichen Fliche zweiter
Ordnung in Punkt- und Ebenenkoordinaten (a,, = A,;) und sind x,, x,
swet Punkte und w,, w, zwei Ebenen derselben geraden Linie p,,
4, = 6P, So bestehen die Gleichungen (15); (16).

7. Folgerung iiber reelle Tangentialebenen. Nach (15) haben
A** und A’** bei positivem A gleiches, bei negativem A verschie-
denes Vorzeichen. Sehen wir daher von den imaginiiren Flichen, fiir
die A>0 und ¢ >0 (§ 152, 6), also auch ® > 0 ist, ab, so folgt
aus (8), (8") (§ 152, 9):
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Bei den eigentlichen Linienflichen gehen durch jede Gerade, die in
zwei reellen Punkten schneidet, stets auch zwei reelle Tangentialebenen
und wmgekehrt.

Bei den eigentlichen F'liichen ohne geradeLinien gehen durch eine Gerade,
die in zwei reellen Punkten schneidet, keine reellen Tangentialebenen, und
schneidet eine Gerade, durch die zwei reelle Tangentialebenen gehen, nicht
in reellen Punkten.

Eine Tangente (¢ — 0) triigt in beiden Fillen zwei zusammen-
fallende reelle Schnittpuukte und zwei zusammenfallende reelle Tan-
gentialebenen.

§ 155. Orthogonale Transformation der Fliche zweiter Ordnung.
1. Orthogonale lineare Substitutionen. Die lineare Substitution:

4
(1) T =2" CemPm > k= 1; 27 3: 4}
1
heiBt eine orthogonale, wenn durch sie identisch die Gleichaing besteht:
2 P+ 2’ + 3+ 2t =27+ 5+ 2" + 20

Um eine solche Substitution zu erhalten, wihlt man irgendein
(reelles) Polartetraeder J, = z,™, k, m =1, 2, 3, 4, der imaginiren
eigentlichen Fliche zweiter Ordnung:
4

3) 9=l =0.
1

Durch Transformation auf dieses mittels der Substitution:
4

(4) w = 2"y,
1

erhdlt man nach § 149, (21):
4

5) 9= 2P Inni-
1

Hier sind die Koeffizienten: .

(6) Imm = 2F T™*
1

positiv und von O verschieden. Setzt man daher:

(7) V.&r;; Yn = Zm>

so wird nach (5): .

8) 9=t

1
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Somit ist;
4
9 z, =2" A",

m
1 Imm

eine (reelle) orthogonale Substitution.
Entsprechend den o00% (reellen) Polartetraedern der Fliche (3)
(§ 149,11, V) gibt es oo® orthogonale lineare Substitutionen (§ 50, 1).

2. Quadratdarstellung durch orthogonale Substitution. Die-
Frage, ob eine beliebige Fliche zweiter Ordnung:

4 4
hJ
(10) f=2" Zaklxkxl =0
T 1

durch orthogonale Substitution auf die Quadratdarstellung § 149, (21)
gebracht werden kann, kommt auf die Frage nach einem gemeinsamen
(reellen) Polartetraeder der beiden Flichen (10) und (3) zuriick.!'®)

Ist némlich J, = 2,™ ein solches, so werden durch die Sub-
stitution (4) gleichzeitig die Darstellungen (5) und:

. 4
. N
(11) f =Z"' famYn
1
herbeigefiihrt und dann mit (7) die Darstellungen (8) und:
4
fum 2
2 = dmimm 52
(12) r=2Fm s

Hat also die Fliche (10) mit der Fliche (3) ein (reelles) Polar-
tetraeder J, = x,™ gemein, so kann sie durch die orthogonale lineare
Substitution (9) auf die Quadratdarstellung (12) gebracht werden.

Es soll untersucht werden, ob ein gemeinsames (reelles) Polar-
tetraeder der Flichen (10) und (3) vorhanden ist.

3. Punkte gleicher Polarebene. Jede Kcke eines Polartetraeders
einer einzelnen Fliche zweiter Ordnung hat (§ 149, 8, 1I) die gegen-
iiberliegende Seitenfliche als Polarebene. Jede Kcke eines gemein-
samen Polartetraeders muB also in bezug auf beide Flichen dieselbe
Polarebene haben oder ein Punkt gleicher Polarebene in bezug auf
beide sein. Wir fragen daher zuerst nach solchen Punkten.

Die "Polarebenen eines Punktes z,° in bezug auf die beiden
Flichen (10) und (3) sind nach § 149, (6):

4

4
(13) Doz, =0, Dlalz,=0.
1 1
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e
Sie fallen immer dann und nur dann zusammen, wenn mit einem

Faktor 4:

(14) = az?, k=123 4.
Jeder Punkt gleicher Polarebene xz,° geniigt also den Gleichungen:

(@ =)&) + 1325 + @375 + a4, 5, =0,

Qs Ty + (Ao — 1) @y + g3 %3 + a2, =0,

B3y Ty + Q3 Ty + (@33 — 1) @5 + 05,7, = 0,

By Ty + A Ty + Ay %5 + (A — V) 2, =0,

und jeder diesen Gleichungen geniigende Punkt isi ein Punkt gleicher
Polarebene (§ 50, 3).

4. Die biguadratische Gleichung des Problems. Diese Glei-
chungen konnen nur bestehen, wenn der Faktor 1 eine Wurzel der
biquadratischen Gleichung ist®?):

(15)

@y —A ag O3 gy %
i
| By Ggg — A Ggy Ayy I
(16) A() = a a 1 a =0.
31 32 33 34 '
L ay g2 3 Ay — 4

5. Die einer Wurzel entsprechenden Punkte gleicher Polar-
ebene. Ist 1, (i =1,2,3 4) eine Wurzel der Gleichung (16), so gibt
es ein oder mehr Punkte ,®), die den mit 1 = 1, gebildeten Glei-
chungen (15) entsprechen. In der Tat stellen diese Gleichungen vier
Ebenen dar, die infolge der Voraussetzung 4(4,) = O jedenfalls einen
Punkt gemein haben, moglicherweise auch mehr. Wenn namlich fiir
die Wurzel 1 = 1; alle Unterdeterminanten dritten Grades ,,(1) von
A(A) verschwinden, gehen die drei Ebenen durch eine Gerade; wenn
alle Unterdeterminanten zweiten Grades d,,(1) verschwinden, fallen sie
alle in eine Ebene zusammen; wenn alle Elemente von (1) ver-
schwinden, werden sie vollig unbestimmt (I § 61, 3—35).

Zu einer Wurzel A = 2, der Gleichung (16) gehiren ein Punkt,
oder ool oder oof oder oo® Punkte gleicher Polarebene.

6. Zwei zu verschiedenenm Wurzeln gehdrige Punkte. Sind
nun A, und i, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (16), so ge-
niigen die entsprechenden Punkte gleicher Polarebene z,V und z,®
nach (14) den Gleichungen:

17 (0 =450, [® =229, k=1,2,34,

gleic 2 ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr solche Punkte
gehoren. '
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Wenn 7, = 2, sein sollte, wiirde aus den beiden alsdann in
¥ und — 2, linearen und homogenen Gleichungen (17) mit der
Determinante 1, — 1, & 0 folgen, daf f,®» =0 und z,®=0. Die
letztere Gleichung kann aber nicht fiir alle Werte von % bestehen.
Also:

I. Zwei 2u verschiedenen Wurzeln gehirige Punkte gleicher Polar-
ebene kinmen niemals zusammenfallen.

Multipliziert man die Gleichungen (17) beziiglich mit 2;,® und
z,® und summiert iiber %, so erhilt man:

.
EI:I £02,0 = ;IZ 20z,®, Z’kfk(sn M = 1, Do Bz ®
oder (§ 138, ©)):

fi2 = #1913, flg = 130ss -
Daraus aber schlieBt man, da 1, + 1, ist:

(18) : f1=0, 9,3=0.

II. Zwei Punkte gleicher Polarebene, z,) und z,®, die 2u ver-
schiedenen Wurzeln A, und 1, gehiren, sind stets harmonische Pole in
bezug auf jede der beiden Flichen (10) und (3) (§ 149, 2)).

7. Die Reslitit der Wurseln. Sind i, und A, zwei (einfache
oder zweifache? konjugiert komplexe, also verschiedene Wurzeln, so ist
nach 6, I auch jeder der einen entsprechende Punkt 2, gleicher
Polarebene von jedem der andern entsprechenden Punkte z,(? verschieden.
Entspricht aber vermoge (15) der komplexen Wurzel 4; ein Punkt
z® =y, + iy,”, so entspricht der konjugierten Wurzel 4, jedenfalls
der Punkt z,® = y,' — iy,”, wo y,” nicht fiir jedes % verschwinden
kann, da sonst 2,V = z,® wiire.

Damit ist nach (18):

4 4
Yo =k 5V z) = 2 k; @2+ 9% =0,
1 1

und damit fiir jedes k:y, =0, y,” =0, was fiir y,” nicht méglich.
Daher sind konjugiert komplexe Wurzeln nicht mdglich oder:
Die biquadratische Gleichung A(1) = 0 hat nur reelle Wurzeln
(5 50, 7).
8. Entwicklung der Determinante 4 (1). Die Differential-
quotienten der Determinante (16) nach 1 sind:
— A'(A) = d,,(2) + dy5(A) + d55(4) + (),
(19) % A7(2) = 033 (2)+ 05 (4)+ 055 (A)+ 0y (2) + 055 (2) + 065 (1),
—5 47 ()= (ay, — 2) + (a3s — 4) + (a5 — 1) + (ay, — ).
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Daher ist mit den § 79, (5)—(7) eingefiihrten Abkiirzungen:

(20) ARy =11 — A"+ A" — A4+ A4,

und fiir die vier Wurzeln: ’

(21) A FdgtAgt A=A, AghgtAghy+ A dy+ Ay Ayt Ao dy+ A A= A7,
Agdghy 4 Agdydy + A Aghy + A Aol = A", A dghgh, = A.

9. Multipligititen der Linearfaktoren der Determinante. Ent-
hilt die ganze Funktion G(1) den Faktor 1 — 4, gerade ! mal, so ent-
hiilt der Differentialquotient G’ (A1) nach § 50, (22) denselben Faktor
gerade:

(22) UV=10i—1
mal. '

Sei nun (A — 1)% die hochste Potenz von 2 — 4,, die in 4(1)
vorkommt; ferner (A — 4,)% die hochste, die gleichzeitig in allen Unter-
determinanten dritten Grades A, (1); (A — 4)% die héchste, die in
allen Unterdeterminanten zweiten Grades 8,,(1); (A — 4,)% die hichste,
die in allen Elementen der Determinante A4(1) vorkommt. Es sind
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulissig die
Werte:

@23) ,=1,2,34; 1/=0,1,23; "=0,1,2; ["=0,1.

Infolge von (19) enthilt nun 4°(1) den Faktor 1 — 4;, da er in
allen A, (1) wenigstens I mal vorkommt, auch wenigstens /; mal. Da-
her ist nach (22):

l,—12>1 oder: I/<;
mit AusschluB der Gleichheit.

Der Differentialquotient irgendeiner Unterdeterminante dritten
Grades:

Ay (A) =— 034 (4) — 055 (2) — 055(2), 455(4) = i5(4) — 035(4), . ..
enthilt den Faktor 2 — 1, da er in jedem 0,,(1) wenigstens //'mal
vorkommt, auch wenigstens /;'mal. Da aber unter den Determinanten
4,,(1) wenigstens eine ihn nicht mebr als //mal und daher der ent-
sprechende Differentialquotient 4,;(1) ihn nach (22) nicht mehr als
I/ — 1 mal enthdlt, so kann I nicht griBer sein als I/ —1:

I7<1/—1 oder: I<I.
Der Differentialquotient irgend einer Unterdeterminante zweiten
Grades: :
0,(1) =— (@n—4) — (a5 4), 05(2) =ay,..
enthilt den Faktor A — 1, da er in jedem Elemente wenigstens 7,
mal vorkommt, auch wenigstens //"mal. Da aber unter den Determi-
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nanten d,,(1) wenigstens eine ihn nicht mehr als ,”mal und daher der
entsprechende Differentialquotient 0,,(1) ihn nach (22) nicht mehr
als I;”— 1 mal enthilt, so kann " nicht groBer sein als 1" — 1:
I"<1”—1 oder: 1["<1.
Zwischen den Multiplizititen besteht daher mit Ausschluf der
Gleichheit die Ungleichung:
(24) L>U S>> ,
10. Die Elementarteilerexponenten. Die fiir die Determinante
A in § 79, (10); § 81, (17); (24) abgeleiteten Identititen geben mit
a,,— A fir g, und mit — (), +4°(1), — + 47 (1) fir 4, A", A"
(879, ®)— (7)) die n 1 identischen Gleichungen®):
AA) =AD" (1) =454 + A5 (M) + -+
+24223(l)+24321(1)+"’7
T4 +24(0) — AW A7 () = 05(A) + 05 (H) + - - -
+ 262230') + 26321(1') te
w5 2(1) — 47(A) = (4 — )+ (@ — 21)* - - -
+ 2a2 + 2ak + - --.
Wihrend daher fir eine einfache Wurzel 1 =1, ({,=1) von
A(4) =0 nach (23) und (24) stets I/ = 0 ist, folgt aus (25), da alle
Waurzeln reell sind: Fir eine Doppelwurzel 1 =1, (I,=2) ver-
schwinden mit 4(2,) und A4'(2;) auch alle 4,,(1,), so daB I 40,
also nach (23) und (24) I/=1 ist. Fiir eine dreifache Wurzel
, = A4,(I, = 3) verschwinden mit 4(4,), 4'(,) und A4"(4,) auch alle
0,,(;), so daB I/ <=0, also nach (23) und (24) I"=1, I/=2 ist.
Fiir eine vierfache Wurzel 1 = 1,(l,=4) verschwinden mit (1)),
4'(2), 47() wnd A7(4) auch alle Elemente von A4(1), so daB
I;” 40, also nach (23) und (24) I)"=1,1"=2, 1/=3 ist.
Danach bestimmt der Wert von I; stets die Werte von I/, 1., 1"
in folgender Weise:

(26) li) li’) i, "= 1,0,0,0; 2,1, 0, 03 3, 2,1, O; 4,3,2,1.

T

(25)

Innerhalb des einer /,-fachen Wurzel A, entsprechenden Teilers von
A(A): ‘ o Y
@) A=A =) )T A=) T A
heiBen die Faktoren rechts, soweit ihre Exponenten von O verschieden
sind, die der Wurzel 4; entsprechenden Elementarteiler der Determinante
A(2).1%)  Alsdann besagt der Satz (26): '
Alle FElementarteilerexponenten einer jeden Wureel haben je den
Wert 1.
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11. Die zu einer Wurzel gehdrigen Punkte gleicher Polarebene,
Da fiir eine einfache Wurzel 1 = 1, nach (26) nicht alle 4,,(1) ver-
schwinden, so liefern fiir 4 = 4, die Gleichungen (15) mit k=1,2,3
oder 4 (§139, 8)):
(28) 2O 2® im0 w0 = A, (4)F A5 (4): A5 (A) 2 Ay ().

Zu einer einfachen Wurzel A= A; gehort stets ein einziger bestimmter
Punkt gleicher Polarebene.

Man kann statt (2R) mit einem Faktor ¢ auch schreiben!*'):

(29) 0,020 = 4,(4,),
und hiernach wird mit Riicksicht auf (19) und (6):
(30) 0g:=—4'(4).

Da fiir eine zweifache Wurzel 1 = A; nach (26) alle 4,,(1), aber
nicht alle d,,(1) verschwinden, so geniigen fiir 4 = 1, den Gleichungen
(15) die Punkte der Geraden (§ 139, (16)):

(81) 9,9:4,9:45: 4,924,914 =01 (2,):0,5 (1,): 05 (4,): 04 (4,):035(4): 0,6( 1),
k=12 3, 4,5 oder 6.

Zu eimer zweifachen Wurzel .= 1, gehoren stets oo' Punkte gleicher
Polarebene, die eine Gerade erfiillen.

Da fiir eine dreifache Wurzel 4 = 1, nach (26) alle d,,(1), aber
nicht alle Elemente von (1) verschwinden, so geniigen 'fiir 1 = 4;
den Gleichungen (15) die Punkte der Ebene (§ 139, (24)):

(32) w1 g D100,V =@ — 2, Oy Ay Uy =gy 1Oy — A gy gy === e,

Zu einer dreifachen Wurzel L =1, gehoren stets oo® Punkie gleicher
Polarebene, die eine Ebene erfiillen.

Da fiir eine vierfache Wurzel 4 = 1, nach (26) alle Elemente
von (1) verschwinden, so sind fiir eine solche die Gleichungen (15)
identisch erfiillt. Alle Punkte des Raumes sind Punkte gleicher
Polarebene.

12. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzeln der Glei-
chung (16) findet sich nach (20) die Wurzel 1 =0 nicht, wenn 44 0;
die Wurzel 4 =0 einfach, wenn 4 =0, A" 0; zweifach, wenn 4 =0,
A =0, 4”4 0; dreifach, wenn 4=0, 4'=0, 4"=0, 4”4 0;
vierfach, wenn 4 =0, A'=0, 4"=0, A" = 0.

Die Gleichungen (15), die mit 1 =0 die zar Wurzel 2 =0 ge-
horigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in
diesem Falle mit denjenigen (§ 139, (6)), die die Doppelpunkte der
Fliche (10) liefern.

Die der Wurzel 4 =0 entsprechenden Punkie gleicher Polarebene
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in bezug auf die Flichen [ und g decken sich mit den Doppelpunkten
der Fliche f.

Dies erklirt sich daraus, daB ein Doppelpunkt der Fliche f als
Polarebene in bezug auf f jede Ebene des Raumes hat (§ 149, 5),
also auch diejenige Ebene, die seine Polarebene in bezug auf ¢ ist.

Da nun nach 11 aus der Multiplizitit einer Wurzel die Anzahl
der entsprechenden Punkte gleicher Polarebene-folgt, so ergibt sich:

Die Fliche f hat keinen Doppelpunkt fiir A <=0, einen Doppel-
pumkt fiir A=0, A" 40, eitie Doppelgerade fir A =0, A'=0, 4”40,
eine Doppelebene fiir A =0, A'=0, A"=0, A"+ 0.

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits § 139, (30) abgeleiteten
Bedingungen fiir den Rang der Fliche f.

13. Nichtverschwindende Wurzeln. Da nach (17) fiir jede
einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht verschwindende
Wurzel 2, und einen zugehorigen Punkt gleicher Polarebene z,®:

Zk’ (Oz® = 4, Do Oz®
oder:

(33) fis = %9
so folgt:

Fin einer nichtverschwindenden Wurzel A, entsprechender Punkt
gleicher Polarebene x,©) liegt entweder auf keiner oder auf jeder der
beiden F'léichen [ und g.

Da im lelzteren Falle die gemeinsame Polarebene gemeinsame
Tangentialebene wird, so beriihren sich die beiden Flichen im Punkte z,®.

14. Der einer einfachen Wurzel entsprechende Punkt. Der
einer einfachen Wurzel 1, entsprechende Punkt gleicher Polarebene
(28) kann als reeller Punkt nicht auf der Fliche g, also auch nicht
mit seiner gemeinsamen Polarebene in bezug auf f und ¢ vereinigt
liegen. Falls 4,4 0, liegt er nach 13 auch nicht auf f; falls 1,=0,
ist er nach 12 die Spitze des Kegels f.

15. Fall von vier einfachen Wurzeln. Hat die Gleichung (16)
vier einfache Wurzeln 1, (i =1, 2, 3, 4), so gehort nach 11 zu jeder
ein einziger Punkt gleicher Polarebene 2,®, der nach 14 nicht mit
dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 6, II jeder der vier Punkte
2, harmonischer Pol jedes der drei andern in bezug auf beide
Flichen f und g.

1. Wenn die biquadratische Gleichung vier verschiedene Wurzeln hat,
haben die beiden Flichen f und g stets ein einziges gemeinsames Polar-
tetraeder.
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Seine reellen Ecken z,) sind die den Werten ¢ =1, 2, 3, 4 ent-
sprechenden Punkte (28). Fiir die orthogonale Substitution (9), welche
die Form (12) von f herbeifiihrt, ist nach (29), (30)%): .

220 _ AW

95 4@

16. Die einer Doppelwurzel entsprechenden Punkte. Einer
Doppclwurzel 2; entspricht eine reelle Gerade (31), deren jeder Punkt
ein Punkt gleicher Polarebene ist. Ist 1,40, so sind die beiden
Punkte S, und S,, in denen die Gerade die eine Fliche schneidet,
nach 13 Beriihrungspunlkte beider Flichen. Sie sind als Schnittpunkte
einer reellen Geraden (31) mit der imaginiren eigentlichen Fliche g
konjugiert komplex und daher zwei gefrennte Punkte (§ 154, 3). Ist
4; =0, so ist die Gerade (31) die Achse des Ebenenpaares f und
schneidet wie vorhin die Fliche g in zwei getrennten Punkten S, und S,.

(34)

17. Fall von ein oder zwei Doppelwurzeln. Wihlt man auf
der Geraden (31), die der Doppelwurzel A, = 4; entspricht, irgend ein
Paar harmonischer Punkte z,® und z,® zu den beiden getrennten
Schnittpunkten S, und S, mit der Fliche g, so sind diese harmonische
Pole in bezug auf beide Flichen f und g.

Sind nun die beiden andern Wurzeln 4, und 1, einfache, so sind
die ihnen nach 14 entsprechenden Punkte gleicher Polarebene z,®
und z,® nach 6 sowohl unter sich als auch je zu jedem Punkte der
Geraden (31) harmonische Pole in bezug auf beide Flichen f und g.
Die vier Punkte z,), ¢ =1, 2, 3, 4 bilden also ein gemeinsames Polar-
tetraeder. Fiir z,®, 2,® stehen dabei die oo! zu S, S, harmonischen
Punktepaare zur Verfiigung (§ 149, 6).

Ist aber auch i1, =1, eine Doppelwurzel, so wihlt man auch
auf der ihr entsprechenden Geraden zwei harmonische Punkte z,®, £,®
zu den getrennten Schnittpunkten S, S, der Geraden mit der Fliche g.
Jeder Punkt der zu 1,= 1, gehorigen Geraden ist aber nach 6, IT
zu jedem Punkte der zu i; = i, gehorigen Geraden harmonischer Pol
in bezug auf beide Flichen. Die vier Punkte z,) bilden also wieder
ein Polartetraeder.

II. Wenn die biquadratische Gleichung eine zweifache und zwei ein-
fache oder zwei zweifache Wurzeln hat, haben die beiden Flichen f
und g ook, beziiglich oo? gemeinsame Polartetraeder.

18. Fall einer dreifachen Wurzel. Einer dreifachen Wurzel
Ay = Ay = iy entspricht eine reelle Ebene (32), deren jeder Punkt ein
Punkt gleicher Polarebene ist. Ist 1, 40, so ist der Kegelschnitt,
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in dem die Ebene die eine Fliche schneidet, nach 13 Berihrungskurve
beider Flichen.

Er ist nach § 153, (21) als Schnittkurve einer reellen Ebene mit
der imaginiren eigentlichen Fliche g notwendig ein eigentlicher ima-
ginirer Kegelschnitt. Ist 4, = 0, so fillt f selbst als Doppelebene in
die Ebene (32) hinein und schneidet g wie vorhin in einem eigent-
lichen imaginiren Kegelschnitt.

" Ein eigentlicher Kegelschnitt hat co® reelle Polardreiecke (§ 46, 10). -
Ist nun 2™, 2, z,® ein solches Polardreieck und z,® der der ein-
fachen - Wurzel 1, entsprechende Punkt gleicher Polarebene, so ist
dieser nach 6, II zu jedem Punkte der Ebene (32) harmonischer Pol.
Die vier Punkte z,® bilden also ein Polartetraeder.

III. Wenn die biquadratische Gleichung eine dreifache und eine ein-
fache Wurzel hat, haben die beiden Fldichen [ und g oo® gemeinsame
Polartetraeder.

IV. Bei einer vierfachen Wurzel fallen f und ¢ iiberhaupt zusammen.

19. Die Quadratdarstellung und ihre Koeffizienten. Da somit
stets ein oder mehr gemeinsame Polartetraeder der beiden Flichen f
und g vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Uberfiilhrung in die
Formen (8) und (12) stets mdglich. Zugleich erhilt die Darstellung
(12) nach (33) die Form:

(35) =242+ 2,2° + 1,22+ 1,2°=0.

Die Gleichung (10) kann also stets durch orthogonale Substitution
auf die Form (3D) gebracht werden, wobei A,, Ay, A5, 4, die Wurzeln
der biquadratischen Gleichung (16) sind.

Das neue Koordinatentetraeder, auf das sich die Koordinaten z
beziehen, ist das Polartetraeder, das die Fliche (10) mit der Fliche
(3) gemein hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (16)
vier einfache Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder zweifach oder
dreifach unbestimmt, wenn sie zwei einfache und eine zweifache oder
zwei zweifache oder eine einfache und eine dreifache Wurzel hat.

20. Unterscheidung der Vorzeichen. Aus der Gleichung (35)
kann nun sowohl der Rang (§ 149, 15) als die Spezies (§ 152, 4) so-
fort entnommen werden. Sind nimlich mit 4 40 die vier Wurzeln
Ay, gy Ay, A, mach (21) alle von O verschieden, so sind ibre Vor- .
zeichen nach (21), abgesehen von der Reihenfolge, fiir:

(36) A>0:4+++4++ oder +4+——; A<0: +4++F.
Nach der Regel von Descartes!®!) hat aber die Gleichung (20) soviel
positive Wurzeln als Zeichenwechsel in (1), und soviel negative,
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als Zeichenwechsel in- 4(— 1) vorkommen. Daher sind die Vorzeichen
der Wurzeln fiir:

A>0,4>0,4">0, A" >0:++++,

A>0,4<0,4">0,4"<0:————,
oder zusammengefaft, fiir:
(37) A>0,4">0, A/A4">0:++++.
Nach (36) und (37) sind sie dann fiir:
(38) A>0, A7, A’A" nicht beide > 0: 4+ + ——.

Ist ferner mit A =0, 4" 40 etwa 1, =0, so sind 4,, 4,, 2, die

Wurzeln der kubischen Gleichung:
B—A"212+ A" —A"=0.

Die Vorzeichen sind dann nach § 50, 19 fiir:

(39) A" >0, A/A">0:4+++;
A", A’A"” nicht beide > 0:4++F.
Ist weiter mit 4 =0, A'=0, A" 40 etwa 4,=0, ,=0, so
sind 4, und A, die Wurzeln der quadratischen Gleichung:
AP— A"24 A"=0.
Ihre Vorzeichen sind gleich oder verschieden, je nachdem:
(40) A" >0 oder 4" <O0.
SchlieBlich ist mit 4 =0, 4'=0, A”"=0, A”<40 nur noch eine
Wurzel 1, von O verschieden.

21. Merkmale der Spezies der Fliche zweiter Ordnung. Be-
zeichnet man daher allgemein die Wurzel 1, mit «? oder — 2 je
nachdem sie positiv oder negativ ist, so erhdlt man an Stelle von
§ 152, (36) folgende Merkmale fiir die Spezies der Fliche (10):

A4>0, 47>0, A4/47>0:
L f= %, + a2’ + a2’ + o222 = 0;
(41) A4+Q4y 4>0, A", A’A” nicht beide > 0:
I f= a2+ a2 — ag?s,' — %2, = 0;
A<O0: L. f=e222+ %2 + %2, — %2, = 0.
A">0, 4’4" > 0:
IV. =22+ 2,2 + ;2,2 = 0;
A”, A’A"" nicht beide > O0:

V. =%+ %2 — 22 = 0.
A">0: VL f=ea2% 4+ a,%2,"=0;
A" <0: VIL f=a227— a2,"=0.
A=0,4=0, 4"=0, A”+0: VIIL f=e,?2*=0.

A=0, A/+0

A=0,4=0, 4" +0
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Dabei ist (§ 138, (8); )

(42) { A=A+ Ay + Ay + Ay, A7 = ay; + ag+ asé + Oy,
A"=_ 01+ g9 + 055+ gy + 055 + g

Diese Merkmale gelten fiir jedes Koordinatentetraeder, auf das
sich die gegebene Gleichung (10) gerade bezieht. Sie kénnen un-
mittelbar als Kolonneniiberschriften in die Tabelle § 153, (21) ein-
getragen werden. %)

22. Ubergang auf gemeine Koordinaten. Sie gelten insbesondere
fiir schief- und rechtwinklige gemeine Koordinaten (I §57, (1)) und
konnen in diesem Sinne als Kolonneniiberschriften in der Tabelle
§ 99, (31) benutzt werden.

Die dort fiir rechtwinklige Koordinaten abgeleiteten Merkmale
der Spezies weichen von denen in (41) fiir die vier ersten Spezies
insofern ab, als dort an Stelle von A” und A"’ die verkiirzten Summen:

Agy = oy + o + gy, Ay = gy + A+ g
stehen.

Diese Abweichung ist darin begriindet, daB iiberhaupt, bei gleich
bleibenden notwendigen Bedingungen, die hinreichenden Bedingungen
entsprechend der verschiedenen Wahl des Polartetraeders fiir die
Quadratdarstellung verschieden ausfallen. In der Tat ist fiir die
Spezies I nach § 152, (14) notwendig, daB neben 4 > 0 alle ¢, und
alle a,, 4,, positiv seien, hinreichend aber schon, da 4 > 0, ;3 >0,
a, A, > 0.

23. Invarianten der Fliche bei orthogonaler Transformation.
Wird durch irgend eine orthogonale Substitution (9), die also (3) in
(8) verwandelt, aber f nicht gerade in die Quadratdarstellung (12)
iiberfiihrt, sondern etwa in:

4 4
(43) f%Z"Zl;'bmnzmzm

so wird durch sie nach (8) und (43) identisch in 4 (§ 50, 20):

(44) f—ig=(by— N2>+ -+ 2byg 292, + - - -
und daher nach § 138, (17):

Dby — 4 by 1 ! @y — 4 ay,
(45) by bz..”_l"'i=szian gy — 4

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 57
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Da aber diese Gleichung identisch in i gilt, so folgt nach (20)
durch Gleichsetzen der Koeffizienten:

(46) B=28%4, B'=8%4', B"= 824", B"= 824"
oder:

Die Koeffizienten der Potenzen von A in der Determinante (16),
also: A, A, A", A", sind gegen jede orthogomale Tramsformation in-
variant.®%)

Da nach § 140, (9) und (14) die Gleichung (45) auch fiir die
einfach oder zweifach gerinderten Determinanten der Fliche (44) be-
steht, so sind auch die Koeffizienten der Potenzen wvon A in den ge-
rinderten Determinanten § 156, (18) und § 157, (5), also die Ausdriicke
A4 A%, A7 @ in § 156, (26) und A*v, A'**, @ in § 157, (12),
gegen jede orthogomale Tramsformation invariant (§ 149, (38)).

§ 156. Orthogonale Transformation der Schnittkurve.

1. Gleichzeitige Quadratdarstellung zweier Schnittkurven. Be-
zogen auf ein Tetraeder E, F,E,E, seien zwei Flichen:
4 4 4
W =2 Damn—0, @ g= D50
1 1 1

und eine reelle Ebene:
4

3) = 2rux,=0
1

gegeben. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder J,JyJ;J,,
dessen Ebene J,J;J; mit der Ebene (3) zusammenfillt, nehmen f, ¢
und % im allgemeinen die Form an (§ 141, 1):

4 4 4 4
(4) f=2"2fm,.ymyn=0, ® g=2"2'ymymy,.=0,
1

(6) % = Sy4= 07

und erhalten die Schuitthurven der beiden Flichen mit der Ebere in
laufenden, auf das Dreieck J,J,J; bezogenen Koordinaten die Form

(§ 141, (0):

3 3 3 3
@ 22f“"y”y“=o’ ®) 2"2’9m,.ymyn=0-
1

Ist im Besonderen J,J;eJ; ein gemeinsames Poldreieck der beiden
Kegelschnitte (7) und (8), so werden diese Gleichungen (§ 149, (19)):



§ 156, 1—3. 887

3 3
) D frumy2=0, (10)  Dhg.yi=0,
1 1

oder mit:

(11) \ VnmIn=2n:
(12) Dplmngr_o, 13)  Dhai—0.
1 Jmm 1

Die Schnittkurve g >< u ist nach § 153, (21) stets ein imagindrer
eigentlicher Kegelschnitt, wihrend zugleich die Wurzel in (11) bei
reellen Punkten J,, reell ist (§ 155, (6)).

Die Schnitthurven einer beliebigen Fliche (1) und der imagindren
eigentlichen Fliche (2) mit einer reellen Ebene (3) kinnen also bei
Einfiihrung eines gemeinsamen Poldreiecks auf die Form (12) und (13)
gebracht werden.

Es handelt sich noch um die Ermittlung eines gemeinsamen
Poldreiecks.

2. Punkte gleicher Polare. Die Polarebenen eines Punktes z,°
im Raume in bezug auf die Fldchen (1) und (2) sind:
4

(14) 24:1 fo2,=0, (15) Dba05,=0.

1

Liegt der Punkt z,° in der Ebene (3), so wird diese von den Ebenen
(14) und (15) in den Polaren des Punktes in bezug auf die Kegel-
schmitte f>< u und g > u geschnitten (§ 68, 8; § 11, 7).

Diese Polaren fallen zusammen, wenn die drei Ebenen (3), (14),
(15) eine Achse gemein haben, also (I § 51, (7)):
(16) 12— Az’ + ou,= 0.

Jeder Punkt z,° gleicher Polare in bezug auf die beiden Kegel-
schnitte geniigt daher den finf Gleichungen:

(@yy — D)@, + ay3%y + 01375 + a4y T, + 0 =0,
g1 %y + (Bgg — A)Tp + Agy @3 + Apy T, + QU =0,

@am) Ay %y + Uge @y + (Gg3 — A) T3 + a3,2, + Quz = 0,
Ay Ty + Gy %y + @y %y + (ay— )7, + 0u, =0,
Uy Ty + Uy + U Ty -+ U, T, =0,

und jeder diesen Gleichungen gemiigende Punkt ist ein Punkt gleicher
Polare.

3. Die kubische Gleichung des Problems. Die Gleichungen (17)
konnen nur bestehen, wenn 4 eine Wurzel der kubischen Gleichung ist*®):
57*
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Ay — A g ay Ayy Uy
| G2 Qg9 — 4 Gy N Uy
1
(18) A1) = ay 39 g5 — A gy us | =0.
LGy o Qy3 ay— A uy
Py Uy Uy %, 0

4. Die einer Wurzel entsprechenden Punkte gleicher Polare.
Ist A=12,G6=1, 2, 3) eine Wurzel der Gleichung (18), so gibt es
ein oder mehr Punkte z,%), die den mit A = 4; gebildeten Gleichungen
(17) unter Elimination von g geniigen. Nach solcher Elimination
stellen die Gleichungen (§ 107, 1) vier Ebenen dar, die wegen
A(4;) = 0 durch einen Punkt gehen. Wenn jedoch neben 4(4) auch
" noch die sechzehn Unterdeterminanten A,,(1), k, 1=1,2,3,4 fir
= J; verschwinden, gehen die vier Ebenen durch eine Achse, und
wenn auch die 36 Unterdeterminanten d,,(1), k, 1=1,2,3,4,5,6 ver-
schwinden, fallen sie zusammen (§ 107, 7; 9).
Zu einer Wurzel A= 2, der Gleichung (18) gehoren ein Punkt
oder oo oder oo® Punkte gleicher Polare (§ 50, 5).

. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehdrige Punkte. Sind
nun 1, und A, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (18), so ge-
niigen die entsprechenden Punkte gleicher Polare z,® und z,® nach
(16) den Gleichungen:

(19) (O — Lz O+ ou,=0, f&— ]'s"”k(g) + opu, =0,

4 4
(20) Z} w2,V =0, Z}u,‘ z®=0,
1 1

gleichviel ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr Punkte z,©
gehoren.
Wire nun 2,V = 2@, so wiirde aus (19) folgen:
— (A — 4) 20 + (0, — 92)“k= 0, £=1,2,3,4,
und hieraus, da A, == 4, ist:
2D 2, W 2 ® 2, = u, ugtugtu, oder z,M = ou,
und damit aus (20):

4
6 tul=0,
1
was fiir die reelle Ebene (3) nicht maéglich ist.
I Zwei 2u verschiedenen Wurzeln gehorige Pumkie gleicher Polare
konnen niemals zusammengallen. '
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Multipliziert man die Gleichungen (19) mit 2,® und z® und
summiert iiber %, so folgt mit Riicksicht aunf (20):

(21) fis— 4 9.=0, [f3—29x=0,
und da A, 4 4, ist:
(22) fs=0, ¢,=0.

II. Zwei Punkte gleicher Polare, ™ und z,9, die zu verschiedenen
Wurzeln A, und iy gehiren, sind stets harmonische Pole in bezug ouf
jede der beiden I'lichen f und g, sowie jeden der beiden Kegelschnitte
f><u und g><u.

6. Die Realitiit der Wurzeln. Mit Riicksicht auf 5, I und auf
(22) tibertriigt sich der in § 155, 7 gegebene Beweis auch auf den
vorliegenden Fall, also:

Die kubische Gleichung A (1) =0 in (18) Lat nur reelle Wurzeln.

7. Entwicklung der Déterminante /(1). Die Differentialquo-
tienten der Determinanten (1) sind:

_A’(l) = An(}") + Azsu) + —/’33(}') + 444(1)7
(23) % A”(l) = O ('1) + 022 (}') + 633 (l) + 644(3') + 655 (l) + 666(1’))
5 47 (2) = u+ g’ + ug’ + u?,
wo: .
Oz — 4 dgy s e | gy — 4 g Uy
Qse ags — 4 as{ Us | )
(24) 4,,(1)=" Iyeeny 033 (A)=lag, Ggs— 4 uy ',
m Gy3 Ay — 24 uy, i
! ] | Uy Uy 0
| Ug Ug Uy 0
Daher ist mit den Abkiirzungen (§ 107, (22); (23)):
(25) { A’“= A;‘I + A;Z + ‘A';3 + AZL’
A7 = o) + og + ogs + oy + gy + “:6’

2 [73 2 U 2 m 2 % 2
fir die Entwicklung von (1): ¢ e P R A

(26) A(0) = QI+ A4 — A4+ A,
und fiir die drei Wurzeln:
A’I u Alu
27 )'1+’12+'13=_"@'z_; Aody + AgA + A Ay = — gF 7
A“
Miyly — — 5

8. Die Multiplizititen der Linearfaktoren der Determinanten.
Sei nun (4 — 4,)% die hichste Potenz von 1 — 1,, die in () vor-
kommt; ferner (A — 4, % die hochste, die gleichzeitig in allen Unter-
determinanten 4,,(1)(k,1—=1,2,3,4) und (A—4)% die hichste, die in
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allen Unterdeterminanten d,,(1) vorkommt (k,1=1,2,...6). Es sind

dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulissig die
Werte:

(28) ,=1,2,3; 1)=0,1,2; =0,1.

Nach der ersten Gleichung (23) folgt dann ebenso, wie in § 155, 9, daB:
ln" < li Y

und da:

41’1(1) = 666(}') - 655(1) - 611('1); 41,2(1) = 645(1') - 612(1) IR
so folgt ebenfalls, wie dort:
17 <1/.

Zwischen den Multiplizitiiten besteht daher mit Ausschlufy der Gleich-
heit die Ungleichung :
(29) >0 >

9. Die Elementarteilerexponenten. Die fiir die Determinante
A" in § 107, (25); (43) abgeleiteten Identititen geben mit a,, — 4
fir a,, und mit — A4'(1), $47(2) fir A’ A”* die in A4 identischen
Gleichungen®):
(80) 42(2) = A5(M) + Ay (1) + A5 (4) + 45(4) + 2455(2) + 245 (2)

+203(1) + 250 + 2450 + 2451 + $A3) 2" (),
TA2(2) =03+ 05 (M) + -+ 05 (A) +205() + -
+202(2) —}—‘)A (2) @

Wihrend daher fiir eine einfache Wurzel 2 =1,(l,=1) von A(4)
nach (28) und (29) stets [/ = O ist, folgt aus (30), da alle Wurzeln
reell sind: Fiir eine Doppelwurzel i = 1,(J;= 2) verschwinden mit
A(4;) und A'(3,) auch alle A,,(1,), so daB /<40, also nach (28);
(29) I/=1 ist. Fiir eine dreifache Wurzel A =1,(l;=3) verschwinden
mit 4(1;), 4'(;) und 47(1;) auch alle d,,(1,), so daB [,” <40, also
nach (28), (29) I'=1, I/= 2 ist.

Danach bestimmt der Wert von I; stets die Werte von I/, 1" in
folgender Weise:
(31) I, 1,1"'=1,0,0; 2,1,0; 3,2, 1.
~ Alle FElementarteilerexponenten einer jeden Wurzel haben je den
Wert 1.

10. Die zu einer Wurzel gehdrigen Punkte gleicher Polare.
Da fiir eine einfache Wurzel 4 = 4, nach (31) nicht alle 4,,(1) ver-
schwinden, so liefern fiir diese die Gleichungen (17) mit k=1, 2
oder 3 (§ 107, (17)):

32) 292,00 5O = A4 (R): Ay () 2 A5 (A) A4 (1))



§ 156, 10—12. 891

Zu einer einfachen Wurzel A = 1, gehort stets ein einziger be-
stimmter Punkt gleicher Polare.

Da fiir eine zweifache Wurzel 1 = 1, nach (31) auch alle 4,,(4),
aber nicht alle d,,(1) verschwinden, so geniigen fiir diese den Glei-
chungen (17) die Punkte der Geraden (§ 107, (31)):

(33) 09 0,9 : 49 4,0 49 : ¢¥
=041 (&) : 05 (4) = s (A) = 00 (4) : 0,5(4) : 9,6(2)),
k=1,2,3,4,5 oder 6.

Zu einer zweifachen Wurzel 1= 2, gehoren stets oot Punkte gleicher
Polare, die eine Gerade erfiillen.

Da fiir eine dreifache Wurzel 2 = 1; nach (31) auch alle d,,(2)
verschwinden, so sind fiir eine solche die Gleichungen (17) durch
alle Punkte der Ebene (3) erfiillt (§ 107, 9).

11. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzeln der Gleichung
(18) findet sich nach (26) die Wurzel A=0 nichf, wenn A" =40, die
Wurzel 4 =0 einfach, wenn A*=0, A'“<40, sweifach, wenn A"=0,
A™"=0, A"+ 0, und dreifach, wenn 4*=0, A™*=0, A" =0.

Die Gleichungen (17), die mit 4 =0 die zur Wurzel 1 =0 ge-
horigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in
diesem Falle mit denjenigen (§ 141, (31)), welche die Doppelpunkte
der Schnittkurve [ >< u liefern.

Die der Wurzel 4 = 0 entsprechenden Punkte gleicher Polare in
bezug auf die Kegelschnitte f><u und g><u decken sich mit den Doppel-
punkten des Kegelschnitles f><u.

Da nun nach 10 aus der Multiplizitit einer Wurzel die Anzahl
der entsprechenden Punkte gleicher Polare folgt, so ergibt sich:

Die Kurve f><u hat keinen Doppelpunkt fiir A" <=0, einen fiir
A*=0, A4+ 0, eine Doppelgerade fir A*=0, A*=0, A" +0
wnd wird unbestimmt fir A*=0, A"=0, A" =0.

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits in § 141, (24) ab-
geleiteten Bedingungen fiir den Rang der Schnittkurve f><u.

12. Nicht verschwindende Wurzeln. Da nach (19) und (20)
fir jede einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht ver-
schwindende Wurzel 2, und einen zugehérigen Punkt 2,@ gleicher
Polare:

4 4
Ek ﬂ(i) xk(i) — A, Dk xk(i) xk(*') =0
oder: ! !

(34) fis= %9:;
so folgt:



892 § 156, 12—15.

Lin einer nicht verschwindenden Wurzel ), entsprechender Punkt
gleicher Polare x,®) liegt entweder auf keinem oder auf jedem der beiden
Kegelschnitte ><u und g >< u.

Da im letzteren Fall die gemeinsame Polare gemeinsame Zan-
gente wird, so beriihren sich die beiden Kurven im Punkte z,©.

13. Fall von drei verschiedenen Wurzeln. Der einer einfachen
Wurzel i; entsprechende Punkt gleicher Polare (32) kann als reeller
Punkt nicht auf der Kurve g ><u, also auch nicht mit seiner gemein-
samen Polare in bezug auf f>< u und g >< u vereinigt liegen. Falls
4,0, liegt er nach 12 auch nicht auf f><wu; falls 1, =0, ist er
nach 11 der Doppelpunkt des Linienpaares f >< u.

Hat nun die Gleichung (18) drei einfache Wurzeln 1, (1=1,2,3),
so gehort nach 10 zu jeder ein einziger Punkt gleicher Polare z,(,
der nicht mit dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 5, II jeder
der drei Punkte z,) harmonischer Pol jedes anderen.

1. Wenn die kubische Gleichung A(A) = O drei verschiedene Wurzeln
hat, haben die beiden Kegelschnitlte f>< g stets ein einziges gemeinsames
Polardreieck.

14. Fall einer Doppelwurzel. Einer Doppelwurzel 1, entspricht
eine reelle Gerade (33), deren jeder Punkt ein Punkt gleicher Polare
ist. Ist 4,40, so sind die beiden Punkte S, und S,, in denen die
Gerade den einen Kegelschnitt trifft, Beriihrungspunkte beider Kegel-
schnitte. Sie sind als Schnittpunkte einer reellen Geraden mit dem
imaginidren eigentlichen Kegelschnitt g ><u zwei gefrennte imaginire
Punkte. Ist 1,=0, so fillt die Gerade (33) mit der Doppellinie
f><u zusammen und schneidet wie vorhin die Kurve g ><u in zwei
getrennten Punkten S, und S,. ;

Wihlt man auf der Geraden (33), die der Doppelwurzel 1, = 1,
entspricht, irgendein Paar harmonischer Punkte z,® und z,® zu den
getrennten Schnittpunkten S; und S; mit der Kurve g ><u, so sind
diese harmonische Pole in bezug auf beide Kegelschnitte. Sie sind
aber nach 5, II auch harmonische Pole zu dem Punkte gleicher
Polare x,®, der der einfachen Wurzel 1, entspricht.

II. Wenn die kubische Gleichung eine zweifache und eime einfache
Wurzel hat, so haben die beiden Kegelschnitte f><u und g ><u oo'
gemeinsame Polardreiecke.

15. Fall einer dreifachen Wurzel. Bei einer dreifachen Wurzel
sind alle Punkte der Ebene (3) Punkte gleicher Polare; die beiden
Kegelschnitte fallen zusammen und haben daher alle ihre Polardreiecke
gemein.
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16. Die Quadratdarstellung und ihre Koeffizienten. Da somit
stets ein oder mehr gemeinsame Polardreiecke der beiden Kegel-
schnitte f><u% und g ><wu vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige
Uberfihrung in die Darstellungen (12) und (13) stets moglich. Zu-
gleich erhilt die Darstellung (12) nach (34) die Form:

(35) 22+ 152,° + Ay2? = 0.

Die Gleichung der Schwittkurve der Fliche (1) mit der Ebene (3).
kann also stets durch orthogonale Tramsformation auf die Form (35)
gebracht werden, wo a,, iy, A, die Wurzeln der kubischen Gleichung
(18) sind.

Das Dreieck, auf das sich die Koordinaten z,, 2, z; beziehen, ist
das Polardreieck, das die Kurve (1), (3) mit der Kurve (2), (3) gemein
hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (18) drei einfache
Waurzeln hat, ist dagegen einfach oder dreifach unbestimmt, wenn eine
doppelte oder eine dreifache Wurzel vorhanden ist.

17. Unterscheidung der Vorzeichen. Aus der Gleichung (35)
kann nun sowohl der Rang (§ 46, 13) als die Spezies (§ 51, (35)) der
Schnittkurve sofort entnommen werden. Sind niimlich mit 4% 40
die drei Wurzeln 4,, 4,, 4, nach (27) alle von O verschieden, so sind
ihre Vorzeichen nach der Regel des Descartes'®!), wie in § 89, (40) fiir:

A™<0, A*<0, A*<0: +++,
A"">0, A*<0, A*>0: ———

{—— A*>0, A“A"">0: + 4+ +,
— A4’", A*A"" nicht beide >0: + + -

2
also fiir:

(36)

Ist ferner mit 4 =0, A"™* 40 etwa 1, =0, so sind die Vor-
zeichen von 1, 4, nach (27) fiir:

37 {_Am>0: o
(37 — A <0 o

Endlich ist mit 4" =0, A" =0, A”* 54 0 nur noch eine Wurzel von
0 verschieden.

18. Merkmale der Spezies der Schnittkurve mit einer beliebigen
Ebene. Mit der zu § 155, (41) eingefiihrten Bezeichnung der Wurzeln
erhilt man daher an Stelle von § 153, (21) folgende Tabelle fiir die
Merkmale der Spezies der Schnittkurve der Fliche (1) mit der
Ebene (3):
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o eaa| A L
— A" nichtbeide >0: 2. &, %2,>+ ,%2,> — %2, = 0;
— A" >0: 3. 2,7+ 0,22 =0,
— A" <0 4 o — 2% =0;
4"=0, A"=0, A""4+0: 5. a?2*=0;
A"=0, A"=0, A""=0: 6. Unbestimmt.
Dabei ist neben § 140, (5) zur Abkiirzung gesetzt:
(39) A™ = A11: + 4+ Aaz; + A;;:
A" = oy + g+ agy ooy g+ g
Die Merkmale (38) gelten fiir jedes System von Tetraederkoordi-
naten, auf das sich die Gleichungen (1) und (3) gerade beziehen, und
konnen unmittelbar als Zeilenvorschriften in die Tabelle § 153, (21)
eingetragen werden.
Sie gelten insbesondere fiir schief- und rechtwinklige gemeine
Koordinaten. Fiir letztere sind sie schon i der Tabelle § 114, (20)

als Kolonneniiberschriften enthalten bis auf Abweichungen in den beiden
ersten Kolonnen, die sich wie § 155, 22 erkliren.

A°=0, 4" 40|

19. Schnittkurve mit einer Koordinatenebene. Nehmen wir fiir die
bisher beliebige Ebene u, die Ebene 2, = 0 des Koordinatentetraeders,
so wird u, = 0, uy, =0, u; =0, u, = 1. Infolgedessen gehen die mit
u, gerinderte Determinante § 140, (5) und die Unterdeterminanten
§ 140, (21); (35) auf Unterdeterminanten von A selbst (§ 138, (9))
zuriick, und zwar wird:

(40) A" = — Ay;
Ay =—ay, Agy = — gy, Agg=— gy,
Agy = — ag, A:;i =g, Afé = g9,
Aj= Ay = Ay = A,=0;
Ugg =Gy, Cgg=—0gy, Ogq=——0ys,
Uy = —Qgg, gy =—0g, Cpf=—a,,

alle tibrigen « = 0;
und damit im Sinne von § 89, (5):
(41) —A*=4,, —A"=4,, _AM:A«;;'

Fiir die Spezies der Schwitthurve der Fliche (1) mit der Koordi-
natencbene x, = 0 gelten die folgenden Merkmale:
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A,>0, 4,4, >0: 1. Imag. eig. Kegelschn.,

(42) 4y +0 {A 11y Ay A} nicht beide >0: 2. Reell. eig. Kegelschn.;

4, >0: 3. Imag. getr. Linienp.
Au=0, 4440 {87 4. Reell. getr, Linieop.
" : . . getr. Linienp.;
Ay,=0, 4,=0, A,,+0: 5. Doppellinie;
Ay,=0, 4,=0, A4,;=0: 6. Unbestimmt.

Dies gilt fiir jedes beliebige System von Tetraederkoordinaten, auf das
sich die Gleichung (1) bezieht.

20. Spezies der unendlich fernen Kurve der Fliche. In bezug
auf jedes System, fiir das z, = O die unendlich ferne Ebene ist, also
insbesondere fiir das schief- oder rechtwinklige gemeine Koordinaten-
system gibt die Tabelle (42) die Merkmale fiir die Spezies der unend-
lich fernen Kurve der Fliche (1), wie sie bereits in der Tabelle
§ 99, (31) als Zeilenvorschriften auftreten.

21. Die Klassifikation der Flichen sweiter Ordnung. Die Ta-
belle § 99, (31) fir die Klassifikation beruht hiernach und nach
§ 155, 22 lediglich auf der Verbindung der Spezies der Fliche selbst
und der ihrer unendlich fermen Kurve. So ist beispielsweise das
hyperbolische Paraboloid diejenige Linienfliche (Spezies II), welche
die unendlich ferne Ebene in einem reellen Linienpaar (Spezies 4)
schneidet; der reelle elliptische Zylinder diejenige reelle Kegelfliiche
(Spezies V), welche die unendlich ferne Ebene in einem imaginéiren
Linienpaar (Spezies 3) schneidet.

§ 157. Orthogonale Transformation des Schnittpunktpaares.

1. Gleichzeitige Quadratdarstellung zweier Schnittpunktpaare.
Wir gehen wieder von den beiden Flichen f und g in § 156, (1);(2)
aus. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder J,J;.J;J,, dessen
Kante J,J, in die Schnittlinie ¢, der beiden Ebenen:

(1) %= 2u,cwk=0, w = Dku/x, =0

1 1
fallt und dessen Ecken J,J, ein gemeinsames Polzweieck der Schnitt-
punktpaare f>< u > u und g><u><u sind, erhalten diese den Ent-
wicklungen von § 156, 1 entsprechend die Gleichungen:
2) %zﬁ+§j—izﬁ=0, 2,24 22 =0.
Es bleibt nur die Bestimmung des gemeinsamen Polzweiecks iibrig.
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2. Punkte gleichen Poles. Die Polarebenen des Punktes #,° im
Raume in bezug auf die Flichen f und g haben die Gleichungen
§ 156, (14); (15). Liegt der Punkt z,° auf der Geraden g — u ><u/,
so wird diese von jenen Ebenen in den Polen des Punktes z,’ in be-
zug auf die Punktepaare f><u><u und g><wu><u" geschnitten.
Diese Pole fallen zusammen, wenn die vier Ebenen (1) und § 156,
(14); (15) alle durch einen Punkt gehen, also (I § 51, (16)):

3) 12— Az + ow, + o'u =0.

Jeder Punkt x,° gleichen Poles in besug auf die beiden Punkte-

paare geniigt daher den sechs Gleichungen:
(@ — 2) &y + A2y + a5 + a1, 2, + 0u; + 04 =0,
Uyy &y + (g — A) &y + Ay s + 0,2, + QU + "1ty =0,
Oy By + Uy Ty + (@55 — 4) @5 + A5, 2, + 0us + @'t =0,
gy Ty + By Ty + Ay Ty + (0 — )7, + QU + @', =0,
Uy Ty A UgZy + Uz Ty + U T, =0,
w2+ g Ty + Uy xy +u, x, =0,

4)

und jeder diesen Gleichungen geniigende Punkt ist ein Punkt gleichen
Poles.

3. Die quadratische Gleichung des Problems. Die Gleichungen
(4) konnen nur bestehen, wenn 1 eine Wurzel der quadratischen
Gleichung ist1%):

i Ay —4 Gy O3 Gy U u {
| Oa g — A Oy Ggy Uy Uy |
) 400) = a3 A3s A3 — 4 az, Ug “3: : 0.
Ty Gye Qg . Qy— AUy Uy
t u, Uy g u, 0 0!
)’ Uy uy’ u, 0 0 I

Zu jeder Wurzel 4 =1, dieser Gleichung gehort vermoge (4)
ein Punkt gleichen Poles, eventuell auch oo' Punkte.

4. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehorige Punkte. Sind
"nun die beiden Wurzeln 1, und i; der Gleichung (5) verschieden, so
geniigen die entsprechenden Punkte gleichen Poles z,(Y und 2, den
Gleichungen: .
6) =420+ oy u+ 0w’ =0, P — 2,30+ ggu, + 03wy = 05

4 4 4 4

(1) E‘Mm(‘)=0, Lu/z0=0, Dluz®=0, Du 'z,0=0.
1 1 1 1
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Wire nun Y = £,®, so wiirde aus (6) folgen:

— (= )z + (01 — @) + (0 — @) =0, k=1,2,3,4,
oder, da 4, — 1, % 0 ist:

zM = qu, + o'uy,
wo 6 und ¢ nicht beide O sein konnen. Damit wird aber aus (7):
4 4 4

6 rul+ 6 Dkwu/=0, 6 druuw/+6 Diut=0,
1 1 1 1

was nur moglich, wenn die Determinante (§ 140, (15)):

4 4 4 2 6
2 72 ’ — 2_0-
1 1 1 1
dies ist aber fiir die reelle Gerade ¢, ausgeschlossen.

L Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehirige Punkte gleichen Poles
kimnen niemals zusammenfallen. ‘

Durch Multiplikation mit z,® und z,® folgt dann aus (6) mit
Riicksicht auf (7), ebenso wie § 156, 5:

(8) fie=0, g9,=0.

II. Zwe: 2u wverschiedenen Wurzeln A, und Ay, gehorende Punkte
gleichen Poles sind stets harmonische Pole in bezug auf jede der beiden
Flichen f und g, sowie jedes der beiden Pumktepaare f><u><u und
g><u>u.

5. Die Realitit der Wurzeln. Wie in § 155, 7 folgt auch hier:
Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (5) sind stets reell.

6. Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten
der Determinante A4(1) sind:

(9) {— A’(l) - All(l) + ‘422(}') + 433(}“) + 444(1);
4" = ¢ + ¢" + o’ + 0 + o° + ' = Q7

wo:
T By Uy Uy
“ | gy Ug3—4 dgq uy Uy {
(10) 4y, () = I Gy Oy3 Qg— A uy g !7 -
| Uy Uy Uy 0 0 i
uy uy u, 0 0 |
Daher ist mit der Abkiirzung (§ 142, (22)):
(11) AT = Ay A Ay Ay

die Entwicklung von 4(2):
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(12) A(A) = Q12— A'*¥ 1 4 A*¥,
und fiir die Wurzeln:

) A’uu’ A% u
(13) 11+/12=T)r, 1112=7‘

Y. Die Multiplizitiiten der Liniearfaktoren der Determinante.
Sei nun (2 — &) die hochste Potenz von 1 — 4,, die in (1) vor-
kommt und (1 — 4)% die héchste, die glelchZeltlg in allen Unter-
determinanten A,,(1) vorkommt (k,7=1,2,3,4). Dann ist nach
dem Grade der Determinanten zuldssig:

(14) ,=1,2; 1/=0,1.
und ist nach (9), wie in § 156, 8:
(15) I/ <.

8. Die Elementarteilerexponenten. Die fiir die zweifach ge-
rinderte Determinante § 140, (12) abgeleitete Gleichung § 142, (23)
gibt mit a,,— 1 fiir a,, und mit — 4’(1) fir 4’** die in 1 iden-
tische Gleichung 89):

(16) A42(2) = dh(A) + 4%(2) + A% (A) + AL(R) + 245@() + - - -
+ 243(4) +24(2) Q2.

_ Wihrend daher fiir eine einfache Wurzel 4 =41, (l;=1) von

A(4) nach (14) und (15) stets I/ =0 sein muB, verschwinden fiir

eine Doppelwurzel 4 =41, ([;=2) mit 4(4,) und 4°(1,) nach (16)

auch alle ,,(4,), so daB I/ = 0, also nach (14) I’ =1 ist.

Danach ist stets:
a7 =1, /=0 oder [,=2, IJ=1.

9. Der zu einer Wurzel gehorige Punkt gleichen Poles. Da
fiir eine einfache Wurzel 1 = 1, nicht simtliche Unterdeterminanten
A,,(1) verschwinden, liefern die Gleichungen (4) (§ 142, (29)):

(18)  2,9: 2,0 : 2,0 : 20 = 4,(4) : Ays(4) 1 Ay5(R) + Ay (4;) -

Zu einer einfachen Wurzel A = A, gehirt daher stets ein einziger

bestimmier Punkt gleichen Poles. Da fiir eine zweifache Wurzel 1 = 4,

alle A4,,(1) verschwinden, wird der zugehonge Punkt- gleichen Poles
ganz unbestimmt (§ 142, 9).

10. Verschwindende wund nicht verschwindende Wurzeln.
Unter den Wurzeln der Gleichung (5) findet sich nach (12) die
Wurzel 4 =0 nicht, wenn A*% =0, die Wurzel 1 =0 einfach, wenn
A*¥ =0, A'** 40, und zweifach, wenn A*¥ =0, A'** = 0.

Entsprechend § 156, 11 ergibt sich daher, wie in § 142, (24):
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Das Schuittpunktpaar f><u><u’ ist getrennt fir A** =+ 0, zu-
sammenfallend fir A** =0, A“¥40, unbestimmt fir A** =0,
A'ud — Q.

Fiir jede Wurzel 4; und einen zugehorigen Punkt gleichen Poles
z,® ist nach (6) und (7):

4 4
21 Oz — 1, D g OzO—0
oder: ' '
(19) fii = %Y

Ein einer wicht verschwindenden Wurzel A, entsprechender Punkt
gleichen Poles x,©) gehiort entweder keinem oder jedem der beiden Punlkte-
paare f><u><u' und g><u><u an.

11. Fall von zwei verschiedenen Wurzeln. Der einer ein-
fachen Wurzel 1, entsprechende Punkt gleichen Poles (18) kann als
reeller Punkt nicht dem Punktepaar g ><u ><u’ angehéren, also auch
nicht, mit seinem gemeinsamen Pol in bezug auf f><u><u und
g ><u><u’ vereinigt liegen. Falls 4; <=0 ist, gehdrt er nach 10 auch
nicht dem Punktpaar f><wu ><u’ an; falls 1, =0, ist er nach 10 der
Doppelpunkt f>< u >< u’.

Hat nun die Gleichung (5) zwei einfache Wurzeln 2, und 4,, so
gehort zu jeder ein einziger Punkt gleichen Poles z,(V und z,®, der
nicht mit diesem Pol zusammenfillt. Zugleich ist nach 4, II jeder
der beiden Punkte harmonischer Pol des andern.

Wenn die quadratische Gleichung A(1) =0 zwei verschiedene
Wurzeln hat, haben die beiden Punkiepaare f><u><u' und g ><u><u
stets ein einziges gemeinsames reelles Polzweseck.

12. Fall einer Doppelwurzel. Fiir eine Doppelwurzel 4, = 4,
sind alle Punkte der Geraden u><u’ Punkte gleichen Poles; die
beiden Schnittpunktpaare haben alle ihre Polzweiecke gemein und
fallen zusammen.

13. Die Quadratdarstellung und ihre Koeffizienten. Da somit
stets ein oder oo! gemeinsame Polzweiecke der beiden Punktepaare
vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Uberfiihrung in die Dar-
stellung (2) stets moglich. Zugleich erhilt die erste Darstellung (2)
nach (19) die Form:

(20) 427+ 2,2,7=0.

Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fliche f=0 in § 156, (1)

mit der Schwittlinie der beiden Ebenen (1) kann also stets durch ortho-
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gonale Transformation auf die Form (20) gebracht werden, wo A, und
A, die Wurzeln der quadratischen Gleichung (5) sind. ,

Das Zweieck, auf das sich die Koordinaten 2, 2, beziehen, ist
das Polzweieck, welches das Punktepaar f><u><#' mit dem imagi-
niren eigentlichen Punktepaar g><u><u’ gemein hat. Es ist ein-
deutig fiir 4, =& 1,, einfach unbestimmt fir 1, =1,.

14. Merkmale der Speszies des Schnittpunktpaares der Fliche
mit einer beliebigen Geraden. Fiir die Spezies des Schnittpunkipaares
der Fliche § 156, (1) mit der Schwittlinie der beiden Ebenen u und w
in (1) gelten nach (20) und (13) folgende Merkmale (§ 51, (35)):
@1 A 0 } A“": > 0: 1. Imag. ef'gentl. Punktepaar,

A*Y < 0: 2. Reell. eigentl. Punktepaar;
A*" =0, A’ < 0: 3. Zusammenfall. Punktepaar;
A** =0, A" = 0: 4. Unbest. Punktepaar.

15. Schnittpunktepaar eines ebenen Schnittes der Fliche mit
einer Koordinatenebene. Die Gerade u><u’ fillt in eine Seitenebene
2, =0 des Koordinatentetraeders, wenn u,"=0, u,’=0, 4" =0, u," = 1.
In diesem Falle wird aber nach § 140, (12) im Sinne von § 140, (21);(35):
(22) A = — AY;

(23) AL =—ofy, AR =—ogy, AY' =—og, Ay =0;
und im Sinne von § 109, (10):
(24) : A = — A

Fiir die Spezies des Schnittpunktpaares, in dem die Schnitthurve
der Fliche § 156, (1) mit der Ebene u in § 156, (3) die Koordinaten-
ebene x,= 0 schneidet, gelten die Merkmale:

(5) A 40 { — AZ: > 0: 1. Imag. ei.g. Punktepaar,
— A,; <0: 2. Reell. eig. Punktepaar;
Ay, =.0, A} < 0: 3. Zusammenfall. Punktepaar;
Ay, =0, A7{ = 0: 4. Unbest. Punktepaar.

Dies gilt fiir jedes beliebige System wvon Tetraederkoordinaten, auf
- das sich die Gleichung § 156, (1) gerade bezieht.

16. Unendlich fernes Punktepaar eines ebemen Schnittes. In
bezug auf jedes System, fiir das 2,—= 0 die unendlich ferne Ebene
ist, also insbesondere fiir das schief- oder rechtwinklige gemeine Koor-
dinatensystem gibt die Tabelle (25) die Merkmale fiir die Spezies des
unendlich fernen Punktepaares eines ebenen Schnittes, wie sie bereits
in der Tabelle § 114, (20) als Zeilenmerkmale auftreten.
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§158. Polarberiihrungstetraeder und Erzeugung durch reziproke Biindel.

1. Begriff des Polarberiihrungstetraeders. Wihrend bei einem
Polartetraeder J,JyJ,J, einer Fliche zweiter Ordnung und Klasse je
zwei verschiedene Ecken, also J,, Jy; Jy, Jy; oy, I3 oy, Iy oy, Iy 5, I,
harmonische Pole sind, soll als Polarberiihrungstetraeder ein solches
bezeichnet werden, bei dem (§ 68, 9, II):

@) Jos T oy Jis s Tai as s Jas Iy s s Iy,
je zwei harmonische Pole sind, wihrend es J;, J, nicht sind.!%)

Man wihlt, um ein solches Tetraeder zu erhalten, als Ecken J
und J, irgend zwei getrennte Punkte der Fliche selbst (002 oo?),
deren Verbindungslinie nicht gerade Erzeugende der Fliche ist, und
nimmt alsdann auf der reziproken Polare dieser Verbindungslinie
(§ 68, 15, III) irgend zwei harmonische Pole (oo!) der Fliche als
Ecken J; und J;, worauf die Bedingungen (1) erfiillt sind.

Es gibt hiernach oo® (reelle) Polarberiihrungstetraeder einer
(reellen) Fliche zweiter Ordnung und Klasse.

2. Gleichungsform der Fliche. Den analytischen Ausdruck der
Definition (1) eines Polarberiihrungstetraeders der Fliche (§ 143, (1), (2)):

4 4 4 4
(2) f=22akzxkxz=0) (3) F=2‘2Akt“k”’;= 0
1 1 1 1 ,

bilden die Gleichungen:
@ l fi1="0, fu="0 (§ 138, (13)); fi,+ 0 (§ 146, (D));
fos = 0, fo= 0, fie = 0, fas= 0: f3a= 0 (§ 149; (6))-

. Die Gleichung (2) erhdlt also immer und nur in besug auf ein
Polarberiihrungstetraeder die Form (§ 138, (12)):

) bas Y + s ¥s® + 201,91 Ys = 0.
Die Determinante der Gleichung () ist:
0 0 0 by
0 by O O
(6) B = 0 0 by O | = bzzbssbf;'
lby O O O

Die Gleichung der Fliche in Ebenen- und Strahlenkoordinaten
(§ 143, (2); § 144, (2)) werden daher nach § 138, (30):

o 9 | vt 209,
(7) SF_B{b22+b98+ bu }—O,
2 2 .
8 —— B oo Ty 27157 2737 —-0.
( ) q) {b124 biz bss + b22 b!4 bss bl4} 0

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 58
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3. Dualitéit des Beriihrungstetraeders. Nach der Form der
Gleichungen (5) und (7) ist ein Polarberiihrungstetraeder sich selbst
dual.

Die beiden Ecken J; und J, sind Punkte (Berithrungspunkte) der
Fliche, die Seitenebenen |, und |, sind Berihrungsebenen. Die Ecken-
paare Jy, Jy; Iy, i3 Iy, Jyy ofy, Iy oJy, J, sind harmonische Pole und
die Seitenebenenpaare Iy, lg; 15, ;5 1,, 155 15, 1,5 15, |, harmonische Polar-.
ebenen. J, und I, J, und I, J, und l,, J; und I, sind je Pol und
Polarebene. Die Kanten J,J, = ly>< |, und JyJy=1, ><|, sind rezi-
proke Polgren, die Kanten J,J, und J,J;, sowie J,J, und J,J;
(I § 63, Fig. 319) konjugierte Tangenten (§ 68, 16).

4. Spesies der Fliche. Kine imaginire Fliche kann die Glei-
chung (5) nicht darstellen, da die ihr geniigenden Ecken J;, und J,
reell angenommen sind. Dagegen folgt aus (6) mit Riicksicht auf
§152, 7; 9:

Die auf ein Polarberiihrungstetraeder bezogene Gleichung (5) stellt
stets eine reelle geradlinige oder nicht geradlinige Fliche dar, je nach-
dem die Koeffizienten by, und bgy verschiedenes oder gleiches Vorzeichen
haben.

5. Beispiel. Unter die Form (5) fillt die in § 73, (8) an-
gegebene Gleichung des Paraboloides. Dort sind der Anfangspunkt
L als J, und der unendlich ferne Punkt der £-Achse als J;, Punkte
der Fliche. Ihre Tangentialebenen, die n¢-Ebene und die unendlich
ferne Ebene, schneiden sich in der unendlich fernen Geraden der
n&-Ebene, die somit reziproke Polare der £-Achse ist. Die 7- und
¢-Achse sind konjugierte Tangenten, also ihre unendlich fernen
Punkte als J; und J; harmonische Pole (§ 68, 16; 15, III).

Setzt man insbesondere:

bas bys, by = '1:‘“2) Zli’ L5 %15 Yoy Ys) Yo =, 4, %, 15 Vg, Uy, Vg, V=1, ¥, W, S;
71y 735 Vsy Ya5 75y Y6 = Posy P31y Pr2r Pray Poas Psay

so erhilt man aus (5), (7), (8) wieder die Gleichungen § 70, (24),

(32), (41) mit a = 0.

6. Darstellung reziproker Biindel in Dreikantskoordinaten.
In einem Biindel mit dem Mittelpunkte E seien, in bezug auf ein
beliebiges Koordinatendreikant, ,, z,, #; die Koordinaten des laufen-
den Strahles und wu,, u,, u; die Koordinaten der laufenden Kbene.
In einem zweiten Biindel mit dem Mittelpunkt E’ mogen z,’, z,’, 2,
und w,’, u,’, u;" die entsprechende Bedeutung haben (Fig. 223).
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Dann werden die beiden Biindel reziprok aufeinander bezogen
durch die vier Systeme von Gleichungen (I § 67, 7):

3

3
) N =2¢u“’z ’ (10) Cz, =2‘ Cty's
1

1
© 3 3

(11) Cx/ =20k3u1 ’ (12) %, =2 Gy +
1 1

Die Gleichungen (9) enthalten, da es iiberall nur auf die Ver-
héltnisse der Koordinaten ankommt, die acht unabhingigen Verhilt-
nisse der neun Konstanten c,,, deren

F ’
Determinante:
(13) C=|eyl
nicht O sei. Mit C,, sind deren Unter- -
determinanten bezeichnet. '
.rl%% 4' 1)

Die Gleichungen (9) und (10),
die Auflsungen voneinander sind, be-
stimmen zu einem Strahl z; des ersten
Biindels die entsprechende Ebene u," des zweiten und umgekehrt; die
Gleichungen (11) und (12) zu einer Ebene u, des ersten Biindels den ent-
sprechenden Strahl z,” des zweiten und umgekehrt (§ 18, (16)—(19)).

Fig. 223.

7. Darstellung reziproker Biindel in Raumkoordinaten. Um
die beiden Biindel im Raume darzustellen, wo sie eine beliebige Lage
gegeneinander haben, nehmen wir die Mittelpunkte £ und E’ als
Ecken J, und J; eines Koordinatentetraeders und lassen die Kanten
der beiderseitigen Koordinatendreikante der Biindel in die von ),
beziiglich J, ausgehenden Kanten des Tetraeders fallen.

Sind dann in lanfenden Punktkoordinaten y,, y,, ¥, y, des
Raumes:

(14) v:%:ys=1A:p:v, (15) 019 + 093+ v39, =0
die Gleichungen eines Strahles (I § 59, (20")) und einer Ebene (I § 58, (4))
des Biindels J, und:

(16) wy:ysiyy=2":p":7 (A7) vy + v’y + 0y, =0

die Gleichungen eines Strahles und einer Ebene des Biindels J;, so
sind 4, g, v; 4, w, v'; v, vy, v, und v, v, v, beziiglich zugleich die
in 6 mit z,, z,, ,; @, %), 2’5 uy, Uy, wy und w,’, uy’, u;’ bezeichneten
Koordinaten (I § 57, 15, vorletzter Absatz links; I § 57, 16, Satz

rechts). Daher entspricht (Fig. 224):
58%
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dem Strahl s:
(18)  yiyprys=Aip:w
des Biindels J, nach (9) die
Ebene X': -
(20) (eyud + ciapp + €15v)ys

+ (€314 + Cost + €)Y

+ (e31 % + Gyt + €532)y, =0
des Biindels oJ;.

VJP

ZS:’ "l/,/'l'/’v ’

*Q

Fig. 224.

§ 158, 7—8.

dem Strahl s':
(19)  yiysiy=2":u' o
des DBiindels J;, nach (12) die
Ebene X:
(21) (e &'+ ey u'+ ey vy
+ (24" + Coatt' + €597 Yy
+ (eis '+ Cogtt’ + €539 )y =0

des Biindels J,.

Fig. 225.

8. Die dem Verbindungsstrahl der Mittelpunkte entsprechenden

Ebenen.

Der Verbindungsstrahl der beiden Mittelpunkte J; und J,

(Fig. 225) hat als Strahl (18) und (19) beziiglich die Parameter:

Ai=1, u=0, v=0;

V=0, 5 =0, v =1,

und daher nach (20) und (21) als entsprechende Ebenen:

(22) ¢y Y5+ € Y5+ €Y= 0;

(23) €y Yy + CoaYp + Cosy3 = 0.

Nehmen wir diese beiden Ebenen als Koordinatenebenen J,J,J;
(= 0) und &, J,J,(y, — 0), so sind:

ey =0, ¢ =0;

C3e = O, Cg3 = 0.

Andern wir dann die Bezeichnung der andern Konstanten, indem

wir setzen:

Cla=Dbyg, C3=16, Cpu=1, Cy=1Dby, ¢5=2b,,

so findet die reziproke Beziehung der beiden Biindel nunmehr den

Ausdruck:
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Dem Strahl s: Dem Strahl s':
(24)  Y:ypiys=A:p:v (25)  waiysry,=A':p 2o
des Bimdels J, entspricht die|des Biindels J, entspricht die
Ebene X': Ebene X:
(26) (bszl" + o)y, + (tp+bygv)ys | (2T) 28,0y, + (beyd'+ T1) Yy
+ 2b,4y,=0 + (o¥ +b3#)?/3—0
des Biindels J, . des DBiindels J,.

9. Strahlen, die mit ihrer Ebene vereinigt liegen. Der Strahl
s liegt nach (24); (26) in der Ebene X', beziiglich s’ nach (25);
(27) in X, wenn identisch in y, und y,:
(baste + 6v)uy; + (zpp + bygv)vy; | 2b10 %y, + (b + T0) Ay,

+ 2b,2%y, =0, + (64" + bysp)u'y, =0,
also: '
(28) 2=0, byu®+ (6 +v)ur |[(29) Dbud?i+(6+7)iy
+ bygr?=0. | + byu'2=0, v'=0.

In jedem der beiden Biindel gibt es also ein Paar von Strahlen,
die je mit threr entsprechenden Ebene vereinigt liegen.
Die Gleichungen dieser Strahlenpaare lauten nach (28) und (24),
beziiglich (29) und (25):
¥.=0, Dbyuy’+ (6 + ")?/23/3 | Doste® + (6 + 7)Yays + basys®= 0,
+ bsyys* = 0. Ye=0.
Sie sind also die Verbindumgslinien der Mittelpunkte J, und J,
der beiden Biindel mit dem auf der Kante J,J, gelegenen Punktepaar:

(30) bys¥e® + (6 + T)4ays + bysys* =0, 9, =0, y,=0.
Die erste dieser Gleichungen stellt zugleich die beiden Ebenen
dar, die mit ihren entsprechenden Strahlen vereinigt liegen.

10. Definitive Wahl des Koordinatentetraeders. Nach der
unter 8 getroffenen Verfiigung sind die Ecken J; und J, und die
Ebenen J,J,J; und J,J;J, des Koordinatentetraeders und damit auch
die Kante J, J bestimmt, die Ecken J, und J; aber auf dieser noch
beliebig. Wir verfiigen nunmehr iiber sie, indem wir sie als zwei
zu dem Punktepaar @,¢Q; in (30) harmonische Punkte annehmen

(Fig. 225). Dazu muB:

(31) 6+1t=0
genommen werden, so daB die Gleichungen (30) werden:
(32) by’ + bsys’= 0, 9, =0, y,—0.

Damit folgt dann:
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Fliir zwer beliebige reziproke Biindel sei ein Koordinatentetraeder
eingefiihrt, dessen Ecken J, und J, die Mittelpunkte der beiden Biindel
sind und dessen Ecken J, und Jy auf der Schwittlinie der dem Ver-
bindungsstrahl J,J, entsprechenden Ebenen liegen und harmonisch sind
zu den beiden Punkien Qy, @, in denen diese Schnittlinie von den mit
thren entsprechenden Fbenen vereinigt liegenden Strahlen beider Biindel
getroffen wird. In bezug auf ein solches Tetraeder stellt sich die rezi-
proke DBeziehung derart dar, daf:

dem Strahle s:
(33) Y Y Ys—=Aip:w
des Biindels J, die Ebene X':
(35) (begs + 69)y,

+ (— ou + byyv)ys + 20,4y, =0
des Biindels J, entspricht.

dem Strahle s':
(B4)  yiysry,=A:uio
des Biindels J, die Ebene X:
(36)  2by,v'y; + (b A’ —op')y,

+ (64 + by )y; =0
des Biindels J, entspricht.

Hier sind by, by, b, und 6 beliebige Konstanten und muB nur
die Determinante:

| 0 by @
i 0 —6 by | = 2b;,(byybss + 07
26,0 O

von Null verschieden sein.

Den in der Ebene y, = O liegenden Strahlen (33) und den in
der Ebene y, = 0 liegenden Strahlen (34) entsprechen nach (35) mit
2 =20 und (36) mit »'=0 die Ebenen durch die Kante J,J,, die
beiden Biindeln angehdren.

11. Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente. Jeder
Strahl des einen Biindels schneidet die ihm entsprechende Ebene des
andern, falls er nicht ganz in ihr liegt, in einem Punkte P (Fig. 224).
Den Ort solcher Schnittpunkte erhilt man durch Elimination der
Parameter 1:u:v aus (33) und (35) oder der Parameter 1, u’, v
aus (34) und (36). Beides fiihrt zu derselben Gleichung:

(37) basys® + bas¥s® + 21,419, = 0.

Daraus aber folgt mit Riicksicht auf (5):

I. Der Ort der Schuittpunkte entsprechender Strahlen und Ebenen
z2weier reziproker Biindel ist eine Fliche zweiter Ordnung.'®*)

Das fiir die beiden Biindel unter 10 eingefiihrte Tetraeder ist
ein Polarberiihrungstetraeder der Fliche. Im besonderen liegen die
Mittelpunkte der Biindel auf der Fliche und die ihrem Verbindungs-
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strahl entsprechenden Ebenen sind Tangentialebenen der Fliche in
jenen Punkten. Mit Riicksicht auf (32) und 4 folgt zugleich:

II. Je nachdem die mit ihren entsprechenden Ebenen vereinigt
liegenden Strahlen der beiden Biindel reell oder nicht reell sind, ist die
Fliche eine geradlinige oder nicht geradlinige.

Dual gilt in gleicher Weise der Satz:

I'. Die Verbindungsebenen entsprechender Strahlen und Punlkte
aweter reziproker Ebenen im Raume umhiillen eine Fliche zweiter Klasse.

12. Erzeugung einer gegebenen Fliche durch reziproke Biindel.
Ist umgekehrt die auf eines ihrer oo® Polarberiihrungstetraeder be-
zogene Fliche (37) gegeben, so sind damit auch die reziproken Biindel
(33)—(36) bis auf die willkiilich bleibende Konstante ¢ bestimmt.

III. Jede gegebene reelle Fliche zweiter Ordnung kann durch rezi-
proke Biindel erzeugt werden. Zu jedem der oo® Polarberiihrungs-
tetraeder der Fliche gehiren oo' solche Erzeugungen.

13. Parameterdarstellung der Fliche. Bezeichnet man in (33)
und (35) die Verhiltnisse g : 4, v: 1 kurz mit g, », setzt also 4 =1,
und nimmt die Konstanten in die Koordinaten auf (I § 57, 6), setzt
also by =1, byy=¢—=+1, 2b,— — 1, wiahlt endlich 6 =0, so er-
gibt sich aus (33) sofort (§ 52, (9); (9));

Die Koordinaten des laufenden Punktes der Fliche:

(38) Y’ + eys" — %9, =0

stellen sich durch die Parameter w, v des Strahles s in folgender
Weise dar:

(39) Yy Y Ys:Yy=1:p:iv:u?+ gt

Da ferner die Tangentialebene der Fliche im Punkte y, die
Koordinaten hat (§ 143, (H)):

V10105 0 =Y, — 2y — 28yt Yy,
so lautet die zugehirige Parameterdarstellung der laufenden Tamgential-

ebene:
(40) 010,00, =u+ evi:—2u:—2ev: 1.

§ 159. Schmiegungstetraeder und Erzeugung durch projektive Biischel.

1. Begriff des Schmiegungstetraeders. Bei einer Linienfliche
zweiter Ordnung bestimmen irgend zwei Erzeugende der einen Schar
mit irgend zwei Erzeugenden der andern Schar ein Schmiegungs-
tetraeder. Die vier Ecken J, J,, J;, J, (Fig. 226) eines solchen ge-
horen, als Schnittpunkte der vier Erzeugenden, der Fliche selbst an.
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Die in die vier Erzeugenden fallenden Kanten J3J,, J,J,, Jyd,, J,J;
bilden ein auf der Fliche liegendes windschiefes Vierseit. Die vier
Seitenebenen J,J,d;, Jyd, J,, J3J,d,, J,JyJ; sind die Tangentialebenen
der Fliche beziiglich in den
Ecken J,, Jy, J5, J;, da sie
zwei durch die Ecke gehende
Erzeugende verbinden. Die
beiden Kanten J,J; und J;J,
liegen nicht auf der Fliche
und sind reziproke Polaren,
da jede von beiden die Schnitt-
linie der Tangentialebenen in
den Schnittpunkten der Fliche
- mitderandernist (§68,15,V).
Das Schmiegungstetraeder ist sich selbst dual ™).

2. Form der Gleichung in bezug auf ein Schmiegungstetraeder.
Die Bedingungen fiir ein Schmiegungstetraeder der Fliche:

+ 4 44
(1) f__‘Z‘Z“uxk“'z:O; @) ZCEAH@%“:= 0

1 1
lauten nach seiner Definition (§ 146, (7)):

3) fu=0,fe=0,f;3=0,fu=0; f5,=0, f1s=0, f5,=0, fis=0.
Die Gleichung der Fliche erhdlt daher immer und nur in bezug
auf ein Schmiegungstetraeder die Form (§ 62, (1)):

4) f'=2byysys+ 2b,9,y,= 0.
Die Determinante dieser Gleichung ist:
0 0 0 b, i
. 0 0 by 0 .
) A B = 0 b, 0 0 ] = by b
'dy 0 0 0 |
Daher wird:

By = Byy = bybyj, Byy= B, = bsybs;
o By =— bz?v B =— bx?:u Bas = Bsz = basbiss Bss = Bos = — basbiy,
wihrend die iibrigen B,, und §,; alle verschwinden.
Die Gleichung der Fliche in Ebenen- und Strahlenkoordinaten
(8§ 143, 2); § 144, (2)) wird dann nach § 138, (30):
(6) SZ’F=B(2";T':’+2£;)Z‘)=O;
(M — @ = bgr, + br® — 2byyby, (rary — 1y7) = 0.
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3. Die linearen Komplexe der BErzeugenden. Die sechs line-
aren Komplexe einer Regelschar der Fliche (4) sind nach § 147,
(17); (18):

or,=—bgary, ors=1Dbyby7s, 07g=— bybir;, ory=—bir,,

07y = basbyy7s, 075 =— bysby7s,
wWo 0 =/ B = byb,, oder g —=— ) B = —byb,. Setzt man diese
Werte ein, so ergeben sich als Gleichungen der drei Komplexe, durch
welche die beiden Scharen der Erzeugenden bestimmi werden: '

) . bys?y + by ry=0, r,=0, r,=0
und beziiglich:
(8) bogry — byry =0, r,=0, r,=0.

4. Beseitigung der Konstanten. Da die Tetraederkoordinaten y,
bei festbleibendem Koordinatentetraeder um beliebige Faktoren ge-
éindert werden konnen (I § 57, 6), darf in (4)—(7) ohne Beschriinkung
boy =1, b,= — 1 gesetzt werden.

Jede Linienfliche kann daher in bezug auf ein Schmiegungstetraeder
in Punkt-, Ebenen- und Linienkoordinaten durch die zusammengehirigen
Gleichungen : ’

9 YsYs — %19, =0, (10) vy05 — 0,0, =0,
1) 72+ 12+ 2(ryry —1y75) =0
dargestellt werden. '

Die beiden Regelscharen der Fliche sind dann die gemeinsamen

Sttahlen je dreier Komplexe:

12) r,—r,=0, r;=0, rg=0; 12y r,+r,=0, r,=0, r,=0.
Diese Strahlen gentigen als Tangenten auch der Gleichung (11),
die man mit Riicksicht auf die Identitit:

(13) - 7 7y rety+ 1y =0
in den beiden Formen schreiben kann:
(14) (r,—r)*—4ryrg=0 (14) (ry+ r)?+ 4rer;=0.

5. Erzeugung der Fliche durch projektive Ebenenbiischel
oder Punktreihen. Die Gleichung (9) ist das Resultat der Elimination
von 1, beziiglich 1" aus dem einen oder andern der beiden Gleichungen-

paare (§ 63, (22); § 82, (30); (30"):

— Ayy=0 — Vyy=0
(15) { yl y2 ’ (151) yl ,ys )
Ys— 49, = 0; Yo— VY= 0;

die Gleichung (10) ebenso aus: g

Av,+v,=0,
Avg+ v, =05

[¥v+v=0,

(16) { | Avy4 v, = 0.

(16)
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Die Gleichungen (15) stellen aber zwei projektive Ebenenbiischel
mit den Achsen J;J, und J,J,, die Gleichungen (15") zwei andere
mit den Achsen J,J, und JyJ; dar. Ebenso hat man in (16) und
(16") je zwei projektive Punktreihen mit den Achsen J,J;, und J;J,,
beziiglich J;/; und J;J,."*")

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden projektiven
Ebenenbiischel (15) oder (15"), sowie die Verbindungslinien entsprechender
Punlkte der beiden Punktreihen (16) oder (16) liegen demnach auf der
Fliche (9); (10).19)

6. Erzeugung der einzelnen Scharen. Die Linien (15) und (16)
haben beide dieselben Strahlenkoordinaten (I § 59, 1):

17 riirgirgiry iy irg=A:—2%:0:2:1:0,

sind also fiir jedes 4 identisch. Ebenso die Linien (15") und (16"),
deren Strahlenkoordinaten sind *6!):

17) Py ity iyt iy ire=—24:0:2%:2:0:1.

Durch Elimination von 4 aus der mit Riicksicht auf (13) fiir
vier unabhingige Gleichungen zihlenden Proportion (17) erhilt man
die Gleichungen (12), aus (17’) entsprechend die Gleichungen (12’).

Daher erzeugen die beiden Ebenenbiischel (15) und die beiden
Punktreihen (16) dic eine Regelschar (12), dagegen die Ebenenbiischel (15")
und die Punktreihen (16°) die andere Regelschar (12') der Fliche (9), (10).

7. Lineare Komplexe der beiden Scharen. Sollen die beiden
Scharen (17) und (17’) beide zugleich einem und demselben linearen
Komplex (I § 60, (12)):

(18) e 1yt ety + Crs + €y + 61+ g =0
angehdren, so muB identisch in 1 und i’ sein:

(19) — 6+ (6 +)r+ =0,

(19) A2 — (g—e)d + ¢=0,

was nur moglich ist, wenn ¢,=0, ¢=0, ¢,=0, ¢gz=0, ¢, + ¢,= 0,
¢,— ¢, =0, also alle sechs Koeffizienten ¢, von (18) verschwinden.

L Es gibt daher keinen linearen Komplex, dem gleichzeitig beide
Regelscharen einer Fliche zweiter Ordnung angehiren.

Soll dagegen nur die Schar (17) dem Komplex (18) und die
Schar (17") dem Komplex:
(189 o'rit eyt ey e/rite’rs+ ¢'rg=0
angehoren, muB nach (19) und, mit ¢, fiir ¢, nach (19°) sein:
(20) ¢,=0,¢,4+¢,=0, ;=0; (20) ¢ =0, ¢ —¢/=0, ¢'=0.
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I1. Jede der beiden Regelscharen (17) und (177) gehort somit oo
linearen Komplexen, einem ,dreigliedrigen linearen System® an, welches
beziiglich durch die Gleichung:

@) o(ri—r)tersters=0; (21) ¢'(n+r)tear+6'r=>0
mit beliebigen Verhiilinissen ¢, :cy:c; und ¢ : ¢ :¢;' dargestellt ist
{vgl. 12); (129).1%)

8. Involutorische Lage der beiden linearen Systeme. Man.
nennt die beiden linearen Komplexe (18) und (18") in Involution Uie-
gend, wenn zwischen ihren Koeffizienten die Bedingung besteht:

(22) cic) + 6 + g0 + g0+ ce + cgey = 0.

Zu dem Komplexe (21) oder (21") liegen daher alle Komplexe
(18" oder (18) in Involution, fiir die beziiglich:

(23) —ei(e'—e)) + g5 + e50' =05 (_23,) ¢/ (et e)+ '+ 6’ e, =0.

Die erste Bedingung ist unabhingig von ¢, :¢;: ¢ erfiillt fiir
(20, die zweite unabhingig von ¢, : ¢, : ¢, fiir (20), oder:

1. Das lineare System (21") umfapt gerade alle linearen Komplexe,
die zu jedem Komplex des Systems (21) in Involution liegen, das System
(21) umfapt alle linearen Komplexe, die zu jedem Komplex des Systems
(21") in Involution liegen.

9. Speszielle Komplexe der beiden linearen Systeme. Unter den
oo? linearen Komplexen (21) oder (21) sind nach § 86, 4 (I § 60, (13))
diejenigen oo! Komplexe speziell, fiir die:

(24) — ¢+ ¢6=0, (24" e/t +¢'c; =0,
die also durch die Gleichungen dargestellt sind:

c ¢ ¢’ ¢’
(71—74)+¢,_1r3+c—6’6=0§ (rl+r4)—#r,+5°—,r5=0
6 1 5 1
oder mit den Abkiirzungen ' =c¢zic,=c¢ ¢ und I=—¢ ¢,/ =¢ ¢

durch:
(25) A (r,—ry)+rs+ A%rg=0; (25") A(ry+4ry) +ry— Ay =0.
Die Achse des speziellen linearen Komplexes (25) hat aber nach
§ 86, (16) (I § 60, 5) die Strahlenkoordinaten (17’) und die Achse von
(25") ebenso die Strahlenkoordinaten (17). Damit ergibt sich:
IV. Die Achsen der speziellen Komplexe der dreigliedrigen Systeme
(21) und (21°) sind beziiglich die beiden Regelscharen (17°) und (17).
10. Parameterdarstellung der Fliche. Die Koordinaten y, des
Schnittpunktes der beiden ungleichnamigen Erzeugenden i und 1’
sind nach (15) und (15') (§ 63, (26)):
(26) Yy Ysi¥Ys iy, —Ad A :4:1
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und die Koordinaten v, der Verbmdungsebene nach (16) und (16")
(8§ 82, 33)): A
@7 V10Vt 0,=1:—2:— 1 A4

Die Gleichungen (26) und (27) enthalten[die Darstellung der Punkte
und Tangentialebenen der Fliche (9), (10) durch die Parameter der

beiden Erzeugenden, die durch den Punkt gehen, bezuglzch m der zu-
gehirigen Tangentialebene liegen.1®)

11. Verbindungsebenen zweier festen Erzeugenden mit einer
laufenden. Die Verbindungsebenen zweier festen Erzeugenden 1, und
A, der einen Schar mit einer laufenden 1" der andern haben (I § 58, (3))
nach (27) die Gleichungen (§ 82, (35)):

{(?/1 — 4 Ys) — A (ys — 4Y,) =0,
(1 — Aa9s) — l’(?_/s — Ay,) =0;
die Schnittpunkte derselben festen Erzeugenden i, und 4, mit der-
selben laufenden A’ ebenso nach (26) die Gleichungen:
{3’,(}-1”1 + v5) + (405 +v,) =0,
K (A0; 4 v5) + (Ag95 +0) =0
Aus der Form dieser Gleichungen folgt unmittelbar (I § 66, 4):
Die Verbindungsebenen oder Schwittpunkte irgend zweier festen Er-

seugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden der andern
bilden zwes projektive Ebenenbiischel, beziiglich Punktrethen.

(28)

(29)

12. Doppelverhiltnis von vier Erzeugenden. Die Verbindungs-
ebenen oder Schnittpunkte einer laufenden Erzeugenden i1 mit vier
festen Erzeugenden 4, (i =1, 2,3, 4) haben nach (28) und (29) die
Gleichungen:

(30) (9 — Ays) — 4/ (ys — 4y) =0

(31) A vy +v) + (Avs +0v) =0

und daher (I § 42, @T); I § 46, (13); I § 58, 8) das Doppelverhiltnis:
(32) o= ' —h) (=1

A" —2) &, —7. )

Die vier Verbindungsebenen sowohl wie die vier Schwittpunkte von
vier festen Erzeugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden
der anderen haben ein vom A unabhingiges und zwar dasselbe Doppel-
verhalinis.®®)  Es heifit das Doppelverhilinis der wvier FErzeugenden

(§ 52, 7).
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§ 160. Das Pascalsche ﬁnd Brianchonsche Sechsseit im Raume.

1. Begriff des Pascalschen und Brianchonschen Sechsseits. Ein
unebenes Sechsseit (Fig. 227) mit den Seiten g,, g,, 95, 94, 95, 95 hat
drei Paare von Gegenseiten, g, und g,, g, und
95, 95 und gg, ferner drei Paare von Gegen-
ebenen und drei Paare von Gegenecken:

Eie = 919, Eus = 94955
Ess = 9594, Eoi = 96915
Ess = 9596) Ess = 93953
lEm =91><0s, Ly =9,><9s;

1)

1) By = 95><94 By = 95><913
By =95 ><gs) Eoy = 95><9s;
indem g,9, die Verbindungsebene und g, >< g, den Schnittpunkt der
Geraden g, und g, bezeichnet (§ 37, 1).

Es heift ein Pascalsches, wenn Es heifit ein Brianchonsches,
die drei Schnittlinien je zweier Gegen- wenn die drei Verbindungslinien je
ebenen: zweser Gegenecken:

Eyp><Ep =10y, EpEy =k,
(2) E,, >< Eg; = hy, @) EyE, =k,,

Eqe ><Egs =Dy Egg Egy = ks
¢n einer Ebene, der Pascalebene,|durch einen Punkt, den Brianchon-
liegen. punkt, gehen.

2. Andere notwendige und hinreichende Eigenschaften. Da
bei dem Brianchonschen Sechsseit die Verbindungslinien E;, E;, und
Eg,Ey durch einen Punkt gehen, also in einer Ebene liegen, so be-
finden sich auch die vier Ecken E,,, E; , E;, E;; und damit die
Gegenseiten g, = Fy F,;, und g; = EE;, in dieser Ebene. Mit Hin-
zufiigung des dualen Satzes folgt also:

Bei einem Pascalschen Sechs- Bei einem Brianchonschen Sechs-
seit gehen je zwei Gegenseiten durch | seit liegen je zwei Gegenseiten in
einen Punkt. einer Ebene. »

Liegen umgekehrt bei einem unebenen Sechsseit je zwei Gegen-
seiten g, und g,, g, und g;, g, und g, in einer Ebene E,,, Ey, Ey,
so schneiden sich diese drei Ebenen in einem Punkte P =E,, ><Ey ><E,,.
Da nun die Gerade %k, = E,E,, die Geraden g¢,, g,, sowie g,, g;
schneidet, also in den Ebenen E,,, sowie E, liegt, geht sie ebenfalls
durch P. Dasselbe gilt von ky = E,, E;, und ky, = E E,;,.
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Gehen je zwei Gegenseiten eines Liegen je zwei Gegenseiten eines
unebenen Sechsseits durch einen Punkt,| unebenen Sechsseits in einer Ebene,
so st es ein Pascalsches. 1s0 ist es ein Brianchonsches.

Jedes unebene Pascalsche Sechsseit ist daher auch ein Brianchonsches
und wmgekehrt. %)

3. Sechsseite auf den Linienflichen zweiter Ordnung. Die
Seite g, eines Brianchonschen Sechsseits schneidet die anschlieBenden
Seiten g, und g, und nach 2 auch die Gegenseite g,; ebenso schneiden
die Seiten g, und g; je die Seiten g,, g,, g, Daher gehéren (§ 74,6)
91> Js, g der durch g,, g,, g, bestimmten Linienfliche zweiter Ordnung
an, welche auch g,, g,, g, enthilt. Keine zwei von den drei Seiten
92, 94, 9¢ kOnnen in einer Ebene liegen, ohne daB das ganze Sechs-
seit eben wird. Entsprechendes gilt mit Vertauschung der ungeraden
und geraden Seiten.

Jedes Pascalsche und jedes Brianchonsche unebene Sechsseit liegt
auf einer Linienfliche zweiter Ordnung derart, daf3 seine drei ungeraden
Seiten g,, g;, g, der einen und seine drei geraden Seiten gy, g,, 9 der
anderen Schar von Erzeugenden angehoren.

Liegt umgekehrt ein Sechsseit auf dem Hyperboloid, so miissen,
da je zwei benachbarte Seiten in einer Ecke zusammentreffen, die
drei ungeraden Seiten g,,9,,9; der einen und die drei geraden g¢,,9,, 9
der andern Schar der Erzeugenden angehdren. Dann schneiden sich
aber auch die Gegenseiten g, und g,, g, und g;, g, und g, (§ 63, 4)
und so folgt nach 2:

Jedes auf einer Linienfliche zweiter Ordnung verzeichnete - Sechs-

seit st gleichzeitig ein Pascalsches und ein Brianchonsches unebenes
Sechsseit.

4. Mannigfaltigkeit der Sechsflache und Sechsecke bei gegebenen
Seiten. Wir haben bisher angenommen, daB die Seiten g, des der
Linienfliche aufgeschriebenen Sechsseits in bestimmter Reihenfolge ge-
geben sind, worauf die sechs Seitenebenen und sechs Ecken als Ver-
‘bindungsebenen wund Schnittpunkte je zweier aufeinanderfolgender
Seiten, wie in (1); (1") bestimmt sind.

Nun bleibt aber die unter 2 gefundene charakteristische Eigen-
schaft des durch seine sechs Seiten gegebenen Pascalschen und
Brianchonschen Sechsseits vollkommen erhalten, wenn man bei fest-
gehaltenen  ungeraden Seiten die geraden auf alle moglichen Weisen
vertauscht (oder umgekehrt), also die Anordnungen trifft:
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Sy = 91929591959 S, = 91949592959
3) Ss = 9194959695925 (3) Sy’ = 919:959595 94>
S5 = 9196959295945 Sy = 919695949592

Denn in jeder dieser Anordnungen schneiden sich je zwei Gegen-
seiten, die erste und vierte, zweite und fiinfte, dritte und sechste, weil
sie ungleichnamige Erzeugende der Linienfliche sind, auf der das
Sechsseit liegt. Alle sechs Sechsseite (3), (3") sind also Pascalsche und
Brianchonsche, sobald es das erste ist.

Die Seitenebenen und Ecken der sechs aus denselben sechs Seiten
gebildeten Sechsseite sind aber nicht dieselben, sondern beziiglich die
folgenden :

S1 =E;3Ey Eu EwsEssEers Si’ = ELEsEss E25 Ess o1
(4) S; = E4E43Es6Eqs Ege Esy,s Sy’ = Eyg EssEssEesEsuEurs
83 = EsEgs Ese B EqeE s Sy = Ei6EesEss By EgpEsyy
Si = E12 Ey E34 E, Ess E61 ’ S1' = E14 E; Egq E25 Es(; E61 ’
(4,) S2 = E14 E,; Ess Ess Ey, E21 »A S2' = E, 2 Eyy Ess Es5 Eg, E41 ’
Sy = EgEuEy Ey Ey By, Sy = E\;Eg By, Eys Egy B,y

wo wieder die erste und vierte, zweite und fiinfte, dritte und sechste
Seitenebene und Ecke als Gegenebenen und Gegenecken gelten.

Die beiden Kolonnen (3) und (3") sind so angeordnet, daB S,,
S;, S; einerseits und S, S,’, S,” andrerseits je durch zyklische Ver-
tauschung von gy, g,, gs in-
einander iibergehen, wih-
rend die Transposition 24
von (3) zu (3") tiberfithrt.

Jeder der neun Schnitt-
punkte der drei Erzeugen-
den g, gs, 95 (Fig. 228)
mit den drei Erzeugenden
935 s, g tritt unter den
Ecken (4') viermal auf,
ebenso jede der neun Ver-
bindungsebenen viermal unter den Seitenebenen (4).

Fig. 228.

b. Die sechs Pascalebenen und sechs Brianchonpunkte. Zu
jedem der sechs Pascalschen und Brianchonschen Sechsseite S;, S,
gehort eine Pascalebene TT,, TT, und ein Brianchonpunkt P,, P,
k=1,2, 3)

Da der Brianchonpunkt P, des Sechsseits S, auf den Verbindungs-
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linien der Gegenecken E,, mit E, und E,, mit E, liegt, so liegt er
auch in der Ebene E,,, welche die Seiten g, = F, E,, und g,=FE,, E,,
verbindet, ebenso in den Ebenen E;; und E;;. Er ist also der Schnitt-
punkt der Verbindungsebenen je zweier Gegenseiten. Ebenso ist TT,
die Verbindungsebene der Schnittpunkte E,,, E,, E,, je zweier
Gegenseiten. Da entsprechendes auch fiir die anderen Sechsecke gilt,
80 erhdlt man die sechs Pascalebenen und sechs Brianchonpunkte in
folgender Weise:

P, = E;, < Ey><Ej, P,/ =E;y><Ey><Ey;

9) P, = E\ < Eyy < By, Py = Ejg >< Byy < By
Py =E,, < By < By, Py’ = Eyy < Egy < Eyg5
M =E, EuE;, M = E,Ey Ey,;

Gy M, =E EyE;,, Ty = E By Egy
My = E, Ey Ey, My = E14E32 Ey.

6. Die analytischen Bedingungen der auf einer Linienfliche
liegenden Sechsseite. Die Seiten g,, g,, 93, 94, 95, 95 Seien Erzeugende
der Linienfliche § 159, (9); (10); die ungeraden mit den Parametern
Ay, A5, A5 sollen der Schar § 159, (15); (16), die geraden mit den
Parametern i,, 4,, 4, der Schar § 159, (15"); (16") angehioren. Als-
dann sind die Gleichungen der Seitenebenen und Ecken nach § 159,
{28); (29):
() {Em =Y — MY — A¥s + A 43y, =0, ‘

Epu=1 — 49 — 4y + 44y,=0, ...,
®) {Em = A Asv; + Aoy + Aoy + 0, =0,
E,= 30, + v, + 40, +v, =0, ...,
wo E,, E;y, ... und E,, E,, ... zugleich als Abkiirzungen fiir die
linken Seiten der Gleichungen der Ebenen und Punkte dienen.

Um die alsdann bestehenden Beziehungen zwischen den Ebenen
und Punkten analytisch darzustellen, benutzen wir wieder die in
§ 37, (4) und § 52, (24) eingefiihrten Abkiirzungen g,, o, 0,” (:=1,2, 3),
sowie die in § 52, (19) angegebenen fiir L, M, N, (:=1, 2, 3, 4).

Dann ergibt sich zunichst aus (6):

(1) 0'Ep— 1B = {(As — 45) (2 — 49) — (43 — %) (2, — 4¢) } 9,
— (A —A) (2 — A9) A —(As— A5) (Ay— Ae) Ay byg— =+ 4+
(8) e/ Es — 1Eys
= (A A+ A gt A A) — (A Ay + A5 A5 +2545) }yy
— {(A3 454+ 254, 2, + AyAghe)— (Ashohe+AgdiAytA Aghy) b yy— oo+
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und mit Benutzung der genannten Abkiirzungen:

) 0By — 0,Ep =TI,

(10) T, = (M, — Ny, + (M — Ny)ys +(M;—Ny)ys+ (M, —N,)y,,
und ebenso:

) o1 By — 0, Eyy = Py,

(10) P, = (M,—N,)v,—(My— Ny)vy—(My— Ny)vs+ (M, — Ny)o,,
wo TI,, P, ihrerseits als Abkiirzungen fiir die Ausdriicke rechts in
(10) und (10") gebraucht sind.

Nun haben die Ausdriicke § 52,(19) simtlich die Eigenschaft, un-
geindert zu bleiben, wenn gleichzeitig die drei ungeraden Parameter
A, 43, 4, und die drei geraden 1,, 1,, 4; je unter sich zyklisch ver-
tauscht werden, indem sich dabei die drei Glieder jedes Ausdrucks
selbst zyklisch vertauschen. Dagegen gehen dabei nach § 37, (4) o,
in g4, ¢ in @, und E;, in Ey, E,; in By, Ey, in By, Eyy in Ey
iiber. Mit zweimaliger Anwendung dieses Verfahrens erginzen sich
also die identischen Gleichungen (9) und (9") zu folgendem System:

0:Es—0,/E + T, =0, 0, Ey—o B+ P =0,
(11) 03By — 0’ Efg+ T, =0, (1Y) o3 Es — 0y Ejg+ P, =0,
03E5— 05'Eg + T, = 03 03 Fss — 05 Egs + P, =0.

Diese Gleichungen enthalten aber den Satz:
Jedes auf einer Linienfliche zweiter Ordnung verzeichnete Sechsseit
Ay dgAgd A hg ist ein Pascalsches und Brianchonsches.

7. Beziehung zwischen Pascalebene und Brianchonpunkt. Da-

bei sind:
(12) I, =0, (12) P =0
die Gleichungen der Pascalebene und des Brianchonpunktes.

Da aber zwischen Pol y, und Polarebene v, in bezug auf die
Fliche § 159, (9) nach § 149, (3") die Beziehung:

(13) Y9 Y2 Ys Yy =0y — Vg1 — V10
besteht, ergibt sich mit Riicksicht auf (10) und (10):

Pascalebene und Brianchonpunkt eines auf einer Linienfliche zweiter
Ordnung verzeichneten Sechsecks sind Polarebene und Pol in bezug auf
die Fliche.

Dies stimmt mit (5) und (5) iiberein, da E,,, E,,, E;, die Tangential-
ebenen der Fliche in den Punkten E,,, Ey, E,, sind.

8. Gleichung der Linienfliche eines Pascalschen Sechsseits. Sind

umgekehrt fiir sechs Ebenen E;3 =0, E;; =0, E;, =0, E;; =0, E;; =0,

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IIL 59
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Eg,= 0 in Verbindung mit einer siebenten TT, = O die Bedingungen

(11) mit beliebigen Faktoren g,, g, erfiilll, so liegen die Schnitt-

linien je zweier Gegenebenen des von den sechs Ebenen gebildeten

Sechsflachs wie in 1 in der Ebene (12). Setzt man nun zur Ab-

kiirzung: '

(14) 0Es="71, 0:Eu=7V: @Ex=7;;

0 Eu=—7), eEx=—Vy, oEp=—7V,; Th=—7,

so stellt die Gleichung:

(15) VP (Mt Vot V) VH (Vi Vi+ Va Vit Vi V) =0

analog wie § 37, (16), eine Fliche zweiter Ordnung dar, auf der die

sechs Seiten: :
9,:V,=0, Vy=0, g,:V,=0, Vi =0,.

des Sechsseits liegen.

Jedes Pascalsche oder Briamchonsche unebene Sechsseit liegt auf
einer Fliche zweiter Ordnung.

9. Die Steinerschen Linien der sechs Sechsseite aus sechs Er-
zeugenden. Bei einer wiederholten zyklischen Vertauschung der
Parameter 1,, 4,, 1, nehmen die identischen Gleichungen (11) und (11°)
die Form an (§ 52, (23)):

(16) {(Ts”'Em.— ?SE.%'." ]j[s = 0.7 (16) {9'3, B, — (’sEas + Py=0,

{Qz,Em_@z”Ess + T, =0, (17 {Qs "Eyq 92 Ess'l‘ P O
Diese Identititen kennzeichnen aber die Sechsselte ;S’, und Ss in

(4) als Pascalsche und in (4) als Brianchonsche.

Die Gleichungen der Pascalebenen und Brianchonpunkte der drei

Sechsseite (3) werden dabei:
T = (M,— Ny, + (My— Ny)ys+(Ms— Ny)y; +(M,—N,)y,=0,
(18) \Ty= (N, — L)y, + (Ny — Lo) y, +(Ny — L) ys+ (N, - DY=
n3= (Ly— M)y, + (Ly— My)ys +(Ly— My)ys+(Ly— M) y,=0;
- = (M4_ N)v;— (M;— Ny) vy,— (My— Ny) vy + (M, — )0,=0,
(187} P, l — L) v, —(Ny — Lg) v3—(Ny — Ly) v, + (N, Ll)”4_
P, —(L — M)v,— (Ly — My)v,— (L — My)vy+ (L, — M,)v,=
weil die zyklische Vertauschung von 4,, 1,, 1; die Ausdriicke L,, Mk,
N, in § 52, (19) selbst zyklisch vertauscht. Die Gleichungen der

Pascalebenen und Brianchonpunkte der drei Sechsseite (3") entstehen
aus (18) und (18" durch Vertauschung von i; und 2,.

17
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Da nun identisch: :
(19) M+, +T;=0, P+ P, +P,=0,
M+ Ty +T'=0, P1'+ P+ Py/=0,
so folgt (I § 51, (7)):
Die drei Pascalebenen der Sechsseite S,, S;, S; in (3), sowie
8, 8y, 85" in (3) gehen je durch eine Gerade und die drei Brianchon-
punkte der Sechsseite S,, Sy, S,, sowie S,, Sy, Sy’ liegen in einer Geraden
(Steinerschen Geraden,).
. Die Geraden seien mit g, ¢, h, h’ bezeichnet:
Ty <My <My =9, PP, P,=h,
M <T/<M=g, P/ P/P/=W.
Da aber der Punkt P, nach (2") auf der Verbindungslinie von
E; und E;, von E,;, und E, von E und E,; liegt, liegt er nach
(5") auf den Ebenen TT, TT,/, TT,. Dasselbe gilt von P,, da er nach
(4) auf der Verbindungslinie von E,, und E, E, und E,, E; und
E,, liegt, ebenso von P,. Da somit P,, ®,, P, alle auf ¢’ und ebenso

(20)

P/, Py, Py auf g liegen, so ist nach (20):

(21)
Zugleich folgt aber aus 7:

k=4,

K=g.

Die beiden Steinerschen Linien (21) sind reziproke Polaren in bezug
auf die Linienfliche, auf der die Sechsseite (3), (3") liegen.

10. Ubergang auf die Kurven und Kegel zweiter Ordnung

und Klasse.

Schneidet man das auf einer
Linienfliche -verzeichnete Sechsseit
mit einer Ebene A, so liefern die
sechs Seiten g, (k=1,2, ..., 6) des
Sechsseits die sechs Ecken G, eines
der  Schnitthurve einbeschriebenen
Pascalschen Sechsecks und die neun
Seitenebenen E,, neun Seiten e,
dieses Sechsecks (¢ =1, 3, 5;
=2, 4,6) (§52, 11).

Die sechs Pascalschen Ebenen
m, M, (k=1,2,3) liefern die
sechs Pascalschen Linien der den
Kombinationen (3),(3") entsprechen-
den Pascalschen Sechsecke, die

Projiziert man das auf einer
Linienfliche verzeichnete Sechsseit
von einem Punkte A, so liefern die
sechs Seiten g, (k=1,2,...,6)
des Sechsseits die sechs Seiten-
ebenen I, eines dem Beriihrungs-
kegel wumbeschriebenen DBrianchon-
schen Sechsflachs und die npeun
Eckpunkte E,, neun Kanten dieses
Sechsflachs (k=1,3,5; 1 =2,4,6).

Die sechs Brianchonpunkte
P, P/ (k=1,2,3) liefern- die
sechs Brianchonschen Linien der
den Kombinationen (3), (3") ent-

sprechenden Brianchonschen Sechs-
59*
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wieder zu je dreien durch die
Steinerschen Punkte G und G’
gehen, in denen die Steinerschen
Linien g und ¢’ die Ebene A
schneiden.

Die Steinerschen Punkte G
und G’ sind nach 9 harmonische
Pole in bezug auf die Schnittkurve.

Die Verbindungsfigur der
Ebene A mit einem Punkte 4 fiihrt
auf das einem Kegel zweiter Ord-
nung  einbeschriebene  Pascalsche
Sechskant.

§ 160, 10.

flache, die wieder zu je dreien in
den Steinerschen Ebenen I und I’
liegen, welche die Steinerschen
Linien g und ¢' mit dem Punkte
A verbinden.

Die Steinerschen Ebenen I
und I’ sind nach 9 harmonische
Polarebenen in bezug auf den Kegel.

Die Schnittfigur des Biindels
am Punkte 4 mit einer Ebene A
fihrt auf das einem Kegelschnitt
umbeschricbene Brianchonsche Sechs-

| seit (§ 37, 4).



