
VI. Abschn i t t . 

Flächen zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaten. 

I. Kapi te l . 

Allgemeine Koordinatentetraeder. 

§ 138. Die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung und ihre Trans
formation. 

1. Allgemeine Form der Gleichung. In bezug auf ein Koor
dinatentetraeder F1F2E3E4: (I §57, (1); (4)) ist die aUgemeine Gleichung 
einer Fläche zweiter Ordnung in I einer Fläche zweiter Klasse in lau
laufenden Punhtkoordinaten x±, x2 A fenden Ebenenkoordinaten ulf u2, 

(1) f = f(x13 x2, x3, # J (1') F = F(uu , u3, ) 
4 4 4 4 

i l i i i 

Die linke Seite der Gleichung, für die: 

(2) akl=alk |(2') eki^ elk 

sein soll, ist eine quadratische Form der vier Koordinaten.40) 

2. Die partiellen Ableitungen der Form. Wir bezeichnen den 
halben partiellen Differentialquotienten von ƒ nach xk und von F nach 
uk mit (§ 66, (5); § 75, (3)): 

4 I 4 

(3) fk=fk(?l> X2, > ^ ) = 2 a * ' ^ ' (3/) Fk = F*(Ul>U2y^>UÙ=2ekIUr 
1 I 1 

Alsdann gelten die Identitäten (§ 66, (6)): 
4 4 4 I 4 

(4) 2^=22^^=^ 2F*u*=F-
i l i I i 

Ist die Ableitung fh für einen bestimmten Punkt xk^ oder Fk für eine 
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bestimmte Ebene uk^ gebildet, so gebrauchen wir die Bezeichnungen: 

(5) fP-ftW*. 4{a), *3(n), *4W) |(5') F^ = Fk{u^\u^\u^\u^) 
* ! 4 

3. Die bilinearen Formen. In bezug auf zwei bestimmte Punkte 
%k

{m\ #/w) oder Ebenen u£m\ w/n) setzen wir zur Abkürzung (§ 67, (9)): 
4 4 4 4 

(6) fmn-fnm=22a">x^x^\^ F
mn-Fnm=22e^m)<i) 

i i j i i 
4 4 j 4 4 

i i I i i 

Diese bilinearen Formen gehen mit m = n wieder in die quadratischen 
Formen über: 

0 ) fmm = f(*i™, *2 (m) , *3 ( m ) , ^ ( m ) ) - : GO ^ . . = *W>, <m\ <m\ <m)\ 
4. Die Determinante der quadratischen Form. Die Determi

nanten41) der quadratischen Formen (1) und ( ) (§ 66, (15)): 

(8) - ^ =  
sind infolge von (2), (2') symmetrische Determinanten vierten Grades. 
Infolge dessen ist für die Unterdeterminanten dritten Grades Akl und 
zweiten Grades akl von A ebenfalls: 

(9) Akl = Alk, akl = alk ; 

und entsprechend für die Unterdeterminanten von E. 

5. Ausführung der Transformation. Zum Übergang von dem 
alten Koordinatentetraeder EtE2EBEé zu einem neuen JtJ2J^y dessen 
Ecken Jm die Koordinaten xk^ haben, dienen die Formeln (I § 63, (25)): 

4 

(10) % = 2 ^ . 
1 

Durch die Substitution (10) geht die quadratische Form der alten 
Koordinaten xk: 

4 4 

( ) f=22a"xxx' 
i i 

über in: 

f -22a^2m £ ) 2 ) Si2122a^m)xin) 1  
also in eine quadratische Form der neuen Koordinaten ym: 
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4 4 

(12) =22 » »> 
ï ï 

deren Koeffizienten nach (6) die Werte haben: 
4 4 

(13) L - L - ^ ^ ^ ^ 
1 1 

Sie sind bilineare Formen der Koordinaten je zweier Ecken Jm und Jn 

des neuen Koordinatentetraeders, bezüglich (für m = n) quadratische 
Formen der Koordinaten einer Ecke Jm (§ 41, 5). 

6« Invarianteneigenschaft der Determinante. Nach (6) und (5) 
kann man den Wert (13) auch in der Form darstellen: 

4 4 

(14) bmn = fmn=^x^№ mit (15) / » M - ^ o ^ M . 
1 1 

Daher ist nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 
(I Anm. 1, V, 3, (2)) einerseits: 

\ i \xtm , « s$o) Xiw\ \ftm ftm fam fj»\ 
\ 23 \ \ ^ m *,<*> ^ * 4 « ! #*> /• « / ; « #«> 

^31 ^32 "33 

6â4 ^ m x,m x3w x ^ K*> / ; « f3w US) 

\ 6* \ U 4 ) ^*) *â
(4) *4(4)1 l/ì<4) f,w / (4) /'/M 

und andererseits: 

/ i ( 2 ) /"2
(2) / ( 2 ) / i m I « <•» «*s «s* * i ( 2 ) **<2) * ( 2 ) *4 (2) 

/ ì ( 8 ) / J « / ( 3 ) /*«> | «3t «3* «33 «34 ' * 1 ( 3 ) ^ ^ 3 ( 8 ) ^ 4 ( 8 ) ' 

I /i(4) / i W / (4) #*> I I «4! «4* «43 «44 I I ̂  ® *P ^ I 
Durch Verbindung beider Formeln ergibt sich zwischen den drei 

Determinanten: 
(16) A = \akl\, - \ \, S - | » t ® | 

die Beziehung: 
(17) B = S2A. 

Die Determinante der transformierten Form ist das Produkt der 
Determinante der ursprünglichen Form und des Quadrats der Substi
tutionsdeterminante, oder: 

Die Determinante der quadratischen Form ist eine Invariante20) 
bei jeder Koordinatentransformation (§ 91, (7)). 

S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. II. 50 
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7* Beziehung der Unterdeterminanten dritten Grades. Infolge 
der Beziehungen (14) und (15) ist ferner (I Anm. 1,. V, 3, (3)): 

I Jmx) Amx) (w,) ! | Anx) Anx) Anx) \ 

\ \ \ rh ' ht \ 
umxn^ vmxnx 4 I ' I 

*-. „a. . . - 5 W , \<£? № « ^ • / 1' f? /ìw ! » 
! , . I * J >>,) M J>»,) J An,) A+) 1 

I "*1 "2 *3 I I *"l "2 "3 i 

! /<»x) f("i) Ani) \ I ,r(»i) r W ^(«1) I 
T*i JK 4 I 4 ' " ^ 1¾, ak kakh\ 

I /I"1' / f *' /Ï"0 X i ̂  { af•> \ Ia*.̂  "*,*> <4«, I 
I ' kx * *2 l | I I I f2 J, j 

Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn . 1 2 , w.w1w2%, 
\ \ , l.ltl2h Je die Permutationen (I Anm. 1, III, 2): 

(18) 1.234, 2.314, 3 1 2 4 oder 4.321 

bedeuten: 
4 4 

(i9) Bmn-22Ä^m)u^-
i i 

Hier sind Bmn, Akv u^ die Unterdeterminanten dritten Grades der 
neuen und alten Determinante und J., sowie der Substitutions
determinante 8 in (16). "* Die № sind zugleich die Koordinaten der 
Seitenflächen \m des neuen Koordinatentetraeders (I § 63, (30)). 

8. Beziehung der Unterdeterminanten zweiten Grades. Infolge 
von (14) und (15) ist endlich (I Anm. 1, V, 3, (4)): 

16 ! , A \ ^ ^ \ l / ^ / ^ l 
umxnx % ) i ^ J *i ** '*i '** 
ft ft ^ ^ ^ ! Jfih) «(«.) " \M) A"J ' 

I % 2 , , i , Xh X% | \tkx tK I 
| Anx) Anx) | 6 | K ) (nx) I j | 

| «*) ƒ(««) ^ J 1 * ("2) («,) | I a «  
ì '*i ' *» I * r i '2 ! ! ^ 1 ****I 

Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn mxm2 die mte, 
ntn2 die nte, & &2 die &te und ZXZ2 die ^ V a r i a t i o n der Reihe: 

(20) 23, 31 , 12, 14, 24, 34 
bedeutet: 

(2i) ßmn-22!a^m)^n)' 
1 1 

Hier sind ßmnJ akv pk^ die Unterdeterminanten zweiten Grades der 
neuen und alten Determinante und und der Determinante 8. 
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Die pj№ sind zugleich die Strahlenkoordinaten der Kante im des neuen 
Koordinatentetraeders (I § 63, (31)). 

Die Formeln (21) kann man (I § 63, (32); I Anm. 1, III, (11)) 
auch schreiben: 

~^d^LJ A S S 
l l 

oder nach (17) und mit Weglassung der Querstriche: 
e e 

(22) 8,,,=¾.^^1 

1 1 

Hier sind Bmn, „ qk№ die Unterdeterminanten zweiten Grades aus 
den Bmn, Akv ( \ die qk^ aber zugleich die Achsenkoordinaten der 
Kante im des neuen Tetraeders (I § 63, 8). 

9. Darstellung der neuen Koeffizienten und ihrer Determinanten 
durch die alten. Die Zusammenfassung der vorstehenden Ergebnisse 
gibt den Satz: 

Die Koeffizienten bmn der transformierten Form (12) und die aus 
ihnen gebildeten Determinanten zweiten, dritten und vierten Grades 
ßmn(Bmn), » > drücken sich durch die Koeffizienten akl der ur
sprünglichen Form (11) und die aus ihnen gebildeten Determinanten 
aki(\i)> Akì, A mittels der Formeln aus:11*) 

4 4 

I    
i 6 6 

I 1 1 

(23) l <èi<éi 

I    
* 4 4 

I * i 

wo S die Determinante der Substitution (10), № die Koordinaten der 
Ecken Jm, № die Strahlenkoordinaten der Kanten im, q£m) die Achsen
koordinaten der Kanten im und uk^ die Koordinaten der Seitenflächen 
\m des neuen Koordinatentetraeders sind (I § 63, 8). 

50* 
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10# Kovariante Funktionen. Gleichzeitig mit der Form (11) 
der Koordinaten eines Punktes sollen die folgenden Formen der Koor
dinaten einer Ebene, eines Strahles und einer Achse:117) 

4 4 

(24) F=22Ä"U*W» 
1 1 

6 6 6 6 

(25) 9 = 2 2 t t * ' M , =22A*'fc<& 
1 1 1 1 

auf das neue Koordinatentetraeder transformiert werden. Die Koeffi
zienten dieser Formen sind Unterdeterminanten aus den Koeffizienten 
akl der gegebenen Form (11). Zwischen den beiden Formen (25) 
besteht, wenn mit einem Proportionalitätsfaktor gesetzt wird 
(1 § 59, (8)):"9) 

(26) &=<%-> 

die Beziehung (I Anm. 1, III, (11)): 

(27) = *( . 

Zur Transformation dienen die Formeln (I § 63, (26); (27); (28)): 

4 

(28) Suk = 2 uf*t>m, 
1 

6 6 

(29) 2>*=2^*(m)**«" S^*=2tim)s™> 
1 1 

wo vtn, rm, sm die neuen Koordinaten von Ebene, Strahl und Achse 
sind. Danach wird: 

= 2 2 i 22 A^ M*(m) '( ) 1 *«v»' 
v =22 Kki2^m)r™2tin)r« 

- 2 2122^^^^1^-^ 
s4* = 2 2 A « 2 2*(m) s » 2 ^( ) s» 

=22122A** &( ) ««( ) Is».s« 
oder mit Rücksicht auf (23) und mit Wiederholung von (12): 

Beim Übergang von dem alten zu dem neuen Koordinatentetraeder 
gelten nebeneinander die folgenden Trans formations formein: 



§ 138, ïo—ii. 777 

4 A A A 

I 1 1 1 1 

I A A A A 

(30) 

v =22*** p* ft=2m2 p»*r™ r»> 
i i i i 

I e e e e 
1 i i i i 

Die Funktionen fy F, % sind Kovarianten, die sich je aus den 
neuen Koeffizienten und Variabein ebenso zusammensetzen wie aus 
den alten. 

11. Darstellung der alten Koeffizienten und ihrer Determi
nanten durch die neuen. Die Auflösungen der Gleichungen (10), 
(28) und (29) sind (I § 63, (25')—(28')): 

( 4 4 

Sym=2U*{m)X*> *m=2kX*iM)U*, 
(31) 

y 1 1 

Setzt man diese Werte in die transformierten Formen auf den rechten 
Seiten von (30) ein, so müssen sich rückwärts wieder die ursprüng
lichen Formen ergeben. Man erhält damit: 

s *22°» **x' - 2*2b* » 2 <m) x2<n) ' 
=22 {22b« <m) u'n) 1x*x» 

822A>«u*u' =22 B™2 **(m) u*2x'{n) ' 
-22\22 - .^^ ,, 

si22a"P№ =2m2 P>»»2 ̂ 1 ¾ ¾ ¾ 
=22 {2m2 A»- üm) tin)

 IM» 
s22A*№' =2m2 «2 *{ ) 2 { ) * 

• =22\22 ( 1>/ ))& ft-
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Glei
chungen folgt daher: 

m 
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Die Koeffizienten der ursprünglichen Form und die aus ihnen ge
bildeten Determinanten drücken sich dwrch die Koeffizienten der trans
formierten Form und ihre Determinanten mittels der Formeln aus:in) 

4 4 

I * x 

I e 6 

I x   

(32) j Wi ^ 
1 1 1 
I 4 4 

I 1 1 

mit derselben Bedeutung von xk^
m\ u£m\ p£m\ q£m) wie in (23). 

12. Transformation der Fläche zweiter Elasse. Die Form: 
4 4 

(33) F-S^Wb 
1 1 

geht mittels der Substitution (28) über in: 

S*F =]>}^jekl 2 <m) vm2<} vn 

oder nach (6'): 4 4 

(34) W=Ü^»«»V 
1 1 

13. Übergang auf gemeine Koordinaten. Für die Beziehung 
zwischen einem rechtwinkligen System Oxyz und einem schiefwinkligen 
O'x'y'z' gelten die Formeln § 91, (2); (3) und § 75, (6); (7). Daher 
ist dann in (10) und (28) zu setzen: 

/ # ! « = « , , x1^=«i, a^W=«j, xt<V = x0, 

mi x^=^ *im-A> «iw=A, **(4)=%, 
1 ; 4W=7„ * ( 2 ) = *, « - » * s W = * . , 

I »4W = 0, xf> = 0, x^ - 0, tjn - 1 ; 

| «i(1) = Ax, V ' = A2, <> - A3, V*) - 0, 
. K « - ^ V8)=B2, V-')=B8, < ) - 0 , 

^ ; « .«- ,, 8(
2)= 2, <8)= „ «SW=0, 

1 « 4 « - s < , vä>=%/, t*4«>=-s*e', «4w-s. 



§ 138, 13. § 139, 1—2. 779 

Danach ergeben sich aber mit akl für bki aus (12} die Formeln 
§ 66, ( 1 9 ) - ( 2 1 ) und mit bkl für ekl aus (34) die Formeln § 75, 
( 13 ) - (16 ) . 

§ 139. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung nach dem Rang. 

1. Begriff des Banges. Nach § 138, (23) und (32) ist jede der 
neuen Determinanten vierten, dritten, zweiten und ersten Grades 

» > ßmn> eine lineare homogene Funktion der bezüglich gleich-
gradigen alten Determinanten A, Akv akv akl und umgekehrt. Ver
schwinden daher alle alten Determinanten eines bestimmten Grades, 
so verschwinden auch alle neuen desselben Grades und umgekehrt. 
Das Verschwinden aller Determinanten eines bestimmten Grades, welches 
überdies das aller Determinanten höheren Grades nach sich zieht (I 
Anm. 1, III, (17); II, (6); I, (4)), ist daher eine vom Koordinatentetra
eder unabhängige Eigenschaft der Fläche, die wir als ihren Rang 
bezeichnen. Wir nennen nämlich die Fläche zweiter Ordnung § 138, 
(1) oder zweiter Klasse § 138, (1') vom Range 4, wenn die Determinante  

=4= 0 ist; vom Range 3, wenn A = 0, aber nicht alle Unterdeter
minanten dritten Grades Akl verschwinden; vom Range 2, wenn alle 
Akv aber nicht alle Unter determinanten zweiten Grades akl verschwinden; 
vom Range ly wenn alle aklJ aber nicht alle Elemente akl verschwinden. 

Der Rang der Fläche zweiter Ordnung (oder zweiter Klasse) ist 
vom Koordinatensystem unabhängig.™) 

2. Bedingung für das Fehlen einer Koordinate in der Gleichung 
der Fläche. Die Fläche: 

4 4 

(1) f=]>}2akiXkXl=0 

1 1 

hat nach § 138, (12) in bezug auf irgendein neues Koordinatentetra
eder J1J2Js^é die Gleichung: 

4 4 

(2) f=^m^?nbmnymyn==0, hmn=fmn = fnm. 
i i 

Wir nehmen an, daß in dieser Gleichung die Koeffizienten der 
vier Glieder, die y± enthalten, verschwinden, also (§ 138, (6)): 

4 

(3) fmi=0 oder ^ # 4 > * 4 < " > - 0 , m = 1 , 2 , 3 , 4 . 
1 

Aus diesen in den vier Größen fk& linearen homogenen Gleichungen 
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mit der nicht verschwindenden Determinante S (§ 138, (16)) folgt aber 
(I Anm. 2, III, 3): 

4 

(4) / - / ) = 0 oder ^aHx?)=0, * - 1 , 2 , 3 , 4 . 
1 

Wenn umgekehrt die Ecke J"4 = ^\ x2&\ xs^\ xffi den vier Glei
chungen (4) genügt, so bestehen die vier Gleichungen (3). So folgt 
allgemein : 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung für das Fehlen der 
Koordinate ym{m = 1, 2, 3 oder 4) in der Gleichung (2) ist, daß die 
Koordinaten #/w) der Ecke Jm des neuen Koordinatentetraeders den vier 
Gleichungen genügen: 

(5) /*(#i> #2, ^ n O = 0 , £ = 1 , 2 , 3 , 4 . 

Ausgeschrieben lauten diese: 

t a^ X^ -f- (1^2^2 T~ ^ 1 3 ¾ ^ 1 4 ¾ = ^ > 

^ 2 2 ¾ " ^ 2 3 ¾ " ^ 2 4 ^ 4 — ^ ; 

(o) j 

1%1 l ^ 3 2 ¾ T" ^ 3 3 ¾ ~T" %4*^4 = = ^ ; 

^ 4 1 ¾ ~T ^ 4 2 ¾ " " ^ 4 3 ¾ I ^44^4 = = " * 

Ebenso fehlt die Koordinate vm in der transformierten Gleichung 
der Fläche zweiter Klasse (§ 138, (34)), wenn die Koordinaten ufm) 

der Seitenfläche \m des neuen Koordinatentetraeders den vier Glei
chungen genügen: 
(60 Fh(u1,u2,ub,u4) = 0, 4 = 1 , 2 , 3 , 4 . 

3 . Eigentliche und uneigentliche Flächen. Im allgemeinen 
gibt es keinen Punkt, der den Gleichungen (6) oder (5) genügt. Falls 
es aber einen solchen Punkt gibt, so ist er ein Punkt der Fläche 
selbst, da nach § 138, (4) identisch: 

4 

CO 2*/ = 
i 

Wir nennen daher49) 
jeden den Gleichungen (5) genügen- \jede den Gleichungen (5') genügen
den Punkt einen singulären (Doppel-) i de Ebene eine singulare (Doppel-) 
Punkt der Fläche f = 0. | Ebene der Fläche F=0. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß die Gleichungen 
(6) keine Lösung haben, ist aber: =|= 0; also: 

Die Flächen zweiter Ordnung I Die Flächen zweiter Klasse vom 
vom Range 4 haben keinen singu- j Bange 4 haben keine singulare 
lären Punkt (§ 78, 2). ; Ebene. 

file:///jede
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Sie heißen eigentliche Flächen zweiter Ordnung, bezüglich Klasse. 
Ihre Gleichung enthält, auf welches Koordinatentetraeder sie auch 

bezogen ist, stets alle vier Koordinaten. 
Flächen geringeren Banges haben stets einen oder mehr singulare 

Punkte. Ihre Gleichungen können in weniger als vier Koordinaten 
dargestellt werden. Sie selbst gehören also niedrigeren Mannigfaltig
keiten als dem Räume an und heißen daher uneigentliche Flächen 
zweiter Ordnung, bezüglich Klasse. 

4, Flächen mit einem singulären Punkt. Ist die Fläche (1) 
vom Range 3, so daß A = 0, aber nicht alle Akl verschwinden, so 
gibt es (I Anm. 2, III, (12)) einen singulären Punkt, für dessen Ko
ordinaten xk° aus (6) hervorgeht:79) 

(8 ) Xx : #2 : #3 : Xé = : 2 : : 4fc4> 

= 1, 2, 3 oder 4. 
Wählt man diesen Punkt als Ecke Jé des neuen Koordinaten

tetraeders, also: 

(9) **(4)=**°, 
so verschwindet aus (2) nach 2,1 die Koordinate yé und die Gleichung 
der Fläche wird: 

3 3 

(10) 22J«"«=0' 
1 1 

Die Form dieser Gleichung zeigt (I § 72, (18)): 
Die Fläche zweiter Ordnung vom \ Die Fläche zweiter Klasse vom 

Bange 3 ist ein Kegel zweiter Ord- Bange 3 ist ein Kegelschnitt; ihre 
nung; ihr singulärer Punkt ist die singulare Ebene ist die Ebene des 
Spitze des Kegels (§ 79, 3). \ Kegelschnittes. 

5. Determinante und Unterdeterminante des Kegels. Die Deter
minante der Gleichung (10), insofern sie als Gleichung zwischen den 
vier Variabein betrachtet wird, ist (§ 138, (17)): 

I hl h* 613 0 I 

(11) J? = j K h * K > S » i - 0 . 
&31 32 33 ° 

| I 
Daher verschwinden alle Unterdeterminanten JBmn bis auf die eine: 

| hl 612 hb [ 

( 1 2 ) - # 4 4 = hl &22 hb \> 

I ^31 3̂2 3̂3 I 
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die nicht verschwindet, da die Fläche vom Range 3 sein soll (vgl. 1). 
Infolgedessen verkürzt sich die vierte Gleichung § 138, (32) auf:121) 
(13) 8'Att~Bux^xtm^Buxtmx,m. 

Ist die Fläche (1) ein Kegel, so zerfallen die Unterdeterminanten 
Akl je in zwei Faktoren in dem Sinne (13), wo xk° die Koordinaten 
der Spitze sind. 

Indem man diese Werte in die Form § 138, (24) eiaSührt, ergibt 
sich:118) 4 4 

(14) S*F= Bu^2jx°xt»ukut = BjJZxftb)'. 
1 1 1 

Für den Kegel ist die Kovariante F, bis auf einen konstanten 
Faktor, das vollständige Quadrat einer linearen Form (§ 42, (14)). 

Dasselbe folgt aus der zweiten Gleichung § 138, (30) in der Form : 

(15) 8>F-Buvf, 
wo der Wert von v4 aus § 138, (31) mit Rücksicht auf (9) zu ent
nehmen ist. 

6. Flächen mit singulärer Linie. Ist die Fläche (1) vom Range 
2, so daß alle Akl, aber nicht alle akl verschwinden, so gibt es oo1 Punkte, 
die Punkte einer geraden Linie, die den Gleichungen (6) genügen. 
Wir nennen diese Linie die singulare Linie der Fläche und finden 
aus (6) für ihre Achsenkoordinaten (I § 61, (13)): 

(16) q±°: q2°:q3°: qà°: q6°: q6° = cckl: ak2: : : : , 

wo = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 ist. 
Wählt man auf dieser Linie die beiden Ecken J3 und J*4 des 

neuen Tetraeders, also •(§ 138, 9; I § 63, Fig. 320): 

(17) « -
so verschwindet aus (2) nach 2,1 sowohl die Koordinate als yà, und 
die Gleichung der Fläche wird: 

2 2 

(18) 22^W'=0' 
1 1 

Die Fläche zweiter Ordnung vom I Die Fläche zweiter Klasse vom 
Bange 2 ist ein Ebenenpaar. Ihre Bange 2 ist ein Punktepaar. Ihre 
singulare Linie ist die Schnittachse singulare Linie ist der Verbindungs-
des Paares. [strahl des Paares. 

7. Determinante und Unterdeterminanten des Ebenenpaares. 
Die Determinante der Gleichung (18), insofern sie als Gleichung mit 
vier Variabeln betrachtet wird, ist (§ 138, (17)): 
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I | 
I boi be© 0 0 ) 

(19) - "•• " n f t U s ' l - 0 . v ' ] 0 0 0 0 l 

| 0 0 0 0 1 

Daher verschwinden alle Unterdeterminanten ßmn bis auf die eine: 

(20) Ar-I^M' 
I °21 °22 1 

die nicht verschwindet, da die Fläche vom Range 2 sein soll (vgl. 1). 
Infolgedessen verkürzt sich die zweite Gleichung § 138, (32) auf: 
(2i) S 4 , - / W 4 m - A . a e a e . 

Ist die Fläche (1) ein Ebenenpaar, so zerfallen die Unterdeter
minanten akl je in zwei Faktoren im Sinne (21), wo qk° die Koordi-
dinaten der Doppellinie sind.121) 

bdem man die Werte (21) in die Form § 138, (25) einführt, 
ergibt sich:118) 

6 

(22) 8*9- /3S82 'S bVft f t - A» Œ *'*>)'• 
1 1 1 

Für das Ebenenpaar ist die Covariante Form <p, bis auf einen kon
stanten FaMor, das vollständige Quadrat einer linearen Form. 

Dasselbe folgt aus der dritten Gleichung § 138, (30) in der Gestalt: 

9 = ßbbrzy 

wo der Wert von r3 aus § 138, (31) mit Rücksicht auf (17) zu ent
nehmen ist. 

8. Koeffizienten und Koordinaten der beiden Ebenen des 
Ebenenpaares. Sind uk und uk" die Koordinaten der beiden Ebenen 
des Paares, so ist bis auf einen Faktor: 

4 4 4 4 

1 1 1 1 

und dementsprechend ergibt sich69): 
Zwischen den Koeffizienten der Gleichung (1) eines Ebenenpaares 

und den Koordinaten der beiden Ebenen des Paares bestehen die Be
ziehungen : 

(23) a * i - i ( u * V + < 0 -
Die Bestimmung von uk, uk durch akl wird sich § 143, 7 ergeben. 

9. Flächen mit einer singulären Ebene. Ist die Fläche (1) 
vom Range 1, so daß alle ukl, aber nicht alle akl verschwinden, so 
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gibt es oo2 Punkte, die Punkte einer Ebene, die den Gleichungen (6) 
genügen. Wir nennen diese Ebene die singulare Ebene der Fläche 
und haben aus (6) für ihre Koordinaten: 

(24) < : °: t%°: < = akl : ak2 : ak3 : , 

wo = 1, 2, 3 oder 4 ist. 
Wählt man auf dieser Ebene die drei Ecken J2, J3, Jà des neuen 

Tetraeders, also: 

(25) « » « - « 
so verschwinden aus (2) nach 2, I y2, y3 und yà, und die Gleichung 
der Fläche wird: 
(26) W = 0 . 

Die Fläche zweiter Ordnung vom I Die Fläche zweiter Klasse vom 
Bange 1 ist eine Doppelebene, ihre \ Bange 1 ist ein Doppelpunkt, ihr 
singulare Ebene. singulärer Punkt 

10. Determinante und Koeffizienten der Doppelebene. Von 
der Determinante verschwinden alle Elemente außer bn. Zugleich 
ist nach der ersten Gleichung § 138, (32): 

(27) £ = ^ (1 (1)=&1 °-
Ist die Fläche (1) eine Doppelebene, so zerfallen die Koeffizienten 

akl je in zwei Faktoren im Sinne (27), wo uk° die Koordinaten der 
Doppelebene sind.121) 

Mit diesen Werten wird aus (l):118) 
4 4 4 

(28) 8*f~ 2} 2i « » = 6u(2? <tf-
1 1 1 

Für die Doppelebene ist die Form f selbst ein vollständiges Quadrat 

11. Allgemeinheit der Bedingungen des Banges. Der Bang 
einer Fläche (1) wurde unter 1 als eine Eigenschaft ihrer Determinante 
A definiert. Die Entwicklungen 2—10 haben aber die geometrische 
Bedeutung des Ranges ergeben. Sie zeigen, daß die § 81, (27) für 
gemeine Koordinaten aufgestellte Tabelle auch für Tetraederkoordinaten 
dieselbe bleibt. 

Die Gleichung (1) stellt nämlich je nach dem Bang ihrer Deter
minante folgende Flächen dar16): 

j A =)= 0: Eigentliche Flächen zweiter Ordnung; 

\A = 0, AkJ=)r 0!: Kegel zweiter Ordnung; 

I = 0, Akl= 0!, #*,+ 0!: Getrennte Ebenenpaare; 

l j . = 0, Akl=0l, cckl= 0!, akl=$=0l: Doppelebenen. 
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Dabei soll unter Akl= Ol oder Akl=^0\ usw. verstanden werden, 
daß „alle Akl=Q" oder „nicht alle Akl=0u usw. Infolge der Iden
titäten § 79, (10); § 81, (17); (24) können aber bei reellen akl die drei 
letzten Zeilen (29) auch in der Form gegeben werden: 

[ A = 0, A' + 0: Kegel zweiter Ordnung; 

(30) | A = 0, A = 0, " + 0; Getrennte Ebenenpaare; 

IA - 0, J / = 0, ^ " = , 4 ' " + 0: Doppelebene, 

wo Ä, A", Ä" die Summen der Hauptunterdeterminanten dritten, zweiten 
und ersten Grades der Determinante A bedeuten (§ 79, (5); (6); (7)). 

§ 140. Gleichzeitige Transformation der Fläche zweiter Ordnung 
und der Ebene. 

1. Gleichungen von Fläche und Ebene. Die beiden Gleichungen: 
4 4 | 4 4 

(1) f - 2 2 V ^ = 0 ' ) f = S25 e A M 'Ä 0 , 

1 1 1 1 
4 • 4 

(2) M ^ V ^ 0 k2') ^ 2 , I ; A = S Ö 

i i 

stellen zusammen den Ort der stellen zusammen den Ort der 
Punkte dar, die gleichzeitig einer Ebenen dar, die gleichzeitig einer 
Fläche zweiter Ordnung und einer Fläche zweiter Klasse und einem 
Ebene angehören. Es sind die Punkte angehören. Es sind die 
Gleichungen der Schnittlinie der Gleichungen des Berührungsicegels 
Fläche mit der Ebene in laufenden von dem PunJäe an die Fläche in 
PunJctkoordinaten. \ laufenden Ebenenkoordinaten. 

2. Gleichzeitige Transformation von Fläche und Ebene. Beim 
Übergang zu einem neuen Koordinatentetraeder ändert sich die Glei
chung (1) nach § 138, (12) in: 

4 4 

(3) f=^24«W» = 0 

1 1 

und die Gleichung (2) in der Weise (I § 63, (36)): 
4 

(4) =2*; =0, 
i 

wo vm den Wert § 138, (31) hat. 
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Dies sind die Gleichungen der Schnittlinie in bezug auf das neue 
Koordinatentetraeder J±J2JBJ^ 

3. Invarianteneigenscbaft^der geränderten Determinante. Die 
mit den Koordinaten der Ebene (2) geränderte Determinante der 
Fläche (l):119) 

(5) A** 

an a12 % alé ut 

^21 ^22 ^23 ^24  

«31 %2 34 UB 

a4i atö au u± 
U2 US W4 0 

ist eine der Zusammenstellung von Fläche und Ebene, beziehungs
weise der Schnittlinie f Xu beider eigentümliche Konstante. In 
gleicher Weise sei: 
/6N »= \     

Durch Entwicklung der Determinanten (5) and (6) nach den 
Elementen der letzten Zeilen und Kolonnen ergibt sich: 

4 4 4 4 

(7) ^=-22^«' ^=-22^¾^ 
i i i i 

Die negative geränderte Determinante ist daher die Form -Fin § 138, (24): 

(8) Au=-F. 
Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist wie in 

§ 138, 6 mit Kücksicht auf § 138, (31): 

! • • bu ̂ i 

&41 • • 44 

vt . . v±  

x^. . xéW 0 

x^. . */*> 0 
0 . . 0 1 

( 1 ) . . (1) *i 

u± . ..u± 0 

fiW--Ul)4 I 1 ^ ) . . ^ ( 4 0 1 \an..auUl 

ux . . u± 0 

xxW . . xf) 0 

0 . . 0 1 
a*> u± 

.. ué 0 

und danach, in Übereinstimmung mit der zweiten Gleichung § 138,(30): 

(9) B°=S2A\ 

Die geränderte Determinante ist Simultaninvariante von Fläche und 
Ebene (§ 43, 2). 
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4. Gleichungen von Fläche und zwei Ebenen. Kommt zu (1) 
und (2) noch eine Ebene, bezüglich zu (1') und (2') noch ein Punkt: 

4 I 4 

(io) «'=2<**=o (WO *'=2**4=0 
1 I 1 

hinzu, so stellen die drei Gleichungen 
(1), (2), (10) das Paar der Schnitt- | ( ), (2'), ( ') das Paar der Tau
punkte dar, welche die Fläche zwei- gentialebenen dar, welche die Fläche 
ter Ordnung mit der Geraden zweiter Klasse durch die Gerade 
q = gemein hat. \p = xx sendet. 

Bei der Transformation wird wie in (4): 
4 

ai) „ ' = 2 . ^ = 0 . 
i 

5. Die zweifach geränderte Determinante als Invariante. Die 
mit den Koordinaten der beiden Ebenen (2) und (10) geränderte 
Determinante der Fläche (l)1 1 9): 

I a n ai2 ais 'au ui ui | 

| «21 %2 «23 «24 U2 U2 \ 

, 1 2 ) ^ ^ ' = 1 übl ^32 ^33 ^34 ^ %' 
a 41 «42 «43 «44 U4L  

\ ux 0 0 I 

I / 4' 0 0 I 
ist eine der Zusammenstellung der Fläche und der Schnittlinie der 
beiden Ebenen (vgl. (16)) eigentümliche Konstante. In gleicher 
Weise sei: , x x , , , , 

(13) £**'= % ^ 

Wie unter 3 ergibt sich, wenn S als Determinante fünften Grades 
dargestellt wird: 
(14) B°°'=S*AUU'. 

Die zweifach geränderte Determinante ist Simultaninvariante von 
Fläche und Gerader. 

6. Entwicklung der zweifach geränderten Determinante nach 
Linienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie q = X  
= vxv' sind (I § 63, (13); (14)): 

_, « I l v v I 
4 \ ; v % 
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wo Je und m die Nummern der Variationen JcxJe2 und m1m2 in § 138, 
(20) bedeuten. Nach diesen Koordinaten entwickelt, werden die Deter
minanten (12) und (13) :193) 

6 6 6 6 

(16) i - ' - ^ J ^ f t , B^=^^nß--smsn, 
1 1 1 1 

wo Je, Ï, m, n die zu Je, l, m, n komplementären Variationen sind, oder 
auch (I Anm. 1, III, (11)): 

6 6 6 6 

i i i i 

Setzt man jedoch wie § 138, (26) mit einem Proportionalitäts
faktor 6: 

(18) fce*ft-7 
so wird (I § 63, (28'); (32); (27')): 

und damit: 
(18') s^aSrj. 

Danach kann man für (16) auch schreiben: 
6 6 6 6 

(19) A'«-*2Ì2Ì"**M> V-^SSb**»''-
i i i i 

Die Invarianteneigenschaft (14) folgt daher auch aus der dritten 
Formel § 138, (30). 

Die zweifach geränderte Determinante deckt sich in der Tat mit  
Formen § 138, (25) derart, daß nach (17) und (19): 

(20) AA»U' = , Auu' = 62<p (vgl. § 138, (27)). 
7. Entwicklung der zweifach geränderten Determinante nach 

Ebenenkoordinaten. Statt nach den Elementen der beiden letzten 
Zeilen und Kolonnen entwickeln wir jetzt die Determinante (12) nur 
nach einer letzten Zeile und Kolonne und bezeichnen zu dem Zwecke 
diejenigen sechszehn Unterdeterminanten vierten Grades der geränderten 
Determinante Au in (5), die zugleich die geränderten Unterdeter
minanten Akl der Determinante A sind (§ 138, (9)), mit: 

I ahhahh ahh 4 I 

I abh a",h a*,h M*. 

I \ uh uh ° I 
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wo Je und l die Nummern der Variationen 1ctk2Jcs und \ 1 in der 
Reihe 2 3 4 , 3 1 4 , 1 2 4 , 3 2 1 sind (§ 138, (18)). Entsprechend be
zeichnen wir die Unterdeterminanten von Bv in (6). 

Die Entwicklung der Determinanten (12) und (13) gibt dann:1*2) 
4 4 4 4 

(22) *--%2!*№*,'•, *"--22B~«' 
1 1 1 1 

Vermöge der Transformation von dem einen Koordinatentetraeder 
auf das andere ist aber nach (14): 

4 4 4 4 

(23) s»Jg2?4X<- 5 2 ¾ ^ ^ 
1 1 1 1 

identisch in bezug auf die beiden Ebenen v und u, v. 

8. Beziehung der geränderten Unterdeterminanten zueinander. 
Setzt man in der Identität (23) mit Rücksicht auf § 138, (28) und 
(31) entweder links: 

(24) S < = 2 M * < m > < ' - ' = 2 '( )"«' 
oder rechts: 

(25) <-2** <> <"2X^^ 
so folgt identisch in v^9 vn', bezüglich uk\ w/: 

22A"2m2<i)v>^n)< 
=2m2\22Ä>tm)^<'<=22B™»v™< 

und: 

^2 2 A»<< -2 2 B™ 2 2 **(" (" ' 
=22{2m2B^^m)x^n)\« 

Durch Gleichsetzen der beiderseitigen Koeffizienten von v^vn' und   
' ' ergibt sich daher:113) 

Zwischen den geränderten Unterdeterminanten dritten Grades Akl 

und Bmn der ursprünglichen Determinante A und der transformierten  
bestehen die Beziehungen: 

, 4 4 

: = 2 2 >*( ) <{ )> 
( 2 6 ) \ \ 

^ i i 

Stande, Flächen zweiter Ordnung. II. 51 
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9; Gleichungen von Fläche und drei Ebenen. Nimmt man zu 
(1), (2), (10) noch eine dritte Ebene: 

4 

(27) M " = 2 < 4 = 0 
1 

hinzu, so bedeutet das gleichzeitige Bestehen der vier Gleichungen (1), 
(2), (10) und (27), daß der Schnittpunkt wxu'x u" der drei Ebenen 
auf der Fläche f liegt. 

Bei der Transformation wird wie in (4) : 
4 

(28) M"=2U;'3,m = o. 

10. Die dreifach geränderte Determinante als Invariante« Die 
mit den Koordinaten der drei Ebenen (2)/(10), (27) geränderte Deter
minante der Fläche (1): 

I au ai2 «13 ai4 ui ui V I ' 

| «21 «22 a23 «24 U2 V 

«31 «32 «33 «34 Ub % " 

(29) A u u ' u " = \ a41 a42 aa- a^ u± ué' u± 

\ u2       

«4' 0 0 - 
ff ff ff ff r\ n r\ 

\ ut u±  

ist eine der Zusammenstellung der Fläche und des Schnittpunktes der 
drei Ebenen eigentümliche Konstante, die sich nicht ändert, wenn 
für u, uf, u' drei andere durch den Schnittpunkt gehende Ebenen 
gesetzt werden (I § 58, (29); Anm. 1, IV, 4). In gleicher Weise sei: 

^ , „ I &11 bl9 &1 ± Vi V/ Vi" I 
(3Q\ j Ç © c ' t > " l 1 1 1 2 1 3 1 4 1 1 1 

Wie unter 3 ergibt sich, wenn S als Determinante sechsten Grades 
dargestellt wird: 
(31) &*v» ^ ßijuu'u'\ 

Die dreifach geränderte Determinante ist Simultaninvariante von 
Fläche und Punkt. 

11. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Punktkoordinaten. Die Koordinaten des Schnittpunktes der drei 
Ebenen (2), (10), (27) sind im alten und neuen System:113) 



§ 140, 11—12. 791 

- 'I uh % % f ' I V V % I 
(32) ^ K \ < , : Sym = \ V % % 'I, 

\uh \ ;' I*«* * I • 
k.ktk2k3, m.m1m2ms = 1.2 3 4, 2 . 3 1 4 , 3.1 2 4, 4.3 2 1 , wo der an sich 
unwesentliche Faktor S hinzugefügt ist, um den Formeln § 138, 
(31) zu entsprechen, wie § 43,4 . Damit gibt die Entwicklung der 
Determinanten (29) und (30) nach den Unterdeterminanten der drei 
letzten Zeilen und Kolonnen:™) 

4 4 4 4 

(33) Ä**«'- - 2 2 * >=- B°v""= - s'S12 ™ ™ «-
1 1 1 1 

Die Invarianteneigenschaft (31) folgt daher auch aus der ersten Glei
chung § 138, (30). 

12. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Linienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie der beiden 
Ebenen und u' oder v' und v" sind wie in (15): 

I u! u'i I I v' v'f I 
(34Ì * ' - h *' * ' e

 m* ^ 

I uh I I V % I 
Diejenigen 36 Unterdeterminanten dritten Grades der geränderten 
Determinante Au in (5), die zugleich die geränderten Unterdeterminanten 
akl der Determinante A sind (§ 138,(9)), bezeichnen wir mit (vgl. (21)): 

I ahh ahh uh I 
(35) < ,= ^ ¾ uK L . 

I «* ^ ° I 
wo & und l die Nummern der Variationen ^ ¾ und \ \ in § 138, (20) 
bedeuten. Entsprechend bezeichnen wir die Unterdeterminanten von 
B° in (6). 

Die Entwicklung der Determinanten (29) und (30) dtew Unter-
determinanten der zwei- letzten Zeilen und Kolonnen gibt alsdann: 

6 6 6 6 

(36) Ä^"=^}2<'q^ B°°""S2P™$^ 
i i i i 

oder nach (18) und (18'): 
6 6 6 6 

(37) A-'r-J^'S^A'tii *""- *8 2 .2 ~ -
1 1 1 1 

51* 
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Danach ist vermöge der Transformation von dem einen Koordinaten
tetraeder auf das andere nach (31): 

(38) 2} 2 <'p«'ti -2 2 «•'-*••'• 
i i i i 

13. Beziehung der geränderten Unterdeterminanten zueinander. 
Setzt man in der vermöge der Transformation identischen Gleichung 
(38) links, bezüglich rechts nach § 138, (29); (31): 

(39) A ' = 2 A W f - ' ^rm=^}qk^pk\ 
so ergibt sich: 

2 2(22^^)^-2 2 &><<> 
$2 2 .̂Afc-2? 2\2m2 «-bw *(B) I A'A'-

Zwischen den geränderten Unterdeterminanten zweiten Grades akl 

und ßmn der ursprünglichen Determinante A und der transformierten  
bestehen die Besiehungen: 

( e e 

=22<^ )^ )> 
(40) 

s4«» -22^-^^-
^ i i 

14. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Ebenenkoordinaten. Wir bezeichnen diejenigen sechszehn Unter
determinanten fünften Grades der zweifach geränderten Determinante 
Auu' in (12), die zugleich die zweifach geränderten Unterdeterminanten 
Ahl der Determinante A sind (vgl. (21)), mit: 

I %h %k akih I 
aKh aKh aKh UK UL 

(4 1) ATi' = a*,h 1 akzh < i 
uh uh uh 0 0 

I u'h I 
und entsprechend die aus bmnJ vm, v'm gebildeten. 

Die Entwicklung der Determinanten (29) und (30) nach den Ele
menten der letzten Zeile und Kolonne gibt alsdann: 

4 4 4 4 

(42) 4-«'-"=-22A™'<' <••> **"'*"=-22 B"n < <• 
i i i i 
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Danach folgt aus (31): 
4 4 4 4 

(43) S^^AtfX'u," - ^ 2 
1 1 1 1 

15. Beziehung der geränderten Unterdeterminanten zuein
ander. Setzt man hier links, bezüglich rechts nach (24) und (25): 

(44) w=S<m)<> *»S*tm)<> 
so folgt: 

SmS ! SSA™'<m)< ) 1 < < SSB™< <> 
s'2*2!4?<<SS{SSB£xf')a!f)te<-
Zwischen den zweifach geränderten Unterdeterminanten dritten 

Grades Akl und Bmn der Determinanten und bestehen daher die 
Beziehungen: 

( 4 4 

K°:SSA»'<m)<n)' 
(4 5) 

S'Ait'S^BX**™**™-
\ 1 1 

§ 141. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Range. 

1. Einführung der schneidenden Ebene als Koordinatenebene. 
Die auf ein Koordinatentetraeder 2 bezogenen Gleichungen: 

4 4 4 

(1) fSSaX'x><x>=0> (2) « = 2 * *=0 

1 1 1 

der Schnittkurve einer Fläche zweiter Ordnung f und einer Ebene  
erhalten in einem beliebigen neuen Tetraeder mit den Ecken ^J^J^ 
die Form § 140, (3) und (4). 

Nimmt man dabei die Ebene selbst als Seitenfläche l4 des 
neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden: 

(3) t*/4) = , MgW = u2> u^ = ubJ u^ = u± 

die alten und mit Rücksicht auf § 138, (31) und die Definition der 
Uj№ in § 138, 7: 

4 

(4) 1 - 0 , v2 = 0, * 8-0, C l=2^'% ( 4 )=S 
1 

die neuen Koordinaten der schneidenden Ebene. 
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Die Gleichungen der SchnittJcurve im neuen Koordinatentetraeder 
«7lC/2J^J"4 lauten daher: 

(5) fS2b^ymyn = 0, (6) M = Sy4=0. 
1 1 

2. Gleichung der Schnittkurve in ihrer Ebene. Für alle 
Punkte der Seitenfläche 14, für die y 4 = 0 ist, sind aber y19 y2,   
zugleich Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck J ^ J ^ 
( I § 5 7 , 16). 

Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche f mit der Ebene  
lautet daher in Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck JxJ%Jb: 

3 3 

(?) 2 2 « = . 

Die Ebene kann dabei, statt durch die Gleichung (2), auch 
durch die drei Punkte Jt = xk^\ J2 = xk^\ J3 = xk^ gegeben sein, 
da die Koeffizienten bmn direkt von akv xk^

l\ xk$\ xk^ abhängen 
(§ 138, (13)).*5) 

3. Der Bang der Schnittkurve nach ihrer Determinante in der 
Ebene. Die Determinante des Kegelschnittes (7), sofern er für sich 
in der Ebene JxJ2Jb betrachtet wird, ist: 

I \i bi2 Kz j 

( 8 ) I hl 22 &23 = - ¾ ^ 

I ^31 " 3 2 ^33 I 

und ihre Unterdeterminanten sind: 

/ Q \ ^22 ^23 I I 11 13 I Ä u 12 _  
\V) T T — Pllf T h — P 2 2 ; • T h — >*"7 

I ^32 °33 I I °31 °33 I I °21 °22 I 
wo die Benennungen rechts die bereits für die Unterdeterminanten 
von eingeführten sind (§ 138, 7; 8). Daher folgt mit Rücksicht 
auf § 4 2 , 3 ; * ; 7: 

Die Kurve, in der die Fläche (1) von der Ebene der drei Punkte 
xk^\ xk^\ xkW geschnitten wird, ist ein eigentlicher Kegelschnitt, wenn: 

(10) ^ + 0 ; 

ein getrenntes Linwnpaar, wenn: 

(11) # 4 4 = ° ; ßlu /V, & ; , A i , 012 **** <Me 0; 

eine Doppellinie, wenn: 
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(12) ßn - 0, ß22 = 0, ft, = 0, ßm = , &i = , Ä2 - 0; 
A i ; &22J &33' &23> 31> *12 * * * * ^ Ö ; 

unbestimmt, wenn: 
(13) bu = 0, 22 = 0, 33 = 0, 2 3 - 0 , ò 3 1 =0, 1 2 = 0 . 

4. Der Rang der Schnittkurve nach ihrer Determinante im 
Baume. Die mit den Koordinaten der Ebene (6) geränderte Deter
minante der Fläche (5) ist nach § 140, (6): 

| &11 fe12 13 14 ° I  

21 22 &23 &24 ° 

(14) * - I &31 32 &33 bM 0 = - S*BU. 

hi s J 
I 0 0 S 0 | 

Ferner wird, wenn m • ^ ^ , w • die Permutationen 
§ 138, (18) durchlaufen: 

«*i*i w»i"i w»i«a t»i 

a 5 x B» I Km Kn, Kn, «•* I _ ( - S*ßmn> w e n n % w beide = 1,2,3; 
"" 6m,ni ft™,«, *>»,», ^ I 10, wenn m,n nicht beide = 1,2,3. 

i n a » » I 

Weiter wird, wenn m und n die Nummern der Variationen m1 m2 

und WjW2 in § 138, (20) bedeuten: 

a 6 i ßv I ì m i ^ b % ^ l | - S 2 b ^ , wenn m,w beide =4,5 ,6 ; 
t ; Pm* «, « *«, | 0 w e n n n i c h t b e i d e = 4 5 6 

I vnL v^ 0 I 
Nach § 140, (9); (26); (40) wird demgemäß: 

(17) ^ " - - *, 
4 4_ 

(18) - S20m„ = 2 2 A» * M'(n) (w> » - 1, 2, 3), 
1 1 
6 6 

- 3 4 ^ - 2 2 ^ ^ ^ ( = 1,2,3)-
1 1 

8 3 

(19) - ", = ^ 2 » **{ ) '( ) * - *> 2 ' 3 ' 4)>: 
1 1 
3 8 

- S 4 " = 2 s 2 ^ ? t
w « , w (*> « - 1, 2, . . . , 6). 

Daher verschwindet Au stets und nur mit Bu; verschwinden alle 
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ßmn ( m = 1; %> 3), wenn alle Akl (Je, l = 1,2, 3, 4) verschwinden, und 
umgekehrt; verschwinden alle b¥ln (m, w = 1, 2, 3), wenn alle ttkl 

(Je, l = 1, 2 , . . . , 6) verschwinden, und umgekehrt. Daher folgt aus 3 : 
1)¾ Kurve, in der die Fläche (1) von der Ebene (2) geschnitten 

wird, ist ein eigentlicher Kegelschnitt, wenn: 

(20) A»+0; 

ein getrenntes Linienpaar, wenn: 

(21) Au = 0, aber nicht alle Akl (Je, 1=1,2, 3, 4) verschwinden; 

eine Doppellinie, wenn: 

(22) A* = 0, alle Au
kl = 0 (&, l = 1, 2, 3, 4), aber 

m W aüfe au
kl (Je, l = 1, 2, . . . , 6) verschwinden; 

unbestimmt, wenn: 

(23) *=0 , aZfe ^ , = = 0 (£,Z=1,2,3,4), aZfe < = 0 (¾¾ = 1,2,...,6). 

In (22) folgt überdies die Bedingung J * = 0 nach (18), (9), (8), 
(17) aus .4«,= 0 und in (23) die Bedingungen Au= 0, Au

kl= 0 nach 
(18) , (9 ) , (8 ) , (19) , (17) a u s < = 0 . 

Damit sind die Bedingungen des Banges der Schnittkurve von 
dem neueingeführten speziell gewählten Koordinatentetraeder c^J^J^«^ 
wieder auf das ursprüngliche E1E2E3E4c übertragen.120) 

Nach § 140, (9); (26); (40) sind diese Bedingungen sämtlich in
variant im Sinne von § 139, 1. 

5. Die Summen der Hauptunterdeterminanten. Infolge der 
mit u±, u2, uB, ué für u, v, w, s geschriebenen Identitäten § 107, (25); 
(43) können bei reellen akv uk in die Bedingungen (21)—(23) auch 
die Summen der Hauptunterdeterminanten § 107, (22); (23) eingeführt 
werden, worauf die Merkmale des Ranges der Schnittkurve lauten: 

/ Au=^=0: eigentlicher Kegelschnitt; 

\ Au= 0, A'u=%= 0: getr. Linienpaar; 

^ ^ ^ = 0 , A'u=0, A"u+0: Doppellinie; 

l Au=0, Äu=0, J"M = 0: unbestimmt. 

6. Bedingungen für die Koordinaten des Doppelpunktes. Nach 
Herstellung der Merkmale für das Vorhandensein von Doppelelementen, 
handelt es sich um die wirkliche Bestimmung der letzteren. 

In der Gleichung (7) fehlt immer dann und nur dann die Koor
dinate yb, wenn: 
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(25) 18 = flb = , 2 = fn = 0, = /;3 = 0 

oder nach § 138, (6): 

(26) 2 №* ( m ) = 0 für m = 1, 2, 3. 
1 

Diese Gleichungen bedeuten aber, daß (3) (¾ = 1, 2, 3, 4) die 
Koordinaten einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte x£m\ 
m = 1, 2 , 3 , vereinigt liegt und daher die schneidende Ebene (3) 
selbst ist, so daß mit einem Proportionalitätsfaktor Q: 

(27) № + 9 - 0 , * - 1,2, 3 ,4 . 

Zu diesen für xk^ notwendigen Bedingungen tritt noch die der 
vereinigten Lage von xk^ und uk: 

4 

(28) 2 M * * * ( S ) = 0 -
1 

I. In der Gleichung (7) der Schnitthwve fehlt immer dann und nur 
dann die Koordinate ym (m = l,2 oder 3), wenn die Ecke Jm= xkW 
des neuen Tetraeders unter Elimination von Q den fünf Gleichungen 
genügt: 

4 

(29) fk+Quk = 0, £ = 1,2,3, 4; (30) ^}ukxk=Q, 
1 

oder ausführlich geschrieben: 

/ anxx + a12x2 + a13x3 + a u # 4 + QUX = 0 , 

I #2i X± -f- a22 X2 + 6&23 #3 + ^24*^4 + 0^2 = = ^ ? 

(31) | a31 xx + a32x2 f a33x3 + a34#4 + ( 3 = 0 , 

^ # 1 + ^ 4 2 ^ 2 + ^43¾ + a 4 4 ^ 4 + 0^4== 0> 
\ utxt + u2x2+ u3x3 + u±x± = 0 . 

Jeder Punkt, der diesen Gleichungen genügt, heißt, wie in § 42, 3 ein 
singulärer oder Doppelpunkt der Schnittkurve (§ 107, l).49) 

7. Eigentliche Kegelschnitte. Im Falle (20) gibt es, da Au die 
Determinante der linearen homogenen Gleichungen (31) ist, keinen 
Doppelpunkt. Die Gleichung (7) enthält stets alle drei Koordinaten 

Vi, 2, &• 
Wenn für die Fläche (1) selbst alle Akl verschwinden (§ 139, (29)), 

so kann nach § 140, (7) die Bedingung (20) niemals erfüllt sein; also: 
I. Eigentliche Kegelschnitte als Schnittkurven kommen nicht vor, 

wenn die Fläche (1) ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene ist. 



798 § u i , 8. 

8. Getrennte Linienpaare und ihr Doppelpunkt. Unter den 
Voraussetzungen (21) ist ein bestimmter Doppelpunkt vorhanden, für 
dessen Koordinaten die Auflösung der Gleichungen (31) ergibt:79) 

(32) xx : % : xb : #4 : Q = Akl: Ak2 : : Ak± : , 

Je = 1, 2, 3, 4 oder 5, wo die Äl
kl allgemein die Unterdeterminanten 

vierten Grades der Determinanten § 140, (5) sind, die zum Teil schon 
§ 140, (21) eingeführt wurden. Der Punkt xk° ist schon durch die 
vier ersten Glieder der Proportion (32) bestimmt. Führt man ihn 
als Ecke Jj>= xk^ ein, so wird nach 6,1 die Gleichung (7): 

(33) bn y* + 2b12yt + 32 yt* = 0 . 

Aus (32) folgt, wie § 44, (28) mit einem Proportionalitätsfaktor 
t und mit *,.ï = l , ' 2 , 3 , 4 m ) : 

(34) ^ ° = " (35) ™ > = ^» 5 , (36) rf-A^-A. 
Da nun b13 = 0, 623

 sss 0? ^ == 0? s 0 sind neben (8) auch alle Unter
determinanten (9) gleich Null mit Ausnahme der einen: 

(37) fc-1^4+0, 
I 22 I 

die im vorliegenden Falle (11); (21) nicht verschwinden kann. Damit 
wird aus (19): 

Der Faktor r in (34) ist daher gleich — ß3B. 
Schneidet die Ebene (2) unter der Voraussetzung (21) die Fläche 

(1) in einem getrennten Linienpaar mit dem Doppelpunkt xk°, so gelten 
für die Unterdeterminanten der geränderten Determinante die Gleichungen: 

(38) Alt — fa*?*?, (39) AB5 = - C » / W , (40) A — f*ß„, 

wo und l je = 1, 2, 3, 4. 
Daher haben auch A, A"17 A%2, A$s, A^, soweit sie nicht ver

schwinden, dasselbe Vorzeichen und zwar das entgegengesetzte der 
Determinante (37). 

Infolge von (38) wird die zweifach geränderte Determinante 
§140, (22) : 

4 4 4 

(4i) ~'—224, - ßbb(2x»°<T 
i i i 

ein vollständiges Quadrat.118) 
Da alle Akl (fc, l = 1, 2, 3, 4) nach § 140, (21) lineare homogene 

Funktionen der akl sind, so kann die Bedingung (21) nicht erfüllt 
sein, wenn alle akl verschwinden (§ 139, (29)); also: 
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IL Getrennte Linienpaare als Schnittkurven kommen nicht vor, 
wenn die Fläche (1) eine Doppelebene ist 

9. Doppelpunkt der Sohnittkurve und Doppelpunkt der Fläche. 
Wenn .4 = 0 ist, wird den fünf Gleichungen (31) , mit Hinblick auf 
(40) bei p = 0, durch: 

(42) xt : x2 : : xé = Akl : A.k2 : AkZ : Ak±, 

== 1, 2, 3 oder 4, genügt, und zwar den vier ersten nach § 139, (8), 
der fünften, weil für Au = 0 und A"b = A = 0 wegen % A"k = "  
(nach (32)): 
(43) - Au

k5 = AkluL + Ak2u2 + + = 0. 

Da es aber nur eine Auflösung geben soll, muß alsdann für (beider
seits unabhängig) = 1,2,3,4 gelten: 

(44) Akl : Ak2 : Akz : Akà = Akl : Ak2 : Ak% : Ak4t. 

1st die Schnittkurve eines Kegels mit einer Ebene ein getrenntes 
Linienpaar, so fällt der Doppelpunkt der Kurve stets in die Spitze des 
Kegels. 

Sind alle Akl = 0, so wird den Gleichungen (31) bei == 0 ge
nügt durch den Schnittpunkt der Achse q° des Ebenenpaares mit der 
Ebene (2) (§ 139, (16); I § 59, (14)): 

(45) V : V : # 3 ° : * 4 ° ^ ^ > w 2 - % i % + ^ ^ ^ 
Da es aber nur einen singulären Punkt geben soll, folgt: 

Ist die Schnittkurve eines Ebenenpaares mit einer Ebene ein ge
trenntes Linienpaar, so fällt der Doppelpunkt der Kurve auf die Achse 
des Linienpaares. 

10. Doppellinien als Schnittkurven. Unter den Voraussetzungen 
(22) ist die Schnittkurve eine Doppellinie, alle ihre Punkte genügen 
den Gleichungen (31). Durch Elimination von xx und aus der 
zweiten, dritten und fünften Gleichung (31) ergibt sich: 

#21 #22¾ "t" #23¾ ~ #24^4  

#31 #32¾ ~i~ #33¾ i" #34¾ M3 | ^ 

I u2x2 + + u±xé 0 I 
oder: 

< 3 #2 — <*12 + ^14¾ = ° 

Ebenso folgt: 
^11¾ ~~ ^13¾ + ^15¾ = v > • • • , - . • 

Daher ist für die Achsenkoordinaten der Doppellinie (I § 59,(9)): 

(46) g / : g / : qs» : q« : ge« : &» = «£ : «& : «£, : < 4 : <& = <e,  

= 1,2, 3, 4, 5 oder 6. 
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Führt man zwei beliebige getrennte Punkte dieser Linie als Ecken 
x^ und xk^ ein, #* (4)=# so wird die Gleichung (7) nach 6, I : 

(47) *=0. 

Da alle bmn (m, n = l,2, 3) außer bn verschwinden, wird aus (19) m ) : 

(48) - S 4 , = M*(4(4) = &ufc4°-
Danach haben a"1} au

22, . . ., a^6, soweit sie nicht verschwinden, das
selbe Vorzeichen. 

Ferner wird die dreifach geränderte Determinante § 140, (37): 
6 6 6 

(49) - S>A««'«" = e4n^}^J qWPt'p,^ * Q?ft'ft')' 
1 1 . 1 

ein vollständiges Quadrat11*). 
Da mit den Bedingungen (22) nach § 107,4,1 auch A = 0 ist, so folgt: 

. Doppellinien als Schnittkmven kommen nicht vor, wenn die 
Fläche (1) eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist 

11. Unbestimmte Schnittkurven. Unter den Voraussetzungen 
(23) ist die Schnittkurve unbestimmt. Die Ebene (2) ist dann selbst 
ein Teil der Fläche (1), die somit ein Ebenenpaar oder eine Doppel
ebene sein muß (§ 139, (29)). 

IV. Unbestimmte Schnittkurven kommen nicht vor, wenn die Fläche 
(1) eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung oder ein Kegel ist. 

Man erhält die Bedingungen für die unbestimmte Schnittkurve 
direkt, wenn man unter der Voraussetzung: 

(50) uà+0 
den aus (2) folgenden Wert von xà in (1) einsetzt: 

V O l l V + ^22¾2 + «33#32) + a^Ol^ l + %2 + ^3¾)2 

+ &U± (a23X2X3 1 ^ 3 1 ¾ ¾ ~T ^ 1 2 ¾ ¾ ) 

- 2u4:{u1x1 + u2x2 + u3x3)(aux± + aux2 + a3Ax3) = 0, 

und nun die Koeffizienten VOU JO-t , U/n • ^ a Uso, | • Jü-tJl/n einzeln 
gleich Null setzt. Man erhält: 

|

a n w 4 2 + ^ 4 4 u i ~ 2 4 1= 0, a23ué
2+ a^u2u3— ±— 2 ±= 0, 

tf22
w42+ 22— 2a2éuéu2= 0, 31

 2+ ^ 3 — a34wtw4— 14% *4= 0,     
2+ w 3 2 — 2 34 4 3= 0, a12ué

2+ 2— auu2uà— 2 4 ^ w 4 =0 
oder: 
(52) = 0, = 0, « = 0, 5& = 0, = 0, < 5 =  
als notwendige und hinreichende Bedingungen für die Zugehörigkeit der 
Ebene (2) zur Fläche (1) im Falle (50). 

Die Bedingungen (23) sind also überzählige. 
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§ 142. Einteilung der Scbnittpunktpaare nach dem Bange. 

1« Einführung der eonneidenden Geraden als Koordinatenkante. 
Die auf ein Koordinatentetraeder E1E2EsEà bezogenen Gleichungen: 

4 4 

(1) f~^}]>}<hl*kXl=0> 
1 1 

4 4 

(2) = 2 * ukxk - ° 7 u' Ä 2 ? ' = ° 
i i 

des SchnittpunMpaares einer Fläche zweiter Ordnung ƒ und der geraden 
Linie uxu' erhalten in einem neuen Tetraeder mit den Ecken J1J2J3J4i 

die Form § 140, (3); (4); (11). 
Nimmt man dabei die Ebenen und u' selbst als Seitenflächen 

l3 und l4 des neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden: 

(3) VS)=%, V4 )=< 
die alten und wie § 141, (4): 

(4) Vl = 0, v2=0, v3 = S, v^O- <=0, <=0, <=0, <=£ 

die neuen Koordinaten der Ebenen (2). 
Die Gleichungen des SchnittpunMpaares im neuen Tetraeder JtJ2J3J± 

lauten daher: 
4 4 

(5) f-^S0"^-0 (6) ^8 = 0' ^*=0-
1 1 

2. Gleichung des Schnittpunktpaares in der Geraden. Für 
alle Punkte der Kante l3 X l4 oder Jx J2 sind y3 = 0, i/4 = 0 und yly y2 

Zweieckskoordinaten in bezug auf Jt J2 (I § 57, 14). 
Die Gleichung des SchnittpunMpaares der Fläche f mit der Geraden 

uxu lautet daher in Zweieckskoordinaten in bezug auf das Zweieck Jt J2 : 

(?) hiVi + * + = 0 , = fkl. 

Die Gerade (2) kann dabei, statt durch die Ebenen und u', auch 
durch die zwei Punkte Jx = xk^ und J2 = #Ä

(2) gegeben sein, von deren 
Koordinaten die Koeffizienten direkt abhängen (§ 138, (13)). Man 
erhält dieselbe Gleichung (7) durch Einführung der Parameterdarstellung 
des laufenden Punktes der Verbindungslinie xk^xk^ (§ 67, (6), (7)) in 
die Gleichung (l).45) 

3. Der Bang des Schnittpunktpaares nach seiner Determinante 
in der Geraden. Die Determinante des Punktepaares (7), sofern es 
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für sich in der Geraden JtJ2 betrachtet wird, ist: 

/Q\ n 1 2 \ a ' W , h = ; 
\ o21 o22 \ 

wo die Benennung rechts bereits bei § 138, (21) eingeführt wurde. 
Daher folgt aus § 39, 8 : 

Das Punktepaar, in dem die Fläche -(1-) von der Verbindungslinie 
der Punkte x^ und x£2) geschnitten wird, ist ein getrenntes Punkte-
paar, wenn: 
(9) A . + 0 ; 
ein zusammenfallendes Punktepaar, wenn: 

(10) ß33 = 0 ; bn, b12, b22 nicht alle 0 ; 

unbestimmt, wenn: 

(11) ßzi=0; = 0, 6 , , - . 0 , . bffi = 0 . 

4. Der Hang des Schnittpunktpaares nach seiner Determinante 
im Baume. Die mit den Koordinaten der beiden Ebenen (6) ge
ränderte Determinante der Fläche (5) ist nach § 140, (13): 

| 11 *12 13 14 0 0 I 

J h l 22 23 24 °' 

(12) B ' - - ^ ^ ì " > o Ì | - s 4 A -
| 0 « »42 6 48 6 4 4 0 » | 

10 0 S 0 0 I 

I s | 
Ferner wird: 

(13) Blï=S*b3i, ' S % , # - ' = « % ; 2 ^ - 0 , 

falls m, w nicht beide l oder 2 sind. 
Nach § 140, (14); (45) wird demgemäß: 

(14) A™'=S*ß^ 
4 4 4 4 

(i5) s%2 = 2 2 Ä™' M*(1)M'(1)' S4b» - - 2 2 - ^ « " w , 
i i i i 

4 4 

S4bn=22^a'M* (2)w' (8)5 
1 1 

(16) **' = S*(pnxf>xp- 2b12xpx& + bnx^x^). 

Daraus geht nun mit Rücksicht auf 3 sofort hervor120): 
Das Punktepaar, in dem die Fläche (1) von der Schnittlinie der 

Ebenen (2) getroffen wird, ist ein getrenntes Punktepaar, wenn: 
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(17) : J.*w/=h0; 

ein zusammenfallendes PunJctepaar, wenn: 

(18) Auu'=0, nicht alle A™'=0, £,1 = 1 , 2 , 3 / 4 ; 

unbestimmt wenn: 

(19) Auu'=0; äBe*A*f=0, *, I - 1,2, 3 , 4 , 

wobei nach (15), (8) und (14), ebenso wie in (11), die erste Be
dingung eine Folge der übrigen ist. T 

Damit sind die Bedingungen des Banges des Schnittpunktpaares 
von dem neuen speziell gewählten Koordinatentetraeder J^J^JbJ^ 
wieder auf das ursprüngliche übertragen.76) 

Nach § 140, (14); (45) sind diese Bedingungen invariant im Sinne 
von § 139, 1. 

5. Die Summe der Hauptunterdeterminanten. Für die Deter
minante sechsten Grades § 140, (12) ist unbedingt: 

' I a i l aU Ul #1 I 

I < «/.'0 0 I 
wenn allgemein qk die Achsenkoordinaten der Geraden X ' sind. 
Mit Hinzunahme der entsprechenden Gleichungen ist also : 

/ Auu' Auu' / Auu'\2 Auu'„ 2 Auu' Auu' ( Auu'\2 ^ «' 2 

^ 2 ^t33 — V^L23 ) — . q±, ^L33 ̂ . n — ^s.31 )— qb , 

(21) AgAg - (A™y - ^ ¾ A™'A™' - ( ^ f )3 = - ^ " V , 
I JMW' ' / ' \ 2 Auu'„ 2 Jaw' J»«' / Auu'\2 Auu'n 2 
* ^ 2 2 ^ 4 4 ~~ ^ 2 4 "~ - 4 <?2 ? ^"33 ^ 4 4 ~~ 4 ^ 3 4 "~ ^ • 

Setzt man daher zur Abkürzung: 

(22j JL'ttM'= J ^ + ^22M'+^33M'+^4?'; 
so wird: 

^ ^ ' '=(^1 0 ( ^ (^3 0 (^4 0
2+^ '( 5 6

2+ 2),...,---,---

und folgt durch Addition die identische Gleichung (§ 107, (25))80): 

(23) (A'"^*=(A4f)*+(J%f)*+(A™y + « M ' ) 2 + 2 ( 4 » ) 4 2 ( i s « f ) 2 

+ 2(^--')»+ 2(^«')2 + + 2 № 7 
+ 2 A** {g* + fe2 + ft* + &2 + ft2 + Î68)-

TTen» rfaAer J.BU' = 0 wwd A'uu'=0, so verschwinden nach (23) 
alle A" f ( , I = 1, 2, 3 , 4), «wtf (21) und (22) umgekehrt. 
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Demnach können die Merkmale des Banges (17)—(19) bei reellen 
aw uk) uk a u c n kürzer so angegeben werden (§ 141, (24)): 

!

AUU' 4= 0 : Getrenntes Punktepaar ; 

Auu'=0, i ' M M ' + 0 : Zusammenfallendes Punktepaar; 

Auu'=0, A'uu'=0: Unbestimmt. 

6. Bedingungen für die Koordinaten des Doppelpunkte?. Nach 
Herstellung der Merkmale für das Vorhandensein eines Doppelpunktes, 
handelt es sich um die wirkliche Bestimmung des letzteren. 

In der Gleichung (7) fehlt die Koordinate y2 immer dann und 
nur dann, wenn: 

(25) bi2 = /i2 = 0 , b22 = / - 2 2 =0 

oder nach § 138, (6): 
4 

(26) 2 fk{2)xk{m) =0 für m - 1, 2. 
i 

Diese beiden Gleichungen bedeuten aber, daß fk^ die Koordinaten 
einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte x£mi vereinigt liegt, die 
also durch die Achse der Ebenen (2) geht. Dazu muß mit zwei 
Proportionalitätsfaktoren Q und Q' (I § 64, (3')) : 

/*w + ç « * + e 4 ' - o , * = 1 ,2 , , 4 . 
Diesen vier Gleichungen muß also der Punkt x£2) genügen, und da 
er außerdem nach 2 auf den beiden Ebenen (2) liegt, so folgt: 

I. In der Gleichung (7) des Schnittpunktpaares fehlt immer dann und 
nur dann die Koordinate y27 wenn die Ecke J2 = x^ des neuen Tetra
eders unter Elimination von Q und Q' den sechs Gleichungen genügt: 

4 4 

(27) +?«4+ ' - 0 , * =1,2, 3,4; 2 " A = ° > 2M*'**=0> 
1 1 

oder ausführlich geschrieben^): 

1 + a12x2 + 1 + ± +QUt+ QU± = 0 , 

a21xt + a22x2 + a23x3 + a24#4 + QU2 + QU2 = 0 , 

/28Ì ' ablXl + a™X% + ^33^3 + a^XjL + 9 U% + QU* = °  
| %*! + ^42¾ + ^43¾ + »44#4 + 94 + 9U4 = 0 ; 

+ u2x2 + + w4#4 = 0 , 

u1
,x1 + u2x2 + 3 + ué'xà = 0 . 

7. Eigentliche Punktepaare. Unter der Voraussetzung (17) gibt 
es keinen Punkt, der den Gleichungen (28) genügt. Die Gleichung 
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(7) enthält stets beide Koordinaten yx und y2 und stellt ein getrenntes 
Punktepaar dar (§ 39, 10). 

Wenn die Fläche eine Doppelebene ist, also alle akl verschwinden 
(§ 139, (29)), kann nach § 140, (19) die Bedingung (17) niemals 
erfüllt sein. 

Getrennte Schnittpunktpaare kommen nicht vor, wenn die Fläche 
(1) eine Doppelebene ist. 

8. Koordinaten des Doppelpunktes. Unter den Bedingungen 
(18) schneidet die Gerade (2) die .Kurve (1) in einem zusammen-
fßUenden Punktepaar oder Doppelpunkt xk°, für den die Auflösung der 
Gleichungen (28) ergibt: 
fOQ\ . 0 . . . 0 . . 0 . . ' Auu'. '. '. '. '. 

wo 4 = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 oder 6 sein kann, aber der Punkt schon durch 
die vier ersten Glieder der Proportion und mit = 1, 2, 3, 4 bestimmt 
ist. Die A*f sind allgemein die Unterdeterminanten fünften Grades 
der Determinante § 140, (12). -

Nimmt man den Punkt (29) als Ecke J2 = xk^\ so wird die 
Gleichung (7) nach 6, I : 
(30) W = 0 . 

Aus (29) folgt mit einem Proportionalitätsfaktor und mit 
*, l - 1, 2, 3, 4, wie § 141, (34) »21): 

(3i) r* t v=A7'; 
(32) TX?Q-4ift TX°Q'=A™'; 

(33)...*?*-4» = •*•(<), ^ ' 2 = ^ ' = %), *<>(»'= AT- -. 
Da nach (16) mit 1 2 = 0 , î>22 == 0: 

ist, so kann man setzen: 
(34) r = S 2 6 n . 

Gleichzeitig wird die dreifach geränderte Deterrninante § 140, (42): 

(35) ^«'«''=-2^ «>;'=-«2 (2^0<)2 

!.:;.> '', • ' 1 3 1 

ein vollständiges Quadrat.118) 
Ist neben (18) noch " = 0 , so. wird den Gleichungen (28) bei 

p - = 0 auch genügt durch den Punkt (§ 141, (32)): 

Schneidet also die Gerade X ' die Fläche (1) in einem Doppel
staude, Flächen zweiter Ordnung. IL - 52 
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punkt, so ist dieser zugleich Doppelpunkt der Schnüfkurve der Fläche 
mit der durch die Gerade gehenden Tangentialebene (§ 143, (2)). 

9. Unbestimmte Punktepaare. Unter der Bedingung (19) ist 
das Punktepaar unbestimmt Die Schnittlinie der beiden Ebenen (2) 
liegt dann in ihrer ganzen Ausdehnung auf der Fläche (1). 

Man kann die Bedingungen hierfür direkt entwickeln, indem man 
als Gleichungen der Schnittlinie der Ebenen (2) die folgenden benutzt 
( I § 5 9 , ( 9 ) ) : 

(37) 2 A = — 05¾ - 0 # > ZA 03¾ + 02# > 
4 4=0 angenommen. Eliminiert man mittels (37) x± und x± aus (1), 

so ergibt sich: 

«11 (05¾ + #6¾)2 + %2&2V + «33tf42#32+ «44(¾¾^ #2¾)2 

+ 2a2bq*x2xb - 2(aB1xB + a12x2)q^qbx2 + qbxb) 

+ 2au(qbx2 + ^ ) ( ½ - q2xB) 
- 2(aux2 + auxB)q±(qsx2 - q2xB) = 0 , 

und durch Nullsetzen der Koeffizienten V Xa • Xo , Xf> • 

i «ii<Lb + «22042 + «440 2 - 2aMq±qd + 2aélqBq5 — 2a12qbqé = 0 , 

(38) a^q*+ 042 + «4402
2 + 2auqéq2- 2auq2q6- 2a13g6& = 0 , 

I «11 05 06 + «23Î42 — «440203 + «240204 ~ «340304 ~ «120406 

' ~ «13 0405 + «140306 — «140205 = 0 . 

Die linken Seiten sind aber die Entwicklungen der Unterdeterminanten 
A*«, A™',-A™', also: 

Für die Zugehörigkeit der Schnittlinie q der beiden Ebenen (2) 
zur Fläche (1) sind, falls qà= uxu± — w4w/=4= ist, die Bedingungen: 

(39) Ai?=0, «3»'=0, - ' = 0 
notwendig und hinreichend. 

Die zehn Bedingungen (19) sind überzählige (§ 141, 11). 

10, Die Unterdeterminanten von Aau' bei unbestimmtem 
Punktepaar. Wenn Auu' = 0 ist, gilt die Entwicklung: 

(40) aklA™' + ak2A™' + akBA™' + ™'+ ^ « * + u^Atf = 0 

für & = 1, 2, 3, 4 und l = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Sie reduziert sich unter den 
Bedingungen (19) für Je = 1, 2, 3, 4 und Ï — 1, 2, 3, 4 auf: 

(41) % ^ ' + < =0 . 
Da aber die Ebenen uk und uA' als verschieden vorauszusetzen sind, 
so folgt aus solchen vier Gleichungen (41), die bei festem l den vier 
Werten von entsprechen (I § 51, (3)): 
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(42) «' = ^ = 0 , " ' = =<>, = 1 , 2 , 3 , 4 . 

Infolge von (42) reduziert sich aber (40) auch für 1 = 5,6 auf (41), 
worauf wiederum (41) auch für l = 5, 6 folgt (§ 107, 4). 

Sind die sechzehn Unterdeterminanten fünften Grades A%f} 

, I = 1, 2, 3, 4, von gleich Null, so verschwinden auch alle übrigen 
Unterdeterminanten fünften Grades (42) mit l = 1, 2, 3, 4 5, 6. 

Unter diesen befinden sich auch (§ 140, (12); (8)): 

(43) A*f= A"=- F(uuu2, us,u4), A™'=A»'= - i^(<,<,<,<); 

(44) A™'= ™'- - { ^ ^ ,'+ 2( 2 ) 

§ 143. Tangentialebenen und Gleichungen in Ebenenkoordinaten. 

1. Einfache und stationäre Tangentialebenen. Eine Ebene, die 
die Fläche zweiter Ordnung in einem getrennten Linienpaar schneidet, 
heißt eine (einfache) Tangentialebene und der Doppelpunkt des Linien
paares ihr Berührungspunkt. Eine Ebene, die die Fläche in einer 
Doppellinie schneidet, heißt eine stationäre Tangentialebene und alle 
Punkte der Doppellinie sind ihre Berührungspunkte. Eine Ebene, 
die der Fläche ganz angehört, kann als eine incidente Tangentialebene 
der Fläche bezeichnet werden. 

Wenn dual die durch einen Punkt gehenden Ebenen einer Fläche 
zweiter Klasse zwei Ebenenbüschel mit getrennten Achsen bilden (statt, 
wie im allgemeinen, einen Kegel zweiter Klasse), so heißt der Punkt 
ein (einfacher) Berührungspunkt und die Verbindungsebene der Achsen 
seine Tangentialebene. Fallen die Achsen der beiden Ebenenbüschel 
zusammen, so wird der Punkt ein stationärer Berührungspunkt und 
alle Ebenen der Achse sind seine Tangentialebenen. Ein Punkt, 
dessen sämtliche Ebenen der Fläche angehören, kann als ein inzidenter 
Berührungspunkt der Fläche bezeichnet werden. 

Der Inbegriff aller Tangentialebenen uk der Fläche zweiter Ordnung: 
4 4 

(1) f=22W'=0 

1 1 

ist nach § 141, (21) durch die Bedingung: 
4 4 

(2) A" = -2}^JAkiukut=0 
1 1 

gekennzeichnet.122) 
52* 
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2. Beziehung zwischen Tangentialebene und Berührungspunkt. 
Zwischen der Tangentialebene uk und ihrem Berührungspunkt xk°, be
züglich ihren Berührungspunkten, bestehen nach § 141, (29) die fünf 
Gleichungen: 

(3) /** + P«*~ 0 , ft - 1, 2, 3 , 4 ; (4) ^ ^ ¾ 0 = . 
1 

Ist die Ebene uk gegeben, so bestimmt man hieraus nach § 141, (32) 
unter Elimination von Q den Berührungspunkt xk°. 

Ist ein Punkt o;k° der Fläche als Berührungspunkt gegeben, so 
folgt aus (3) für die Koordinaten der Tangentialebene: 

(3') ux :«,:%•• «4=/" U'-V'-tfi -p«W*° . 
Damit ist die Bedingung (4) nach § 138, (4) schon von selbst erfüllt, 
da ^ ° ein Punkt der Fläche sein sollte. 

Die Gleichung, der Tangentialebene der Fläche (1) im Punkte xk° 
ist daher (§67 , (17)) 47).: 

4 

1 

3« Tangentialebenen der eigentlichen Flächen zweiter Ordnung. 
Die eigentliche Fläche zweiter Ordnung 4= 0 hat nach § 141, 10; III 
nur einfache Tangentialebenen; sie genügen der Gleichung (2) und 
bilden demnach nach § 138, ( ) eine Fläche zweiter Klasse, die wegen: 

(6) Atll = A*+0 

ebenfalls eine eigentliche ist.77) 

I. Jede eigentlich Fläche zweiter Ordnung ist auch eigentliche Fläche 
zweiter Klasse und umgekehrt (§ 78, 7). 

Da nach §. 139, 3 ft°f f2°, /3°, /*4° niemals alle vier verschwinden 
können, so folgt: 

IL Zu jedem Punkte xk° der FläcJie gehört vermöge (3') eine bestimmte 
Tangentialebene wA. 

Anderseits ist nach § 141, (39) mit einem Proportionalitätsfaktor : 

4 

1 

(§ 141, (43)), und damit wegen (6): 

III. Zu jeder Tangentialebene uk gehört vermöge (7) ein bestimmter 
Berührungspunkt xk°. 
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4. Tangentialebenen des Kegels überhaupt. Beim Kegel wird 
aus (2) nach § Î39, (14): 

(8) ( 2 ¾ % ) 2 ^ 0, 
i  

wo xk die Koordinaten der Spitze sind. 

I. Beim Kegel deckt sich der Inbegriff dller Tangentialebenen mit 
dem Ebenenbündel an der Spitse. 

Die Fläche (2) ist als Fläche zweiter Klasse vom Range 1 (I 
Anm. 1, III, (21)). 

IL Eine der Gleichungen: 
4 

(9) 2 Ä k i u i = ° o d e r = ° > * ** 1, 2, 3 oder 4, 
i 

ist (§ 141, (42)) die Gleichung der Spitze in laufenden Ebenenkoordinaten. 
Zu jedem Punkte xk des Kegels gehört vermöge (3') eine be

stimmte Tangentialebene, nur zur Spitze gehören oo2 solche. 
v Zu jeder einfachen Tangentialebene gehört als Berührungspunkt 

die Spitze, da für ihn nach § 141, (42); (44): 

(10) x±°: x2°: #3°: #4° = Ak\: Ak2: Akz : Ak4 = Akl: Ak2: Akz: Ak4. 

5. Stationäre Tangentialebenen des Kegels. Unter den OQ2 

Tangentialebenen des Bündels (8) sind nach § 141, (22) diejenigen 
stationär, für die zugleich alle AklJ k,l = 1, 2, 3 , 4, verschwinden. 
Da aber für A"=0 nach § 107, (21): 

(io') ' (AK,)2=AM*41, 
so reicht dazu das Verschwinden der Diagonalunterdeterminanten 
Äfk aus. 

Daher sind die stationären Tangentialebenen des Kegels durch eine 
Gleichung (9) in Verbindung mit den Gleichungen: 

(11) A"n = 0, A\, = 0, A\% - 0, A«u = 0 

gekennzeichnet. 

Die einzelne Gleichung (11), wie: 
3 3 

(12) -Al^^akluku^Q, 

stellt eine Fläche zweiter Klasse dar, die vom Range 3 (§ 139, (10)), 
nämlich ein Kegelschnitt in der Ebene x4 = 0 ist, falls (I Anm. 1, 

, (4)): 
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«11 «12 «13 I 

(1 3) I «21 «22 «23 J = A V + °? 

I «31 «32 «33 I 

also nach (10) die Spitze des Kegels nicht in der Ebene x± — 0 liegt. 
Da nach (10') ; (10): 

( ) e AkkAu, AuAkk = AàkAkà, Ä = . 1 , 2, 3, 

so folgen, falls .4^=4=0, aus der vierten Gleichung (11) die übrigen. 
Der Inbegriff der oo1 stationären Tangentialebenen des Kegels ist 

daher durch zwei Gleichungen, eine Gleichung (9) und eine der Glei
chungen (11) dargestellt.**) 

Jene ist die Gleichung der Spitze, diese sind die Gleichungen 
der Schnittkurven des Kegels mit den vier Koordinatenebenen, je in 
laufenden Ebenenkoordinaten (§ 71, (12')). 

6. Tangentialebenen des Ebenenpaares. Beim Ebenenpaar ist 
mit Akl = Q (§ 139> (29)) d i e Gleichung (2) identisch erfüllt. Alle 
Ebenen des Raumes sind Tangentialebenen. Einfache Tangential
ebenen haben ihren Berührungspunkt auf der Achse ^° des Ebenen
paares, stationäre gehen durch die Achse qk hindurch. Für die 
letzteren gelten wieder die Gleichungen (11). Jedoch wird aus (12) 
nach § 139, (21): 

8 

i 

und entsprechend mit — £ 4 : ß3B = r118): 

Jede der Gleichungen (11) stellt eine Fläche zweiter Klasse vom 
Range 1, nämlich den doppelt gezählten Punkt dar, in dem die Achse 
qk° die Koordinatenebenen schneidet. 

Die vier Gleichungen (11) zählen für zwei unabhängige und 
drücken aus, daß die Ebene uk durch die Achse qk° geht (I § 59, (12)). 
Sie sind die überzähligen Gleichungen der Achse in laufenden Ebenen-
Koordinaten. 

7. Die Ebenen des Ebenenpaares selbst. Für die Ebenen des 
Ebenenpaares selbst verschwinden nach § 141, (23) alle cckl. Die 
Gleichung: 
(15) — a*4 — an ? + ^— 2allu±u1 = 0 
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stellt nun für sich allein ein getrenntes Punktepaar auf der Kante 
EtEà des Koordinatentetraeders dar, falls 

( 1 6 ) «44 = «11 «44~ »14 4= 0 , 
also die Achse § 139, (16) des Ebenenpaares die Kante ^ ¾ nicht 
schneidet (I §59, (15); (21)). 

Das Ebenenpaar selbst wird daher in Ebenenkoordinaten durch 
drei Gleichungen ausgedrückt, zwei von den vier linearen Gleichungen 
(11); (14), welche die Achse des Paares, und eine von den quadratischen 
Gleichungen: 
(17) < 1 = =0, « £ - 0 , « 4 - 0 , < = 0, < = 0, <6 = 0, 
welche die Schnittpunktpaare mit den sechs Kanten des Koordinaten
tetraeders darstellen.™) 

Man behält (11) und (17) als überzählige Gleichungen bei, um 
nicht an eine bestimmte Voraussetzung (16) gebunden zu sein, ebenso 
wie man schon bei einer geraden Linie vier Gleichungen als über
zählige hat (I § 59, (12)). 

8. Die Doppelebene. Bei der Doppelebene ist nach § 141, 8, II 
jede Ebene des Raumes stationäre Tangentialebene. Für die Doppel
ebene uk° selbst sind wiederum nach § 141, (23) alle a", = 0. Da 
aber nach § 139, (27) die Gleichung (15) die Form annimmt118): 

(18) - 8*au
u = *> i iK4- < )2 = 0, 

also ein vollständiges Quadrat wird und den Schnittpunkt der Doppel
ebene mit der Kante EXE± darstellt, so wird die Doppelebene durch 
drei von den Gleichungen (17) ausgedrückt, die die Verhältnisse ihrer 
Ebenenkoordinaten eindeutig bestimmen. Die Gleichungen (17) sind 
überzählige. 

§ 144. Tangenten und Gleichungen in Linienkoordinaten. 
1. Begriff der Tangenten und Erzeugenden. 
Eine Gerade, die die Fläche Eine Gerade, durch die an die 

zweiter Ordnung in zwei zusammen- Fläche zweiter Klasse zwei zu
fallenden Punkten (einem Doppel- sammenfallende Berührungsebenen 
punkt) schneidet, ist eine (ein-, gehen, ist eine (einfache) Tangente 
fache) Tangente der Fläche und der der Fläche und die Doppelebene 
Doppelpunkt ihr Berührungspunkt, ihre Berührungsebene. 

Eine Gerade, deren sämtliche Eine Gerade, deren sämtliche 
Punkte der Fläche angehören, ist Ebenen der Fläche angehören, ist 
eine stationäre Tangente oder Er- \ eine stationäre Tangente oder Er
zeugende, zeugende. 
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Die Bedingung dafür, daß eine Gerade überhaupt Tangente (ein
fache oder stationäre) der Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 

a) ^=2¾.¾^^0 

i i 

sei, kann in verschiedener Form gefaßt werden. 
2. Bedingung für die Linienkoordinaten einer Tangente. Die 

Bedingung einer Tangente lautet nach § 142, (18) und § 140, (19) in 
ihren Strahlenkoordinaten pk oder Achsenkoordinaten qk: 

6 e e ' 6 

(2) 22a^^^^° oder 22anb^r 
1 1 1 1 

Es ist die Gleichung der Fläche in laufenden Strahlenkoordinaten 
oder Gleichung des Tangentenkomplexes der Fläche.172) Auf ihrer 
linken Seite kann der Ausdruck (PiPé+ 2 + $ ) mit beliebigem 
l hinzuaddiert werden (I § 59, (5')). 

3. Bedingung für zwei Ebenen durch eine Tangente. Un
mittelbar aus § 142, (18) folgt: 

Die Schnittlinie zweier Ebenen ist Tangente der Fläche (1), wenn 
die mit den Koordinaten uk und uk der beiden Ebenen geränderte 
Determinante der Fläche verschwindet: 
(3) J - ' = 0 . 

Zwischen dem Berührungspunkt xk der Tangente und zwei durch 
sie gehenden Ebenen uk und uk bestehen alsdann die Beziehungen 
§142, (27) : 
(4) / * ° + e « * + e 4 ' = 0 , Ä = 1,2, 3 ,4 ; 

4 4 

1 1 

4. Bedingung für zwei Punkte auf einer Tangente. Nach 
§ 142, (14) kann die Bedingung (3) auch durch das Verschwinden 
der Determinante § 142, (8), wo 1 = fkl9 ausgedrückt werden, wo
raus folgt: 

Die Verbindungslinie zweier Funkte ist Tangente der Fläche (1), wenn 
die Koordinaten xk^ und xk^ der beiden Punkte die Bedingung erfüllen: 

(6) fnfn-fc-0-
Stellt man den laufenden Punkt der Verbindungslinie durch Zweiecks
koordinaten yl9 y2 in der Weise (I § 64, (12)): 

(7) * * - * * w Ä + * * w * 
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dar, so ist für die Zweieckskoordinaten des Doppelpunktes § 142, (7) 
nach § 39, (25): 

(8) ?i°:tf--f*--fii-fn---fn-
Bei festem x^ hat man in (6) die Gleichung des Tangenten-

liegels der Fläche vom Punkte x^\ des Ortes aller durch diesen Punkt 
gehenden Tangenten. Ordnet man die Gleichung (6) nach: 

^ ) ^ - ^ ^ ) - ¾ . 
so erhält man wieder die Entwicklung (2) zurück, so daß (2), (3) 
und (6) nur verschiedene Formen derselben Bedingung sind. 

5. Bedingung für die Tangente in einem Punkte der Fläche. 
Ist x^ auf der Fläche selbst gelegen, so daß f22 = 0, so folgt aus (6) 

Die Verbindungslinie eines Punktes xkW des Raumes mit einem 
Punkte xkW der Fläche ist Tangente im Punkte xk&\ wenn neben 
. - 0 : 

(9) . . - 0 . 
Bei festem x^ und mit Unterdrückung des Index 1 lautet diese 

Gleichung: 
4 

(io) 2faw**-° 
i 

und stellt dann die Tangentialebene als Ort aller Tangenten im Punkte 
xk^ dar (§ 143, (5)). 

6« Die Komplexgleichung der eigentlichen Flächen zweiter 
Ordnung. Für die eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist die Deter
minante der Komplexgleichung (2): 
( -) K l = ̂ 8 

(I Anm.-1,111, (13)) von Null verschieden. Die linearen Gleichungen: 
e 

(12) 2?«»Ä=0 

1 

sind daher durch keine Gerade pi des Raumes erfüllbar (§ 139, (6)). 

7. Die Komplexgleichung des Siegels. Für den Kegel kann die 
Komplexgleichung (2) nach § 138, (30), in bezug auf ein neues 
Tetraeder JXJ^JZJ^ wo nach § 139, (11) alle Unterdeterminanten ßmn, 
für die nicht m, n = 1, 2, 3 ist, verschwinden, in der Form: 

3 S 

(i3) 55^» r» r .=° 
1 1 

dargestellt werden. Die Spitze des Kegels ist dabei als Ecke J4 des 
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neuen Tetraeders genommen. Die Kanten pk^\ pk&\ pk^ gehören dem 
Komplex (13) an (I § 63, Fig. 320). 

Die Komplexgleichung (2) wird, wie die Form (13) zeigt (I § 72, 
13), erfüllt von allen Strahlen, die in einer stationären Tangential
ebene des Kegels liegen, also entweder durch die Spitze gehen oder 
Tangenten in einem andern Punkte des Kegels sind (§ 71, (16)). 

Die durch die Spitze § 139, (8) des Kegels gehenden Geraden 
sind durch die Gleichungen (I § 59, (10)) dargestellt: 

( AtP* — + AiPi = °> 

, 1 4 4. 4 - ^14^6 + ^ 4 4 ½ = °> 
AlàP5~ AiP±+ A

UPS= 0, 

A é f t + ^24^2 + * = 0. 
Die drei ersten dieser Gleichungen sind aber, falls A^ =|= 0 ist, die 
Auflösungen der Gleichungen: 

( «11 Vi + «12^2 + «13^3 + "uPé + «15^5 + «16^6 = °> 

(15) a21p1 + <*22 p2 + cc2Bp3 + oc2tPé + cc25p5 + a 2 6 iV= 0, 

( 1 1 + cc$2p2 + aups + aup^ + aa6p6 + aZ6pß = 0 
nach p17 p2, p3 und gehen aus diesen hervor, wenn man mit a n , a21, a31 

oder a12J a22, a32 oder a13, a23, ass multipliziert und addiert (§ 97, (23)).-
So folgt allgemein: 

Die sechs Gleichungen: 
6 

(16) 2a*<P<=°' *-1,2,3,4, 5, 6, 
1 

sind die (überzähligen) Gleichungen der Kegelspitze in Strahlenkoor-
dinaten (vgl. § 143, (9;). 

Sie zählen für drei unabhängige (I § 60, 1), weil mit dem Ver
schwinden der Determinante sechsten Grades (11) auch alle ihre 
Unterdeterminanten fünften und vierten Grades verschwinden (I Anm. 1, 
III, (14); (15)). Sie haben, wie die Form (14) für Au ^ 0 zeigt, die 
Bedingung: 

(17) P = PiPé + P2P5 + = ° 
schon zur Folge. 

8. Die Komplexgleichung des Ebenenpaares. Ist die Fläche (1) 
ein Ebenenpaar, dessen Achse die Koordinaten qk° hat, so wird die 
Gleichung (2) nach § 139, (22): 

e 

(18) . (2b'ft)-0, 
1 
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also das Quadrat der Gleichung der Achse in Strahlenkoordinaten 

9. Komplexkurve und Komplexkegel. Die Gleichung (2), die 
sich auf ein ursprüngliches Koordinatentetraeder E1E2ESE4^ bezieht, 
lautet in einem neuen Koordinatentetraeder JxJ^JbJ^ nach § 138, (30); 
§ 140, (18'): 

6 6 6   

(19) 2 5 ^ r » r « = ° oder (19') SSfc8-8*-0* 
i i i i 

wo die Ecke J± als beliebiger Punkt und die Ebene l4 = JxJ^Jb als 
beliebige Ebene gelten kann. 

Liegt nun die Gerade pk in der Geht die Gerade qk durch die 
Ebene l4, so sind r4 = rb = r6 = 0 Ecke Jé) so sind s4 = sb = s6 = 0 
und rt = vt, r2 = v2, r3 = v3 Linien- j und sx = y1} 2̂ = ½^ $3 = ^3 Linien
koordinaten in dieser Ebene (I§ 64,3) koordinaten im Bündel an J± und 
und die Gleichung (19) kommt zu- ! die Gleichung (19') kommt zurück 
rück auf: auf: 

3 3 ' 3 _ s 

(20) 2~2p"Wo- (20') 22feï »*.-°-
1 1 1 1 

Die Koeffizienten (§ 138, (23)): 
6 6 

(21) ^ , = ^ «  
l 1 

hängen, soweit sie in (20) vorkommen, nur von den in der Ebene l4 

liegenden Kanten £ \ pk^\ pk@\ und soweit sie in (20') vorkommen, 
nur von den durch die Ecke J4 gehenden Kanten pk^\ p£b\ pk^ des 
Koordinatentetraeders J-iJ^J^ ab- (I § 63, Fig. 320). Daher folgt 
( I § 7 2 , 1 2 ) : 

Die in der Ebene dreier Stroh- j Der am Schnittpunkt dreier 
len pjP-\ pk^\ pk^ liegende Korn-1 Strahlen pk^\ p£h\ p^ befindliche 
plexkurve des Tangentenkomplexes 1 Komplexkegel des Tangentenkom-
(2) hat in laufenden, auf das Brei- \plexes (2) hat in laufenden, auf das 
eck der drei Strahlen bezogenen Dreikant der drei Strahlen bezogenen 
Linienkoordinaten die Gleichung I Strahlenkoordinaten die Gleichung 
(20). |(20'). 

Die Komplexkurve ist zu- Der Komplexkegel ist zugleich 
gleich die Schnittkurve der Fläche der Berührungskegel der Fläche (1) 
(1) mit der gemeinsamen Ebene der j mit dem gemeinsamen Punkte der 
drei Strahlen, erzeugt von ihren ! drei Strahlen, erzeugt von seinen 
Tangenten. Geraden. 

file:///plexes
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§ 145. Umbeschriebene Vierseite. 

1. Das umbeschriebene Vierseit und das Koordinatentetraeder. 
Ist der Fläche zweiter Ordnung: 

(1 ) f (Xly X2f Xs, X±) = anXx + 22^2 + ^33¾ ~f~ ^44¾ "T* ^ % ¾ ¾ 

+ 2 ¾ ^ ¾ + 2a12xtx2 + 2a14^Ä;4+ 2a2ix2xé + 2a34#3#4== 0 

ein windschiefes Vierseit umbeschrieben, so kann man dessen Ecken 
E1} E2J Es, E± als Ecken des Koordinatentetraeders nehmen derart, 
daß E2Eb und E1E\y sowie EzEi und £ 2 ¾ (Fig- 217) die Gegen
seiten des Vierseits sind. Die Schnittpunktpaare dieser vier Seiten 
mit der Fläche (1) sind dann: 

I ^22 ^2 T" " ^23 *̂ 2 *^3 "T~ ^33 *^3 = = ^ ? #j = U ? #4 = U, 

/ 2 \ a » ^ 2 + 2 e u * A + a u * / - 0, tf2 = 0, :¾ = 0; 

' «22V + 2a24tx2xA + a^x* = 0, xi = 0, #3 = 0. 

Da aber die Seiten Tangenten sein sollen, müssen diese Punktepaare 
in Doppelpunkte zusammenfallen, also die vier Bedingungen bestehen: 

/ f « l l = a 2 2 a 3 S — < = 0> «44 11«44— a M = Ò; 

I «22 = «S5a i l ~ a 3l = 0 ? «55 Ä «22^44 ~ «'24 = 0> 

oder bei willkürlicher fester Wahl der doppelt gestrichenen Quadrat
wurzeln und unbestimmt bleibenden Vorzeichen skl: 

(4) a23 = f23 ]/a22 V<hs *= 614 V^i V44; 

^31 = f31 V 4 s Vail %4 = £24 22 V^44 « 

Die Koordinaten ^ : x2 : x3: xé der wer Berührungspunkte B2b, 
Bu; BB1, B2± des Vierseits (Fig. 217) mit der Fläche werden dann 
nach (2) (§ 39, (25)): 

/ 0 : — a23 : a22 : 0 = 0 : aB3 : — a23 : 0 , 

I a33 : 0 : — a31 : 0 « — a31: 0 : a u : 0 , 

l 0 : — a24 : 0 : a22 = 0 : a44 : 0 : — ÖT24. 

2. Die Ebene dreier Berührungspunkte. Die Ebene der drei 
letzten Punkte (5) hat die Gleichung: 

( 6 ) a n a 2 4 # i + «22 aU#2 + ^31^24¾ + «14ö24#4 = 0> 

der ersichtlich die Koordinaten aller drei Punkte genügen. 
Die Koordinaten des ersten Berührungspunktes 1?23

 u n d <*e 

vierten harmonischen 23 zu E2J Eb und B2B (§ 40, (4)) sind bezüg-
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lieh , — a23, a22, 0 und 0, a237 a227 0 oder in eine gemeinsame Be
zeichnung zusammengefaßt: 

(7) 0, — , o^, 0 mit ¢ = 1 für B23, Ô = - 1 für B23. 

Setzt man diese Koordinaten in (6) ein, so ergibt sich mit Fort-
faE des Faktors a22: 

oder nach (4): 
(8) — tf£23su + %«24= 0. 

Diese Gleichung ist aber, wie auch die Vorzeichen €kl ausfallen, stets 
entweder mit <? = + 1 oder mit =— 1 erfüllt, sodaß entweder B23 

oder B2Z auf der Ebene (6) liegt. Also191): 
Wenn einer Fläche zweiter Ordnung ein windschiefes Vierseit um

beschrieben ist, so liegen entweder die Berührungspunkte der vier Seiten 
in einer Ebme oder jede Seite wird von ihrem Berührungspunkt und 
ihrem Schnittpunkt mit der Ebene der drei andern Berührungspunkte 
harmonisch geteilt. 

T s^ \ \ F N ^ ^ ~ \ 7^-¾ 
^ . I -¾ yr N. P«*. Z, 

Fig. 217. Fig. 218. 

3. Zwei feste Tangenten als Gegenkanten des Koordinaten
tetraeders. Wenn die Fläche (1) nur von den beiden Kanten = 2   

und eu= EXE± berührt wird, ist: 

C 9 ) «11 = «22 «33 — «23 = 0 > a 4 4 = «11 «44 ~ «14 = 0 • 

Da nun bei gleichbleibendem Koordiiiatentetraeder den Koeffizienten 
a2g und au durch geeignete Wahl der Vorzeichen von x2 und œx 

(I § 57, (12)) je ein willkürliches Vorzeichen erteilt werden kann, so 
liegt keine Beschränkung darin, wenn wir mit beliebig gewählten 
Vorzeichen der doppelt gestrichenen Wurzeln setzen: 

(10) . ^ ^ , ^ 1 4 = ^ 1 ^ 4 4 -

Eine Fläche zweiter Ordnung, die von zwei windschiefen Geraden 
berührt wird, kann daher; indem diese Geraden als Gegenkanten e23 = E2E3 
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und eu = Ex JE4 des Koordinatentetraeders gewählt werden, in der Form, 
dargestellt werden (Fig. 218): 

(11) (1 /¾¾ + 1 / ¾ ¾ ) 2 + (1/^1^1 + 1 /¾¾) 2 

+ 2 ( ¾ ¾ ¾ + #12¾¾ + #24¾¾ + # 3 4 ¼ ) = 0-

Die Berührungspunkte B23 und Bu der beiden Kauten e2S und eu 

haben alsdann die Koordinaten: 

(12) 2?28: 0, - , yTn, 0; B^ : - 0, 0, „ . 

4. Tangente als Transversale zweier Tangenten. Sind nun 
die Koordinaten der Treffpunkte T23 und Tu einer Transversale t der 
beiden Tangenten e2B und : 

(13) Tn : 0, xf, x*, 0; Tu : xf, 0, 0, *4», 

so sind die Koordinaten des laufenden Punktes P der Transversale t: 

(14) P : xt = • 0 + ^ ¾ ^ #2 = #2° + ^ - 0 , = #3° + ft • 0, 

x± = • 0 + ^¾0 . 
Der Parameter : ft eines Schnittpunktes der Transversale mit 

der Fläche genügt nach (11) der Gleichung: 

( ° + V 0)2*2 + (^¾¾0 +1/¾¾0)2^2 

+ 2 ( ¾ ¾ 0 ¾ 0 + a12xt°x2° + #24; ° + # 3 4 ¾ 0 ¾ 0 ^ « 0. 

Soll die Transversale selbst Tangente sein, muß demnach werden: 

(#31¾ #i + #12¾ ^2 + #24¾ *̂ 4 + #34¾ ^4 / 

oder mit: 
(15) e - ± l : 

(16) ( #31¾ ^1 + #12¾ ^2 + #24¾ 

- (1 /¾¾ 0 + 1 / ¾ ¾ 0 ) ^ ¾ ° + l/#4>4°) - 0. 

Diese Bedingung drückt aus, daß die Transversale t = 2   

Tangente der Fläche ist. Der laufende Punkt (14) der Transversale 
genügt alsdann der Gleichung: 

(17) (#31¾¾ + #12¾ X2 + #24¾¾ + #34¾¾) 

- * ( 1 / ¾ ¾ + > ^ )(1/«11^1 + V*LPÒ = 0, 

die mit dem doppelten Werte (15) zwei Flächen zweiter Ordnung 
darstellt. 

Der Ort einer Tangente der I lache zweiter Ordnung (11), welche 
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zwei feste Tangenten e2b und e14s beständig schneidet, ist die eine oder 
andere der beiden Linienflächen zweiter Ordnung (17). 

5. Ort der Berührungspunkte der Transversaltangente zweier 
Tangenten. Der Berührungspunkt der laufenden Tangente t = T23 JT14 

genügt gleichzeitig den Gleichungen (11) und (17), also auch der 
Gleichung: 

(V^2 +^^^2 + (\/
 11 1 + 1^¾)2 

+ 2 ( 22 2 + VäSBxs)(Yänx1 + l / ö i 4) = 0. 

Er liegt also auf einer der beiden ( = + 1) Ebenen: 

(18) ( / ¾ ¾ + 1 / % ¾ ) + «(Vöi^i + V » 4 > J = 0, 

die sich nach (10) zu dem Ebenenpaar: 

(19) ±1 ±
2 — a22x2

2 - 2 + auxé
2 — 2 2 2 + 2 ^ = 0 

zusammensetzen. Dieses Ebenenpaar, dessen Achse nach (18) durch 
die Punkte (12) geht, schneidet die Fläche in zwei Kegelschnitten. 
Es folgt somit: 

Der Ort der Berührungspunkte einer Tangente t der Fläche (11), 
welche zwei feste Tangenten e23 und e14 beständig schneidet, besteht aus 
zwei Kegelschnitten, deren jeder durch die beiden Berührungspunkte 
2?2 und der festen Tangenten geht. 

6. Harmonische Teilung der Transversaltangente. Der laufende 
Punkt einer Tangente t, welche die beiden Tangenten e23 und   
schneidet, hat die Koordinaten (14) mit dem Parameter : /i, wobei 
zwischen x2°, x3° und xx°, #4° die Gleichung (16) besteht. Für die 
Schnittpunkte der Transversaltangente t mit den beiden Ebenen (18), 
von denen der eine nach 5 der Berührungspunkt ist, der andere 
B' heiße (Fig. 218), genügt der Parameter : [i der Gleichung: 

*(v&ie + ^¾¾0) + w (VKi<+V^ux/) = o, 
die aus (18) mit Subtstitution der Werte (14) folgt. 

Da hieraus für e = + 1 und £ = — 1 zwei entgegengesetzte 
Werte von : fi folgen, so sind die beiden Schnittpunkte und B' 
zu den Punkten T23{JUL = 0) und TU(X = 0) der Punktreihe (14) har
monisch. 

Jede Tangente t der Fläche, welche die beiden festen Tangenten  

2 und e u in T2b und T14c schneidet, wird von den beiden Ebenen (19) 
in zwei zu T2B und Tu harmonischen Punkten und B' geschnitten, 
von denen der eine ihr Berührungspunkt mit der Fläche ist. 
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7. Zwei Transversaltangenten zweier Tangenten. Sind nun 
t und t0 zwei Tangenten, welche die beiden festen Tangenten e%z 

und eu schneiden, also mit ihnen ein umbeschriebenes Vierseit bilden, 
und sind B, B' und B0, B0' ihre Schnittpunkte mit den beiden 
Ebenen (18) und und B0 ihre Berührungspunkte mit der Fläche, 
so liegt entweder B0 oder B0' in derselben Ebene (18), wie B. Im 
ersteren Falle aber liegen alle vier Berührungspunkte JB23, JS14, B, B0 

in derselben Ebene, im letzteren schneidet die Ebene der drei Be
rührungspunkte B2Sf Bu, die Tangente t0 in dem vierten harmoni
schen BQ ZU ihrem Berührungspunkt B0. Damit ergibt sich also 
wieder der Satz unter 2. 

§ 146. Die Erzeugenden der Fläche zweiter Ordnung. 

1. Bedingung für zwei Ebenen einer Erzeugenden. Die Schnitt
linie zweier Ebenen und gehört nach § 142, (19) ganz der Fläche 
zweiter Ordnung: 

4 4 

i i 

an, wenn neben der Bedingung der Tangente (§ 144, (3)) : 

(2) ( '=0 

auch noch die Bedingungen bestehen: 

(3) 4 = 0; M = i,2,3,4, 
welche nach § 142, (19) die Bedingung (2) zur Folge haben. 

1. Die Schnittlinie zweier Ebenen ist also Erzeugende der Fläche 
(1), wenn die mit den Koordinaten uk und uk' der beiden Ebenen ge
ränderten Unterdeterminanten (3) sämtlich verschwinden. 

Da aus (3) nach § 142, (43) folgt: 

(4) A« = - F(uly u2ius, t»J = 0, A* = - F « , < , < , < ) = 0, 

so ergibt sich mit Rücksicht auf § 143, (2): 
IL Jede durch eine Erzeugende der Fläche (1) gehende Ebene ist 

Tangentialebene. 
Über die Bedeutung von A™' = 0 in § 142, (44) s. später 

§ 149, (13'). 

2. Quadratische Komplexe der Erzeugenden. Die Gleichungen 
(3) stellen zehn Komplexe zweiten Grades dar, denen eine Erzeugende 
angehören muß.192) Insbesondere sind: 
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i A™' = (½¾2 + a33&2 + a44^2 - 2auqòqt + 2a^qtq6 - 2a2Sq6q5 

- - - £ ' ( « • , - f t , ¢,) = O, 
£ = a33g4

2 + a u f t 2 + auq2
2 - 2a14ftft + 2a43g2& - 2a31g4ft 

/ 5 I = ^ 2 2 M ' ( ^ - f t . ft) = O, 

! ^ ' = a nf t 2 + «22ft2 + ^44¾2 - ^ f t f t + 2 ¾ ¾ ¾ - 2a12ftg4 

= . 4 - ' ( f t ? - f t , ft) = 0, 

' = a n ^ 2 + a22ft2 + a33ft2 + 2a2bq2qb + 2a3iqBq± + 2a12qtq2 

{ = < " ' ( « 1 . ft, ¢3) = 0 
die Komplexgleichungen (I § 72, (24')) derjenigen Kegelschnitte, in denen 
die Fläche (1) ? êw Koordinatenebenen geschnitten wird und 
deren Gleichungen in Punktkoordinaten dieser Ebenen lauten: 

(6) . "" (#2, #3, #4) = 0, A22 (#3, x17 xj = , A^ (xlf x2, xj = 0 

-^44 ( # u ^ 2 ; ^ 3 ) = " 
(I § 59, (18'); (19')). 

3 . Bedingung für zwei Funkte einer Erzeugenden. Ist eine 
Gerade durch zwei Punkte xk^ und xk^ gegeben, so sind nach 
§ 142, (11) die Bedingungen dafür, daß sie eine Erzeugende der 
Fläche ist: 

/ U = 0 , fl2=0, ƒ „ = ( ) . 

Die Gleichungen sind in ihrer Gesamtheit unabhängig davon, daß für 
XjW oder xk^ ein anderer Punkt xk^ -+• kxk^ der Geraden gesetzt wird. 
Die beiden äußeren bedeuten, daß die Punkte x^ und xk^ auf der 
Fläche liegen, die Bedeutung der mittleren vgl. § 149, (6). 

Die Verbindungslinie der Punkte | Die Schnittlinie der Ebenen uk
{1) 

xkW und xkW ist Erzeugende der und uk^ ist Erzeugende der Fläche 
Fläche zweiter Ordnung (1), wenn: \ zweiter Klasse § 138, ( ) , wenn: 

-CO 1 - , fa-0, ^ = 0. |(7') ^ = 0 , 2 ^ - 0 , ^ = 0. 

£• Erzeugende und Tangentialebene. Die zweite Gleichung (7) 
gibt nach § 143, (5) bei festem Punkte xk^ die Tangentialebene in 
ihm in laufenden Koordinaten xk^ und bei festem Punkte x^ die 
Tangentialebene in ihm in laufenden Koordinaten xk^ (falls es sich 
nicht um einen singulären Punkt handelt). 

Die Verbindungslinie zweier Funkte der Fläche ist Erzeugende, 
wenn jeder in der Tangentialebene des andern liegt. 

Dabei ist also x^ irgend ein Punkt der Schnittlinie der Fläche 
mit der Tangentialebene des Punktes x^\ Diese schneidet aber, wenn 
sie nicht ganz der Fläche angehört, in zwei getrennten oder zusammen
fallenden Geraden: 

S t a n d e , Flächen zweiter Ordnung. IL 53 
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Durch jeden Punkt der Fläche j In jeder Tangentialebene der 
zweiter Ordnung gehen im allge- j Fläche zweiter Klasse liegen im 
meinen zwei Erzeugende. allgemeinen zwei Erzeugende. 

5. Lineare Bedingungen der Erzeugenden« Die drei Gleichungen 
(7) können in der Form geschrieben werden (§ 138, (6)): 

4 4 4 4 

(8) 2 # ( - , 2}№xp-2*fkw*>m=o, ^fpsp-o 
1 1 1 1 

oder, wenn wir mit: 
(9) %(1) = /*(1), «*<8> = #8> 
die Koordinaten der Tangentialebenen der Punkte x^ und x^ be
zeichnen: 

(io) ^ « / ^ , 2% ( 1 4 ( î , =o, 2 *( ) *(1)=°> J2M*(%*<8)=0-
Sie sagen dann aus, daß die Punkte o№ und x^ beide in der Ebene 
u№ und beide in der Ebene u& liegen, oder daß der Strahl p = #(%(*> 
mit der Achse = # (2) zusammenfällt, also (I §59, (8)) mit einem 
Proportionalitätsfaktor Q: 

C11) №=&• 
Nun ist aber nach (9), wie § 68, 22: 

&. - «*(1 (2) - %(2 (1) - /*(1)/;(2) - /*(2)/;(1) 
4 4 4 4 

1 1 1 1 
4 4 

1 1 
6 

= ^ ( , - , a> )( ® - x^x^), 
1 

wo mn die Reihe § 138, (20) durchläuft, also mit der Bezeichnung 
§138, (9).(1 § 6 9 , 1 ) : 

6 

(12) QkS^mPm' 
1 

Damit ergibt sich aus ( l l ) 1 7 3 ) : 
Die Strahlenkoordinaten einer Erzeugenden der Fläche genügen 

den sechs Bedingungen (auch aus § 149, (4) mit qk' = = ) : 
e 

(13) №—,2r«*mA.* 
1 

wo und komplementäre Kombinationen der Beihe § 138, (20) bedeuien. 
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6. Erzeugende des Segele. Da auch beim Kegel nach 1, II 
zwei Ebenen, die eine Erzeugende bestimmen, beide Tangentialebenen 
sind und daher beide durch die Spitze gehen (§ 143, 4,1), so folgt: 

Jede Erzeugende des Kegels geht durch seine Spitze. 
Dann kann einer der beiden Punkte x^ und aP\ die die Er

zeugende bestimmen, etwa x^ in der Spitze angenommen werden. 
Für diesen ist dann mit: 

/ i « = o , / - / ) = 0 , # 4 = 0 , / - 4 w=o 

(§ 139, (5)) schon von selbst: 

/ • u = 0 , f12=0 

(§ 138, (6)), so daß nur die dritte Bedingung (7) bleibt. 
Jede Gerade, die einen Punkt des Kegels mit der Spitze verbindet, 

ist eine Erzeugende. 
Durch jeden Punkt des Kegels, außer der Spitze, geht nur eine 

Erzeugende hindurch. 
Die Gleichungen (13) sind beim Kegel (§ 144, (16)) mit ç = 0 

erfüllt, also: 

(!4) ^4^= ° 
1 

und stellen die oo2 Strahlen durch die Spitze des Kegels dar. 
Die Erzeugenden des Kegels sind daher in Linienkoordinaten durch 

die Gleichungen (14) in Verbindung mit einer der Gleichungen (5) 
dargestellt, für ^ + der letzten (§ 71,(20)): 

(15) AX'fa, A , A ) - 0. 
7. Die Erzeugenden des Ebenenpaares. Beim Ebenenpaar re

duzieren sich die sechs Gleichungen (14) nach § 139, (16) auf die 
einzige: 

_°_ 

(16) JET*-*--0' 
1 

die Gleichung der Achse q° des Paares in Linienkoordinaten (I § 60, (8)). 
Die Gleichung (15) aber zerfällt wegen Au = 0 in zwei lineare Fak
toren, deren jeder eine Gerade darstellt. Die gemeinsamen Transver
salen einer jeden solchen Geraden und der Achse des Paares geben 
die Erzeugenden des Paares. Zwei Gleichungen (6) sind nötig.157) 

8. Die Erzeugenden der Doppelebene. Für die Doppelebene 
werden die Gleichungen (14) nach § 139, (29) identisch, während die 
Gleichungen (5) nach § 139, (27) vollständige Quadrate werden118): 
(17) S ' ^ ' C A , A , A ) = b u ( V ? i + <Q* + V & ) 2 , • • • 

53* 
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Es sind also dann drei von den Gleichungen (5) als Gleichungen der 
Doppelebene in Strahlenkoordinaten nötig (I § 60, (1/)). 

§ 147. Die linearen Komplexe der Erzeugenden. 

1. Die linearen Komplexe der Erzeugenden. Die Bedingungen 
für die Strahlenkoordinaten einer Erzeugenden der eigentlichen Fläche 
zweiter Ordnung und Klasse (§ 143, 1; 3): 

4 4 4 4 

(i) f-22a*w°> o-1) F=22Ä^U^° 
i i i i 

lauten nach § 146, (13): 
e 

(2) QPkS*kmPmf 
1 

wo die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6 und die entsprechenden 4, 5, 6 ,1 /2 , 3 
durchläuft. 

Die Gleichungen (2) stellen sechs lineare Komplexe dar, denen die 
Erzeugenden der Fläche angehören (§ 86, (1)). 

Wenn aber unendlich viele Wertsysteme der fünf Verhältnisse 
der sechs Strahlenkoordinaten, die schon an die Bedingung: 

(3) P = ViPt + 2 + = ° 

gebunden sind, auch noch den sechs Gleichungen (2) genügen sollen, 
so können diese nicht unabhängig voneinander sein. Die Art ihrer 
Abhängigkeit soll zunächst untersucht werden. 

2. Die Determinante des Problems. Da die sechs Gleichungen 
(2) in den sechs Größen pm linear und homogen sind, muß ihre Deter
minante: 

I «11 «12 «18 « 1 4 — 0 «15 «16 

«21 «22 «28 «24 «25 9 «26 

/ \ / \ = ' ß31 «32 «33 «34 «35 «86 ~ 9 ! 

! «41 - 9 «42 «43 «44 «45 «46 . j 

! «51 « 5 2 - 9 «53 «54 «55 «56 

j «61 «62 «63 - 9 «64 «65 «66 

verschwinden, also der Faktor Q eine Wurzel der Gleichung sechsten 
Grades: 
(5) e ( p ) - o 
sein. 
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3. Die Reziprozität der Gleichung sechsten Grades. Die Deter
minante : 
(6) A = 0(0) - ; « M ; 

hat den Wert (I Anm. 1, III, (13)): 

(?) A = ^ s , 

wo A die Determinante der Fläche (1) ist. 
Indem man nun die Determinante (6) in der Form: 

! «44 «45 «46 «41 «42 «43 j 

! «54 «55 «56 «51 «52 «53 | 

, f t . I «64 «65 «66 «61 «62 «63 J 

I «14 «15 «16 «11 «12 «13 I 

I «24 «25 «26 «21 «22 «23 

«34 «35 «36 «31 «32 «33 ! 

mit der Determinante (4) multipliziert und dabei die Beziehungen 
(I Anm. 1, 111,(19)): 

(9) 2 " "*"•**« °der 2*"m*aml=[ 0 ï + . j ' 
benutzt, ergibt sich: 

A—a^Q —ablQ — cc&1ç — anQ — cc21ç — CCUQ 

| —a42QA—<Xb2Q —Ct&2Q —<Xl2Q ~ «220 — « 3 2 0 , 

/ \ _ Ä430 — « 5 3 0 ^ " « 6 3 0 —«130 - « 2 3 0 ~ «33 0 
A 0 ( 0 ) = i A 

- «440 — «540 - «640 A - «140 — «240 ~ «340 

| — « 4 5 0 — « 5 5 0 ~ « 6 5 0 — « 1 5 0 ^ — «250 ~ «35 0 
— «460 — «560 — «660 - «160 — «260 A — «360 

oder, wenn man rechts den Faktor (— ¢)6 heraushebt, die drei letzten 
Kolonnen mit den drei ersten und cckl mit alk vertauscht: 

(10) A*.e(9) = -Q*e(f). 
Nimmt man nun für die Entwicklung der ganzen Funktionen (4) 

mit Rücksicht auf (6) und (7) die Form:193) 

0(Q) = j» + b'ç + c'«.2 + a9s + cc* + V - Q6 

an, so folgt aus (10) identisch in Q: 

( + VQ + Q* + aç* + cc* + 6p5 - p«) 

= - A3ç6- ' - A'C'Q1- A4QS- * * - + 6 
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und damit: 

- '= % - * '= , - = } - * = 3 , - = ' 
oder: 

'= — * , '=— , = 0 . 

Die ganze Funktion Q(ç) hat daher die Form: 

(11) 0 0 ) = - A2bç- ACQ* + CQ*+bQ*- Q*, 
wo b und noch zu bestimmen bleiben. 

4. Bestimmung des Koeffizienten b. Da der Koeffizient von Q 
auch der Nullwert des Differentialquotienten:193) 

Q,, _ ae de aê  ae ae ae 
W a ( a 1 4 — Q) a ( « 2 6 — 9) d(ccS6 — Q) d(a41 - Q) d(<x5i — Q) d(&&9 — Q) 

ist, so folgt: 

-A4 « 0'(O) = - 2 ( # ^ + # ^ + # M 

oder (I Anm. 1, III, (14)): 

- 2& = - 2 ^ ( « 1 4 + « 2 5 + « 3 6 ) 

oder, da die Summe von a14, a25, a86 nach § 81, (13) verschwindet: 

6 = 0. 

Die ganze Funktion 0 0 ) hat daher die Form: 

(12) 6(()) = 4 8 - 4 c ? 4 ^ - ( ) 6 . 

5. ©((>) als vollständiger Kubus. Multipliziert man die Deter
minante 0((>) in (4) mit der Determinante 0 (-—()), für die man aber 
die in (8) getroffene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wählt, so 
folgt nach (9): 

| - Q2 0 0 0 0 0 | 
0 O ) 0 ( - ( ) ) = ! 0 A-Q2 0 0 0 0 : = 0 4 - e 2 ) 6 . 

Da aber nach (12) 0 ( - ( ) ) = 0 0 ) , so wird auch: 

und hiernach, da p6 in (12) den Koeffizienten — 1 hat: 

(13) Q(9) = (A-Qy. 

Die Determinante (4) ist also ein vollständiger Kubus, und die 
Gleichung sechsten Grades (5) hat zwei dreifache Wurzeln: 

(14) Q= + VA und Q=-VA. 

6. Die Elementarteiler von 0 0 ) . Nach dem Multiplikations
verfahren, welches in 5 für 0 0 ) 0 ( - ( ) ) gebraucht wurde, folgt, 
wenn man für die Bildung der Differentialquotienten von 0(()) vor-
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übergehend akl und an als verschieden behandelt: 

i 0 1 0 0 0 0 I | a4t aÄ au a41 + ç ccé2 atö 

I «21 «22 «23 «24 «25 — 9 «26 j «54 «55 «56 «51 «52 + Q «53 j 

! «31 «32 «S3 «34 «35 « 3 6 — Q\ \ «64 «65 «66 «61 «62 « 6 3 + Q \ 

! «45 «55 «65 «15 «25 + 9 «35 ! 

= j ° ^ - V ° ° ° ° | - ^ - ^ . , 
| 0 0 Ä-9

S 0 0 • 0 | 

oder da nach (13): 

ist: 

(15) r® = (Ä~ <>*) V , 
und ebenso: 

(15) ^ ¾ - '*-*")•(«« + *), 
und entsprechend alle übrigen Unterdetermiuanten von 6(p). Auf 
gleiche Weise erhält man: 

v y »«ii^i V <% a64 ^ 1 4 - ^ ¾ V «3 i «32 

Jede der beiden dreifachen Wurzeln (14) der Determinante sechsten 
Grades Q(Q) ist also zweifache Wurzel aller Unterdeterminanten fünften 
und einfache Wurzel aller Unterdeterminanten vierten Grades (§ 50, 9). 

7. Die Abhängigkeit der sechs linearen Komplexe. Die sechs 
linearen homogenen Gleichungen (2) können nach 2 nur bestehen, 
wenn einen der beiden Werte (14) hat. Daher müssen die Erzeu
genden der Fläche (1) dem einen oder andern der beiden Gleichungs
systeme genügen {k = 1, 2, 3 , . . ., 6): 

e e 

(17) VÄPfS^P», (18) - % = 2 ^ ' 
1 1 

Da aber nach 5 und 6 nicht nur die Determinante eines jeden 
der beiden Systeme von sechs Gleichungen, sondern auch alle ihre 
Unterdeterminanten fünften und vierten Grades verschwinden, so entr 
hält jedes der beiden Systeme nur drei unabhängige Gleichungen, also: 

Die Erzeugenden der Fläche (1) zerfallen in zwei Scharen (17) 



828 § 147, 7 - 9 . 

und (18); jede Sehar besteht aus den gemeinsamen Geraden dreier un-
abhängiger linearer Komplexe.1™) 

8. Beziehung der beiden Scharen zueinander. Ist p irgend 
eine Gerade der Schar (17) und p eine der Schar (18), also: 

e 6 

= 2 *kmPm > - V^Pk S aï«P«> 
1 1 

so folgt durch Multiplikation beider Gleichungen und Summation 
über Je: 6 6 6 -

1 1 1 1 

oder da nach (9) der Ausdruck in runder Klammer A oder 0 ist, 
je nachdem n = m oder n =(= m: 

6 6 

- Ä ^ p - p ^ A^nPmPi9 

i l 

also, da die beiden Summen dieselben sind: 
6 

1 

Dies bedeutet aber, da A + 0 (I § 59,(15)): 
Jede Gerade der einen Sehar (17) oder (18) schneidet jede Gerade 

der andern.108) 

9. Besondere Fälle. Für das einschalige Hyperboloid: 

(19) S + ï l - S - 1 - 0 

ist: 
_ l _ l l __ - 1 / - 7 l _ . 

ail— a2? a 2 2 — ~&2> a33 — ~ c 2 ? a 4 4 ~ A ; ^ 1 - _ f a 5 ^ > f— ± 1 . 

_ _ 1 1_ _ ^ _ _ 1 _ 1 1 
«11 — — p ^ ^ « 2 2 ~ — ^ 2 ) ^ 3 3 — ^ 2 ; «44— — 2, «55— — p «66—^2? 

alle übrigen akl und a H = 0 . Die sechs linearen Komplexe (17) oder 
(18) werden daher: 

aa&c a2 ' f afte 62 ' fa&c *7 

IV = _Pi_ PÔ = _A_ JPe = _ ^ 8 _ 
sa&e b8c2? sabc c*ai7 sähe a*b* 

und enthalten nur die drei unabhängigen: 

4 ' bc a7 ca b7 ab 7 

wie sie § 82, (22) gefunden wurden. 



§ 147, 9-10. 829 

Für das hyperbolische Paraboloid: 

(21) £ , -5 + 2* = 0 
sind: 

« 2 2 = ^ ^33 = - ^ « 1 4 = 1 ; ) / ^ = - - ^ - , f = ± l , 

1^ __ _1_ _ _ £ __ . 
a i i 62c s ? ^2 6 c2> ^3 5 &2> ^ 4 4 — ? 

alle übrigen aH und akl gleich 0. Die sechs linearen Komplexe (17) 
oder (18) werden daher: 

_ ?L_ = _ n A- = _ A __^_ _ __ A 
— ehe *A> —ebc bty - sbc cif 

Pi = __ .ü_ 5̂_. = __ _ = _ ^5 

— s&c ò 2 c 2 ' — « & c e2> — f&c &2? 

und enthalten nur die drei unabhängigen: 

(22) Pi=£bcp4, 2=£ 3, = , 

wie sie § 83, (19) gefunden wurden. 

10. Die Linienfläche dreier Komplexe in Punktkoordinaten. 
Sind jetzt irgend drei lineare Komplexe durch die Gleichungen gegeben: 

| *11 Pl + €12P2 + CnPb + CuP± + ClbPb + 1 2>6 = 0 , 
(23) c21p1 + c22p2 + 2 + c2 4p4 + 2 + c26jp6 = 0 , 

I C3lPl + 2 2 + + ^34^4 + + C36 = ° > 

so fragen wir nach dem Ort derjenigen Geraden, die jedem der drei 
Komplexe angehören.171) 

Ist pk eine solche Gerade und xk ein Punkt auf ihr, so bestehen 
die Bedingungen (I § 59, (10); § 60, (1)): 

J ^- ^ + ^ ^ , 
[ Pl^l + P2X2+P3XB=°y 

von denen drei, für #4 4= 0 die drei ersten, in bezug auf die Koordi
naten pk unabhängig sind. Für den Ort des laufenden Punktes x 
einer gemeinsamen Geraden pk der drei Komplexe erhält man daher 
durch Elimination der pk aus den Gleichungen (23) und den drei 
ersten (24): 
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Cil C12 Cn CU Clb CU ! 

| C21 C22 2 2 2 26 I 

/ncN ^i % € ; ß 
v ; \xé o o o - ¾ ^ ' 

I :, — ?! | 
i i 

j O O #4 — #2 . #i_ 0 1 
Entwickelt man die Determinante (25) nach den Unterdetermi

nanten der drei ersten und der drei letzten Zeilen und setzt zur Ab
kürzung :193) 

(26) | c2k c2l c2m = (Mm) =-(lkm), 

i €3     

so lautet die Gleichung (25): 
(27) xtf-O, 
wo: 
(28) g=(234)V+ ( 3 1 6 ) ^ 4 ( 1 2 6 ) ^ + (456)¾2+ [(125) + (316)]¾¾ 

+ [(245) - (364)]¾¾ + L(236) + (124)]¾¾ + [(356) - (145)]¾¾ 
+ [(314) + (235)]¾¾ + [(164) - (256) ]¾¾. 

Hätten wir bei vorstehendem Verfahren, statt die vierte Gleichung 
(24) wegzulassen, die erste, zweite oder dritte unterdrückt, so hätten 
wir statt (27) erhalten: 

(29) #i£ = 0, x2g = 0, x3g = 0. 

Da aber x17 x2j x3> x± nicht alle 0 sind, folgt für den gesuchten 
Ort jedenfalls: 
(30) g.-0. 

Der Ort der gemeinsamen Geraden der drei linearen Komplexe 
(23) ist eine Fläche zweiter Ordnung (30) mit der Bedeutung (28) von g. 

11. Die Linienfläche dreier Komplexe in Ebenenkoordinaten. 
Benutzt man an Stelle von (24) die Bedingungen der vereinigten 
Lage einer Ebene uk mit einer gemeinsamen Linie der Komplexe 
(23) (I § 59, (11)), so ergibt sich für die Ebene die Bedingung: 

Cll C12 C13 Clé Cl5 C16 ! 

^21 C22 C2S €2l C25 €2% [ 

(31) - I % % 3 *" C 3 6 L M ,G = 0, 
0 —us u± 0 0 

I u3 0 — ut 0 u± Ö I 

| - M , «! 0 0 0 ué j 
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wo wiederum mit der Abkürzung (26): 
(32) 0-1(661)¾1+(642)V+ (453)¾2+ (123)w4* + [(452) + (643)]¾¾ 

+ [(512) - (681)]^¾ + [(563) + (461)]¾¾ + [(623) - (412)]¾¾ -
+ [(641) +(66¾]¾¾ + [(481) - (523)]¾¾. 

Die Koeffizienten in (28) und (32) unterscheiden sich nur durch 
die Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 bezüglich mit 4, 5, 6. Dual 
zu 10 ergibt sich daher: 

Die Gesamtheit aller Ebenen, die durch eine gemeinsame Gerade 
der drei linearen Komplexe (23) gehen, umhüllt eine Fläche zweiter Klasse. 
(33) <? = 0, 
wo G die Bedeutung (32) hat 

12. Besonderer Fall. Die Komplexe (23) können auch spezielle 
Komplexe sein (§ 86, 4). Dies ist unter anderen der Fall, wenn 
ihre Gleichungen die Form haben: 

i pL + np6 + mp6 = 0, 

(34) l>2 + *i>6 +npt = 0 , 

I + ±+ 1 = 0 . 
Die Gleichung (25) wird dann mit Einfuhrung schiefwinkliger 

Koordinaten x, y, z, 1 für xly x^, xZJ xA: 
1 0 0 0 n m | I 0 0 0 0 n + z m — y I 
0 1 0 n 0 l \ ! 0 0 0 n-z 0 l + x j 
0 0 1 m l 0 j | 0 0 0 m + y 1- 0 I 
1 0 0 0 -z y J Ä 1 0 0 0 — z y 

\ 0 1 0 0 - | 0 1 0 z 0 - —a? 1 
i 0 0 1 -y x 0 ' I 0 0 1 -y x 0 J 

I 0 n-\-z m~y | 
= — \n — 0 0 l + xi^Qs 

\ m + y 1- 0 I 
Dies ist eine bereits § 74, (22) gefundene Gleichung.m) 

§ 148. Darstellung der Schnittgebilde in Ebenen- und Linienkoordinaten. 
1. Gleichung eines ebenen fechnittss in Ebenenkoordinaten. 

Die Bedingung dafür, daß die Schnittlinie q der beiden Ebenen uk 

und uk' Tangente der Fläche: 
4 4 

1 1 
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sei, ist; nach § 144, (3): 
(2) A " u ' = 0 
oder auch nach § 140, (22): 

4 4 

(3) 22A*"<<-°-
i i 

Hält man nun die Ebene uk fest, so ist dies die Bedingung da
für, daß die laufende Ebene uk durch eine in der Ebene uk liegende 
Tangente der Fläche, also eine Tangente der Schnittkurve geht. 

Die Gleichung (2) oder (3) stellt in laufenden Ebenenkoordinaten 
uk die Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene uk dar.122) 

2. Der Bang der Schnittkurve als einer Fläche zweiter Elasse, 
Als Fläche zweiter Klasse ist das durch (3) dargestellte Gebilde zu
nächst Range 3 (§ 139, 4), da die Determinante (/»*, Z= 1, 2, 3, 4): 
(4) A*. = (A")*-0-0, 
wie § 45, (19).193) 

Ist dagegen die schneidende Ebene uk einfache Tangentialebene, 
so erhält nach § 141, (41) die Gleichung (3) die Form: 

4 

(5) Q * * * 4 ' ) - 0 , 
1 

wird also vom Range 1. Sie stellt dann den doppelt zählenden Be
rührungspunkt als Ebenenbündel dar. 

Ist die schneidende Ebene uk stationäre Tangentialebene, so wird 
die Gleichung (3) nach § 141, (22) identisch erfüllt. 

3. Gleichungen der in einer Tangentialebene liegenden Er
zeugenden in Ebenenkoordinaten. Unter den cx>2 Ebenen des Bündels 
(5) sind diejenigen ausgezeichnet, die nicht nur durch den Berührungs
punkt der Tangentialebene uk9 sondern auch durch eine der beiden 
sich in ihm kreuzenden Erzeugenden der Fläche gehen. Die Be
dingungen, daß die Schnittlinie q der Ebenen und u' eine Erzeu
gende ist, sind nach § 146, (3): 

(6) AT = 0; M-.1,2, 3,4. 
Entwickelt, ist beispielsweise: 

8 3 

i i 

die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse in der Ebene xé = 0. Diese 
muß in das Punktepaar zerfallen, in dem die beiden gesuchten Er
zeugenden die Ebene #4 = 0 schneiden. 
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Ist daher uk eine Tangentialebene, so daß A" = 0, so werden die 
beiden in ihr liegenden Erzeugenden in laufenden Ebenenkoordinaten uk' 
dargestellt durch die Gleichung (2), die das Bündel am Berührungs
punkt, und durch eine der Gleichungen: 

(8) A™' = 0, Atf = 0, A**f - 0, A"« = 0, 

die die Schnittpunktpunktpaare der beiden Erzeugenden mit den vier 
Koordinatenebenen ausdrücken. 

Besteht aber die Schnittkurve der Fläche mit der Tangential
ebene nicht aus zwei sich kreuzenden Geraden, sondern aus einer 
Doppellinie qk°, indem neben Au auch alle ^ verschwinden, so wird 
aus (7) nach § 141, (48): 

(9) - S2 1 - ( 1 ° < + q2° + <Z3°  

ein vollständiges Quadrat. Jede der Gleichungen (8) stellt dann einen 
der Schnittpunkte der Doppellinie mit einer Koordinatenebene dar; 
zwei von ihnen sind also die Gleichungen der Doppellinie in Ebenen
koordinaten (I § 59, (12)). 

4« Gleichung der Schnittkurve in Linienkoordinaten. Die 
Gleichung : 
(10) " AUU'U"=Q 

bedeutet nach § 140, (33), daß der Schnittpunkt der drei Ebenen 
, ', ' auf der Fläche (1) liegt. 

Nach den Strahlenkoordinaten pk' der Geraden X " entwickelt, 
lautet die Gleichung (10) nach § 140, (37): 

e e 

ai) .2Sa"ft>''=°-
i i 

Diese Gleichung drückt daher bei festen uk die Bedingung aus, daß 
die laufende Gerade pk die Schnittkurve der Fläche mit der Ebene  
trifft, oder: 

Die Gleichung (11) ist die Gleichung der Schnittkurve der Fläche 
(1) mit der Ebene in laufenden Strahlenkoordinaten pk' (die Komplex
gleichung der Schnittkurve). 

Ist die Ebene eine stationäre Tangentialebene mit der Berüh
rungslinie qk°, so wird die linke Seite der Gleichung (11) ein voll
ständiges Quadrat (§ 141, (48)): 

6 

i 
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5. Gleichung des Schnittpunktpaares in Ebenenkoordinaten. 
Nach den Ebenenkoordinaten uk" entwickelt^ lautet die Gleichung (10) 
nach § 140, (42): 

4 4 

(i3) 22A™'«=°-
i i 

Diese Gleichung drückt daher bei festen uk, uk aus, daß die laufende 
Ebene uk durch einen Schnittpunkt der Achse qk = uxu mit der 
Fläche geht. 

Die Gleichung (13) stellt das SchnittpunMpaar der Fläche (1) und 
der Geraden in laufenden Ebenenkoordinaten uk dar.122) 

Ist jedoch mit AUU'=Q die Gerade Tangente der Fläche, 
so wird die Gleichung (13) nach § 142, (35): 

4 

(14) (2**'<)'-0, 
1 

wo xk° die Koordinaten des Berührungspunktes sind. Diesen stellt 
alsdann die Gleichung (13) doppelt zählend in laufenden Ebenen
koordinaten uk" dar. 

IL Kapi te l . 

Polartetraeder, Folarberührungstetraeder und 
Schmiegungstetraeder. 

§ 149. Polartetraeder und Quadratdarstelluiig. 
1. Harmonische Pole. Das Schnittpunktpaar der Fläche § 142, (1) 

mit der Verbindungslinie der beiden Punkte xk^ und xk& hat nach 
§ 142, (7) in Zweieckskoordinaten y19 y2 in bezug auf diese Punkte 
die Gleichung: 

(1°) fuyi'+tfvyito+fntf-O-
Nach §40, (3) ist daher: 
(2°) . fu-0 
die Bedingung dafür, daß die Punkte xk^ und xk^ zu dem Schnitt
punktpaar harmonisch, also harmonische Pole der Fläche sind (§68, 5). 

Die Theorie der harmonischen Pole und ihre Folgerungen finden 
daher in Tebraederkoordinatm formal denselben Ausdruck, wie in ho
mogenen gemeinen Koordinaten, wo ebenfalls die Bedingung § 68, (7) 
den Ausgangspunkt bildete. Es bedarf daher nur der Angabe der 
bezüglichen Formeln in Tretraederkoordinaten: 
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In bezug auf die Fläche zweiter \ In bezug auf die Fläche zweiter 
Ordnung § 138, (1): j Klasse § 138, ( ) ; 

4 4 ; 4 4 

a) f=22a»x*x>=0 K1') F-22^4-° 
1 1 ! 1 1 

sind zwei Punkte x£l) und xk& har- sind zwei Ebenen ukW und uk& 
monische Pole unter der Bedin-\ harmonische Polarebenen unter der 
gung: Bedingung: 

4 4 

(2) *-2?/2 ^ ' 'C20 F»SF№ 
1 1 

4 4 

=2 f™** =°-1 = 2 F*m *(1)-°-
i ; i 

2. Koordinaten der Polarelemente. In bezug auf (1), bezüg
lich (1') sind ferner (§ 68, (18); (22); (25); § 77, (7); (8); (9)) die 
Koordinaten 

der Polarebene eines Punktes : \des Poles einer Ebene u%: 
4 j 4 

(3) 9 - =^ \ (3') ^^ -^ - ^ 1  
i ; ï 

der Polare einer Geraden pt: der Polare einer Geraden q%: 

(4) QQk' = (fk =J>]<*kiPn : (4') apk - = ^ * 4 1 ; 
1 . I ' l 

des Poles einer Ebene ut: j der Polarebene eines Punktes xt: 
4 J 4 

(5) QX^F^^JÄ^U,. ;(5') 6uk = fk=J>]EHx,. 
1 | 1 

3, Konjugierte Elemente. Konjugiert sind (§ 68, 29; 31) zwei 
Elemente, wenn jedes mit dem Polarelement des andern vereinigt 
liegt. Dabei ist (§ 68, (7); § 77, (2)): 

4 1 4 

(6) fa-2fP*P K6') F»SF*m«*m 

1 1 
4 4 4 4 

-22 e«^^"0 -22e»**m"P-° 
i i i i 

die Bedingung für zwei konjugierte | die Bedingung für zwei konjugierte 
Punkte xkW und xk& oder die Glei- Ebenen %(1) una" 2) °^er die 
chung der Polarebene (§ 68, (14)) i Gleichung des Poles (§ 77, (5)) der 
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des Punktes xk^ in laufenden i Ebene ukW in laufenden Ebenen-
Punktkoordinaten xkW] Ikoordinaten uk^\ 

e | <s 

(7) < 12=2< * ™ ?') <»1*=2 (1)&(8) 

' 1 I 1 
6 0 | 6 6 

-22K^m^ - ° ! • - ^ "'*« - 0 
1 1 1 1 

die Bedingung für #we£ konjugierte | die Bedingung für # konjugierte 
Strahlen p™ und A « (§68, (29)) | ^ ^W und g,(2> (§77 , (13)) 
oder die Gleichung der Polare I oder die Gleichung der Polare 
(§68, (28)) des Strahles ^ 1 ) in j (§ 77, (11)) der Achse qk& in lau
laufenden Strahlenkoordinaten p£2) ; ! fenden Achsenkoordinaten qkW; 

4 4 

(8) Fa-2?Ft
m»t

m m fa=2f*mx*m 
1 1 

4 4 j 4 4 

- 2 ^ 4 » « * ( 1 (1> = i - 2 0 «**(1> *<(S) = ° 
1 1 I 1 1 

die Bedingung für jerwei konjugierte \ die Bedingung für konjugierte 
Ebenen ukW und t^2) (§ 68, (27)) | Punkte (§ 77, (12)) x^ und a?4« 
oder die Gleichung des Poles oder die Gleichung der Polarebene 
(§ 68, (26)) der Ebene uk& in lau-! (§ 77, (10)) des Punktes x^ in 
fenden Ebenenkoordinaten uk^\ laufenden Punktkoordinaten x£2\ 

4. Eigentliche Flächen zweiter Ordnung und Klasse. Die 
Gleichungen der eigentlichen Fläche zweiter Ordnung und Klasse lauten 
nach § 78, (10); (11) in Punkt- und Ebenenkoordinaten: 

4 4 4 4 

1 1 1 1 

ferner nach § 78, (28); (29) in Strahlen- und Achsenkoordinaten:  

(10) V-22?««AA-°' W - 2 ^ « *«'-°-
1 1 1 1 

Von den Beziehungen zwischen den Koordinaten von Pol und Polar-
ebene (3), (5), (3'), (5'): 

4 4 

(11) Qut-ft-^Ot,*,, (U') ex,= F,-^Ätlut 
1 1 

sind (§ 78, 9) mit Q6 = A die einen die Auflösungen der andern. 
Dasselbe gilt mit Q6 = A2 von den Beziehungen zwischen den Koor
dinaten reziproker Polaren (4) und (4'), wenn wir, mit Rücksicht 
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auf die Reziprozität, in (4') pk', q, mit pk, q[ vertauschen (I § 63, 
(19); (20)): 

e e 

(12) Qqt' = <pk=^jatlPl, (12') * = , = 2 «&'-
1 1 

Die sechs Gleichungen (6), (6') — (8), (8') zwischen konjugierten 
Punkten, Ebenen und Geraden ziehen sich entsprechend auf folgende 
vier zusammen: 

4 4 4 

(i3) f12 -2^1)x^=22a^mx'in=°' 
i i i 
4 4 4 

(i3') ^ = 2 ^ ( 1 ) * ( 2 ) = 2 2 (%
(1,«/2)- , 

i i i 
6 6 » 

1 1 1 

6 6 G 

(Mo 12 = 2 *(1)&(2) = 2 2 » (2) - ° • 
1 1 1 

5. Die uneigentlichen Flächen zweiter Ordnung und Klasse. 
Die uneigentlichen Flächen zweiter Ordnung sind nicht zugleich Flächen 
zweiter Klasse. Es gelten also nur die links stehenden Formeln 
(1)—(8) ohne Beziehung zu den rechts stehenden. Das Umgekehrte 
gilt für die uneigentlichen Flächen zweiter Klasse. Charakteristisch 
ist für alle diese Flächen das Auftreten unbestimmter Polarelemente: 

Punkte unbestimmter Polar- Ebenen unbestimmten Poles, 
ebene, den Gleichungen : den Gleichungen : 

4 ! 4 

(15) 2 % ^ = ° kl5') X, M i=° 
1 j 1 

genügend, sind beim Kegel die genügend, sind beim Kegelschnitt 
Spitze, beim Ebenenpaar die oo1 dessen Ebene, beim Punktepaar die 
Punkte der Achse, bei der Doppel- \ oo1 Ebenen der Verbindungslinie, 
ebene die oo2 Punkte der Fläche i beim Doppelpunkt die oo2 Ebenen 
(§ 139, (6)). j desselben. 

Strahlen unbestimmter Polare: i Achsen unbestimmter Polare: 

(16) ^ « „ A = O , (16') 2£^-°' 
1 1 

sind beim Kegel die oo2 Spitzen- sind beim Kegelschnitt die oo2 

strahlen, beim Ebenenpaar die oo31 Achsen seiner Ebene, beim Punkte
staude, Flächen zweiter Ordnung. II. 54 
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Treffgeraden der Achse, bei der I paar die oo3 Treffgeraden der Ver-
Doppelebene die oo4 Geraden des j bindungslinie, beim Doppelpunkt 
Raumes (§ 144, (16); § 139,(16)). die oo4 Geraden des Raumes. 

Ebenen unbestimmten Poles: ! Punkte unbestimmter Polar ebene: 
4 i 4 

(17) 2A»U' = °> 17') Ä^=0, 
1 1 

sind beim Kegel die oo2 Ebenen sind beim Kegelschnitt die oo2 

der Spitze, beim Ebenenpaar die Punkte seiner Ebene, beim Punkte-
<x>3 Ebenen des Raumes (§ 143, (9)). I paar die oo8 Punkte des Raumes. 

6. Polzweiecke und Quadratdarstellung des Schnittpunkt
paares. Zwei getrennte harmonische Pole bilden ein Polzweieck der 
Fläche (1), zwei getrennte harmonische Polarebenen ein Polarzweiflach 
der Fläche ( ). 

Da die Bedingung (2°) der harmonischen Pole gleichzeitig das 
Fehlen des Produktgliedes in der Gleichung (1°) ausdrückt, so er
gibt sich (§ 40, (4)): 

Die Gleichung des Schnitt-1 Die Gleichung des Tangential-
punktpaares einer Geraden mit der ebenenpaares durch eine Gerade an 
Fläche (1) erhält immer dann und die Fläche ( l ' j erhält immer dann 
nur dann die rein quadratische \ und nur dann c(ie rein quadratische 
Form: Form: 

(18) / ^ + / ^ = 0 , 1(180 f u V + W = 0 , 
wenn die auf der Geraden liegen- \ wenn die durch die Gerade gehen
den Punkte x^\ xk&\ auf die sich \ den Ebenen u^\ w/2), auf die sich 
die Zweieckskoordinaten yx, y2 be- die Zweiflachskoordinaten v±, v2 be
ziehen, ein Polzweieck der Fläche ! ziehen, ein Polarzweiflach der Fläche 
bilden. bilden. 

Nach § 66, 9 und § 40, 3 gibt es auf jeder Geraden des Raumes, 
die nicht ganz der Fläche angehört, oo1 Polzweiecke der Fläche (1). 
Ist das Punktepaar (18) ein getrenntes, gehört keine, ist es ein zu
sammenfallendes, gehört eine Ecke des Polzweiecks der Fläche an. 

7. Foldreieck und Quadratdarstellung der Schnittkurven. Drei 
nicht in gerader Linie liegende Punkte, von denen jeder harmonischer 
Pol jedes andern ist, bilden ein Poldreieck der Fläche (1) und gleich
zeitig der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene der drei Punkte. 
Ebenso bilden drei nicht durch eine Gerade gehende Ebenen, von 
denen jede harmonische Polarebene jeder andern ist, ein Polardreiflach 
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der Fläche ( ) und gleichzeitig des Berührungskegels der vom Schnitt
punkt der drei Ebenen an die Fläche geht. 

Da für die Ecken x£x\ x^\ xk^ eines solchen Poldreiecks 
nach (1) /^3==/31 = / 1 2 = 0 , so folgt mit Rücksicht auf § 141,.(7): 

Die Gleichung der Schnitt-] Die Gleichung des Berührungs-
hwrve einer Ebene mit der Fläche ! kegeis von einem Funkte an die 
(1) erhält immer dann und nur Fläche (1') erhält immer dann und 
dann die rein quadratische Form: nur dann die rein quadratische Form: 
(19) fnVS + fntf + Un'-O, ! W - F u V + ^ V + ^ V - O , 
wenn die in der Ebene liegenden \ wenn die durch den Punkt gehenden 
Punkte xk^\ xk^\ £ \ auf die sich ' Ebenen uk^\ uk^\ uk^\ auf die sich 
die Dreieckskoordinaten y17 y2, y3 die Dreiflachskoordinaten vl7 v2, vB 

beziehen, ein Poldreieck bilden. beziehen, ein Polardreiflach bilden. 

Nach § 46, 10—12 gibt es, wenn die Schnittkurve ein eigent
licher Kegelschnitt oder ein getrenntes Liuienpaar ist, ÌIL der schnei
denden Ebene oo3 Poldreiecke, wenn sie eine Doppelgerade ist 
deren oo4. 

Es ist also stets auf unendlich viele Weisen möglich, die Glei
chung der Schnittkurve auf die Form (19) zu bringen. 

8. Begriff des Poltetraeders.123) 

I. Ein Tetraeder ist dann ein \ . Ein Tetraeder ist ein Polar-
Poltetraeder der Fläche (1), wenn \ebenentetraeder der Fläche ( ), wenn 
jede seiner Ecken harmonischer Pol jede seiner Seitenebenen harmonische 
jeder der drei andern ist. \ Polarebene jeder der drei andern ist 

Aus § 68, 8 und § 77, 3 ergibt sich dann die weitere charakte
ristische Eigenschaft: 

IL Bei einem Poltetraeder ist j II'. Bei einem Polarebenentetra-
jede Seitenfläche die Polarebene der eder ist jede Ecke der Pol der ge
gegenüberliegenden Ecke. | genüberliegenden Seitenfläche. 

9.^ Konstruktion eines Foltetraeders. Um ein Poltetraeder 
e^JgJ^J^ zu konstruieren, nimmt man einen Punkt Jx an, der nicht 
auf der Fläche liegt, dessen Polarebene \x also nach § 68, 9, I nicht 
durch Jx geht. Auf dieser nimmt mau wieder einen Punkt J2 an, 
der nicht auf der Fläche liegt (vgl. jedoch 14), dessen Polarebene 
l2 also nicht durch «72, aber nach § 68, 13, II durch Jx geht. Auf 
der Schnittlinie \t X l2 nimmt man wieder einen Punkt Js an, der nicht 
auf der Fläche liegt (vgl. jedoch 13), dessen Polarebene l3 also nicht 
durch J3, aber nach § 68, 13, II durch Jx und J2 geht. Der Schnitt 

54* 
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punkt e/4= lx >< l2 X l3? dessen Polarebene die Ebene l 4 = JxJ2Jb ist, 
bildet mit Ju J2 und Jz ein Poltetraeder. 

10. Gleichungen in bezug auf ein Poltetraeder. Transformiert 
man die Gleichung (1) auf ein neues Koordinatentetraeder JxJ2JbJ±, 
so sind die Bedingungen, daß in der transformierten Gleichung 
§ 138, (12) die Produktglieder fehlen, nämlich: 

( 2 0 ) fc23 - f28 = 0 , fc31 = fdl - 0 , bl2 - f12 - 0 , b14t - fu - 0 , 

24 = /*24 = ° > *34 e ƒ34 e °? 

nach (2) gleichzeitig die Bedingungen, daß die neuen Ecken xk^\ 
xk{2\ { \ {4) e i n Poltetraeder bilden.114) 

Die Gleichung der Fläche Die Gleichung der Fläche zwei
zweiter Ordnung erhält immer dann j ter Klasse erhält immer dann und 
und nur dann die rein quadratische \ nur dann die rein quadratische 
Form: Form: 

(21) / W u y i s + /«!fr* + W j(21') F-FuV* + Fnvf + Fav* 

+ fu9t-0,\ +Fuvf = 0, 

wenn das Koordinatentetraeder, auf j wenn das Koordinatentetraeder, auf 
das sich die Koordinaten yk beziehen, das sich die Koordinaten vk -
ein Poltetraeder ist. \ ziehen, ein Polarébenentetraeder ist. 

Die Determinante der Form (21): 

| 0 0 0 | 

(22) B-J ° ^2
 b° °0 l - b n ^ M u , b*,-/i„ 

I 0 0 0 bu\ 

hat die Unterdeterminanten: 

(23) = 22 , D22=biihbbuy = 22 , ^ 22 , 

-#23 = - ¾ = B12 = B1A = BU = BU = 0 ? 

( 2 4 ) ßll = &22&33? 022 = &33 11> $3 = *11 22? 044 = 1\   

~ ^22^44? = ^33^44? 

, - , * * * • 
Erhält daher in bezug auf ein Poltetraeder die Form ƒ den Aus

druck (21), so werden gleichzeitig nach § 138, (30) die Icovarianten 
Formen: 
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6 e 6 

(25) < =22« ' * '-2& 2-' 
ì ì ì 

ì ì ì 

4 4 4 

(26) ^ = ^ 2 2 ,»4«(=2 » ^ 
ì i ì 

I I . Polartetraeder der eigentlichen Flächen zweiter Ordnung 
und Klasse. Bei der eigentlichen Fläche ist jedes Poltetraeder zu
gleich Polarebenentetraeder und umgekehrt, da die Erklärungen 8, II 
und ' nach § 78, 9 dasselbe besagen. Wir nennen das sich selbst 
duale Gebilde ein Polartetraeder und entnehmen aus 8 —10 die Eigen
schaften: 

I. Je zwei Ecken, je zwei SeitenfläcJten, je zwei Kanten eines Polar
tetraeders sind einander konjugiert (§ 68, 31). 

IL Jede Ecke ist der Pol der gegenüberliegenden Seitenfläche, jede 
Seitenfläche die Polarebene der gegenüberliegenden Ecke, jede Kante die 
reziproke Polare der gegenüberliegenden Kante (§ 68, 15, I). 

III. Jede durch eine Ecke eines \ III'. Durch jede in einer Seiten-
Polartetraeders gehende Gerade trifft ! ebene des Polartetraeders liegende 
die Fläche in zwei Punkten, die zu \ Gerade gehen zwei Tangentialebenen, 
der Ecke und dem Schnittpunkt mit \ die zu der Seitenebene und der Ver
der gegenüberliegenden Seitenebene \ bindungsebene mit der gegenüber
harmonisch sind. liegenden Ecke Jmrmonisch sind. 

IV. Auf jeder Transversale von IV'. An jeder Transversale von 
zwei Gegenkanten eines Polartetra-! zwei Gegenkanten eines Polartetra
eders sind die Treffpunkte mit diesen \ eders sind die Verbindungsebenen 
und di e Schnittpunkte mit der Fläche mit diesen und die beiden Tangen-
harmonisch, tialebenen der Fläche harmonisch. 

Die Polarebene \t irgend einer der oo3 nicht auf der Fläche lie
genden Punkte J1 des Raumes schneidet nach §68, 9; § 107, 2; 3 
die Fläche in einem eigentlichen Kegelschnitt, und zu diesem gibt es 
nach § 46, 10, V oo3 Poldreiecke JtJbJ^, deren Ecken nicht auf dem 
Kegelschnitt liegen. Aus 8 folgt daher: 

V. Die eigentliche Fläche zweiter Ordnung und Klasse hat oo6 

Polartetraeder. 
VI. Keine Ecke eines Polartetraeders ist ein Punkt der Fläche, 

keine Kante eine Tangente, keine Seitenebene eine Tangentialebene der 
Fläche (§ 68 ,9 ; 17). 
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VIL Die Gleichungen (9), (9') und (10), (10') der Fläche in Punkt-
und Ebenenkoordinaten, in Strahlen- und Achsenkoordinaten nehmen in 
bezug auf ein Polartetraeder die zusammengehörigen Formen an: 

4 4 

(27) f-2bn!f'-0, 8^=2¾¾^ 0, 
1 1 

6 6 

(28) ? = 2 ft* r» = 0, * = 2 B«s** - ° • 
1 1 

Da für die eigentliche Flacïtë nach (22): 

so folgt mit Rücksicht auf (23) und (24): 
VIII. In allen Gleichungen (27); (28) kann keiner der Koeffizienten 

verschwinden. 
Dies ist zugleich der analytische Ausdruck des Satzes VI. 

Denn 1 — fn= 0 würde bedeuten, daß die Ecke Jx auf der Fläche 
liegt; Bu = 0 , daß die Ebene \t Tangentialebene; /31X = 0 ( 6 ^ = 0 ) , 
daß die Kante t,(t4) Tangente der Fläche ist (I § 59, (21)). 

12. Poltetraeder der Kegel. Da beim Kegel nach § 79, 4 die 
Polarebenen aller Punkte, mit Ausnahme der Spitze, durch die Spitze 
gehen, fällt der Punkt J± in der Konstruktion 9 stets in die Spitze, 
die ihrerseits zu jedem Punkte des Raumes konjugiert ist, also auch 
zu den in 9 benutzten Punkten Jt, J27 J3. Die Punkte Jlf J2, J3 

können als ein Poldreieck der Schnittkurve des Kegels mit einer be
liebigen nicht durch die Spitze gehenden Ebene gelten. In jeder der 
oo3 derartigen Ebenen gibt es nach §46, 10, V oo3 Poldreiecke, also 
folgt: 

I. Der Kegel besitzt oo6 Pol- . Der Kegelschnitt besitzt oo6 

tetraeder. Polarebenentetraeder. 
II. Die eine Ecke fällt stets in \ II'. Die eine Seitenebene fällt 

die Spitze, die drei andern bilden ' in die Ebene der Kurve, die drei 
ein Poldreieck der Schnittkurve des ' andern bilden ein Polarebenendrei-
Kegels mit einer nicht durch die flach des von einem Punkte außer-
Spitze gehenden Ebene. halb dieser Ebene über der Kurve 

errichteten Berührungsicegels. 

Da «74 auf dem Kegel liegt, Yersch windet in (21) bu = fu, wäh
rend b n , &22, 633 von 0 verschieden sind, da nicht alle Unterdetermi
nanten (23) verschwinden dürfen. 
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III. Die Gleichung des Kegels ! '. Die Gleichung des Kegel-
(1) in bezug auf ein Poltetraeder Schnittes (1') in bezug auf ein Polar
lautet: lebenentetraeder lautet: 

(29) / - = 4 ^ , 4 ¾ ¾ 8 (29') F-F^+Frf,' 
+ bss3/3

2 = 0 . | +Fuv,'-0. 
Gleichzeitig mit (29) nehmen die Formen (28) und (27) wegen 

ò 4 4 = 0 die Gestalt an: 

(30) v-AiV+ft.V+A.v-o, .S»F-W-O. 
In (29) und (30) verschwindet alsdann kein weiterer Koeffizient. 

13. Poltetraeder der Ebenenpaare. Beim Ebenenpaar geht 
(§81 , 3) die Polarebene, eines außerhalb der Doppellinie liegenden 
Punktes stets durch die Doppellinie, die demnach auch die Schnittlinie 
der beiden Ebenen \x und l2 der Konstruktion 9 ist. Die Punkte 
J% und J4 liegen daher auf der Doppellinie und haben unbestimmte 
Polarebenen. 

Bei dem Ebenenpaar besteht ein Poltetraeder aus irgend zwei 
Punkten der Achse und zwei harmonischen Polen, die auf einer nicht 
durch die Achse gehenden Geraden liegen. 

Die Gleichung (21) der Fläche in bezug auf ein solches wird: 

(31) / - = ^ 3 ^ + ^ ^ = 0 , 
wobei nach (28) gleichzeitig: 

(32) 9 _ / ^ , ^ - 0 . . 
14. Poltetraeder der Doppelebene. Bei der Doppélébene besteht 

ein Poltetraeder aus einem beliebigen, ihr nicht angehörigen Punkte Jx 

und drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten J2, J3 , J4 der Fläche 
selbst. Die Gleichung (21) wird: 

(33) f-buy*=0. 

15. Bang und Quadratdarstellung. Mit Rücksicht auf § 139, 1 
geht aus (27), (29), (31), (33) hervor: 

Der Bang einer Fläche zweiter Ordnung ist die Anzahl der nicht 
verschwindenden Quadrate in der auf irgend ein Poltetraeder bezogenen 
Gleichung.16) 

16. Polarsystem in bezug auf ein Polartetraeder. In bezug 
auf die eigentliche Fläche zweiter Ordnung (27); (28) lauten die 
Beziehungen (11), ('11') zwischen Pol yk und Polarebene vk: 

(34) ^ : 0 , : 1 1 , : ^ = ^ : ^ , : ^ , : 0 4 4 ¾ 

und (12) zwischen zwei reziproken Polaren rk und sk': 

( 3 5 ) * / : ^ : ^ - ^ : ^ ^ / = = ^ 1 1 ^ 1 ^ 2 2 ^ ^ 3 3 ^ 3 ^ 4 4 ^ ^ 5 5 ^ : ^ ^ . 
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Zwischen konjugierten Punkten, Ebenen und Geraden bestehen 
gleichzeitig nach (13); (14) die Bedingungen: 

4 4 

(36) 2 ? b » y * w f t w - °» 2 **»*(1 (2)=°> 
i i 

(37) 2ß»rkmrtm-0, 2B»**m*>m-0-
1 l 

In bezug auf die imaginäre Fläche zweiter Ordnung: 
4 4   

(38) 2Ä'-° ' ' 2V=0, 2r*f-0 

1 1 1 

geht das Polarsystem (34), (35) über in (§46, (24))85): 

(39) vx : v2: vb : v± - yx : y2 : :- 4, 

(40) st' : s2' : ss' : sé' : sb' : sB' = rt :r2:r3: rà : r 5 : r6. 

§ 150. Besondere Polartetraeder. 

1. Polartetraeder mit unendlich ferner Seitenebene. Von drei 
konjugierten Durchmessern des Ellipsoides oder Hyperboloides ist die 
Ebene je zweier die Polarebene des unendlich fernen Punktes des 
dritten (§ 72. 1, II ; 7, II). Zugleich ist die unendlich ferne Ebene 
die Polarebene des Mittelpunktes (§68,11,11). Daher ergibt sich 
aus § 149, 11 , II : 

Für das Ellipsoid und Hyperboloid bilden die Verbindungsebenen 
dreier konjugierten Durchmesser und die unendlich ferne Ebene ein 
Polartetraeder (§ 47, 1). 

Dies ist der Grund dafür, daß die Gleichung § 72, (14) die 
Form § 149, (21) hat. Der Satz § 72, 1, III ist ein Spezialfall von 
§ 149, 11 , IL 

Bei den Paraboloiden ist die unendlich ferne Ebene Tangential
ebene (§ 70, 10). Sie kann somit nach § 149, 11, VI nicht Seiten
ebene eines Polartetraeders sein. Daher ist es unmöglich, die Para
boloide in gemeinen Koordinaten durch eine Gleichung mit nur Quadraten 
darmstellen (§ 47, 1). 

Für den imaginären Kugelkreis bilden irgend drei rechtwinklige 
Ebenen (§ 84, 5, I) zusammen mit der unendlich fernen Ebene ein 
Polarebenentetraeder im Sinne von § 149, 12, IT. Daher enthält die 
Gleichung § 84, (9') nur die Quadrate dreier Ebenenkoordinaten. 
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2. Die erste Ecke eines neueinzuführenden Polartetraeders. 
Die Gleichung: 

4 4 - J ^ À  

a) /=22¾¾^0 ASoi 
einer Fläche zweiter Ordnung be- / f /  
zieht sich auf ein gegebenes / / i-p •' / \ 
Koordinatentetraeder £ , ¾ ¾ ¾ . / / s ^ i / \ 

/ / ^ •' ^ X \ 
Wir führen ein Polartetraeder // ^ . - - -^ / ^ \ 
J1J2JS^4L

 e*n> ^«^ S ^ möglichst ^' ' 3 %W ^ ^ \ 
aw ExE2EbE± anlehnt. Wir legen j r ^ j j£ 
zu dem Ende (Fig. 219) die Ecke Fig. 219. 
Jx in die Ecke Elf also: 
(2) # i ( 1 ) = l , ^2(1) = 0, ^ W = 0 , ^ ) = 0 , 
wobei wir mit: 
(8) an + 0 

voraussetzen, daß die Ecke Ex nicht auf der Fläche (1) liegt. Die 
Polarebene \x des Punktes (2) hat nach § 149, (3) die Koordinaten: 

(4) < > = / ! ( ! ) = « „ , « . W - t f 4 - « « , ( 1 ) = / ( 1 ) = % , u^-fP-a« 
und die Gleichung: 
(5) ^ ¾ + a2tx2 + a31^3 + «41^4 = °-

3. Die zweite Ecke. Wir legen die Ecke J2 iii den Schnittpunkt 
der Ebene (5) mit der Kante e 3 = EXE2 des alten Tetraeders, nämlich: 

1 (6) x^ = - a n , xf)=an, ^ 2 ) = 0 , a ? 4 « - 0 , 

der infolge von (3) bestimmt ist. Die Polarebene l2 von J2 hat die 
Koordinaten: 

(7) u^) = f^) = 0, î W = fp = - a21a12 + a22an = a33, 

^ 3 ( 2 ) = /*3(2) = — «31 «18 + «32 «11 = — «23 7 % ( 2 ) = ( 2 ) = - «41 «12 + «42 «11 = «34 

und die Gleichung: 
(8) ^33¾ — 2 + ccMxA = 0. 

Wir setzen mit: 
(9) a33 + 0 
voraus, daß die Ecke (6) nicht auf ihrer Polarebene (8) liegt. 

4. Die dritte Ecke. Wir legen die dritte Ecke JB in den Schnitt
punkt der neuen Kante lt X l2 mit der Ebene EXE2ES des alten Te
traeders, für den aus (5) (vgl. / i ( 3 )= 0 in (11)) und (8): 

(10) x^ - a13, x2& = es23, *,<«> - «33, s 4 « - 0, 

und der somit wegen (9) bestimmt ist. 
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Die Palarebene l3 dieses Punktes hat die Koordinaten: 

V 3 ) = / * W = % 1 ««1 + ak2 <*32 + akb *33 • 

Da aber a31, tfgg, #33 die XJnterdeterminanten der Elemente letzter 
Zeile in jeder der beiden Determinanten: 

! # n %2 13 I J 11 att 

— -^34 = a21 aî2 #23 ^44 ^ I 21 #22 %3 j 
j |. ' I 
• a41 a42 a^ ; a31 a32 #33 

sind, so bekommt l3 die Koordinaten: 

(11) M l (
S ) =/ i ( 8 ) =0, M l W = ƒ,(•)» o, *P-№-Au,«p^fp—.AM 

und die Gleichung: 
(12) - ±=0. 
Wir setzen mit: 
(13) A* + o 
voraus, daß der Punkt (10) nicht auf seiner Polarebene (12) liegt. 

5. Die vierte Ecke. Die vierte Ecke J"4 ist jetzt der Schnitt
punkt der drei Ebenen l1; l2? l3. Für diesen folgt aus (12) zunächst: 

und dann aus (8): 

gfjM_ a « ^ 4 - % . = ^ A , - . M « (I Anm. I, III, (11)). 

Da aber A66, — A65; A61 die Unterdeterminanten der Elemente erster 
Zeile der Determinante: 

i ^ 2 2 ^ 2 3 -^-24 | 

-^-32 ^ 3 3 ^-34 | 

I -̂42 ^43 4*4 ' 
sind, sodaß: 

^42 \ ~~ ^43^65 + ^44^61 =" 0 , 
so wird: 

Danach ergibt sich aber aus (5): 

~ # l l # l ( 4 ) = # 2 l A 4 + # 3 1 ^ 3 4 + #41^44 = —#11^14 ( 1 - 1? > (17)) . 

Der Punkt J4 erhält also die Koordinaten: 

(14) x^ = Au, « , W - Ai2> zj* = Ai3! */> =   

seine Polarebene l4 aber die Koordinaten: 

(15) WlW - / i » = 0, «,W = ƒ / ) ~ 0, «,W - # * > = 0, M4№ = ƒ / ) = 4 . 

Sie ist in der Tat die Ebene JxJ^Jb, die mit der Ebene EtE2E3 

zusammenfällt. Sie ist bestimmt für 4= 0, unbestimmt für A = 0, 
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kann aber auch im letzteren Falle, wo die Ecke J4 in (14) die Kegel
spitze ist (§ 139,(8)), in die Ebene EtE2E3 gelegt werden, da jede 
Ebene Polarebene der Spitze ist. Nach (13) liegt der Punkt J4 

jedenfalls nicht in der Ebene J±J2JB. 

6. Transformation auf das eingeführte Polartetraeder. Mit 
den Werten (2), (4); (6), (7); (10), (11); (14), (15) wird nun: 

4 4 

(16) / - 2 ? # **( -«11» fnSfFBp-bHBu, 
1 1 

4 4 

/33= 2ft3>**(3> = «* A«> f* - 2 f o w * * < 4 ) = A « A 

1 1 

und folgt nach § 138, (10); (12): 
Die auf ein ursprüngliches Koordinatentetraeder E±E2E3Eé be

zogene Gleichung (1) geht durch die Substitution (§47, (13)): 
| %i = Vi- <*>12y2+ a13yB+ Auy±, 

(1T *2 = «11 2/2 + <*23 + A 4  
= 33 + ^34 > 

' ^== * 
mit der Substitutionsdeterminante: 

(18) S=ana33Au 

über in: 

(19) ƒ '= any^ + ancc33y2* + a33Auy3
2 + ^= . 

Vorausgesetzt ist dabei, daß: 
j «11 «12 «13 

(20) a n + 0, « 3 3 = n 12 ! + 0 , J ^ = : a21 a22 a28 + 0, 
«21 «22 ! I 

! «31 «32 «33 

afeo JEdœ Ex kein Punkt, die Kante EtE2 keine Tangente und die 
Seitenebene ElE2Es keine Tangentialebene der Fläche (1) ist (§ 149, (10); 
I § 59,(21)).^) 

Damit ist die Fläche auf eines ihrer oo6 Polartetraeder e71J2J3J4 

transformiert, das sich tunlichst eng an das alte Tetraeder E±E2E3E± 
anlehnt, indem die Ecke Ex = J19 die Kante E±E2 = J±J2 und die 
Ebene E1E2E3 = JXJ2J3 erhalten geblieben sind (Fig. 219). 

7. Die erste Ecke eines neueinzuführenden Polardreiecks der 
ebenen Schnittkurve. Für die Schnittkurve der Fläche (1) mit der 
Ebene: 

4 

(21) 2w° 
1 
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führen wir ein neues Koordinatentetraeder JxJ%JbJ± ein (Fig. 220), 
dessen Ecken JXJ2J%

 e m * der Ebene (21) gelegenes Polardreieck 
j ^ der Schnittkurve bilden. 

% / \ ^ ^ ^ ^ ^ e e r s^ e Ecke J± sei der 
A s . / ^ ^ ^ > X Schnittpunkt der Kante e3=Et E2 

/ \ ' T V ^ J - ' * * * " / 0 ¾ ^ Q> ^ 4 = 0) ^ e s vlten Tetra-
/ \ ZV" j h \ l £ / eders mit der Ebene (21) also: 

^Z"*" \ \ / / rW—O r (1) — 0 
2?</\. \ \ // x* '— , JC£ — v , 

^ 4 ^ 4 ^ \ jrj wobei wir voraussetzen, daß: 
Nv \ / (23) ut und u2 nicht beide 0 

^ ¾ sind, also die Ebene (21) nicht 
Fl8" 220 selbst durch die Kante eb geht. 

Die Polarebene lx von Jx hat die Koordinaten: 

(24) V1) = fp =-akl u2 +ak2ult = 1, 2, 3, 4 , 

und die Gleichung (§ 138, (3)): 

(25) - / ^ + / ^ = 0 . 

Zugleich wird (§ 138, (6)): 

4 

1 + (— «21^2 + ^ 2 2 ^ ) ^ 1 = — « " * 

Wir setzen voraus, daß: 
(27) «;; + o, 
also der Punkt J± nicht auf ƒ liegt, die Kante es somit keine Trans
versale der Schnittkurve ist. 

Die Ebene \x liegt alsdann nicht mit der Ecke Jx vereinigt. 
Die Voraussetzung (23) ist nach (26) in (27) mit eingeschlossen. 

8. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J2 sei jetzt der Schnitt
punkt der Ebene E4 = Ex E2 E3 (#4 = 0) des alten Tetraeders mit der 
Schnittlinie der Ebenen (21) und (25). Er genügt neben xé = 0 den 
drei Gleichungen: 

1 + a12x2 + + QUX = 0 , 

a2i#i + a22x2 + 2 + QU2 = 0 , 

W j X-t ~~J~ Wa Xa ~~{" №o Xa \J , 

deren beide ersten die Gleichung (25) unter Einschiebung eines Pro
portionalitätsfaktors Q ersetzen. 

Hieraus folgt: 
(29) xt : x2 : : Q = a31 : a^ : cc^ : < , 
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wo die Ausdrücke rechts die Unterdeterminanten dritten Grades der 
Matrix (I Anm. 2, III, (14)): 

| «11 «12 «13 Ui. 

(30) I a21 a22 a23 u2 \ 

; ux u2 us 0 

bedeuten. Man kann daher setzen: 

(31) * ! » - « , " . , *2
( S )= < , *s (2)= <s , x^=0. 

Die Polarebene l2 von J2 hat die Koordinaten: 

(32) «,«-ƒ*«-«««£ + <*„«& + o„«J. 
Nun sind aber die Unterdeterminanten der Matrix (30) zugleich 

die Unterdeterminanten der Elemente dritter Zeile der beiden Deter
minanten: 

«11 «12 «13 Ul I I «11 «12 «13 Ul 

/ o o \ «21 «22 «23 U2 | «21 «22 «23 W2 I 
(ÓÓ) 4 4 = i , — Au = | , 

I « 3 t «32 «33 U3 «41 «42 «43 ^4 i 

[ w1 *2 w3 0 ! ux 2 3 0 | 
sodaß: 

f «AI «si + + «A3<3 + w^oM = 0 fôr & = 1, 2; 
(34) = 4 f ü r = 3 ; = - 4 f ü r fc=4; 

I Ui U I \ 

l M ^ + w ^ + MgC^^O. 

Infolge dessen werden die Koordinaten (32) der Ebene l2: 
(35) V 2 ) = fi(2) <4, «3

(ä) = № = - < , 
«,» = /jW = - « - « , + ^4"4, «4m - ƒ/»> = - «,-«4 - 

und ihre Gleichung: 

(36) — aQ
u{ulx1 + u2x2 + «8 8 + «4#4) + ^ — A^xé = 0. 

Sie geht durch Jt. Zugleich wird infolge von (31) und (35): 
4 

f» =2№x*m = - V K < i + "««M + < ) + « s 
1 

und mit Rücksicht auf (34): 

(37) f22 = a*3 J.44. 
Wir setzen voraus: 

(38) AK4 + 0 , 
damit J2 nicht auf ƒ und dann mit l2 vereinigt liege. 

9. Die dritte Ecke. Nunmehr ist Jb als Schnittpunkt der Ebenen  
^\ uk® u n ^ 4t(4) bestimmt, also durch die Gleichungen (25), (36) 

und (21) oder mit einem Faktor Q durch: 
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( anxt + a12x2 + 1 + auxA + QUX = 0, 

,OQN | a21^1 + ^22¾ + ^23¾ + 2̂4̂ 4 + 9U2 = 0 f 

I + u2x2 + + uéxé = 0 ? 

Nun ist für die Determinante Au (§140, (5)): 

I akiAli + a*2AW2 + akzAlt + akAÄu + ukAlb = ° 
(40) für = 1, 2, 3; = .4* für £ = 4; 

I ^ ^ + u2A\2 + %4"3 +uAAu
u = 0. 

Daher wird den Gleichungen (39) genügt durch den Punkt: 

(41) Xlm = Au
n, *,<«> = ^ 2 , *s<

8> = AI, x<v = "*, (9 = A») • 

Die Koordinaten seiner Polarebene l3 sind: 

(42) ukW = fkm = „„ - + a ^ I s + a i 3 ^ 3 + a M ^ , 

oder nach (40): 

(43) /•« Ml̂ 4
B

5, » ts^ti, ƒ , « - - « , . £ , 

Sie geht durch Jt und nach (34) durch J2. Zugleich wird: 
4 

1 

oder nach (40): 

(44) /s3 = A V -
Der Punkt Jz kann, falls J.w = 0 ist, auf der Schnittkurve liegen, 

worauf die Ebene l3 in (21) fallt. 

10. Resultat der Transformation. Die Ecke J4 ist nun als 
Schnittpunkt der drei Ebenen u^\ u^\ uj® bestimmt. Da J2 auf 
der Polarebene (25) von Jlf und JB auf den Polarebenen (25) und 
(36) von Jt und J2 gewählt ist, bilden Ju J2J J3 ein Polardreieck, 
in bezug auf das die Gleichung der Schnittkurve die Form § 149, (19) 
erhält; und zwar ergibt sich mit Rücksicht auf (26), (37) und (44): 

Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene (21) 
kann unter den Voraussetzungen: 

(45) <4 + 0, + 0 
auf die Form gebracht werden (§ 47, (15)): 

(46) -«^»+«u4^+^V-o. 
Damit ist die Schnittkurve auf eines ihrer öo3 Polardreiecke 

JtJ2J3 transformiert, welches sich tunlichst an das alte Tetraeder 
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ElE2E3Eà anlehnt, indem J± auf der Kante EtE2 und J2 in der 
Ebene Et E2 JS3 liegt. 

Für Au= 0 ist nach (46) die Ecke Jb (yt= 0, y 2 = 0, y 3 = 1) 
Doppelpunkt der Schnittkurve. Ihre alten Koordinaten (41) stimmen 
dann in der Tat mit § 141, (32) überein. 

11. Die erste Ecke eines neueinzuführenden Polzweiecks des 
Schnittpunktpaares. Für das Schnittpunktpaar der Fläche (1) mit 
der Geraden q: 

4 4 

(47) 2 ^ = 0 , 2>}uk'xt=0, 

führen wir ein neues Koordinatentetraeder J^J^JbJ^ ein (Fig. 221), 
dessen Ecken Jt J2 ein auf der Geraden q gelegenes Polzweieck des 
Schnittpunktpaares bilden. £ 

Die erste Ecke Jx sei / V " ^ ^ ^ - - ^ F 
der Schnittpunkt der Geraden ~---- \_ \ ^ ^ 7 * 
q mit der Ebene 7 ~ j ~r -^^TT\___ 

also (I § 59, (13')): \ \ / f'° 

(48) a ^ - f c , x,V-qt, N ^ 

wobei gÄ (¾ = 1, 2 , . . . , 6) die Achsenkoordinaten der Geraden q sind 
und vorausgesetzt wird, daß: 

(49) %qlf q2} qz nicht alle 0 

sind, also qk nicht in der Ebene x± = 0 liegt. 
Die Polarebene des Punktes Jt hat die Koordinaten: 

(50) ukW = f^ = aiiqi+atiq3+ak3q3, h = 1 , 2 , 3 ,4 , 

und die Gleichung: 

Zugleich wird (§ 146, (5)): 
4 3 3 

(52) fn-SfP'PSHbM-A«-
1 1 1 

Wir setzen voraus: 

(53) A7' + °> 
worin zugleich nach (52) die Voraussetzung. (49) eingeschlossen i s t 
Der Punkt Jx liegt dann nach (52) nicht auf der Fläche (1). 
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12. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J2 des Polzweiecks ist 
nun der Schnittpunkt der Geraden q mit der Polarebene (51) von Jx. 
Die Gleichung (51) ist das Resultat der Elimination von Q und Q 
aus den drei Gleichungen (§ 140/(15)): 

<54) fk+QUk+ Q'ul = 0, 4 - 1 , 2 , 3 . 

Daher bestimmt sich der Punkt J2 unter Elimination von  
und p' aus den fünf Gleichungen: 

/ anxx + a12x2 + aizxs + 14 4 + + ( / < = , 

«21^1 + a22#2 + 23#3 + 24 4 + 0W2 + *'***' = °> 

<55) | «31^1 + «32^2 + %3 3 + ^34¾ + P% + (»'« ' = °> 

ulx1 -f w2#2 + + 4#4 = , 

I 1 + *2'#2 + ' + ué'xé = , 

denen infolge der für die Determinante Auu' (§ 140? (12)) geltenden 
Entwicklungen genügt wird durch die Werte: 

(56) xf> = A™\ x^ - A*«, x^ = A"«, x^ - 4 £ ' ; 

(57) ^ ^ P - ^ b " ' , ? ' = -
Da gleichzeitig: 

(58) 41 4 + £ + ^ + auA£ + 4 ™' + « / ^ - - ' = 4 " ' , 

so hat die Polarebene des Punktes (56) die Koordinaten: 

(59) fW = - (utAtf + ukA™\ = 1, 2, 3; 

Danach aber wird mit Rücksicht auf (5^) und die beiden letzten 
•Gleichungen (55): 

4 

(60) fn =^*f^xf) = A«*A£. 
1 

13. Resultat der Transformation. Da J2 auf der Polarebene 
von J± liegt, bilden die Punkte JtJ2 ein Polzweieck, in bezug auf 
welches das Schnittpunktpaar eine Gleichung von der Form § 149, (18) 
erhält; und zwar ergibt sich infolge von (52) und (60): 

Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fläche (1) mit der Ge
raden (47) kann unter der Vorraussetzung: 

(61) ^ f + o 
auf die Form gebracht werden (§ 47, (32)): 

(62) A**y* + AtfA^y* = 0. 

Damit ist das SchnittpunMpaar auf eines seiner oo2 Polzweiecke JXJ% 
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transformiert, welches sich tunlichst an das alte Tetraeder E1E2EsEi 

anlehnt, indem Jt in der Ebene E±E2ES liegt. 
Für Auu'=0 fallt das Punktpaar in der Ecke J 2 ( ^ = 0 ; y2 —1) 

zusammen. Ihre alten Koordinaten (56) stimmen dann in der Tat 
mit § 142, (29) überein. 

§ 151. Verschiedene Sätze der Polarentheorie. 

1. Beziehung zwischen den Ecken und Seitenebenen zweier 
Polartetraeder. Transformiert man die auf irgend ein Koordinaten
tetraeder EtE2E3E± bezogene eigentliche Fläche zweiter Ordnung und 
Klasse: 

4 4 4 4 

i i i i 

auf ein Polartetraeder mit den Ecken x^ und Seitmébenen u£m\ so 
nehmen ihre Gleichungen nach § 149,(21) die Form an: 

4 4 

(2) fSbmmyl, S'F-^Bmmv' 
1 1 

und bestehen nach § 138, (32) zwischen alten und neuen Koeffizienten 
die Beziehungen: 

4 4 

(3) S4kl=^bmmuth^, S*Akl-^rBmmxp*xp>. 
1 1 

Für ein zweites Polartetraeder mit den Ecken xk
,(^ und Seiten-

ebenen ^ ist ebenso: 
4 4 

(4) s ' 4 , = 2 : '( s"Ak, = 2 ' , )^ )-
1 1 

Zwischen den Koordinaten der Ecken und Seitenebenen der beiden 
Polartetraeder bestehen daher die Beziehungen (k, l je = 1 , 2 , 3, 4) : 

4 4 

(5) s'*^bnmu^uw = Ä82Mft-V(m)<(TO); 
1 1 

4 4 

(6) S'*^BMxk^x^~8^B^mx^x^. 
1 1 

2. Flächen durch die Ecken zweier Polartetraeder. Multipli
ziert man die Gleichungen (5) mit den Koeffizienten Ckl und die 
Gleichungen (6) mit den Koeffizienten ckl irgend einer Fläche zweiter 
Klasse, bezüglich zweiter Ordnung: 

S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. IL 55 
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4 4 4 4 

(7) G=2*2C«M*M'=0' 9-22^^-° 
1 1 . 1 1 

und summiert alsdann über und l, so ergibt sich mit Benutzung 
der Abkürzungen (§ 138, (6)): 

4 4 4 4 

(8) 0 -22°»< )< )> ^ = 2 2 ^ ( )^> 
1 1 1 1 

und der entsprechenden mit Akzenten zu Gmm, uk^
m\ w/m); gmm, x£m\ #/m> 

( § 4 8 , 2 ) : 
4 4 

(9Ì S'2^?mb G = £ 2 ^ ' G' 
\P) ° ^ t ^ ° ^ / ummyTmmJ 

1 l 
4 4 

(10) S '2 » = 5 2 ^ ™ ' ' . 
1 1 

Die Relation (10) ist linear und homogen in den acht Größen 
9mm, 9mm, u n d k e i n e r d e r acht Koeffizienten S'2Bmm und S2B'mm kann 
verschwinden, da f eine eigentliche Fläche sein sollte (§ 149, 11, VIII). 
Das Verschwinden von gmm aber bedeutet nach (8), daß die Ecke 
%kW auf der Fläche g = 0 in (7) liegt. 

Es folgt daher aus (10) und dual aus (9) (§48, 2, I): 

I. Jede Fläche zweiter Ordnung, j . Jede Fläche zweiter Klasse, 
die durch sieben von den Ecken die sieben von den Seitenebenen 
zweier Polartetraeder einer eigent- zweier Polartetraeder einer eigent
lichen Fläche zweiter Ordnung geht, | liehen Fläche zweiter Klasse be
geht auch durch die achte Ecke. I rührt, berührt auch die achte Seiten-

\ fläche.12*) 

3. Einbeschriebene Polartetraeder. Eine Fläche g = 0 gehe 
durch die Ecken eines Polartetraeders J^^J^J^ der eigentlichen Fläche 
ƒ = 0. Um ein zweites Polartetraeder J^J^J^Jl von f = 0 zu kon
struieren, kann man nach § 149, 9 im Räume eine Ecke J±', alsdann in 
deren Polarebene I/ eine zweite Ecke J2' und endlich in der Schnitt
linie der Polarebenen I/ und l2' eine dritte Ecke J$ beliebig nehmen, 
worauf Jl bestimmt ist. Wählt man nun aber J{ auf # = 0, J2 ' 
auf der Schnittkurve der Ebene I/ mit g = 0 und nimmt als J3' einen 
Schnittpunkt der Geraden I/ X l2' mit g = 0, so muß, da J19 J2 , ^ ? ^4? 
J / , J2', J3 ' auf g s« 0 liegen, nach 2, I auch J4' auf g = 0 fallen. 
Ebenso dual, also: 

IL Gibt es ein Polartetraeder der eigentlichen Fläche zweiter Ord-
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nung f = O, welches der Fläche zweiter Ordnung g = O ein-(bezüglich 
um-)beschriében ist, so gibt es oo3 solche Polartetraeder (§ 48, 3). 

4. Polartetraeder mit einer gemeinsamen Ecke. Zwei Polar
tetraeder JîJiJsJé und J^J^J^Jl der Fläche (1) mögen die Ecke 
J±'= Jx, folglich auch die gegenüberliegende Seitenebene 1 / = ^ ge
mein haben. Der durch die fünf Kanten J±J2, J±Js> J\J±i ^1^2 > ^1^3' 
bestimmte Kegel zweiter Ordnung ist eine Fläche zweiter Ordnung, die 
durch die sieben Ecken e^ = e7i', J2, J3, Jé, J2', J3' der beiden Polar
tetraeder, also nach 2, I auch durch die Ecke J[ und damit durch die 
Kante Jx Jl geht: Es folgt also mit Hinzufügung des dualen Satzes : 

III. Haben zwei Polartetraeder einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung und Klasse eine Ecke, bezüglich eine Seitenebene gemein, 
so geht jeder Kegel zweiter Ordnung, | so berührt jeder Kegelschnitt, der 
der durch fünf von der gemeinsamen I fünf in der gemeinsamen Ebene lie-
Ecke ausgehende Kanten geht, auch \ gende Kanten berührt, auch die 
durch die sechste. j sechste. 

5. Polardreikante des Kegels. In der gemeinsamen Ebene 
lt == I/ bilden die beiden Dreiecke J%J%J± und J2JbJ± zwei Polar
dreiecke der Schnittkurve der Ebene mit der Fläche f = 0. Für diese 
Ebene folgt daher (§ 149, 11, VI; § 143, (2), § 141, (20)): 

IV. Jeder Kegelschnitt g der IV'. Jeder Kegel zweiter Klasse 
durch fünf von den Ecken zweier]g der fünf von den Seitenebenen 
Polardreiecke eines eigentlichen Ke- \ zweier Polar dreiflache eines eigent-
gelschnittes f geht, geht auch durch j liehen Kegels zweiter Klasse he-
die sechste Ecke. rührt, berührt auch die sechste. 

Andererseits folgt aber, indem man die Figur des Satzes IV. von 
einem beliebigen Punkte aus projiziert oder die des Satzes IV'. mit 
einer beliebigen Ebene schneidet: 

V. Jeder Kegel zweiter Ord- \ V '. Jede Kurte zweiter Klasse 
nung g, der durch fünf Kanten g, die fünf Seiten eines Polar-
zweier Polardreikante eines eigent- dreieeks eines eigentlichen Kegel-
liehen Kegels zweiter Ordnung f Schnittes berührt, berührt auch die 
geht, geht auch durch die sechste. \ sechste. 

Die Sätze IV. und V'. sind schon § 48, 2 bewiesen, die Sätze 
IV'. und V. sind die entsprechenden für den Kegel. Zugleich folgt 
aus jenen für den Kegel: 

VI. Gibt es ein Polardreikant des eigentlichen Kegels zweiter Ord
nung und Klasse f, welehes einem Kegel g ein- oder umbeschrieben ist, 
so gibt es unendlich viele solche. 

55* 
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6. Zwei Systeme konjugierter Durchmesser. Drei konjugierte 
Durchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides sind die Kanten 
eines Polardreikants des zugehörigen Asymptotenkegels (§ 84, 3). Da
her folgt aus V und I V : 

VII. Zwei Tripel konjugierter \ VIF. Zwei Tripel konjugierter 
Durchmesser des Ellipsoides oder Diametralebenen des Ellipsoids oder 
Hyperboloides stehen in der Be- Hyperboloides steiten in der Be
ziehung, daß der durch fünf von ziehung, daß der durch fünf von 
ihnen bestimmte Kegel zweiter Ord- ihnen umhüllte Kegel ztveiter Klasse 
nung auch durch den sechsten geht, auch die sechste berührt. 

VIII. Ist einem Kegel ein Tripel VIII '. Ist einem Kegel ein Tripel 
konjugierter Durchmesser einbeschrie- konjugierter Diametralebenen umbe-
ben, so sind ihm oo1 solche Tripd schrieben, so sind ihm oo1 solche 
einbeschrieben. Tripel umbeschrieben. 

7. Rechtwinklige Systeme. Drei rechtwinklige Achsen oder 
Ebenen bilden ein Tripel konjugierter Durchmesser oder Diametral
ebenen einer Kugel (§ 72, 1, I) 

IX. Zwei konzentrische Tripel I IX'. Zwei konzentrische Tripel 
rechtwinkliger Achsen liegen stets rechtwinkliger Ebenen umhüllen stets 
auf einem Kegel zweiter Ordnung, einen Kegel zweiter Klasse. 

X. Enthält ein Kegel ein Tripel X '. Wird ein Kegel von einem 
rechtwinkliger Achsen, so enthält er Tripd rechtwinkliger Ebenen berührt, 
oo1 solche. wird er von oo1 solchen berührt 

Der Kegel ist ein gleichseitiger. Der Kegel ist ein dual gleich-
\seitiger (§ 71, 10). 

8. Polarreziproke Tetraeder. Die Pole Pk der Koordinaten
ebenen Ek und die Polarebenen T\k der Koordinatenecken Ek in bezug 
auf die Fläche (1) haben nach § 149, (11) die Koordinaten (Je = 1,2,3,4): 

(11) xp : xp : xj» : x& = Alk : A2k : A9t : A,k-

(12) UjW : «V*} : «s(4) : W4(Ä) = %* : a2k : ask '• a±k-
Sie bilden das dem Koordinatentetraeder } polarreziproke Tetraeder 

Pt, TV8) 
Nun lauten (I § 59, (20'); (20)) die Gleichungen der vier Geraden. 

EkPk und der vier Geraden E^xTT^.: 

(3?2 '• # : #4 — A21 '. A31 : Aàl, iu21 ud : u± — a21 : aSi : aA1, 

/o\ r^3 : Xi : X± == 32 : ^ 1 2 : ^ 4 2 ? /r>/v \US : Ul '• M4 = aB2 : tt12 : a 42 7 
W i . . __ \ ) \ . . _ " . . 

] xY : x% : xA — : 23 : , w4 : : u± — aiz : a.23 : a43 

' xx : x2 ' = : 24 : 34 ; •vu1 : : = : 24 : 34 • 

file:///seitiger
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Nach der Form dieser Gleichungen, in denen Akl = Alk, akl — alk 

ist, liegen (I § 62, (1); (7)) die vier Geraden (3), ebenso wie ( '), hyper-
boloidifich. Also (§ 48, 5)125): 

I. Sind zwei Tetraeder in bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung 
polarreziprok, so liegen die vier Verbindungslinien entsprechender Ecken 
so wie die vier Schnittlinien entsprechender Seitenebenen jedesmal hyper
boloidisch; und insbesondere (§ 68, 9, III): 

. Die Verbindungslinien der Ecken eines der Fläche zweiter Ord
nung umbeschriebenen Tetraeders mit den Berührungspunkten der gegen
überliegenden Seitenebenen, sowie die Schnittlinien der Seitenebenen eines 
der Fläche einbeschriebenen Tetraeders mit den Tangentialebenen in den 
gegenüberliegenden Eckpunkten liegen hyperboloidisch (§ 37, 10). 

§ 152. Die Spezies der Flächen zweiter Ordnung und Klasse. 

1. Die adjungierten Formen bei der Quadratdarstellung. Da in 
bezug auf ein Polartetraeder der Fläche zweiter Ordnung § 149, 10 die 
neuen Koeffizienten der Gleichung f =* 0 den Bedingungen entsprechen: 

( 1 ) 628 = hl e &12 — = ^24 = ^34 = ^ 

so wird gleichzeitig für ihre Determinante und Unterdeterminanten: 

(2) B = bnb22b33bu; 

. « . f -#11 = "22 ^33 " J ^>22 ^11 ^33 ^44 ? - ¾ === ^11 ^22 ^44 J -#44 ~ *11 ^22 ^33 J 

\ 3 == - ¾ = B12 = -#14 Ä ^ 2 4 = $4 = 0 ? 

, . 1^11^^22^33^ ^ ^ ̂  ^ ? ^ ^ ^, /̂ 55^22^44^ = ^ 4̂4> 

lAa = Äs e Ä4 e Ä5 e Ä6 e A8 = Ä4 Ä Ä5 e Ä 
Bei Einführung eines Polartetraeders J^J^J^ werden daher die 

zusammengehörigen Gleichungen f = 0, q> = , = 0, JF= 0 (§ 138, (30)) 
gleichzeitig in folgender Weise transformiert: 

4 4 4 

(5) f =2 2^^-20^-°> 
1 1 1 
6 6 G 

( )- 4>S2ta*№'-2h*r'-°'> 
1 1 1 

(7) S*<P - S*2 2 » =2 *W = °> 
1 1 1 
4 4 4 

(8) ^-^22^4-2^^-°-
1 1 1 
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2. Beziehung zwischen alten und neuen Koeffizienten. Nach 
§ 138, (23) ist dabei: 

4 4 4 4 

(9) L = f „ = 2 2 , f l » ^ ^ 5 ^ = 2 2 4 ^ ^ ^ 
i i i i 

e e 

und nach § 138, (32) : 
4 6 

(10) & ^ ^)\ 8^kk=^ßmmqk^\ 
1 1 

4 

S*Akk^BmmxkW*; 
1 

(11) S*A = B, 

wo UjW2 das Quadrat von £ ) usw. bedeutet. 

3. Unterscheidung der eigentlichen Flächen nach dem Vor
zeichen von A. Wir setzen die Koeffizienten akl der Gleichung ƒ = 0 
und die Koeffizienten x£m) der Substitution § 138, (10) reell voraus. 
Dann sind auch die Koeffizienten (9) reell. 

Wie nun auch das Polartetraeder J^J^^J^ gewählt werden mag, 
muß bei einer eigentlichen Fläche ƒ nach (2) und (11) stets sein: 

(12) M i A A i - ' S M -
I. Bei positivem A muß daiwr die Anzahl der negativen unter den 

Koeffizienten bn, 622, 33, gerade, bei negativem A ungerade sein. 
Die Vorzeichen von bn, 622, ò33, sind also abgesehen von der 

Reihenfolge für: 

(13) A>0:I. ± ± ± ± oder IL + + — — ; ^ 1 < 0 : III. ± ± ± = F -
Zwei übereinanderstehende Vorzeichensysteme rechnen wir nur für 
eines, da die Gleichung ƒ *= 0 mit — 1 multipliziert werden kann. 

4. Die drei Spezies der eigentlichen Flächen. Eine gegebene 
Fläche f = 0 muß nach (13), auf welches ihrer oo6 Polartetraeder sie 
auch bezogen wird, immer entweder die Vorzeichen L, IL oder die 
Vorzeichen III. liefern. Aber auch für > 0 kann sie immer nur 
entweder auf I. oder . führen. 

Nehmen wir nämlich an, daß schon das alte Tetraeder E1E2E3E± 
ein Polartetraeder war, so daß die Fläche von einem bestimmten Polar
tetraeder auf ein beliebiges anderes J^J^J^ transformiert wird, so 
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gelten die Formeln (9) mit a23 = 1 = a12
 = a u = a24 = au == 0 und 

geben: 
4 

1 

Waren also alle vier akk von einerlei Vorzeichen, so sind es auch alle 
vier bmm, und nach (10) auch umgekehrt. Hat also eine Fläche auch 
nar für ein Polartetraeder die Vorzeichen I., so muß sie diese für alle 
Polartetraeder haben. Dieselbe Fläche kann also nicht von I. zu II. 
oder umgekehrt übergehen. 

IL Jede eigentliche Fläche zweiter Ordnung gehört stets zu einer 
und nur zu einer der drei „Spezies", die durch die Vorzeichenverbin-
dungen L, II. und III. in (13) gekennzeichnet sind.110) 

III. Auch als Fläche zweiter Klasse gehört sie nach (8) jedesmal 
der gleichen Spezies an. 

5. Die definiten Formen. Im Falle I. heißt die Form eine de
finite Form von vier Variabein, da sie wie ihre Darstellung durch 
die Koordinaten yk in (5) zeigt, für alle reellen Werte derselben ent
weder immer positiv oder immer negativ bleibt. Die entsprechende 
Fläche ƒ = 0 hat keinen reellen Punkt, da für einen solchen y^y^y^y^ 
niemals alle verschwinden (I § 57, 1) und daher f nicht Null werden 
kann. Sie hat nach (7) und (8) auch keine reellen Tangenten oder 
Tangentialebenen (§ 49, 3). 

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der definiten 
Form. Wenn alle vier bkk von einerlei Vorzeichen sind (ƒ définit 
ist), so sind nach (3) auch alle Bkk von einerlei Vorzeichen (F dé
finit) und nach (4) alle ßkk positiv (<p positiv* définit). Da nun die 
sechs 2^m) (m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) als Elemente einer Reihe der Deter
minante S* = | qk(

m) | und ebenso die vier u£m) oder x£m) {m = 1,2,3,4) 
als Elemente einer Reihe der Determinante Sb = j %(m) | oder S = \ x£m) | 
nicht gleichzeitig verschwinden können (§ 138, (16) und I. Anm. 1, III. 
(7); (13)), so folgt aus (10): 

Ist ƒ = 0 eine imaginäre eigentliche Fläche, so sind notwendiy alle 
sechs akk positiv und alle acht akk und Akk von einerlei Vorzeichen, und 
kann keiner dieser vierzehn Hauptkoeffizienten verschwinden, in Formeln: 

(14) Ä>0- akk>0- ammAnn>0, 

= 1, . . . , 6; m, n = 1, 2, 3, 4. 
Die Bedingungen (14) sind aber auch hinreichend, da schon drei 
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von ihnen, wie: 
(15) A>0, a33>0, anAu>0, 

nach § 150, (19) zur Folge haben, daß die Form f définit ist. 

7. Bedingungen der drei Spezies. Aus der Verbindung von 
(13) und (14) ergibt sich schließlich (§ 49, 4): 

Die eigentliche Fläche zweiter Ordnung und Klasse gehört zur L 
Spezies: ± ± + ± , wenn: 

(14) A > 0 ; akk alle > 0 ; amm Ann alle > 0 ; 

zur II. Spezies: +H , wenn: 

(16) A > 0 ; akk, amm Ann nicht alle > 0 ; 

zur III. Spezies: ± ± ± + ? wenn: 

(17) A<0. 

8. Verhalten gegen ein Polartetraeder. Bezeichnen wir die po
sitiven bkk mit ßk, die negativen mit — ßk

2, so werden die Gleichungen 
der drei Spezies in bezug auf ein Polartetraeder: 

(18) i. &V + / W + / W + / W = , 
(19) iL. A V + A V - A V - / W ==o, 
(20) . ft V + A V + A V - A V = . 
Indem man hier eine oder zwei der Koordinaten yk Null setzt und 
die übrig bleibenden Vorzeichen betrachtet, ergibt sich (§ 49, 5) 128): 

I. Die Flächen der IL Spezies schneiden stets alle vier Ebenen eines 
Polartetraeders in redien Kegelschnitten, die der III. Spezies jedesmal 
nur drei Ebenen. 

II. Die Flächen der IL Spezies schneiden stets vier, die der III. 
Spezies stets drei Kanten eines Polartetraeders in reellen PunMepaaren. 

Ebenso folgt au* den entsprechenden Gleichungen in Ebenen
koordinaten vk in (8): 

I'. An die Flächen der IL Spezies gehen von allen vier Ecken 
eines Polartetraeders reelle Berührungsicegel, an die Flächen der III. 
Spezies nur von drei Ecken. 

II ' . An die Flächen der II. Spezies gehen stets durch vier, an die 
der III. Spezies durch drei Kanten eines Polartetraeders reelle Tangential
ebenenpaare. 

Beispiele für diese Sätze bieten die Beziehungen der Hauptachsen 
und konjugierten Durchmesser, sowie der betreffenden Haupt- und 
Diametralebenen § 72; 1 1 . Das Ellipsoid und das zweischalige Hyper
boloid gehören (§ 150, 1) zur III., das einschalige Hyperboloid zur IL 
Spezies. 
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9. FlSoben^ mit oder ohne reelle Gerade. Auf den Flächen der 
III. Spezies können keine reellen Geraden liegen, da sie in der Ebene 
y± = 0 nach (20) überhaupt keine reellen Punkte haben, während 
doch jede reelle Gerade diese Ebene auch in einem reellen Punkte 
schneiden müßte (§ 63, 1). 

Dagegen genügen alle Punkte der durch die beiden Gleichungen: 

j t a + + * (A& + « ) = , 
4 } l(A!fc-«Ayi) + A(Ä!fr- Afc ) -o , 
bei beliebigem Parameter und mit s = + 1 oder — 1, dargestellten 
geraden Linie der Gleichung (19) (§ 63, (22)). 

III. Der Unterschied der beiden reellen Spezies besteht also darin,, 
daß die Flächen der Spezies IL zwei Scharen reeller gerader Linien, 
die der Spezies IIL aber Iceine reellen geraden Linien enthalten. 

Das elliptische Paraboloid gehört daher (§ 65, 1) zur IIL, das 
hyperbolische Paraboloid zur IL Spezies. 

10. Die Arten der Kegelflächen. Die Gleichung des Kegels 
nimmt in bezug auf ein Polartetraeder, dessen Ecke #/4) die Spitze 
des Kegels ist, nach § 149, (29), die Form an: 

4 4 

(22) f = 2 2 ¾ A** Ä b"^2 + 1 + hsVs* = 0. 
i i 

Die Gleichungen in Ebenen- und Linienkoordinaten § 143, (8); 
§ 144, (13) werden, da bu = 0 ist, nach (3); (8) und (4); (6): 
(23) Buvj = 0, 

(24) /W+ /W + /W = 0. 
Je nachdem in (22) die Vorzeichen der Koeffizienten von der Be
schaffenheit: 

(25) I. ± ± ± oder IL ± ± =F 

sind, ist der Kegel ein imaginärer oder reeller. 
Der imaginäre Kegel hat nach (22) außer der Spitze y1 = 0, 

y2 = 0, y3 = 0 keinen reellen Punkt und nach (24) und (4) außer 
den Spitzenstrahlen rx = 0, r2 = 0, r3 — 0 (I § 59, (10)) keine reellen 
Tangenten. Dagegen hat er, ebenso wie der reelle Kegel, nach (23) 
alle Spitzenebenen v± = 0 als Tangentialebenen. 

1 1 . Die Diagonalkoeffizienten beim imaginären Kegel. Die 
Gleichungen (10) lauten mit bu = 0: 

(26) S 4 * - bu«/4* + W ï ) 8 + *> % , 
.(27) S 4 * = /W 1 ) 8 + /W 2 ) 8 + /W3)2, 
(28) S»Att-BuxtW. 
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Nimmt man also bn, 622, 633 von einerlei Vorzeichen an, so folgt 
mit Rücksicht auf (3) und (4): 

I. Ist die Fläche f ein imaginärer Kegel, so sind die sechs Koeffi
zienten akk, soweit sie nicht verschwinden, positiv und die acht Koeffi
zienten akk, Akk, soweit sie nicht verschwinden, von einerlei Vorzeichen. 

Aus (28) folgt, daß beim Kegel (22) nicht alle vier Akk ver
schwinden können. In der Tat würden mit Akk = , = 1, 2, 3, 4, 
alle Akl = 0, Ä, l - 1, 2, 3, 4 (§ 139, (29)) sein (A2

kl = AkkAn, 
I Anm. 1, III, (21)). Ist etwa i ^ + 0, so ist die Ebene E4 des ur
sprünglichen Koordinatentetraeders nach (8) keine Spitzenebene (Tan
gentialebene). Dann geht auch keine der in ihr liegenden Kanten 
ei7 e2) % durch die Spitze und fällt keine der in ihr liegenden 
Ecken Ely E2, Ez in die Spitze. Daher sind beim imaginären Kegel 
elf e2f e3 keine Tangenten, so daß nach (6) ccn =f= 0, a22 4= 0, #33 + 0; 
und Ex, E2, E3 keine Punkte des Kegels, so daß nach (5) an 4= 0, 
a22 + 0> # + 0. Es sind aber a n , a22, a33 die Unterdeterminanten der 
Diagonalglieder a11,a22iaZ3 in der Determinante Au. So folgt allge
mein (I § 63, Fig. 319): 

IL Beim Kegel überhaupt ist wenigstens eine der vier Hauptunter
determinanten Akk von 0 verschieden. Beim imaginären Kegel sind not
wendig in jeder nicht verschwindenden Hauptunter deter minante dritten 
Grades Akk ihre drei Hauptunterdeterminanten zweiten Grades akk 

und ihre drei Hauptelemente akk von 0 verschieden. 
Es handelt sich hier bei An um ccn, , a66, a22, a33, % ; bei 

A22 U m a22> a4à> aZBf aiV aà4,'l " e i -^33 U m ^33? a 55? alli a2%> a4Ai 

bei 44 um ccn, a22, a33, aiv a22, a33. 

12, Die Kriterien des imaginären und reellen Kegels. Ist nun 
etwa die Unterdeterminante Au =4= 0 und sind ihre Unterdeterminanten 
ccn, a22, a33 positiv und ihre Elemente an, a22, a33 von gleichem 
Vorzeichen wie Au, also unter anderen: 

(29) % > ° > % > 0 , 
so kann die Gleichung: 

(30) f-^^a^x^O 

des Kegels nach § 150, (19) auf die Form gebracht werden: 

(31) ƒ = axly
2 + 2

2 +* * - 0, 

wo nach (29) alle Koeffizienten einerlei Vorzeichen haben. Die Be
dingungen (29) sind also neben A = 0 für den imaginären Kegel 
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hinreichend. Sie haben aber wegen der Gleichungen: 

a22a33 = = 23 ~ a l l ? a 33 a i l = = ^31 l ^2) ^11^22 = = ^12 ~< ^33? 

^22^33 = = a23 "t" %1^44> ^33^11 === Ä31 ' ^22^44> fólla22 = a i2 "f" %3^44 

(§ 19, (21); (5)) immer zur Folge: 

a%2 > 0, a22 Au > 0, > 0, a u > 0. 

Wir sagen daher allgemein: 
III. Die Fläche (30) ist ein Kegel, wenn A = 0, aber nicht alle 

Hauptunterdeterminanten dritten Grades Akk verschwinden. 
IV. Sind dann alle Unterdeterminanten cckk, soweit sie nicht verschwin

den, positiv und haben alle Unterdeterminanten Akk und alle Elemente akk, 
soweit sie nicht verschwinden, einerlei Vorzeichen, sind ferner innerhalb 
jeder nicht verschwindenden Unterdeterminante Akk die drei Unter
determinanten akk und die drei Elemente akk von 0 verschieden, so ist 
der Kegel imaginär. 

V. Sind diese Bedingungen nicht alle erfüllt, so ist der Kegel reell. 

13. Die Ebenenpaare. Die Gleichung des Ebenenpaares lautet 
nach § 149, (31) in bezug auf ein Polartetraeder: 

(32) f-W + W-
Mit 7>33 = 0, 644 = 0 verschwinden nach (3) alle Bkl und nach (4) 
alle ßkl bis auf: 

(33) = -
Die Gleichung in Linienkoordinaten § 144, (18) wird daher: 

(34) Ä = &ub2är3
s = 0. 

Je nachdem bn und b22 gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben, 
ist das Ebenenpaar (32) imaginär oder redi. 

Das Ebenenpaar überhaupt hat nach (34) keine andern Tangenten 
als die Transversalen rb = 0 der Achse 6 = J^J^ (I § 60, (11)); das 
imaginäre nach (32) keine andern reellen Punkte als die Punkte yx = 0, 
y2 = 0 der Achse. 

Die Formeln (10) werden: 

(35) S 4 * = 6n%(1)2 + & r f ä , S 4 * = /W3)2-
Für das imaginäre Ebenenpaar sind daher notwendig alle akk, soweit 
sie nicht verschwinden, von einerlei Vorzeichen und alle akk, soweit 
sie nicht verschwinden, positiv. Für das reelle Ebenenpaar sind alle 
akk, soweit sie nicht verschwinden, negativ. Da nicht alle sechs q£3) 

verschwinden, können nach (35) auch nicht alle akk Null sein oder 
nicht alle sechs Kanten des Koordinatentetraeders Tangenten sein. 
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In der Tat würden sonst überhaupt alle akl (§ 139, (29)) verschwinden 
(«? ,=%*«„ , I A n m . 1 , III, (22)). 

I. Bas Ebenenpaar (30), für das A = 0, alle Akk = 0, aber nicht 
alle cckk = 0, ist imaginär oder reell, je nachdem die nicht verschwin
denden Hauptunterdeterminanten zweiten Grades akk sämtlich positiv 
oder sämtlich negativ sind. 

Bei der Boppclebme dürfen alsdann nach (10) nicht alle akk ver
schwinden. In der Tat würden sonst überhaupt alle akl (§ 139, (29)) 
verschwinden (ajj, = akkaw I Anm. 1, , (23)). 

14. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung nach Bang und 
Spezies. Unter Benutzung der § 49, (17) eingeführten Bezeichnung er
halten wir schließlich folgende Einteilung der Flächen zweiter Ordnung: 

(36) [ > 0, akk > 0!, akkAn > 0!: I. Imag. eigentl. Flächen, 

J-H=0\ J . > 0 , akkJ akkAu^>0\: II. Geradlinige eigentl. FL, 

\A < 0: . Nichtgeradl. eigentl. FL ; 

-1 = 0 , ^ + 0: « m m > 0 1 , ammAu>0l: IV. Imag. eigentl. Kegel, 

Akk + 0\\Au + 0: ammJ ammAu^0\: V. Reeller eigentl. Kegel; 

A = 0, Akk = 0ljakk (soweit =(=0)>0!: VI. Imag. Ebenenpaar, 
a** + ^ ' l a t t (soweit 4=0)<0! : VII. Reelles Ebenenpaar; 

A = 0, Akk = 0l, akk = 0\, akk + 0l: VIII. Doppelebene. 
Die Indizes gehen bei akk von 1 bis 6, die Indizes Je und l bei 
akkJ An von 1 bis 4. Bei IV und V ist beispielsweise Au als das 
von Null verschiedene Akk genommen (12, IV) und geht m nur von 
1 bis 3. 

§ 153. Die Spezies der ebenen Schnitte. 

1. Die zusammengehörigen Quadratdarstellungen. Bei Ein
führung eines Polardreieckes JtJ2Jb in der schneidenden Ebene wird 
für § 141, (7) infolge der Bedingungen (§ 149, 7): 

(1) fc23 = 0, b31 = 0, &12 = 0 

zunächst: 

(2) ßn = 22 , ß22 = b33bn, ß3S = bnb22; ß23 = ß31 = ß12 = 0 : 

(3 ) ^ 4 4 = ^ 1 1 ^ 3 3 7 

und ferner nach § 141, (17); (19): 

(5) - 4* = ßn**™+ №»+№», . 
(6) - , = ^ ) 2 + 22 (5)2 + ^(6)2. 
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Danach wird die Gleichung der Schnittkurve § 141, (1); (2) in 
Punktkoordinaten: 

(7) M i 2 + 22 2
2 + 33

 2 = 0, 2/4 = 0 

und werden die Gleichungen in Ebenen- und Strahlenkoordinaten nach 
§ 148, (3); (11); § 140, (23); (38) und § 141, (15); (16): 

(8) - 2 2 ^ M * 4 ' = ^ < a + f e < 2 + f t ^ s ' 2 = 0 ' 
( 9 ) ~ È Ê ' a"P^ = S\bur;* + b2ir6'* + hS3r6's) = 0. 

1 1 

Die Gleichung (8) stellt in ihrer zweiten Form (nach I § 57, 16, 
rechts) die Schnittkurve sowohl in laufenden Tetraederkoordinaten 
vi9 v2> vz'i v± der Ebene im Räume, als auch in laufenden Dreiecks
koordinaten \ ', v2', vb' des Strah- J 
les in der Ebene JXJ2J^ dar; / i \ \ 
ebenso stellt die Gleichung (9) / / ', ^ 
(I § 59, 9; 10, rechts) die / ' '|.J N . 
Schnittkurve sowohl in laufen- / '• ~ - ^ ^ 
den Tetraederkoordinaten r/, / S\^~ / £ .> - \ 
**> rbJ 'r*> KJ 4 d e s Strahles / / / *Jl^S^*j 
im Räume, als auch in lau- / ^ ̂  ^ ^ ^ ^ Z 

fenden Dreieckskoordinaten r4'7 Zfjf^' / 
r*\rtt des Punktes in der Ebene tT*rsr* 

. . -b\ig- 222. 

J± J2JS übereinstimmend mit (7), 
zugleich aber den aus c74 über der Schnittkurve errichteten Kegel in 
laufenden Dreiflachskoordinaten r4', r5', r6' ( = s/, s2, s3') des Strahles 
im Bündel dar (Fig. 222). 

2. Die Spezies der eigentlichen Schnittkurven. Ist nun zuerst 
^u + 0, b22 =(= 0, &33 4= 0, also nach (4): 
(10) - JL M + 0, 

so ist die Kurve (7) ein eigentlicher Kegelschnitt (§ 141, (20)). Dieser 
aber ist Imaginär oder reell, je nachdem die Vorzeichen der Koeffi
zienten b n , h22, b33 sind:115) 

(11) L ± ± ± oder IL ± ± + . 

3. Notwendige Bedingungen der imaginären eigentlichen 
Schnittkurve. Bei gleichen Vorzeichen von b11} b22j b33 sind nach 
(2) ßn, ß22, ßBB alle drei positiv, so daß aus (4), (5), (6) folgt: 

I. Ist die Schnittkurve ein imaginärer eigentlicher Kegelschnitt, so 
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sind die Unterdeterminanten " , soweit sie nicht verschwinden, negativ 
und haben die Unterdeterminanten cc%k, soweit sie nicht ver schwinden f 

dasselbe Vorzeichen ivie die Determinante Au. 
Die Kurve hat nach (8) außer ihrer eigenen Ebene EofV/, v2

r, 
vs', vi = 0, 0, 0, 1) keine reellen Tangentialebenen und nach (9) außer 
den in E0 liegenden Geraden e0 (r4', r5', r6' = 0, 0, 0) keine reellen Treff
geraden. 

4. Das Verschwinden der Hauptunterdeterminanten bei ima
ginärer Schnittkurve. Wenn Akk verschwindet, ist nach (8) die 
Ebene EÄ(E, '. U^ U<£ , U§ , U^ 1,0,0,0;. . .) Tangentialebene der Schnitt
kurve; wenn akk verschwindet, ist nach (9) die Kante ek (et :p±', p2', 
Ps> Vii = 1? 0, 0, 0, 0, 0 ; . . .) Treffgerade der Schnittkurve. 

Da nun die imaginäre Schnittkurve nur eine reelle Tangential
ebene E0 und außer den in ihr liegenden Strahlen e0 keine reellen 
Treffgeraden hat, so können für sie höchstens ein A%k und höchstens 
drei «JÄ verschwinden. Dies folgt auch aus (5) und (6). Denn bei 
positiven ßn, /322, /333 kann A%k nur dadurch 0 werden, daß xk^\ xk^\ xk^ 
alle drei 0 sind. Dies ist aber für zwei von den Werten = 1,2,3,4 
nicht möglich, ohne daß S = | xk® | in § 138, (16) verschwindet. Aus 
demselben Grunde können von den akk in (6) nicht vier verschwinden, 
ohne daß S3 = j gk® | (§ 152, 6) versehwindet. 

Eine reelle Ebene, die nicht die Tangentialebene E0 ist, enthält 
nur eine reelle Treffgerade, ihre Schnittlinie mit der Ebene E0. Ver
schwindet daher etwa A%é nicht, so daß die Koordinatenebene E4 keine 
Tangentialebene ist, so kann von den in ihr liegenden Kanten ev e2, e3 

höchstens eine in E0 liegen, also Treffgerade sein. Daher kann auch 
höchstens eine von den drei Unterdeterminanten aft, äffe, « ver
schwinden. 

IL Ist die Schnittkurve ein imaginärer eigentlicher Kegelschnitt, so 
verschwindet von den vier Hauptunterdeterminanten Akk höchstens eine 
und in jeder nicht verschwindenden Unterdeterminante \* von ihren 
Hauptunterdeterminanten akk höchstens eine. 

5. Die Unterscheidung der Spezies. Ist nun A^ eine nicht 
verschwindende unter den Akk und «33 eine darin enthaltene nicht 
verschwindende Unterdeterminante und ist: 

(12) A"u<0, A»a»3>0, 

so kann die Schnittkurve nach § 150, (46) in der Form: 

(13) - «by» + * + A^A'tf' = 0 

dargestellt werden und ist somit imaginär. Die Bedingungen (12) 
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sind also für diese hinreichend. Die notwendigen Bedingungen 3, I 
und 4, II sind also auf jeden Fall hinreichend. 

III. Sind neben (10) die Unterdeterminanten A"k7 soweit sie nicht 
verschwinden, negativ und haben die Unter determinanten % , soweit sie 
nicht verschwinden, das Vorzeichen von Au; sind ferner wenigstens drei 
Unterdeterminanten A^k von 0 verschieden und innerhalb jeder solchen 
wenigstens zwei Unterdeterminanten a^k von 0 verschieden, so ist die 
Schnittkurve ein imaginärer eigentlicher Kegelschnitt. 

IV. Sind neben (10) diese Bedingungen nicht alle erfüllt, ist die 
Schnittkurve ein reeller eigentlicher Kegelschnitt. 

6. Spezies der Linienpaare. Ist nunmehr in der Gleichung (7) 

^ii + 0, &22 + fy ^ = 0; s o daß s*e auf: 

(14) W + W - 0 
zurückkommt, so wird zugleich nach (2); (4)—(6): 

(15) &s = &iA s +0; 
(16) A*-0, -Atk = ß3Bxt^, - S 4 , = b u ^ 2 + W 5 > 2 . 
Die Gleichungen der Schnittkurve in Ebenen- und Strahlenkoordinaten 
werden dabei: 

(H) - 2 * 2 A» <w' - &s<ä - ° i' 

i i 

(18) - 2 2 tt» P"'P' = S4^r^ + b»r<^ = °-
1 1 

Das Linienpaar (14) ist imaginär oder reell, je nachdem ß 3 3 > 0 
oder < 0. Nach (16) ist aber, da xk^ nicht für jedes = 1, 2, 3, 4 
verschwinden kann, wenigstens ein Akk nicht 0 (§ 141, (21)) und sind 
alle nicht verschwindenden Akk von entgegengesetztem Vorzeichen 
wie /333. Daher folgt: 

V. Die Schnittkurve ist ein Linienpaar, wenn Au = 0, aber nicht 
alle A"k verschwinden. Das Linienpaar ist imaginär oder reell, je 
nachdem die nicht verschwindenden Unterdeterminanten % negativ oder 
positiv sind. 

Ist auch noch b22 = 0, also die Schnittkurve (14) eine Doppel
linie, so verschwinden nach (16) alle \* , aber nicht alle akk. 

7, Ausschluß reeller Schnittkurven bei imaginären Flächen. 
Nach § 141, 7—11 ist der Bang der Schnittkurve in gewissem Um
fange von dem der Fläche abhängig. Gleiches gilt auch in bezug 
auf die Spezies. 
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Ist eine eigentliche Fläche, ein Kegel oder ein Ebenenpaar imaginär, 
so können als Schnittkurven keine reellen eigentlichen Kegelschnitte und 
keine reellen Linienpaare vorkommen (a). 

In der Tat sind für die genannten Flächen nach § 152, (10) in 
jedem Koordinatentetraeder alle akk, soweit sie nicht verschwinden, 
positiv. Es müssen also auch in dem für die Schnittkurve ein
geführten Tetraeder J-^J^J^J^ die alsdann mit ßmm bezeichneten 
Größen (§ 141, (9)) positiv sein, was bei reellen Kurven (7) und (14) 
nach (2) und (15) nicht der Fall ist. 

8. Ausschluß imaginärer Kegelschnitte und Linienpaare. Da 
die eigentlichen Linienflächen und reellen Kegel unendlich viele reelle 
gerade Linien haben, die nicht in einer Ebene liegen, so muß jede 
Ebene des Raumes reelle Punkte der Fläche enthalten. 

IL Daher können bei den eigentlichen Linienflächen und den reellen 

<21) lì : " ^ I 
Eigentliche Flächen 2. O. 

^ > 0 , 4 „ > 0 ! I A>0,Akkau, j A<0 I 

j I. Imag. Flächen IL Geradlinige Fl. j . Nichtgeradl. Fl. 

, „ I I I 

i fails =f=o, >o! I№+yl+vl+yl=o\ (0) \yï+yi+yî— 1= 
A u • 0 1. Imag. eigentl. | 2/4=0 2/4==° 

Kurven P I ! 
Eigentl. I | . J r J 

Kurven 2. .! -Akk*Au«kk> |i 
j fails +0, >o! | \yì+yì-yì-yì-yì+yì+yì-yl-4 
!2. Reelle eigentl. ! 2/4=°! 2/s = ° | 
' Kurven I; ! I 

~~ ' lì - 1 = ' = 1 
I 

I falls =4=0, > 0! | , . \ • , 4- 2/1+2/1 + 2/1 — 2/1=0 
Au==0, 13. Imag. Linien- • | 2/3-2/1=° 
* += 0 ! |__ paare I; J j 

Getrennte j I I I ' 
Xinienpaare I falls =4=0, < 0 ! 2/Î+ 2/1-2/1-2/1 = °! , N 

14. Beeile Linien-I ^2—^4=°! H 
' paare j 

_t" = 0, = 0 ! «ft =4= o 7 | 1 I" " ' 
5. Doppellinien ' 

Au = 0, Au
k = 0\ c&. = 0! I I ' - j 
* 0 0 0 

6. Unbestimmt ! I 
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Kegeln keine eigentlichen imaginären Kegelschnitte als Schnittkurven 
vorkommen (/3). 

Das reelle Ebenenpaar wird von jeder Ebene entweder in einem 
reellen Linienpaar oder einer Doppellinie oder unbestimmt geschnitten. 

III. Daher können bei dem reellen Ebenenpaar keine imaginärm 
Linienpaare als Schnittkurven vorkommen (ß). 

In der Tat ist bei dem Ebenenpaar nach § 139, (21): 

(19) S*Kil = /333g,V 
und daher, wie § 143, (14) : 

(20) - S'Jb = /333(<?64 - + <1>Ù\ ••- , 

also Akk von entgegengesetztem Vorzeichen wie ß33 und ß33 von 
gleichem wie akk. Je nachdem daher die akk positiv oder negativ 
sind (§ 152, 13, I), sind in 6, V die Akk negativ oder positiv. 

J ^ = 0 , ^ + 0! || = 0, * = 0!,' akk + 0l J .1 = 0 / 
Kegel | Ebenenpaare j Akk = 0l 

( ~A i ~A I j <*hh = 0! 
akki , I " , «**i 

falls 4==0, > 0 ! falls = f 0 , > 0 ! tl falls + 0 , > 0! falls 4=0, < 0 ! «**=f=0! 

IV. Imag. Kegel ! V. Reelle Kegel | VI Imag.Eb.-P. VIL ReelleEb.-PJ 1. Dppl.-Eb. 
.. . __ ^ . 

V\ + V* + Vi = 0 ; ! I 
^4 = 0 ^ 

I I 

2/1-1-2/1 — «/I = 0 I; ! 

2/4 = ° jj : 

—iL 1= il— 
•j I 

lyl + VÎ + yl = o\yl+yî-yl = OJ yl + yl = 0 ! o 

y« = ° ys = ° !| 2/ = ° I ! 

. , yî + y'ì — 2/1 = , , ! ! — ! = „ 
(«) ( ) 

/ï + yl — ^1 = ? + ! = 1 y f - y i = o | | = 
( ) l i 

» - = || » = ° I . = ° » = ° 
|| ; «f _ * = 0 ! \ =  
| (d) ^1 ' J l 

I I II I '1""2'2^0 II ^ -° 
S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. II . 56 
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9. Ausschluß imaginärer oder reeller Linienpaare bei eigent
lichen Flächen. Da für Au = 0 die fünf Unterdeterminanten A"t , A%2r 

A"z, Au
uy A nach § 141 (38) dasselbe Vorzeichen haben, so können 

bei den beiden Spezies, A > 0 der eigentlichen Flächen keine imaginärem 
Linienpaare ( * < 0) und bei der Spezies A < 0 leeine rellen Linien
paare (A"k > 0) vorkommen (y). 

10. Ausschluß von Doppellinien. Da der imaginäre Kegel nur 
einen reellen Punkt und das imaginäre Ebenenpaar nur eine reelle 
Gerade hat, können dort keine reellen Doppellinien und hier Iceine im
bestimmten Kurven (ganze Ebene) als Schnittkurven vorkommen (d), 

11 . Übersicht der möglichen Schnittkurven. Danach bleiben 
für die Spezies der Schnittkurve bei gegebener Spezies der Fläche 
von vornherein diejenigen Kombinationen ausgeschlossen, die in der 
vorstehenden Tabelle182) entsprechend § 141, 7—11 mit 0 oder den 
vorstehenden Sätzen 7—10 entsprechend mit (a), (ß), (y), (ß) be
zeichnet sind. 

Daß die alsdann noch möglichen Kombinationen der Tabelle auch 
tvirklich vorkommen, zeigen die eingetragenen Beispiele, die in der 
ersten Zeile die Gleichung einer Fläche von der Spezies der betreffen
den Kolonne angeben, und in der zweiten Zeile die Gleichung einer 
Ebene, welche mit der Fläche eine Schnittkurve von der Spezies der 
betreffenden Zeile liefert. Die Gleichungen: (yt — ̂ ) ( ¾ + tó = 0,  

2 — A == 0 stellen dabei ersichtlich stets ein reelles, die Gleichungen 
( \ — iyùtyi + ) = ? %~~ =® e m imaginäres Linienpaar, die 
Gleichungen yx

2 = 0, y 2 - j / 3 = 0 eine Doppellinie dar. 
Die Abkürzungen: 

(22) « H > 0 ! « H > 0 ! . . . 

bedeuten: „alle akk > 0", „nicht alle ak,k > 0", . . .\ „falls =(= 0" steht 
der Kürze wegen für „soweit sie nicht 0 sind". Die Bedingungen 
der Kolonnen IV und V und der Zeilen 1 und 2 sind abgekürzt an
gegeben und im Sinne von § 152, 12, IV, V und § 153, 5, III, IV 
zu ergänzen. 

Die Tabelle (21) gibt die Bedingungen der Spezies der Fläche 
und ihrer ebenen Schnitte in aufgelöster Form an, während sie in 
§ 155, (41) und § 156, (38) noch einmal in geschlossener Form er
scheinen werden. 
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§ 154. Die Spezies der Srimittptmktpaare. 

1. Die Quadratdarstellung. Bei Einführung eines Polzweiecks 
JXJ2 auf der schneidenden Geraden wird infolge der Bedingung: 

(i) » - . -
die Gleichung § 142, (7) des Schnittpunktpaares der Fläche ƒ mit der 
Geraden uk x in Punktkoordinaten : 

(2) W + W = o. 
Zugleich wird nach § 142, (8): 

(3) /333 = bnb22 

und nach § 142, (14); (16): 

(4) A™'=S%tb22, 

(5) A$ï' = S\b22x^+bnxk^), * - 1, 2, 3, 4, 

endlich nach § 148, (13), § 140, (43) und § 142, (13) die Gleichung 
des Schnittpunktpaares in laufenden Ebenenkoordinaten: 

4 4 

1 1 

übereinstimmend mit (2) (I § 58, (5¾. 

2. Unterscheidung der Spezies. Aus (4) ergibt sich sofort: 
Das Schnittpunktpaar der Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 

(7) /=22'«*«=° 
i i 

mit der Schnittlinie der beiden Ebenen uk und ist ein imaginäres 
oder reelles eigentliches Punktepaar, je nachdem116): 
(8) Auu'>0 oder Äuu'<0. 

Bei dem imaginären eigentlichen Punktepaar sind nach (5) die 
Unterdeterminanten \* ' soweit sie nicht verschwinden, von einerlei Vor
zeichen; verschwinden können dann nach (5) höchstens zwei von ihnen. 
Denn beständen die Gleichungen xj1)=0, xk^=0 für drei Werte 
von , so würde die Substitntionsdeterminante S = | xk® \ verschwinden. 
Ist etwa A™' + 0, so kann die Gleichung §150 , (62) hergestellt 
werden. 

Das Schnittpunktpaar (2) ist ein Doppelpunkt, wenn bn 4= 0 , 
b22 = 0, also nach (4) und (5) : 

(9) Auu' = 0, Au
kf nicht alle 0 , 

56* 
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und ist unbestimmt, wenn mit bn = 0 , b29 = 0 : 

(10) .4*M' = 0 , 4 j « ' aUe 0 . 

Im letzteren Falle gehört die Schnittlinie uk x der Fläche ganz 
an, ist eine Erzengende. 

3. Ausschluß bestimmter Spezies des Schnittpunktepaaree bei 
gegebener Spezies der Fläche. Da die imaginäre eigentliche Fläche 
keinen, der imaginäre Kegel nur einen reellen Punkt besitzt 
(§ 152, 5; 10), sind bei diesem getrennte reelle Punktepaare und 
reelle Erzeugende, bei jener außerdem Doppelpunkte ausgeschlossen. 

Da das imaginäre Ebenenpaar nur eine reelle Gerade enthält, 
sind getrennte reelle Punktepaare unmöglich. 

Da das reelle Ebenenpaar von jeder Geraden reell geschnitten 
wird, sind imaginäre Punktepaare ausgeschlossen. 

Endlich haben die Flächen der III. Spezies nach § 152, 9 keine 
reellen Erzeugenden. 

Man könnte danach eine entsprechende Tabelle wie § 153, (21) 
aufstellen. 

4. Duale Sätze. Entsprechend dem Satze 2 gilt auch der 
duale Satz: 

Das Tangentialebenenpaar der Fläche zweiter Klasse: 
4 4 

(70 F=22<UM=° 
1 1 

durch die Verbindungslinie der beiden Punkte xk und xk ist ein imagi
näres oder reelles eigentliches Ebenenpacw, je nachdem: 
(8') A'xx'>0 oder A'xx'<0. 
Dabei ist A'xx' die mit den Koordinaten der Punkte xk, xk geränderte 
Determinante der akl (§ 140, (12)). 

5. Andere Formen der Bedingung. Sind pk und qk = die 
Strahlen- und Achsenkoordinaten der Schnittlinie uk x uk und 
Pk = x<li u n d . diejenigen der Verbindungslinie xkxk9 so ist nach 
§ 140, (20) und (17), und dual: 

( ) »« = *< = (?22* ̂ « « , 
ï ï 
6 e 

ï ï 
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G 6 

(12) AA«»' = = 2 2 "&2" 
1 1 

* 6 _ >_ 

(12') ' "*-22*»&'*'• 
1 1 

Damit treten in die Bedingungen (8) und (8') die Strahlen- und 
Achsenkoordinaten der Geraden uk x uk und xkxk ein. 

6. Die eigentlichen Flächen zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse. Indem wir die Flächen (7) und (7') als eigentliche voraus
setzen, betrachten wir gleichzeitig beide als identisch, so daß (I Anm. 1, 
III, (4); (12); (8); (7)). 

(13) «,',- .; <,-AM,. Ai-A*au, ^ , = 1, ' = *. 
Wir nehmen ferner auch die GeradenHk x uk und xkxk als identisch 
an, so daß: 

(14) Pk=lh, &' = &> r = = = T ' 
Dann wird aus (11/) und (12'): 

1 1 1 1 

(§ 138,(27)) und daher nach (11) oder (12): 

(15) 6*A'XX' = AAUU' 

oder ausführlicher geschrieben119): 

I ^ 1 1 ^ 1 2 ^ 1 3 ^ 1 4 ^ 1 ¾ Ä l l 12 13 a 1 4 W l % i 

i ^ 2 1 ^ 2 2 ^ 2 3 ^ 2 4 %2 ^ 2 I % 1 ^22 ^23 ^ 2 4 W2 **2 ! 

r* r*\ e i 31 ^ 3 2 ^ -33 ^ 3 4 # 3 ^ 3 ! , a 3 1 a 3 2 % 3 ^ 3 4 W'3 W 3 

( 1 6 ) tf I j j j j , , = ^ ' 
j ^ 4 1 At2 ^43 ^ 4 4 X± X± I | a41 a42 ^43 ^44 Ué % ! 

Ä?! % X3 Xà 0 0 ! j Wj ^2 % W4 0 0 

| Xi x2' x% xl 0 0 I ! u2' us' ué' 0 0 

Sind (1) und (l*) die Gleichungen einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung in Punkt- und Ebenenkoordinaten (akl = Akl) und sind xk, xk 

mvei Punkte und uk, uk mei Ebenen derselben geraden Linie pk, 
qk = 6pk, so bestehen die Gleichungen (15); (16). 

7. Folgerung über reelle Tangentialebenen. Nach (15) haben 
Auu' und A'x* bei positivem A gleiches, bei negativem A verschie
denes Vorzeichen. Sehen wir daher von den imaginären Flächen, für 
die A > 0 und tp > 0 (§ 152, 6), also auch > 0 ist, ab, so folgt 
**s (8), (8') (§ 152, 9): 
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Bei den eigentlichen Linienflächen gehen dwch jede Gerade, die in 
zwei reellen Punkten schneidet, stets auch zwei reelle Tangentialebenen 
und umgekehrt. 

Bei den eigentlichen Flächen ohne geradeLinien gehen durch eine Gerade, 
die in zwei reellen Punkten schneidet, keine reellen Tangentialebenen, und 
schneidet eine Gerade, durch die zwei reelle Tangentialebenen gehen, nicht 
in reellen Punkten. 

Eine Tangente (<p = 0) trägt in beiden Fällen zwei zusammen
fallende reelle Schnittpunkte und zwei zusammenfallende reelle Tan
gentialebenen. 

§ 155. Orthogonale Transformation der Fläche zweiter Ordnung. 

1. Orthogonale lineare Substitutionen. Die lineare Substitution: 
4 

(1) s* S 1 ™*™> =1,2,3, 4, 
i 

heißt eine orthogonale, wenn durch sie identisch die GleicWmg besteht: 

(2) V + x* + x* + x* = z±*.+ z* + zi + 0j. 

Um eine solche Substitution zu erhalten, wählt man irgendein 
(reelles) Polartetraeder Jm = xk^

m\ k, m = 1, 2, 3, 4, der imaginären 
eigentlichen Fläche zweiter Ordnung: 

4 

(3) g-JL^-O. 
1 

Durch Transformation auf dieses mittels der Substitution: 
4 

(4) - 2 *1 )1 
1 

erhält man nach § 149, (21) : 
4 

(5) ^2«^ 
i 

Hier sind die Koeffizienten: 4 

(6) 9mm=2ix"im)2 

1 

positiv und von 0 verschieden. Setzt man daher: 
( 7 ) - ^ 
so wird nach (5): 4 

(8) 9-2r»l-
1 
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Somit ist: 

1 V 9mm 

eine (reelle) orthogonale Substitution. 
Entsprechend den oo6 (reellen) Polartetraedern der Fläche (3) 

(§ 149,11, V) gibt es oo6 orthogonale lineare Substitutionen (§ 50, 1). 

2. Quadratdarstellung durch orthogonale Substitution. Die 
Frage, ob eine beliebige Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 

(io) -̂22^ -̂° 
1 1 

durch orthogonale Substitution auf die Quadratdarstellung § 149, (21) 
gebracht werden kann, kommt auf die Frage nach einem gemeinsamen 
(redien) Polartetraeder der beiden Flächen (10) und (3) zurück.116) 

Ist nämlich Jm = XjW ein solches, so werden durch die Sub
stitution (4) gleichzeitig die Darstellungen (5) und: 

% 4 

(11) f-^fmmVl 
1 

herbeigeführt und dann mit (7) die Darstellungen (8) und: 
4 

(12) f S j ^ ^ -
*]— mm 

Hat also die Fläche (10) mit der Fläche (3) ein (reelles) Polar
tetraeder Jm = xk^ gemein, so Jcann sie durch die orthogonale lineare 
Substitution (9) auf die Quadratdarstellung (12) gebracht werden. 

Es soll untersucht werden, ob ein gemeinsames (reelles) Polar
tetraeder der Flächen (10) und (3) vorhanden ist. 

3 . Funkte gleicher Polarebene. Jede Ecke eines Polartetraeders 
einer einzelnen Fläche zweiter Ordnung hat (§ 149, 8, II) die gegen
überliegende Seitenfläche als Polarebene. Jede Ecke eines gemein
samen Polartetraeders muß also in bezug auf beide Flächen dieselbe 
Polarebene haben oder ein Punkt gleicher Polarebene in bezug auf 
beide sein. Wir fragen daher zuerst nach solchen Punkten. 

Die Polarebenen eines Punktes xk° in bezug auf die beiden 
Flächen (10) und (3) sind nach § 149,(6): 

4 4 

(13) ^ - . 2 *°** = °-
1 l 
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Sie fallen immer dann und nur dann zusammen, wenn mit einem 
Faktor A: 
(14) fk° = lxk

0, =1,2,3,4. 

Jeder Punkt gleicher Polarebene xk genügt also den Gleichungen: 

| 0 U - A)#, + a12x2 + 1 3 + a14#4 = 0, 

a „ I #21 ^ 1 T" (^22 A) X2 + #2S ^¾ " #24 ^ 4 === ^ 7 

K i ^ i + a32^2 + (a33 — ) + ^34¾ = °> 
' «41^1 + #42^2 + «43^3 + (a44 ~ ) #4 = 0 > 

amd '̂edfer dfesm Gleichungen genügende Punkt ist ein Punkt gleicher 
Polarebene (§ 50, 3 ) . 

4 . Die biquadratische Gleichung des Problems. Diese Glei
chungen können nur bestehen, wenn der Faktor X eine Wurzel der 
biquadratischen Gleichung ist89): 

| % 1 ^ #12 #13 #14 ! 

(ie) ^w=h81 a*-xa* «» |„o. 
#31 #32 #33 ^ #34 

1 #41 #42 #43 #44 ^ 

5. Die einer "Wurzel entsprechenden Funkte gleicher Polar
ebene. Ist Xi (i = 1, 2, 3, 4) eine Wurzel der Gleichung (16), so gibt 
es ein oder mehr Punkte x£\ die den mit X = Xt gebildeten Glei
chungen (15) entsprechen. In der Tat stellen diese Gleichungen vier 
Ebenen dar, die infolge der Voraussetzung z/ (Aj = 0 jedenfalls einen 
Punkt gemein haben, möglicherweise auch mehr. Wenn nämlich für 
die Wurzel A = Ai alle Unter determinant en dritten Grades 1 (X) von 

( ) verschwinden, gehen die drei Ebenen durch eine Gerade; wenn 
alle Unterdeterminanten zweiten Grades dkl(X) verschwinden, fallen sie 
alle in eine Ebene zusammen; wenn alle Elemente von z/(X) ver
schwinden, werden sie völlig unbestimmt (I § 61, 3—5). 

Zu einer Wurzel X = Xi der Gleichung (16) gehören ein Punkt, 
oder oo1 oder oo2 oder oo3 Punkte gleicher Polarebene, 

6. Zwei zu verschiedenen "Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun Xt und X2 zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (16), so ge
nügen die entsprechenden Punkte gleicher Polarebene xk^ und xk^ 
nach (14) den Gleichungen: 

(17) / i w - W > , tf4-W>, *~ 1,¼ 3,4, 
gleic d ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr solche Punkte 
gehören. 
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Wenn XjW = XjW sein sollte, würde aus den beiden alsdann in 
f£l) und — #Ä

(1) linearen und homogenen Gleichungen (17) mit der 
Determinante X2 — Xx + 0 folgen, daß /i(1) = 0 und ^ ) = 0. Die 
letztere Gleichung kann aber nicht für alle Werte von bestehen. 
Also: 

I. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte gleicher Polar-
ebene niemals zusammenfallen. 

Multipliziert man die Gleichungen (17) bezüglich mit xk^ und 
Xj№ und summiert über k, so erhält man: 

oder (§ 138, (6)) : 
/12 = *l9lî> 111 ^""»Sli • 

Daraus aber schließt man, da ,^ \ ist: 

(18) • farb, , - 0 . 

. Zwei Punkte gleicher Polarebene, xk^ und xk&\ die zu ver
schiedenen Wurzeln X1 und A2 gehören, sind stets harmonische Pole in 
bezug auf jede der beiden Flächen (10) und (3) (§ 149, (2)). 

7. Die Realität der Wurzeln. Sind Xx und X% zwei (einfache 
oder zweifache^ konjugiert komplexe, also verschiedene Wurzeln, so ist 
nach 6, I auch jeder der einen entsprechende Punkt xk^ gleicher 
Polarebene von jedem der andern entsprechenden Punkte xk^ verschieden. 
Entspricht aber vermöge (15) der komplexen Wurzel 1 ein Punkt 
xk^ + "> s o entspricht der konjugierten Wurzel A2 jedenfalls 
der Punkt xk^ = yk — iyk", wo xjk nicht für jedes verschwinden 
kann, da sonst xk^ = xk& wäre. 

Damit ist nach (18): 
4 4 

Ai = 2 **(1)**(ä) =2 M9-+y*"2) - °> 
i i 

und damit für jedes : yk = 0 , yk = 0 , was für yk" nicht möglich. 
Daher sind konjugiert komplexe Wurzeln nicht möglich oder: 

Die biquadratisciie Gleichung { ) = 0 hat nur reelle Wurzeln 
(§ 50, 7). 

8. Entwicklung der Determinante A{X). Die Differential
quotienten der Determinante (16) nach sind: 

| - A'{X) = ^ u ( i ) + Jn(X) + z/M(A) + JJX), 

(19) \J'\X) - 8 ( ) + ( )+ ( )+ ( ) + №( ) + 8№{1), 
\ - \ 4"'(k) = (an — X) + (%2 - ) + (« — *) + (a-u ~ ) • 
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Daher ist mit den § 79, (5)—(7) eingeführten Abkürzungen: 

(20) z/(A) = 4 - A'"XZ + A"ï? -A'l+ A, 

und für die vier Wurzeln: 

( ) 1 + 2 + 3 + 4 = - . , 2 3 + 3 + 2 -f- 4-f- 2 4 + 3 4 = . ,  

2 3 4 + 3 ] ^ + 1 2 4 + .^ % § = . , ^/,2^/,^ = A.. 

9. Multiplizitäten der Linearfaktoren der Determinante. Ent
hält die ganze Funktion G(V) den Faktor — 0 gerade îmal, so ent
hält der Differentialquotient 6?'( ) nach § 50, (22) denselben Faktor 
gerade: 
(22) V = 1-1 
mal. 

Sei nun (k — Xt)i die höchste Potenz von — ,̂ die in ( ) 
vorkommt; ferner ( — £)* die höchste, die gleichzeitig in allen Unter
determinanten dritten Grades ^/ ( ) ; (1 — )* die höchste, die in 
allen Unterdeterminanten zweiten Grades dki(k); ( — )̂*' die höchste, 
die in allen Elementen der Determinante z/ ( ) vorkommt. Es sind 
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulässig die 
Werte : 

(23) / , = 1 ,2 ,3 ,4 ; // = 0 , 1 , 2 , 3 ; // ' = 0 , 1 , 2 ; //" = 0 , 1 . 

Infolge von (19) enthält nun z/ ' ( ) den Faktor l — liy da er in 
allen 1 ( ) wenigstens mal vorkommt, auch wenigstens mal. Da
her ist nach (22): 

/ , - l = // oder: / / < / , . 
mit Ausschluß der Gleichheit. 

Der Differentialquotient irgendeiner Unterdeterminante dritten 
Grades : 

<tW - - « oo - *»« - *«(*), ^,;w = *«w - *U(A), • • • 
enthält den Faktor — £, da er in jedem àkl(l) wenigstens Z/'mal 
vorkommt, auch wenigstens Z/'mal. Da aber unter den Determinanten 
<dkl(k) wenigstens eine ihn nicht mehr als Z/mal und daher der ent
sprechende Differentialquotient Akl(X) ihn nach (22) nicht mehr als  

— 1 mal enthält, so kann ' nicht größer sein als — 1 : 

V'<V-i oder: */'<*/• 
Der Differentialquotient irgend einer Unterdeterminante zweiten 

Grades : 

'iiW = - ( ¾ — l) - ( « 3 8 - )> *i»(A) = a i2 ; • • 
enthält den Faktor — Xi7 da er in jedem Elemente wenigstens i!" 
mal vorkommt, auch wenigstens Z/"mal. Da aber unter den Determi-
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nanten àkl(X) wenigstens eine ihn nicht mehr als Z/'mal und daher der 
entsprechende Differentialquotient dkl(X) ihn nach (22) nicht mehr 
als l" —- 1 mal enthält, so kann " nicht größer sein als ' — 1 : 

1 <1{"-1 oder: 1["< '. 
Zwischen den Multiplizitäten besteht daher mit Ausschluß der 

Gleichiieit die Ungleichung: 

(24) 1{>1{>1 >1 -
10. Die Elementarteilerexponenten. Die für die Determinante 

A in § 79, (10); § 81, (17); (24) abgeleiteten Identitäten geben mit 
akk- X für akk und mit - A{X), \ \ ) , — \ '\ ) für A', Ä\ '" 
(§ 79, (5)-(7)) die in X identischen Gleichungen80): 

i J\k) - J(X)J"(X) = *№) + £ ( ) + ••• + 
+ 2 ^ 1 ( ^ ) + 2 ^ ( 2 ) + ---, 

\J"\X) + 24(1) - \4\X)J"{X) = *i(A) + â&W + ••• 
W + 2 ^ ) + 2 ^ ) + ---, 

&J"'\l) - A"(X) = ( « u - Xf + - If + • • -
l + 2 ^ + 2 ( ^ + - . - . 

Während daher für eine einfache Wurzel = X. (l{ = 1) von 
z/(A) = 0 nach (23) und (24) stets l! = 0 ist, folgt aus (25), da aUe 
Wurzeln reell sind: Für eine Doppelwurzel X = Xi ( ^ = 2) ver
schwinden mit ( {) und \ ?) auch alle ( ?), so daß l! 4= 0, 
also nach (23) und (24) Z/ = 1 ist. Für eine dreifache Wurzel 
X = .(1.= 3) verschwinden mit ( £), '( ?) und "( {) auch alle 
*4,(A), so daß ï/' + , also nach (23) und (24) Z " = l , Z / = 2 ist. 
Für eine vierfache Wurzel A = Af(Zi=4) verschwinden mit ( ) , 

'( ^), "( ?) und 4"'(Xt) auch alle Elemente von ( ), so daß 
Z/" + 0, also nach (23) und (24) Z/"= 1, I , " - 2, Z/= 3 ist. 

Danach bestimmt der Wert von li stets die Werte von Z/, l!\ l."' 
in folgender Weise: 

(26) l„ I!, lt", l!" = 1, 0, 0, 0; 2, 1, 0, 0; 3, 2, 1, 0; 4, 3, 2, 1. 

Innerhalb des einer l.~fachen Wurzel Arf entsprechenden Teilers von 

*W'.  
(27) (X - Ij* = (A - ^ - ' ' ( i - X,)1'-'* (X - Itf* " ' ' (A - tf - ° 
heißen die Faktoren rechts, soweit ihre Exponenten von 0 verschieden 
sind, die der Wurzel Xi entsprechenden Elementarteiler der Determinante 

( ).130) Alsdann besagt der Satz (26): 
Alle Elementarteilerexponenten einer jeden Wurzel haben je den 

Wert 1. 
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11 . Die zu einer Wurzel gehörigen Funkte gleicher Polarebene. 
Da für eine einfache Wurzel X = Xi nach (26) nicht alle ( ) ver
schwinden, so liefern für X = Xi die Gleichungen (15) mit = 1 ; 2, 3 
oder 4 (§ 139, (8)): 

(28) ^(0 : xf> : 3« : x£> - J ^ W : . № ) : ^ ) • 
Zk einer einfachen Wurzel X = X{ gehört stets ein einziger bestimmter 

Punkt gleicher Polarebene. 
Man kann statt (2S) mit einem Faktor Q auch schreiben121): 

(29) 9 / »= , ), 
und hiernach wird mit Rücksicht auf (19) und (6): 

(30) Q9ii=-J\X^ 

Da für eine zweifache Wurzel X = Xi nach (26) alle 1( )7 aber 
nicht alle dkl(X) verschwinden, so genügen für X = X. den Gleichungen 
(15) die Punkte der Geraden (§ 139,(16)): 

(81) fc»:ei<0!b^ 

= 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 
Zu einer zweifachen Wurzel X = Xi gehören stets oo1 Punkte gleicher 

Polarebene, die eine Gerade erfüllen. 
Da für eine dreifache Wurzel X = X{ nach (26) alle àkl(X), aber 

nicht alle Elemente von z/(X) verschwinden, so genügen 'für X =   
den Gleichungen (15) die Punkte der Ebene (§ 139, (24)): 

(32) u±® : waW : u^ : u^ = an—Xt : a12 : als : =a21 : a22 - Xi : a23 : a24c = • • • = • - •. 

Zu einer dreifachen Wurzel X = Xi gehören stets 002 Punkte gleicher 
Polarebene, die eine Ebene erfüllen. 

Da für eine vierfache Wurzel = Xt nach (26) alle Elemente 
von ( ) verschwinden, so sind für eine solche die Gleichungen (15) 
identisch erfüllt. Alle Punkte des Raumes sind Punkte gleicher 
Polarebene. 

12. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzeln der Glei
chung (16) findet sich nach (20) die Wurzel A = 0 nicht, wenn J. + 0; 
die Wurzel = 0 einfach, wenn A = 0, J.'=j=0; zweifach, wenn = 0, 

' - 0 , " + 0 ; dreifach, wenn = 0, ' = 0 , A"=0, ' " + 0 ; 
vierfach, wenn = 0, ' = 0, " = 0, "' = 0. 

Die Gleichungen (15), die mit X = 0 die zur Wurzel = 0 ge
hörigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in 
diesem Falle mit denjenigen (§ 139, (6)), die die Doppelpunkte der 
Fläche (10) liefern. 

Die der Wurzel X = 0 entsprechenden Punkte gleicher Polarebene 
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in bezug auf die Flächen f und g decken sieh mit den Doppelpunkten 
der Fläche f 

Dies erklärt sich daraus, daß ein Doppelpunkt der Fläche ƒ als 
Polarebene in bezug auf f jede Ebene des Raumes hat (§ 149, 5), 
also auch diejenige Ebene, die seine Polarebene in bezug auf g ist. 

Da nun nach 11 aus der Multiplizität einer Wurzel die Anzahl 
der entsprechenden Punkte gleicher Polarebene folgt, so ergibt sich: 

Die Fläche f hat keinen Doppelpunkt für A =4= 0, einen Doppel
punkt für A = 0, A'=%=0, eifie Doppelgerade für A = 0, A' = 0, J"=|=0, 
eine Doppelebene für A = 0, A' = 0, A" = 0, J/"=t= 0. 

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits § 139, (30) abgeleiteten 
Bedingungen für den Rang der Fläche f. 

13. Nichtverschwindende Wurzeln. Da nach (17) für jede 
einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht verschwindende 
Wurzel Xi und einen zugehörigen Punkt gleicher Polarebene xk®\ 

oder: 

(33) fu=K9u, 
so folgt: 

Ein einer nichtverschwindenden Wurzel kt entsprechender Funkt 
gleicher Polarebene xk® liegt entweder auf keiner oder auf jeder der 
beiden Flächen f und g. 

Da im letzteren Falle die gemeinsame Polarebene gemeinsame 
Tangentialebene wird, so berühren sich die beiden Flächen im Punkte xk®. 

14. Der einer einfachen Wurzel entsprechende Punkt. Der 
einer einfachen Wurzel X{ entsprechende Punkt gleicher Polarebene 
(28) kann als reeller Punkt nicht auf der Fläche g, also auch nicht 
mit seiner gemeinsamen Polarebene in bezug auf f und g vereinigt 
liegen. Falls 1.^0, liegt er nach 13 auch nicht auf ƒ; falls { = 0, 
ist er nach 12 die Spitze des Kegels f. 

15. Fall von vier einfachen Wurzeln. Hat die Gleichung (16) 
vier einfache Wurzeln Af (i = 1, 2, 3, 4), so gehört nach 11 zu jeder 
ein einziger Punkt gleicher Polarebene xk®7 der nach 14 nicht mit 
dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 6, II jeder der vier Punkte 
xk® harmonischer Pol jedes der drei andern in bezug auf beide 
Flächen f und . 

I. Wenn die biquadratische Gleichung vier verschiedene Wurzeln hat, 
haben die beiden Flächen f und g stets ein einziges gemeinsames Polar-
tetraeder. 
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Seine reellen Ecken x^ sind die den Werten i «= 1, 2, 3, 4 ent
sprechenden Punkte (28). Für die orthogonale Substitution (9), welche 
die Form (12) von f herbeiführt, ist nach (29), (30) ): 

( 3W = _ " » Ç V 

16. Die einer Doppelwurzel entsprechenden Funkte. Einer 
Doppclwurzel Xt entspricht eine reelle Gerade (31), deren jeder Punkt 
ein Punkt gleicher Polarebene ist. Ist Xi =f= 0, so sind die beiden 
Punkte St und S2, in denen die Gerade die eine Fläche schneidet, 
nach 13 Berührungspunkte beider Flächen. Sie sind als Schnittpunkte \ 
einer reellen Geraden (31) mit der imaginären eigentlichen Fläche g 
konjugiert komplex und daher zwei getrennte Punkte (§ 154, 3). 1st 
X. = 0, so ist die Gerade (31) die Achse des Ebenenpaares ƒ und 
schneidet wie vorhin die Fläche g in zwei getrennten Punkten S± und S2. 

17. Fall von ein oder zwei Doppelwurzeln. Wählt man auf 
der Geraden (31), die der Doppelwurzel kx = X2 entspricht, irgend ein . 
Paar harmonischer Punkte x£l) und #/2) zu den beiden getrennten 
Schnittpunkten 8i und S2 mit der Fläche g, so sind diese harmonische 
Pole in bezug auf beide Flächen f und g. 

Sind nun die beiden andern Wurzeln A3 und Xé einfache, so sind 
die ihnen nach 14 entsprechenden Punkte gleicher Polarebene x^ 
und xk& nach 6 sowohl unter sich als auch je zu jedem Punkte der 
Geraden (31) harmonische Pole in bezug auf beide Flächen f und g. 
Die vier Punkte xk®, i = 1, 2, 3, 4 bilden also ein gemeinsames Polar
tetraeder. Für x^\ xk^ stehen dabei die oo1 zu 819 S2 harmonischen 
Punktepaare zur Verfügung (§ 149, 6). 

Ist aber auch A3 = A4 eine Doppelwurzel, so wählt man auch \ 
auf der ihr entsprechenden Geraden zwei harmonische Punkte £3\ xk^ 
zu den getrennten Schnittpunkten £3, Sé der Geraden mit der Fläche g. 
Jeder Punkt der zu Xx = X2 gehörigen Geraden ist aber nach 6, II 
zu jedem Punkte der zu Xz = A4 gehörigen Geraden harmonischer Pol 
in bezug auf beide Flächen. Die vier Punkte xk^ bilden also wieder 
ein Polartetraeder. 

II. Wenn die biquadratische Gleichung eine zweifache und zwei ein
fache oder zwei ztveifache Wurzeln hat, haben die beiden Flächen f 
und g oo1, bezüglich oo2 gemeinsame Polartetraeder. 

18. Fall einer dreifachen Wurzel. Einer dreifachen Wurzel 
Xx= A2 = A3 entspricht eine reelle Ebene (32), deren jeder Punkt ein 
Punkt gleicher Polarebene ist. Ist X1 =)= 0, so ist der Kegelschnitt, 
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in dem die Ebene die eine Fläche schneidet, nach 13 Berührungskurve 
beider Flächen. 

Er ist nach § 153, (21) als Schnittkurve einer reellen Ebene mit 
der imaginären eigentlichen Fläche g notwendig ein eigentlicher ima
ginärer Kegelschnitt. Ist Xt = 0, so fällt f selbst als Doppelebene in 
die Ebene (32) hinein und schneidet g wie vorhin in einem eigent
lichen imaginären Kegelschnitt. 

Ein eigentlicher Kegelschnitt hat oo3 reelle Polardreiecke (§46,10). 
Ist nun x£l\ XjV\ xk^ ein solches Polardreieck und xk^ der der ein
fachen Wurzel A4 entsprechende Punkt gleicher Polarebene, so ist 
dieser nach 6, II zu jedem Punkte der Ebene (32) harmonischer Pol. 
Die vier Punkte xfî bilden also ein Polartetraeder. 

III. Wenn die biquadratische Gleichung eine dreifache und eine ein
fache Wurzel hat, haben die beiden Flächen f und g oo3 gemeinsame 

1 Polartetraeder. 
IV. Bei einer vierfachen Wurzel fallen f und g überhaupt zusammen. 

19. Die Quadratdarstellung und ihre Koeffizienten. Da somit 
stets ein oder mehr gemeinsame Polartetraeder der beiden Flächen f 
und g vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Überführung in die 
Formen (8) und (12) stets möglich. Zugleich erhält die Darstellung 
(12) nach (33) die Form: 

' (35) ƒ = A ^ 2 + A2*2
2 + V 3

2 + V / = 0. 

Die Gleichung (10) kann also stets durch orthogonale Substitution 
auf die Form (35) gebracht werden, wobei A1? A2, A3, A4 die Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung (16) sind. 

Das neue Koordinatentetraeder, auf das sich die Koordinaten zi 

beziehen, ist das Polartetraeder, das die Fläche (10) mit der Fläche 
(3) gemein hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (16) 
vier einfache Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder zweifach oder 
dreifach unbestimmt, wenn sie zwei einfache und eine zweifache oder 
zwei zweifache oder eine einfache und eine dreifache Wurzel hat. 

20. Unterscheidung der Vorzeichen. Aus der Gleichung (35) 
kann nun sowohl der Rang (§ 149, 15) als die Spezies (§ 152, i) so-

i fort entnommen werden. Sind nämlich mit =|= 0 die vier Wurzeln 
lu A2, 3, A4 nach (21) alle von 0 verschieden, so sind ihre Vor
zeichen nach (21), abgesehen von der Reihenfolge, für: 

i (36) ^ > 0 : ± ± ± ± oder + + ; -4. < 0 : ± ± ± q= . 

Nach der Regel von Descartes131) hat aber die Gleichung (20) soviel 
positive Wurzeln als Zeichenwechsel in z/(A), und soviel negative, 

[ 

i 
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als Zeichen Wechsel in» ^ / ( - A) vorkommen. Daher sind die Vorzeichen ! 
der Wurzeln für: 

A>0, A'>0, A">0, A'">0 :+ + + + , 
A>0, A'<0, A">0, A'"<0: , | 

oder zusammengefaßt, für: j 
(37) A>0, A">0, A'A'">Q:±±±±. ! 

Nach (36) und (37) sind sie dann für: j 
(38) A > 0, A", A'A'" nicht beide > 0 : + + . 

Ist ferner mit A = , ' =+= 0 etwa 4 = 0, so sind ^ , Ag, A3 die ' 
Wurzeln der kubischen Gleichung: 

X*-A'"X*+A"l-A'=*Q. j 
Die Vorzeichen sind dann nach § 50, 19 für: j 

(39) A" > 0, A'Ä" > 0 : ± ± +• j 
A", A'A'" nicht beide > 0 : ± ± =F • ! 

Ist weiter mit A = 0, A'=Q, " =|= etwa A 3=0, A 4 =0, so 
sind Aj und A2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

X*-A"'k + A"=0. 
Ihre Vorzeichen sind gleich oder verschieden, je nachdem: 

(40) A">0 oder A"<0. 
Schließlich ist mit A = , A'=0, J " = 0 , A'"+0 nur noch eine 
Wurzel A1 von 0 verschieden. 

21. Merkmale der Spezies der Fläche zweiter Ordnung. Be
zeichnet man daher allgemein die Wurzel l( mit a? oder — «ƒ, je 
nachdem sie positiv oder negativ ist, so erhält man an Stelle von 
-§ 152, (36) folgende Merkmale für die Spezies der Fläche (10): 

( > 0, " > 0, A'A'" > 0: 
I. f = « t V + «i V + « 2 + «tW = Ö; 

<41) -4 + 0 A > 0, A", A'A'" nicht beide > 0: 
IL f = « , V + « s 4 2 - «s8V - «*V - 0; 

I A < 0: III. f = « t V + «,» V + « s V - « 4 V = 0. 
( J." > 0, A'A'" > 0: 

A = 0 A,,J iv . f= t t l v+«,V + «8V=0; 
' + A", A'A'" nicht beide > 0 : 

[ V. ƒ = «x V + « ä V - a3 V = 0. 

i = 0 ' i & M + 0 | / < 0 : Vu. ƒ = « , V - W - 0. 
^ = 0, A ' - 0, i l " - 0, 4'" + 0: VIE. ƒ = W = 0. 
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Dabei ist (§ 138, (8); (9)): 

\ Ä' = Oru + Cf22 + a33 + « 4 4 + + a66. 

Diese Merkmale gelten für jedes Koordinatentetraeder, auf das 
sich die gegebene Gleichung (10) gerade bezieht. Sie können un
mittelbar als Kolonnenüberschriften in die Tabelle § 153, (21) ein
getragen werden.95) 

22. Übergang auf gemeine Koordinaten. Sie gelten insbesondere 
für schief- und rechtwinklige gemeine Koordinaten (I § 5 7 , (1)) und 
können in diesem Sinne als Kolonnenüberschriften in der Tabelle 
§ 99, (31) benutzt werden. 

Die dort für rechtwinklige Koordinaten abgeleiteten Merkmale 
der Spezies weichen von denen in (41) für die vier ersten Spezies 
insofern ab, als dort an Stelle von Ä' und A"' die verkürzten Summen : 

-^44 = ttll + a 22 + Ä33> ^ 4 4 = a i l + a22 + a33 

stehen. 
Diese Abweichung ist darin begründet, daß überhaupt, bei gleich 

bleibenden notwendigen Bedingungen, die hinreichenden Bedingungen 
entsprechend der verschiedenen Wahl des Polartetraeders für die 
Quadratdarstellung verschieden ausfallen. In der Tat ist für die 
Spezies I nach § 152, (14) notwendig, daß neben > 0 alle akk und 
alle akkAn positiv seien, hinreichend aber schon, daß > 0, cc33 > 0, 
«11^44 > ° . 

23. Invarianten der Fläche bei orthogonaler Transformation. 
Wird durch irgend eine orthogonale Substitution (9), die also (3) in 
(8) verwandelt, aber ƒ nicht gerade in die Quadratdarstellung (12) 
überführt, sondern etwa in: 

4 4 

(43) f =2SbmazmZn, 
1 1 

so wird durch sie nach (8) und (43) identisch in X (§ 50, 20): 

(44) ƒ - Xg = (bn-k)z*+ • • • + 2 2 *20» + • • • 

und daher nach § 138, (17): 

; bu — X b12 ' * ' , i an — ^ a i 2 • • • ' • 

( 4 5 ) b21 b ^ - i - - j = s * | «2i * » - * • • • ! ' • 

S t a n d e , Flächen zweiter Ordnung. I I . 57 
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Da aber diese Gleichung identisch in gilt, so folgt nach (20) 
durch Gleichsetzen der Koeffizienten: 

(46) B = S2A, B'=S2A\ B"=S2A", B'"=S2A"' 
oder: 

Die Koeffizienten der Potenzen von X in der Determinante (16), 
also: A7 Ä, Ä', A'", sind gegen jede orthogonale Transformation in
variant.1^) 

Da nach § 140, (9) und (14) die Gleichung (45) auch für die 
einfach oder zweifach geränderten Determinanten der Fläche (44) be
steht, so sind auch die Koeffizienten der Potenzen von X in den ge
ränderten Determinanten § 156, (18) und § 157, (5), also die Ausdrücke 
Au, Äu, Ä'u, Q2 in § 156, (26) und Auu', A!uu\ Q2 in § 157, (12), 
gegen jede orthogonale Transformation invariant (§ 149, (38)). 

§ 156. Orthogonale Transformation der Schnittkurve. 

1. Gleichzeitige Quadratdarstellung zweier Schnittkurven. Be
zogen auf ein Tetraeder EtE2EBE± seien zwei Flächen: 

4 4 4 

i i i 

und eine reelle Ebene: 
4 

(3) u=^}ukxk=0 
1 

gegeben. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder J^J%JbJ^ 
dessen Ebene J^^Jb mit der Ebene (3) zusammenfällt, nehmen ƒ, g 
und im allgemeinen die Form an (§ 141, 1): 

4 4 4 4 

(4) f =]>?]>} fmnymyn=0, (5) g-^m^}gmnymyn=0? 

(6) * * = SyA=0, 

und erhalten die Schnittkurven der beiden Flächen mit der Ebene in 
laufenden, auf das Dreieck J±J2J^ bezogenen Koordinaten die Form 
(§ 141, (7)): 

3 3 3 3 

(7) ^^fmnymyn=o, (8) 2>^} =0' 
1 1 1 1 

Ist im Besonderen J1J2
c^3 e i n gemeinsames Poldreieck der beiden 

Kegelschnitte (7) und (8), so werden diese Gleichungen (§ 149, (19)): 
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3 3 

(9) 2/--^-°' (10) 2?9.m9l-0> 
1 1 

oder mit: 
( H ) £ =* -

3 3 

(12) 2 ^ = 0, (13) 24»-0. 
^^~ ^^  

Die Schnittkurve g Xu ist nach § 153, (21) stets ein imaginärer 
eigentlicher Kegelschnitt, während zugleich die Wurzel in (11) bei 
reellen Punkten Jm reell ist (§ 155, (6)). 

Die Schnittkurven einer beliebigen Fläche (1) und der imaginären 
eigentlichen Fläche (2) mit einer reellen Ebene (3) können also bei 
Einführung eines gemeinsamen Poldreiecks auf die Form (12) und (13) 
gebracht werden. 

Es handelt sich noch um die Ermittlung eines gemeinsamen 
Poldreiecks. 

2. Funkte gleicher Polare. Die Polarebenen eines Punktes xk° 
im Baume in bezug auf die Flächen (1) und (2) sind: 

4 4 

(14) 2ft°xt-0, (15) 2*^4=0. 
1 1 

Liegt der Punkt xk° in der Ebene (3), so wird diese von den Ebenen 
(14) und (15) in den Polaren des Punktes in bezug auf die Kegel
schnitte f Xu und g Xu geschnitten (§ 68, 8; § 11, 7). 

Diese Polaren fallen zusammen, wenn die drei Ebenen (3), (14), 
(15) eine Achse gemein haben, also (I § 51, (7)): 

(16) f*-lz'+9»k=0. 

Jeder Punkt xk° gleicher Polare in bezug auf die beiden Kegel
schnitte genügt daher den fünf Gleichungen: 

( Oll — *>1 + 1̂2¾ + 1̂3¾ + «14̂ 4 + 9U1 — 0 ; 

a21xt + (a22 — X)x2 + a23x3 + «24#4 + ow2 == 0 , 

(17) l a31xt + a32x2 + (a33 - l)x3 + auxà + QU3 = 0 , 

aaxt + 2 + ^ + (au— V)xà + QU± = 0 ,  

utxt + u2x2 + u3xB + uéxà = 0 , 

und jeder diesen Gleichungen genügende Punkt ist ein Punkt gleicher 
Polare. 

3. Die kubische Gleichung des Problems. Die Gleichungen (17) 
können nur bestehen, wenn eine Wurzel der kubischen Gleichung ist133): 

57* 
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au — au au au «i I 

j a2l «22 ^ «23 «24  

(18) z/(A) = ! a31 a32 % 3 - a34 «s — 0 . 

! öf>4i 0̂ 42 «43 «44 ^*4 

i % w2 w3 u± 0 

4. Die einer Wurzel entsprechenden Punkte gleicher Polare. 
Ist X = {( «= 1, 2, 3) eine Wurzel der Gleichung (18), so gibt es 
ein oder mehr Punkte x^, die den mit X = X{ gebildeten Gleichungen 
(17) unter Elimination von Q genügen. Nach solcher Elimination 
stellen die Gleichungen (§ 1 0 7 / 1 ) vier Ebenen dar, die wegen 
z/(Af) = 0 durch einen Punkt gehen. Wenn jedoch neben ^/(A) auch 
noch die sechzehn Unterdeterminanten 1( ) , &, l = 1 ,2 ,3 ,4 für 
X = Af verschwinden, gehen die vier Ebenen durch eine Achse, und 
wenn auch die 36 Unter determinanten dkl{X), k, 1 = 1,2,3,4,5,6 ver
schwinden, fallen sie zusammen (§ 107, 7; 9). 

Zu einer Wurzel X = At. der Gleichung (18) gehören ein Punkt 
oder so1 oder oo2 Punkte gleicher Polare (§ 50, 5). 

5. Zwei zu verschiedenen "Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun Xx und 3 zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (18), so ge
nügen die entsprechenden Punkte gleicher Polare x^ und x^ nach 
(16) den Gleichungen: 

(19) fkW- llXkW + Qluk=0, fp- IzxV + Qtuk = 0 , 
4 4 

(20) 2 ** ( 1 )-°' 2 * * *(2,=0> 
i i 

gleichviel ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr Punkte xk® 
gehören. 

Wäre nun xk^ = xk^\ so würde aus (19) folgen: 

- Oi - *2K(1) + (Pi - ftK - 0, i - 1, 2, 3, 4, 
und hieraus, da Xx =(= A2 ist: 

x^ : x^ : a?8
(1) : #4

(1) = : : u3 : w4 oder = tf%, 

und damit aus (20): 
4 

i 

was für die reelle Ebene (3) nicht möglich ist. 
I. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte gleicher Polare 

können niemals zusammenfallen. 
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Multipliziert man die Gleichungen (19) mit xk® und xk^ und 
summiert über h, so folgt mit Rücksicht auf (20): 

(21) flt - Aj g12 - 0 , fn - X2g21 = 0, 

und da Xx =(= X2 ist: 

(22) / i 8 = 0 , <?12=0. 

. Zwei Punkte gleicher Polare, xk^ und xk&\ die zu verschiedenen 
Wurzeln X± und A2 gehören, sind stets harmonische Pole in bezug auf 
jede der beiden Flächen f und g, sowie jeden der beiden Kegelschnitte 
f Xu und g xu. 

6, Die Realität der Wurzeln. Mit Rücksicht auf 5, I und auf 
(22) überträgt sich der in § 155, 7 gegebene Beweis auch auf den 
vorliegenden Fall, also: 

Die leubische Gleichung ( ) = 0 in (18) hat nur reelle Wurzeln. 

7. Entwicklung der Déterminante z/(A). Die Differentialquo
tienten der Determinanten z/(A) sind: 

( - z / ' (A) - • 4 i W + ^ ( ) + 4 » *) + *№> 
(23) I z/"(A) = dn(A) + â22(X) + <?33(A) + ÔU{X) + <?55( ) + tf66(A), 

l-J^W-V + V + V+V, 
wo: 

%2 ^ %3 ^24 **2 [ 
- j | ^22 ^ ^23  

/ \ A / 1 \ ! a32 a33 34 W 3 j * / 1 \ i • 

a 4 2 a 4 3 « 4 4 ~ w 4 i n 

i W 3 ^ 

| u2 0 J 
Daher ist mit den Abkürzungen (§ 107, (22); (23)): 

(25Ì ! ^ ^ "̂H + A2 + "̂33 + "̂44 ? 
[ = + 22 + « + au + a55 + «66, 

2 = U^ + «*22 + %2 + Ul 

für die Entwicklung von z/(A): 

(26) z/(A) =* Q4* + A"UX2 - ÄUX + Ä\ 

and für die drei Wurzeln: 
A"u A!u 

( Z 7 ) X± -\- A2 + A3 = 7j~2~7 ^2 *3 ~ ^3^1 "I" ^1 ^2 = = /)2 ; 

1 2 3 2 

8« Die Multiplizitäten der Linearfaktoren der Determinanten. 
Sei nun (A — ^ « die höchste Potenz von — Xi} die in z/(A) vor
kommt; ferner (A — ^ * die höchste, die gleichzeitig in allen Unter-
determinanten Jki{X){k,l = 1,2,3,4) und (A —Af)< die höchste, die in 
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allen Unterdeterminanten ôkl(k) vorkommt (le, Z = 1,2,.. .6). Es sind 
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulässig die 
Werte: 
(28) 1 , - 1 , 2 , 8 ; i;= 0 , 1 , 2 ; Z / '=0 , 1. 

Nach der ersten Gleichung (23) folgt dann ebenso, wie in § 155, 9, daß: 

h'<h, 
und da: 

4 « = - *«« - *» W - « W, 4 ( i ) = *«(*) - *»(*),. • -, 
so folgt ebenfalls, wie dort: 

Zwischen den Multiplizitäien besteht daher mit Ausschluß der Gleich
heit die Ungleichung: 

(29) h>h'>h"-

9. Die Elementarteilerexponenten. Die für die Determinante 
Au in §107, (25); (43) abgeleiteten Identitäten geben mit akk — l 
für akk und mit — z/'(A), \ "{1) für Äu

y A"u die in identischen 
Gleichungen80): 

(30) " ( ) = 4 ( ) + 4 ( A ) + 4 ( ) + 4 ( A ) + 2 4 ( A ) + 2 4 ( A ) 
+ 2 4 ( A ) + 2 4 ( A ) + 2 4 ( A ) + 2 4 ( A ) + \4{X)zT(X), 

\J"\X) - ^ ( A ) + tf2|(A) + ••• + d6|(A) + 2Ô&X) + ••• 
+ 2ö*,(X) + 2J\X)Q*. 

Während daher für eine einfache Wurzel = ^ . = 1) von z/(A) 
nach (28) und (29) stets l! = 0 ist, folgt aus (30), da alle Wurzeln  

sind: Für eine Doppelwurzel = ^ = 2 ) verschwinden mit 
z/(A.) und z/'(A,.) auch alle 1( }), so daß Z/4= 0, also nach (28); 
(29) Z/ = 1 ist. Für eine dreifache Wurzel = Xi (li = 3) verschwinden 
mit ^(A.), 4'(K) u n d ^ " ( A O a u c h a l l e ** )> s o d a ß V' + °> a l s 0 

nach (28), (29) Z/' = 1, Z/= 2 ist 
Danach bestimmt der Wert von lt stets die Werte von Z/, Z/' in 

folgender Weise: 
(31) , ' " - 1 > 0 , 0 ; 2 , 1 , 0 ; 3 , 2 , 1 . 

Alle Elemmtarteüerexponenten einer jeden Wurzel haben je den 
Wert 1. 

10. Die zu einer Wurzel gehörigen Punkte gleicher Polare. 
Da für eine einfache Wurzel = Xt nach (31) nicht alle 1( ) ver
schwinden, so liefern für diese die Gleichungen (17) mit = 1, 2 
oder 3 (§ 107,(17)): 

32) Xl® : *p : x^ : x^ = Jkl(Xt) : ) : 4 a f t ) : ) • 
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Zu einer einfachen Wurzel X = X. gehört stets ein einsiger be
stimmter gleicher Polare. 

Da für eine zweifache Wurzel X = X. nach (31) auch alle dkl(A), 
aber nicht alle âki{X) verschwinden, so genügen für diese den Glei
chungen (17) die Punkte der Geraden (§ 107,(31)): 

(33) SlW s ¢ , ( 0 : ^ : ^ ( 0 : ^ : ^ ( 0 

- * ( : * « & ) • «*e&) = **4&) : ** (*«) : **•(*«),. 
k = l, 2, 3 , 4, 5 oder 6. 

Zu einer zweifachen Wurzel X = X. gehören stets oo1 Punkte gleicher 
Polare, die eine Gerade erfüllen. 

Da für eine dreifache Wurzel X = X{ nach (31) auch alle dkl(X) 
verschwinden, so sind für eine solche die Gleichungen (17) durch 
alle Punkte der Ebene (3) erfüllt (§ 107, 9). 

11. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzeln der Gleichung 
(18) findet sich nach (26) die Wurzel A = 0 nicht, wenn Au =f= 0, die 
Wurzel X = 0 einfach, wenn Au = 0, A'u + 0, zweifach, wenn J.M = 0, 
Äu=0, A"u+0, und dreifach, wenn Au = 0, Aru = Q, Ä,u = 0. 

Die Gleichungen (17), die mit X = 0 die zur Wurzel X = 0 ge
hörigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in 
diesem Falle mit denjenigen (§ 141, (31)), welche die Doppelpunkte 
der Schnittkurve fxu liefern. 

Die der Wurzel X = 0 entsprechenden Punkte gleicher Polare in 
bezug auf die Kegelschnitte fxu und gxu decken sich mit den Doppel
punkten des Kegelschnittes fxu. 

Da nun nach 10 aus der Multiplizität einer Wurzel die Anzahl 
der entsprechenden Punkte gleicher Polare folgt, so ergibt sich: 

Die Kurve fxu hat keinen Doppelpunkt für Au =(=0? einen für 
Au=0, A'u+0, eine Doppelgerade für Au=0, A'u=0, A,,u + 0 
und wird unbestimmt für Au = 0, AfU= 0, A"u = 0. 

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits in § 141, (24) ab
geleiteten Bedingungen für den Rang der Schnittkurve f Xu. 

12. Nicht verschwindende Wurzeln. Da nach (19) und (20) 
für jede einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht ver
schwindende Wurzel Xi und einen zugehörigen Punkt xk® gleicher 
Polare: 4 4 

oder: 1 * 

(34) fu=K9u, 
so folgt: 
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Ein einer nirht verschwindenden Wurzel kt entsprechender Punkt 
gleicher Polare xk® liegt entweder auf keinem oder auf jedem der beiden 
Kegelschnitte fxu und gxu. 

Da im letzteren Fall die gemeinsame Polare gemeinsame Tan
gente wird, so berühren sich die beiden Kurven im Punkte xk®. 

13. Fall von drei verschiedenen "Wurzeln. Der einer einfachen 
Wurzel k. entsprechende Punkt gleicher Polare (32)' kann als reeller 
Punkt nicht auf der Kurve gxu, also auch nicht mit seiner gemein
samen Polare in bezug auf f x und gxu vereinigt liegen. Falls 
^ =|= 07 liegt er nach 12 auch nicht auf fxu; falls Xi = 0, ist er 

nach 11 der Doppelpunkt des Linienpaares fxu. 
Hat nuu die Gleichung (18) drei einfache Wurzeln Xi ( = 1 , 2 , 3 ) , 

so gehört nach 10 zu jeder ein einziger Punkt gleicher Polare xk^\ 
der nicht mit dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 5, II jeder 
der drei Punkte xk® harmonischer Pol jedes anderen. 

I. Wenn die kubische Gleichung z/(A) = 0 drei verschiedene Wurzeln 
hat, haben die beiden Kegelschnitte fx g stets ein einziges gemeinsames 
Polardreieck. 

14. Fall einer Doppelwnrzel. Einer Doppelwurzel l{ entspricht 
eine reelle Gerade (33), deren jeder Punkt ein Punkt gleicher Polare 
ist. Ist ,. 4=0, so sind die beiden Punkte St und S2, in denen die 
Gerade den einen Kegelschnitt trifft, Berührungspunkte beider Kegel
schnitte. Sie sind als Schnittpunkte einer reellen Geraden mit dem 
imaginären eigentlichen Kegelschnitt gxu zwei getrennte imaginäre 
Punkte. Ist Xi = 0, so fällt die Gerade (33) mit der Doppellinie 
fxu zusammen und schneidet wie vorhin die Kurve gxu in zwei 
getrennten Punkten ~$ und S2. 

Wählt man auf der Geraden (33), die der Doppelwurzel = A2 

entspricht, irgendein Paar harmonischer Punkte xk^ und xk^ zu den 
getrennten Schnittpunkten St und S2 mit der Kurve g xuy so sind 
diese harmonische Pole in bezug auf beide Kegelschnitte. Sie sind 
aber nach 5, II auch harmonische Pole zu dem Punkte gleicher 
Polare x£z\ der der einfachen Wurzel A3 entspricht. 

II. Wenn die kubische Gleichung eine zweifache und eine einfache 
Wurzel hat, so haben die beiden Kegelschnitte fxu und gxu oo1 

gemeinsame Polardreiecke. 
15. Fall einer dreifachen "Wurzel. Bei einer dreifachen Wurzel 

sind alle Punkte der Ebene (3) Punkte gleicher Polare; die beiden 
Kegelschnitte fallen zusammen und haben daher alle ihre Polardreiecke 
gemein. 
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16. Die Quadratdarstellung und ihre Koeffizienten. Da somit 
stets ein oder mehr gemeinsame Polardreiecke der beiden Kegel
schnitte fxu und g xu vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige 
Überführung in die Darstellungen (12) und (13) stets möglich. Zu
gleich erhält die Darstellung (12) nach (34) die Form: 

(35) A,V+ W + W = 0-
Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene (3) 

kann also stets durch orthogonale Transformation auf die Form (35) 
gebracht werden, wo 1 A2, A3 die Wurzeln der kubischen Gleichung 
(18) sind. 

Das Dreieck, auf das sich die Koordinaten zX7 z2, zB beziehen, ist 
das Polardreieck, das die Kurve (1), (3) mit der Kurve (2), (3) gemein 
hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (18) drei einfache 
Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder dreifach unbestimmt, wenn eine 
doppelte oder eine dreifache Wurzel vorhanden ist. 

17. Unterscheidung der Vorzeichen. Aus der Gleichung (35) 
kann nun sowohl der Rang (§ 46, 13) als die Spezies (§ 51, (35)) der 
Schnittkurve sofort entnommen werden. Sind nämlich mit Aw =(= 0 
die drei Wurzeln A1? A2, A3 nach (27) alle von 0 verschieden, so sind 
ihre Vorzeichen nach der Regel des Descartes131), wie in § 89, (40) für: 

A"U<Q, A'u<0, Au<0: + + + , 
A"u>0, Äu<0, Au>0: -, 

also für: 
j - ^ t ' M > 0 , AuA"u>0: ±±±, 

( 3 6 ) i - Ä% AUÄ'U nicht beide > 0: ± ± ^ . 

Ist ferner mit A* = 0, Äu =(= 0 etwa lb = 0, so sind die Vor
zeichen von A1? A2 nach (27) für: 

i-A'u>0: ± ± , 

(37) L^<0:±T. 
Endlich ist mit Au = 0, A'u = 0, Ä'u + 0 nur noch eine Wurzel von 
0 verschieden. 

18« Merkmale der Spezies der Schnittkurve mit einer beliebigen 
Ebene. Mit der zu § 155, (41) eingeführten Bezeichnung der Wurzeln 
erhält man daher an Stelle von § 153, (21) folgende Tabelle für die 
Merkmale der Spezies der Schnittkurve der Fläche (1) mit der 
Ebene (3): 
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4»j.nì~A">0' " >0: i - « iV+« .V+« .4*-o , 
{ab) + W { _ 4 / . 4 " nicht beide > 0 : . ^ ' + ^ ' - ^ ' - ; 

|-^'">0: 3. W +«,V-0, 

^ = 0 ) „ = 0> ^»« + 0 . 5 ^ 2 = 0 . 

" - , 4 ' " = , ^ " u = 0: 6. Unbestimmt. 

Dabei ist neben § 140, (5) zur Abkürzung gesetzt: 

(39) A'-^AZ + A^+A^ + AZ, 
ff , , « . M i Ut  

Die Merkmale (38) gelten für jedes System von Tetraederkoordi-
naten, auf das sich die Gleichungen (1) und (3) gerade beziehen, und 
können unmittelbar als Zeilenvorschriften in die Tabelle § 153, (21) 
eingetragen werden. 

Sie gelten insbesondere für schief- und rechtwinklige gemeine 
Koordinaten. Für letztere sind sie schon in der Tabelle § 114, (20) 
als Kolonnenüberschriften enthalten bis auf Abweichungen in den beiden 
ersten Kolonnen, die sich wie § 155, 22 erklären. 

19. Schnittkurve mit einer Koordinatenebene. Nehmen wir für die 
bisher beliebige Ebene uk die Ebene # 4 = 0 des Koordinatentetraeders, 
so wird ut = 0, u2 = 0, u3 = 0, uà = 1. Infolgedessen gehen die mit 
uk geränderte Determinante § 140, (5) und die Unterdeterminanten 
§ 140, (21); (35) auf ünterdeterminanten von A selbst (§ 138, (9)) 
zurück, und zwar wird: 

(40) » = - ; 
*       

^ 4 1 — " ~ a l l J ^ 2 2 ~~ fó22> ^ 3 3 ~ ~ ^ 3 3 > 
U U U 

JL23 23, ^L31 — ^31> -^-12 12> 

4 — 4 — 4 — 4 — • 
-^-14 ~~ "^24 — ^ 3 4 ~ ^ 4 4 ~ U 7 

44 "'11 ? ^55 — ^22 ; a6ß — "SS ? 

^56 ~ " a 2 3 ? a 6 4 ~ CT31 ? a 4 5 l — ~~ 12 ; 

alle übrigen = 0; 

und damit im Sinne von § 89, (5): 

(41) - ' - -A'*-Ai, -A"" = Ai. 

Für die Spezies der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Koordi
natenebene x± = 0 gelten die folgenden Merkmale: 
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, f '* > °> Au^ii > 0 : 1- I m a g - eig- Kegelschn., 

^ } 44 + \ ' AUA^ nicht be ide>0:2 . ReeU. eig. Kegelschn.-, 

(A'u>§: 3. Imag. getr. Linienp., 
A u = °' A^ + ° \A;A < 0: 4. ReeU. getr. Linienp.; 

Au = 0, A^ = 0, A^+ 0: 5. Doppellinie; 

Au « 0, J.4'4 = 0, J.44 = 0 : 6. Unbestimmt. 
Dies gilt für jedes beliebige System von Tetraederkoordinaten, auf das 
sich die Gleichung (1) bezieht. 

20. Spezies der unendlich, fernen Kurve der Fläche. In bezug 
auf jedes System, für das x± = 0 die unendlich ferne Ebene ist, also 
insbesondere für das schief- oder rechtwinklige gemeine Koordinaten
system gibt die Tabelle (42) die Merkmale für die Spezies der unend
lich fernen Kurve der Fläche (1), wie sie bereits in der Tabelle 
§ 99, (31) als Zeilen Vorschrift en auftreten. 

31« Die Klassifikation der Flächen zweiter Ordnung. Die Ta
belle § 99, (31) für die Klassifikation beruht hiernach und nach 
§ 155, 22 lediglich auf der Verbindung der Spezies der Fläche selbst 
und der ihrer unendlich fernen Kurve. So ist beispielsweise das 
hyperbolische Paraboloid diejenige Linienfläche (Spezies II), welche 
die unendlich ferne Ebene in einem reellen Linienpaar (Spezies 4) 
schneidet; der reelle elliptische Zylinder diejenige reelle Kegelfläche 
(Spezies V), welche die unendlich ferne Ebene in einem imaginären 
Linienpaar (Spezies 3) schneidet. 

§ 157. Orthogonale Transformation des Schnittpunktpaares. 

1. Gleichzeitige Quadratdarstellung zweier Schnittpunktpaare. 
Wir gehen wieder von den beiden Flächen f und g in § 156, (1);(2) 
aus. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder J^'J^J^, dessen 
Kante JtJ2 in die Schnittlinie qk der beiden Ebenen: 

(i) «*=2^ =°? ««' =2^^=° 
i i 

fällt und dessen Ecken J±J% ein gemeinsames Polzweieck der Schnitt-
punktpaare fxuxu und gxuxu sind, erhalten diese den Ent
wicklungen von § 156, 1 entsprechend die Gleichungen: 

(2) K4^V-0 , ^ + *2
2 = 0. 

11 #22 

Es bleibt nur die Bestimmung des gemeinsamen Polzweiecks übrig. 
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2. Funkte gleichen Poles. Die Polarebenen des Punktes xk° im 
Räume in bezug auf die Flächen f und g haben die Gleichungen 
§ 156, (14); (15). Liegt der Punkt xk auf der Geraden q = u7 

so wird diese von jenen Ebenen in den Polen des Punktes xk° in be
zug auf die Punktepaare fxuxu und gxuxu geschnitten. 
Diese Pole fallen zusammen, wenn die vier Ebenen (1) und § 156, 
(14); (15) alle durch einen Punkt gehen, also (I § 51, (16)): 

(3) / ? - * * * • + *«4 + P 4 ' - O . 
Jeder Punkt xk° gleichen Poles in bezug auf die beiden Punkte

paare genügt daher den sechs Gleichungen: 

(an — l)x1 + aî2x2 + + «14#4 + + o ' < = °> 

a21 + («22 — k)x2 + 2 + aux± + QU2 + $'u2 = 0 , 

a3l xx + a32x2 + («33 - ) + aMxà + ^ 3 + ç'ué' = 0 , 

auxt + a4äx2+a4Sx3 + (au — X)x4e + QU4 + Qfu^==0} 

U-^ X-^ ,~\~ U2Xa ~f~ Un Xa "J U U  

u1
fxl + u2x2 + us'x3 -f *4'#4 = 0 , 

und jeder diesen Gleichungen genügende Punkt ist ein Punkt gleichen 
Poles. 

3. Die quadratische Gleichung des Problems. Die Gleichungen 
(4) können nur bestehen, wenn eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung ist183): 

| »11 — «12 »13 »l i Ul V | 

| »21 »22 ^ »23 »24 U2 j 

«Of « 0 9 «s»Q A « W O WO I 

(5) ^ M - , , i - 0 . 
•| «4i «42 «43 «44— U± W4 | 

I 2 u± 0 0 I 

! u2 ub' ul 0 0 I 
Zu jeder Wurzel l = Xi dieser Gleichung gehört vermöge (4) 

ein Punkt gleichen Poles, eventuell auch 00 Punkte. 
4. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte. Sind 

nun die beiden Wurzeln lt und A2 der Gleichung (5) verschieden, so 
genügen die entsprechenden Punkte gleichen Poles xk

w und xk^ den 
Gleichungen: 

(6) /^-WH (^+^4=0, /iw-W+ft«* + fc4'-0; 
4 4 4 4 

a) 2*wA(1)=°> 2*<**(1)=°> 2K**m-0» 2"*'**(4-°-
1 1 1 1 



§ 157, 4—6. . 897 

Wäre nun # A ( 1 ) = # / 2 ) , so würde aus (6) folgen: 

- ( , - k,)xf) + (fc - Q2)uk + (Ql' - Qs)uk' = 0, 1=1,2, 3, 4, 

oder, da X1 — A2 =|= 0 is t : 

#*(1) = % + > 
wo und nicht beide 0 sein können. Damit wird aber aus (7): 

4 4 4 4 

i i i i 

was nur möglich, wenn die Determinante (§ 140? (15)): 
4 4 / 4 \ 2 6 

2<2<*-\ 2 *»*') =2^ = °; 
ï ï \ i / l 

dies ist aber für die reelle Gerade qk ausgeschlossen. 
I. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte gleichen Poles 

können niemals zusammenfallen. 
Durch Multiplikation mit xk^> und xkW folgt dann aus (6) mit 

Rücksicht auf (7), ebenso wie § 156, 5 : 
(8) / i 2 = 0, ffli=0. 

IL Zwei zu verschiedenen Wurzeln X1 und l2 gehörende Punkte 
gleichen Poles sind stets harmonische Pole in bezug auf jede der beiden 
Flächen f und g, sowie jedes der beiden Punktepaare fxuxu und 
gxuxu. 

5. Die Realität der Wurzeln. Wie in § 155, 7 folgt auch hier: 
Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (5) sind stets reell. 

6. Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten 
der Determinante ^ ( ) sind: 

W 1 \4"{X) = qt* + q2* + &2 + Î4» + fc2 + <Z6
2 = Q\ 

wo: 
«22 ^ $23 $24  

* I «32 «33 — «34 U3 Ub | 

(10) Al W = «42 «43 «44 — W4 Ul | , . . . 

U% U± 0 0 I 

ul 0 0 | 

Daher ist mit der Abkürzung (§ 142, (22)): 

(11) A'uu' = A»f + A»*' + A™' + A™' 

die Entwicklung von z/(A): 
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(12) 4{ ) = Q42- '** + ', 

und für die Wurzeln: 
/uu' Auu' 

(*-*) 1̂ + 2̂ = ~ 7 p ~ > ^1 ^2 = ~7p~ ' 

7. Die Multiplizitäten der Liniearfaktoren der Determinante. 
Sei nun (A — Af.)'* die höchste Potenz von X — Xv die in ^(A) vor
kommt und ( — ) * die höchste, die gleichzeitig in allen TJnter-
determinanten 1( ) vorkommt (Je, l = 1,2, 3, 4). Dann ist nach 
dem Grade der Determinanten zulässig: 

(14) * « - i , 2 ; i; - 0 , 1 . 

und ist nach (9), wie in § 156, 8: 

(15) i;<it. 

8. Die Elementarteilerexponenten. Die für die zweifach ge
ränderte Determinante § 140, (12) abgeleitete Gleichung § 142, (23) 
gibt mit #ÄÄ — A für akk und mit — '(k) für A'uu' die in A iden
tische Gleichung80): 

(16) z/'2(A) = ^ ( A ) + ^f2(A) + z/|3(A) + ^ I (A) + 2^f3(A) -f • • • 

+ 2 ^ ( A ) + 2 z / ( A ) Ç 2 . 

Während daher für eine einfache Wurzel A = X£ (¾ = 1 ) von 
z/(A) nach (14) und (15) stets l{ = 0 sein muß, verschwinden für 
eine Doppelwurzel X = Xi (l{ = 2) mit ^/( ) und ^/'( ) nach (16) 
auch alle 1( ) , so daß Z/ =4= 0, also nach (14) l/ = 1 ist. 

Danach ist stets: 

(17) Z,= l , Z/ = 0 oder Z, = 2, Z / = l . 

9. Der zu einer "Wurzel gehörige Punkt gleichen Poles. Da 
für eine einfache Wurzel A = X{ nicht sämtliche Unterdeterminanten  

1( ) verschwinden, liefern die Gleichungen (4) (§ 142,(29)): 

(18) xf> : «,« : *3« : x£> = z / . i M = 4 W : : *&) • 

Zu emer einfachen Wurzel A = Ai gehört daher stets ein einziger 
bestimmter Punkt gleichen Poles. Da für eine zweifache Wurzel A = i£ 

alle 1( ) verschwinden, wird der zugehörige Punkt gleichen Poles 
ganz unbestimmt (§ 142, 9). 

10. Verschwindende und nicht verschwindende Wurzeln. 
Unter den Wurzeln der Gleichung (5) findet sich nach (12) die 
Wurzel = 0 nicht, wenn Auu'=$= 0, die Wurzel A = 0 einfach, wenn 
Auu'=0, A'uu'+0, und zweifach, wenn Auu'=0, A!UU'=Q. 

Entsprechend § 156, 11 ergibt sich daher, wie in § 142, (24): 
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Bas SchnittpunMpaar fxuxu' ist getrennt für Auu'+Q, zu
sammenfallend für Auu'=0, Äuu'=%=Qy unbestimmt für Auu'=0y 

Äuu'=0. 
Für jede Wurzel A,. und einen zugehörigen Punkt gleichen Poles 

xk® ist nach (6) und (7): 
4 4 

oder: 

(19) fti = kgH. 
Ein einer nickt verschwindenden Wurzel Xi entsprechender Punkt 

gleichen Poles xk® gehört entweder keinem oder jedem der beiden PunJcte-
paare fxuxu' und g xuxu an. 

1 1 . Fall von zwei verschiedenen Wurzeln. Der einer ein-
' fachen Wurzel Xi entsprechende Punkt gleichen Poles (18) kann als 

reeller Punkt nicht dem Punktepaar g xuxu angehören, also auch 
nicht ̂  mit seinem gemeinsamen Pol in bezug auf fxuxu und 
g xuxu vereinigt liegen. Falls X{ 4= 0 ist, gehört er nach 10 auch 
nicht dem Punktpaar fxuxu' an; falls At- = 0, ist er nach 10 der 
Doppelpunkt fxuxu'. 

Hat nun die Gleichung (5) zwei einfache Wurzeln und A2, so 
gehört zu jeder ein einziger Punkt gleichen Poles xk^ und xk^\ der 
nicht mit diesem Pol zusammenfällt. Zugleich ist nach 4 , II jeder 
der beiden Punkte harmonischer Pol des andern. 

Wenn die quadratische Gleichung ( ) = 0 zwei verschiedene 
Wurzeln hat, haben die beiden Punktepaare fxuxu' und g xuxu' 
stets ein einziges gemeinsames reelles Polztveieck. 

12. Fall einer Doppelwurzel. Für eine Doppelwurzel Äx = A2 

sind alle Punkte der Geraden Punkte gleichen Poles; die 
beiden Schnittpunktpaare haben alle ihre Polzweiecke gemein und 
fallen zusammen. 

13 . Die Quadratdarstellung und ihre Koeffizienten. Da somit 
stets ein oder oo1 gemeinsame Polzweiecke der beiden Punktepaare 
vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Überführung in die Dar
stellung (2) stets möglich. Zugleich erhält die erste Darstellung (2) 
nach (19) die Form: 

(20) V i 4 V i ! = 0 . 
Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fläche f = 0 in § 156, (1) 

mit der Schnittlinie der beiden Ebenen (1) kann also stets durch Ortho-
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gondle Transformation auf die Form (20) gebracht werden, ivo ^ und 
A2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung (5) sind. 

Das Zweieck, auf das sich die Koordinaten z1} z2 beziehen, ist 
•das Polzweieck, welches das Punktepaar fxuXu mit dem imagi
nären eigentlichen Punktepaar gxuXii gemein hat. Es ist ein
deutig für Ax 4= A2, einfach unbestimmt für 1 = 2. 

14. Merkmale der Spezies des Schnittpunktpaares der Fläche 
mit einer beliebigen Geraden. Für die Spezies des Schnittpunktpaares 
der Fläche § 156, (1) mit der Schnittlinie der beiden Ebenen und  
in (1) gelten nach (20) und (13) folgende Merkmale (§51 , (35)): 

<21) Auu' + 0 \ ÄUU'>0: L I m a 8 * e i g e n t L Punktepaar, 

* ) J Auu' < 0: 2. Reell, eigentl. Punktepaar; 

Auu' = 0, Äuu' 4= 0: 3. Zusammenfaü. Punktepaar; 

Auu' = 0, A!uu' = 0: 4. Unbest. Punktepaar. 
15. Schnittpunktepaar eines ebenen Schnittes der Fläche mit 

einer Koordinatenebene. Die Gerade uxu fällt in eine Seiteaebene 
.x± = 0 des Koordinatentetraeders, wenn u{ = 0, u2' = 0, u3' = 0, u± = 1. 
In diesem Falle wird aber nach § 140, (12) im Sinne von § 140, (21); (35): 
(22) A*« = - A^ 

und im Sinne von § 109, (10): 

(24) A'uu, = -Ä£. 

Für die Spezies des Schnittpunktpaares, in dem die Schnittkurve 
•der Fläche § 156, (1) mit der Ebene in § 156, (3) die Koordinaten
ebene # 4 = 0 schneidet, gelten die Merkmale: 

/25Ì Au + 0 ( ~"~ A~u > °; L I m a g ' e i g ' P u n k t e P a a r > 
^ } u \ - A£<0: 2. Reell, eig. Punktepaar; 

Au
u =,.0, A'£ =^=0: 3. Zusammenfall. Punktepaar; 

Au
u = 0, A'£ = 0: 4. Unbest. Punktepaar. 

Dies gilt für jedes beliebige System von Tetraederkoordinaten, auf 
<las sich die Gleichung § 156, (1) gerade bezieht. 

16» Unendlich fernes Punktepaar eines ebenen Schnittes. In 
bezug auf jedes System, für das # 4 = 0 die unendlich ferne Ebene 
ist, also insbesondere für das schief- oder rechtwinklige gemeine Koor
dinatensystem gibt die Tabelle (25) die Merkmale für die Spezies des 
unendlich fernen Punktepaares eines ebenen Schnittes, wie sie bereits 
in der Tabelle § 114, (20) als Zeilenmerkmale auftreten. 
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§ 158. Polarberiilirungstetraeder und Erzeugung durch reziproke Bündel. 

1. Begriff des Polarberührungstetraeders. Während bei einem 
Polartetraeder J^JgJgJ^ einer Fläche zweiter Ordnung und Klasse je 
zwei verschiedene Ecken, also J2 , JJ,; JB, J^ Jlf J"2; Jly Jé- J2, J^ J3 , J± 
harmonische Pole sind, soll als Polarberührungstetraeder ein solches 
bezeichnet werden, bei dem (§ 68,9,11): 

je zwei harmonische Pole sind, während es J"1? / 4 nicht sind.134) 
Man wählt, um ein solches Tetraeder zu erhalten, alsJEcken Jx 

und <T4 irgend zwei getrennte Punkte der Fläche selbst (002, oo2), 
deren Verbindungslinie nicht gerade Erzeugende der Fläche ist, und 
nimmt alsdann auf der reziproken Polare dieser Verbindungslinie 
(§ 68, 15, III) irgend zwei harmonische Pole (oo1) der Fläche als 
Ecken Jg und Jz, worauf die Bedingungen (1) erfüllt sind. 

Es gibt hiernach oo5 (reelle) Polarberührungstetraeder einer 
(reellen) Fläche zweiter Ordnung und Klasse. 

2» Gleichungsform der Fläche. Den analytischen Ausdruck der 
Definition (1) eines Polarberührungstetraeders der Fläche (§ 143, (1), (2)) : 

4 4 4 4 

(2) - 2 ^ ^°> (3) F=22A^U'=° 
1 1 1 1 

bilden die Gleichungen: 

(4) I fn = °' fu= ° (§ ' (13)); fli+ ° (§ ' (7)); 
W 1 / » = 0, fn = 0, f„ = 0, fo = 0, fu = 0 (§ 149, (6))-. 

Die Gleichung (2) erAà'fó also immer und nur in bezug auf ein 
Polarberührungstetraeder die Form (§ 138, (12)): 

(5) 22 2
2 + 2 + 2&u2/i2/4= 0. 

Die Determinante der Gleichung (5) ist: 
I 0 0 0 fcu I 

(6) - - Ü n1*0 ü I — M t o M -
4 J 0 0 &33 0 22 33 14 

I 41 0 0 0 I 
Die Gleichung der Fläche in Ebenen- und Strahlenkoordinaten 

(§ 143, (2); § 144, (2)) werden daher nach § 138, (30): 

<?> «•*-»(£+£+4?} -° ' 
(8) | £ _ V + > » _ > * 1 0 . 
4 J ^ 1 ¾ bâ2 6 S3 &22&14 ^38^14^ 

S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. II. Ö 8 



902 § 158, 3—6. 

3« Dualität des Berührungstetraeders. Nach der Form der 
Gleichungen (5) und (7) ist ein Polarberührungstetraeder sich selbst 
dual. 

Die beiden Ecken Jx und Jé sind Punkte (BeriihrungspunUe) der 
Fläche, die Seitenebenen \ und l4 sind Berührungsebenen. Die Ecken
paare eT̂ eTJj', J$, Jii ^ ? ^ 5 2̂>̂ 4*? ^ >^4 8* ^ harmonische Pole und 
die Seitenebenenpaare l2, ls; l3, lt; l1? l2; I2, i4; l3, l4 harmonische Polar
ebenen. Jj und l4, Jé und lx, J2 und l2, J3 und l3 sind je Pol und 
Polarebene. Die Kanten J1J4e= l2 >< l3 und e / 2 ^ = li x l4 sind mri-
p*ofce Polßren, die Kanten J^Jg und ¢ 7 ^ , sowie J^J2 und J^Jg 
(I § 63, Fig. 319) konjugierte Tangenten (§ 68, 16). 

4. Spezies der Fläche. Eine imaginäre Fläche kann die Glei
chung (5) nicht darstellen, da die ihr genügenden Ecken Jt und J4 

reell angenommen sind. Dagegen folgt aus (6) mit Rücksicht auf 
§ 1 5 2 , 7 ; 9: 

Die auf ein Polarberührungstetraeder bezogene Gleichung (5) stellt 
stets eine reelle geradlinige oder nicht geradlinige Fläche dar, je nach-
dem die Koeffizienten b22 und b3d verschiedenes oder gleiches Vorzeichen 
haben. 

5. Beispiel, Unter die Form (5) fällt die in § 73, (8) an
gegebene Gleichung des Paraboloides. Dort sind der Anfangspunkt 
& als J± und der unendlich ferne Punkt der |-Achse als Jt Punkte 
der Fläche. Ihre Tangentialebenen, die r\%-Ebene und die unendlich 
ferne Ebene, schneiden sich in der unendlich fernen Geraden der 
??£-Ebene, die somit reziproke Polare der |-Achse ist. Die rj- und 
£-Achse sind konjugierte Tangenten, also ihre unendlich fernen 
Punkte als J2 und J3 harmonische Pole (§ 68, 16; 15, III). 

Setzt man insbesondere: 

622> hs, 6i4 = -p? ^, 1; Vi, 2, Vi=x> , *> h »i, vv > và = u, v, w, s; 

r i ? r 2? 3 ; 4> rbJ r 6 ^ - ^ 2 3 7 #317 2*12? Plél 2*247 2*34? 

so erhält man aus (5), (7), (8) wieder die Gleichungen § 70, (24), 
(32), (41) mit a = 0. 

6. Darstellung reziproker Bündel in Dreikantskoordinaten. 
In einem Bündel mit dem Mittelpunkte E seien, in bezug auf ein 
beliebiges Koordinatendreikant, x19 x2, xs die Koordinaten des laufen
den Strahles und 1 u2, die Koordinaten der laufenden Ebene. 
In einem zweiten Bündel mit dem Mittelpunkt JE" mögen xt\ x2', x3 

und ux'9 ', ' die entsprechende Bedeutung haben (Fig. 223). 
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Dann werden die beiden Bündel reziprok aufeinander bezogen 
durch die vier Systeme von Gleichungen (I § 67, 7): 

3 3 

(9) <-2 *„ (io) -2 ^< ; 
1 1 
3 3 

( ) ;- , (12) -2<»,<-
1 1 

Die Gleichungen (9) enthalten, da es überall nur auf die Ver-, 
hältnisse der Koordinaten ankommt, die acht unabhängigen Verhält
nisse der neun Konstanten ckv deren jg 
Determinante: 1    

(13) C=\cH\ / \ 

nicht 0 sei. Mit Ckl sind deren Unter- / 1 I / W 
determinanten bezeichnet. / I I /uluiu' / \ 

Die Gleichungen (9) und (10), / ]*£&* * \ 
die Auflösungen voneinander sind, be- '^fb ^ ^ ***? 
stimmen zu einem Strahl xx des ersten 
Bündels die entsprechende Ebene uk des zweiten und umgekehrt; die 
Gleichungen (11) und (12) zu einer Ebene des ersten Bündels den ent
sprechenden Strahl xk des zweiten und umgekehrt (§ 18, (16)—(19)). 

7. Darstellung reziproker Bündel in Raumkoordinaten. Um 
die beiden Bündel im Räume darzustellen, wo sie eine beliebige Lage 
gegeneinander haben, nehmen wir die Mittelpunkte E und E' als 
Ecken Jà und J± eines Koordinatentetraeders und lassen die Kanten 
der beiderseitigen Koordinatendreikante der Bündel in die von Ju 

bezüglich Jx ausgehenden Kanten des Tetraeders fallen. 
Sind dann in laufenden Punktkoordinaten ylf 2 ?/3, /4 des 

Raumes : 

(14) & : & : & — : /* :* , (15) «ift + * + Ä ° 
die Gleichungen eines Strahles (I § 59, (20')) und einer Ebene (I § 58, (4)) 
des Bündels Jà und: 

(16) 2'-
 : == l' • P>': *', (17) v2y2 + vb'yb + v±'y4— 0 

die Gleichungen eines Strahles und einer Ebene des Bündels JXJ so 
sind A, it, v] A', [i', v; vl9 v2, vb und v2', v3', vi bezüglich zugleich die 
in 6 mit x19 x2J x*a\ #/ , x2', X3'Ì ul9 u2, u3 und ux'9 u29 u3' bezeichneten 
Koordinaten (I § 5 7 , 15, vorletzter Absatz links; I § 57, 16, Satz 
rechts). Daher entspricht (Fig. 224): 

58* 
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dem Strahl s: - • I ^em Strahl s: 

(18) y1:y2:y3^=X:^:v (19) y2 : : yà = : : v 

des Bündels J± nach (9) die des Bündels Jx nach (12) die 
Ebene U': Ebene U: 

(20) (cnl + cnii + cuv)y2 (21) (cnk' + c2lii' + c31v)y1 

+ {c21k + 22 + c23v)ys + (c12V + c22ii' + c32v')y2 

+ (½ * + C82^ + C33V)#4 = ° + ( 13 ' + C2B^ + *) = ° 
des Bündels J±. \des Bündels Jà. 

. 

Fig . 224. Fig . 225. 

8. Die dem Verbindungsstrahl der Mittelpunkte entsprechenden 
Ebenen. Der Verbindungsstrahl der beiden Mittelpunkte J± und J4 

(Fig. 225) hat als Strahl (18) und (19) bezüglich die Parameter: 

1= 1, ii = 0, v = 0; X'' = 0 ; j i ' = 0, v = 1, 

und daher nach (20) und (21) als entsprechende Ebenen: 

(22) cny2+c21y3+c31y±=0i (23) csly± + cB2y2+ c33y3 = 0. 

Nehmen wir diese beiden Ebenen als Koordinatenebenen JtJ2J3 

0 / 4 = 0 ) und ^2^3^0^ = 0), so sind: 

c i i ~ 0 ? c2i = ^ 5 c 3 2 = = ^? = = 0. 

Ändern wir dann die Bezeichnung der andern Konstanten, indem 
wir setzen: 

C12 = ^22? C13 = = ^> C22 = r ? C23 = = : ^33? C31 = = ^ 1 4 > 

so findet die reziproke Beziehung der beiden Bündel nunmehr den 
Ausdruck: 
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Bern Strahl si I Bern Strahl s: 

( 1: 2'- = ' -* (25) ^ ' ^ - '" 
des Bündels J"4 entspricht die des Bündels Jt entspricht die 
Ebene 2 ; Ebene H: 

(26) (b22!i + 6v)y2 + (rti + bB3v)y3 (27) 2b14v'yt + (b22ï + t ) 2 

+ 2ò1 4Ai/4=0 +(?1'+ 11') =0 

des Bündels Jx. \des Bündels Jà. 

9. Strahlen, die mit ihrer Ebene vereinigt liegen. Der Strahl 
s liegt nach (24); (26) in der Ebene 22'9 bezüglich s' nach (25); 
(27) in 2J? wenn identisch in y± und «/4: 

(b22^i + 6v)tiyx + (rft + b33v)vy± I 2b14Lv'2yt + (b22X' + /|/) */4 

+ 2 2 =0, + ( ^ + 6 ^ 0 ^ 4 = 0 , 
also: 

(28) 1 = 0, 22 *+( + %) , J (29) bnl'* + (6 + r)l'ii' 
+ b33v

2=0. | + 3 ̂
2=0, i/=0. 

In jedem der beiden Bündel gibt es also ein Paar von Strahlen, 
die je mit ihrer entsprechenden Ebene vereinigt liegen. 

Die Gleichungen dieser Strahlenpaare lauten nach (28) und (24), 
bezüglich (29) und (25): 

Vi = °> 622^2 + (<* + *) * \ \2y
2 + ( + r)y2y3 + b33y3

2 = 0, 
+ b33y3

2=0. I yé = 0. 
Sie sind also die Verbindungslinien der Mittelpunkte J± und J± 

der beiden Bündel mit dem auf der Kante J2JS gelegenen Punktepaar: 

(30) 22
 2 +( + t)y2y3 + b33y

2 = 0, yx= 0, y4 = 0. 

Die erste dieser Gleichungen stellt zugleich die beiden Ebenen 
dar, die mit ihren entsprechenden Strahlen vereinigt liegen. 

10. Definitive Wahl des Koordinatentetraeders. Nach der 
unter 8 getroffenen Verfügung sind die Ecken J± und Jà und die 
Ebenen J±J2J3 und J2J3J± des Koordinatentetraeders und damit auch 
die Kante J2J3 bestimmt, die Ecken J2 und J3 aber auf dieser noch 
beliebig. Wir verfügen nunmehr über sie, indem wir sie als zwei 
zu dem Punktepaar Q2Q3 in (30) harmonische Punkte annehmen 
(Fig. 225). Dazu muß: 
(31) 6 + t = 0 

genommen werden, so daß die Gleichungen (30) werden: 

(32) W + W = 0 , y1 = 0, y,= 0. 

Damit folgt dann: 
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Für zwei beliebige reziproke Bündel sei ein Koordinatentetraeder 
eingeführt, dessen Ecken J± und Jt die Mittelpunkte der beiden Bündel 
sind und dessen Ecken J2 und Js auf der Schnittlinie der dem Ver
bindungsstrahl J±J± entsprechenden Ebenen liegen und harmonisch sind 
zu den beiden Punkten Q2, Qb, in denen diese Schnittlinie von den mit 
ihren entsprechenden Ebenen vereinigt liegenden Strahlen beider Bündel 
getroffen wird. In bezug auf ein solches Tetraeder stellt sich die rezi
proke Beziehung derart dar, daß: 

dem Strahle s: j dem Strahle s: 

( Vi : 2 : = l : P> -v (3 4) *- - ±= '- : v' 
des Bündels Jé die Ebene £': \des Bündels J± die Ebene 2: 

(35) (b22[i + 6v)y2 (36) 2buv'Vl + ( ' - * ') 

des Bündels Jx entspricht. \ des Bündds J± entspricht 

Hier sind b22, b3Sr b14c und beliebige Konstanten und muß nur 
die Determinante: 

| 22 I 

| 0 - t f \ = 2 ( 22 + 2) 

! 2*14 0 0 | 

von Null verschieden sein. 
Den in der Ebene yt = 0 liegenden Strahlen (33) und den in 

der Ebene y± = 0 liegenden Strahlen (34) entsprechen nach (35) mit 
A = 0 und (36) mit v ' = 0 die Ebenen durch die Kante JXJ±7 die 
beiden Bündeln angehören. 

11, Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente. Jeder 
Strahl des einen Bündels schneidet die ihm entsprechende Ebene des 
andern, falls er nicht ganz in ihr liegt, in einem Punkte P (Fig. 224). 
Den Ort solcher Schnittpunkte erhält man durch Elimination der 
Parameter X : p : v aus (33) und (35) oder der Parameter A'; fi', v 
aus (34) und (36). Beides führt zu derselben Gleichung: 

(37) W + ^ + 2 6 ^ ^ - 0 . 
Daraus aber folgt mit Rücksicht auf (5): 
I. Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen und Ebenen 

zweier reziproker Bündel ist eine Fläche zweiter Ordnung.19*) 
Das für die beiden Bündel unter 10 eingeführte Tetraeder ist 

ein Polarberührungstetraeder der Fläche. Im besonderen liegen die 
Mittelpunkte der Bündel auf der Fläche und die ihrem Verbindungs-



§ 158, 11—13. § 159, 1. 907 

strahl entsprechenden Ebenen sind Tangentialebenen der Fläche in 
jenen Punkten. Mit Rücksicht auf (32) und 4 folgt zugleich: 

11. Je nachdem die mit ihren entsprechenden Ebenen vereinigt 
liegenden Strahlen der beiden Bündel reell oder nicht reell sind, ist die 
Fläche eine geradlinige oder nicht geradlinige. 

Dual gilt in gleicher Weise der Satz: 
. Die Verbindungsebenen entsprechender Strahlen und Punkte 

zweier reziproker Ebenen im Baume umhüllen eine Fläche zweiter Klasse. 

12. Erzeugung einer gegebenen Fläche durch reziproke Bündel. 
Ist umgekehrt die auf eines ihrer oo5 Polarberührungstetraeder be
zogene Fläche (37) gegeben, so sind damit auch die reziproken Bündel 
(33) — (36) bis auf die willkürlich bleibende Konstante bestimmt. 

III. Jede gegebene reelle Fläche zweiter Ordnung kann durch rezi
proke Bündel erzeugt werden. Zu federn der oo5 Polarberührungs
tetraeder der Fläche gehören oo1 solche Erzeugungen. 

13. Parameterdarstellung der Fläche. Bezeichnet man in (33) 
und (35) die Verhältnisse p : k, v : A kurz mit p, v, setzt also = 1, 
und nimmt die Konstanten in die Koordinaten auf (I § 57, 6), setzt 
also b22 = 1, 3 3 = = + 1, 2 14 = — 1, wählt endlich 6 = 0, so er
gibt sich aus (33) sofort (§ 52, (9); (9')); 

Die Koordinaten des laufenden Punktes der Fläche: 

(38) 9,'+*9,'-Mt-0 
stellen sich durch die Parameter p, v des Strahles s in folgender 
Weise dar: 

(39) - 2: : 2/4= 1 : f* : v : fi* + tv2. 

Da ferner die Tangentialebene der Fläche im Punkte yk die 
Koordinaten hat (§ 143, (5)): 

vt : v2 : v3 : t?4 = y4 : — 2y2 : — 2sys : y1} 

so lautet die zugehörige Parameterdarstellung der laufenden Tangential
ebene: 
(40) vt :v2: vB: v4 = u2 + sv2 : — 2p : — 2ev : 1. 

§ 159. Scnmiegungstetraeder und Erzeugung durch projektive Büschel, 

1. Begriff des Schmiegungstetraeders. Bei einer Linienfläche 
zweiter Ordnung bestimmen irgend zwei Erzeugende der einen Schar 
mit irgend zwei Erzeugenden der andern Schar ein Schmiegungs
tetraeder. Die vier Ecken J±, J2, JB, J± (Fig. 226) eines solchen ge
hören, als Schnittpunkte der vier Erzeugenden, der Fläche selbst an. 
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Die in die vier Erzeugenden fallenden Kanten Jz Jly J±J2, ^2^4^ ^ ^ a 
bilden ein auf der Fläche liegendes windschiefes Vierseit. Die vier 

Seitenebenen J^J^bi ^2^^4 ; J» J'irai ^4^2^3 8^ (^ die Tangentialebenen 
3(Um0j der Fläche bezüglich in den 

/ T \ Ecken J19 J~2, J3, J4T da sie 
/ \ \ . zwei durch die Ecke gehende 

/ *~ \ \ . Erzeugende verbinden. Die 
X \ X beiden Kanten J9 <L und  

/ \ \ liegen nicht auf der Fläche 
t-tv^^ \ -^>J3(v3=o) u n ( j sjn(j r e z i p r o k e Polaren, 

^ ^ ^ ^ ' 1 ^ ^ da jede von beiden die Schnitt-
^ ^ " ^ 1 ^ ^ linie der Tangentialebenen in 

'yfar0* ' den Schnittpunkten der Fläche 
Fig. 226. 

mit der andern ist (§ 68,15, V). 
Das Schmiegungstetraeder ist sich selbst dual1M). 

2. Form der Gleichung in bezug auf ein Schmiegungstetraeder. 
Die Bedingungen für ein Schmiegungstetraeder der Fläche: 

4 4 4 4 

i i i i 

lauten nach seiner Definition (§ 146, (7)): 

(3) / u = 0, f„ = 0, ƒ „ = 0, fu = 0; ftl - 0, fa = 0, f2i ~ 0, & ~ 0. 

Die Gleichung der Fläche erhält daher immer und nur in bezug 
auf ein Schmiegungstetraeder die Form (§ 62, (7)): 

(4) / ' = 2 2 2 +2 1 *= °-
Die Determinante dieser Gleichung ist: 

j 0 0 0 b u J 

32 0 0 I 2S 14 

! *»« j 
Daher wird: 

-^23 = = ^32 = ^23^14* -L*lé = -**41 = ^23^14? 

P l l = ^23? P44 = ^14? P25 ~ P52 = ^23^14? 36 = = = ^23^14? 

während die übrigen Bkl und /3 alle verschwinden. 
Die Gleichung der Fläche in Ebenen- und Strahlenkoordinaten 

(§ 143, (2); § 144, (2)) wird dann nach § 138, (30): 

(6) S2F=B(2^ + 2^) = 0', 
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3. Die linearen Komplexe der Erzeugenden. Die sechs line
aren Komplexe einer Regelschar der Fläche (4) sind nach § 147, 
(17); (18): 

^ 4 = - 2\ 19 çr5= 2 , Qr6 = -b2bb14tr6J ¢ ^ = - ft^, 
_ Q^ = 2 14 2, çrs = - 2 , 

wo Q = = 2 1 oder ç =— == — 2 . Setzt man diese 
Werte ein, so ergeben sich als Gleichungen der drei Komplexe, durch 
welche dié beiden Scharen der Erzeugenden bestimmt werden: 

(8) ^ ^ + 6 ^ = 0 , r3=0, r 6 = 0 
und bezüglich: 
(8') V i - ^ - O , r2=0, rò=0. 

4. Beseitigung der Konstanten. Da die Tetraederkoordinaten yk 

bei festbleibendem Koordinatentetraeder um beliebige Faktoren ge
ändert werden können (I § 57, 6), darf in (4) — (7) ohne Beschränkung 
623 = 1, ft14 = — 1 gesetzt werden. 

Jede Linienfläche kann daher in bezug auf ein Schmiegungstetraeder 
in Punkt-y Ebenen- und Linienkoordinaten durch die zusammengehörigen 
Gleichungen: 

(9) 2 -2/12/4 = °> (1 0) ^ — «>1« = °> 
(11) r i2 + r 4

2 + 2 ( r 2 r 5 - r 3 r 6 ) = 0 
dargestellt werden. 

Die beiden Regelscharen der Fläche sind dann die gemeinsamen 

Strahlen je dreier Komplexe: 

(12)- ^ - ^ = 0, r8 = 0 , r e = 0; (12') 1 + 4 = = , r2 = 0 , r 6 = 0. 
Diese Strahlen genügen als Tangenten auch der Gleichung (11), 

die man mit Rücksicht auf die Identität: 

(13) * i r 4 + v 6 + r8r6 = 0 

in den beiden Formen schreiben kann: 

(14) ( r i - r 4 ) 2 - 4 r 3 r 6 = 0 (14') ( ^ + 0 4 4 ^ , = 0. 

5. Erzeugung der Fläche durch, projektive Ebenenbüschel 
oder Punktreihen. Die Gleichung (9) ist das Resultat der Elimination 
von , bezüglich ' aus dem einen oder andern der beiden Gleichungen
paare (§ 63, (22)5 § 82, (30); (30')): 

(15) { Jl ^ ' (15') ^ , 
\ J 1 - 4 = 0 ; J b 2 - A > 4 = 0 ; 
die Gleichung (10) ebenso aus: 

(16) J ^ + ^ - 0 ' (16') {*> + *-<>,. 
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Die Gleichungen (15) stellen aber zwei projektive Ebenenbüschel 
mit den Achsen J3JA und J^J2y die Gleichungen (15') zwei andere 
mit den Achsen J2Jà und JsJt dar. Ebenso hat man in (16) und 
(16') je zwei projektive Punktreihen mit den Achsen JXJ2 und JbJ±, 
bezüglich JbJx und Jg^.157) 

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden projektiven 
Ebenenbüschel (15) oder (15'), sowie die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte der beiden Punktreihen (16) oder (16') liegen demnach auf der 
Fläche (9); (10).109) 

6. Erzeugung der einzelnen Scharen. Die Linien (15) und (16) 
haben beide dieselben Strahlenkoordinaten (I § 59, 1): 

(17) r± : r2 : rB : r4 : rb : r% = : - 3 : 0 : : 1 : 0, 

sind also für jedes identisch. Ebenso die Linien (lö') und (16'), 
deren Strahlenkoordinaten sind161): 

(17') rt : r2 : r3 : r4 : r5 : r6 = - ' : 0 : ' 2 : ' : 0 : 1. 

Durch Elimination von aus der mit Rücksicht auf (13) für 
vier unabhängige Gleichungen zählenden Proportion (17) erhält man 
die Gleichungen (12), aus (17') entsprechend die Gleichungen (12'). 

Daher erzeugen die beiden Ebenenbüschel (15) und die beiden 
Punktreihen (16) die eine Pegelschar (12), dagegen die Ebenenbüschel (15') 
und die Punktreihen (16') die andere Regelschar (12') der Fläche (9), (10). 

7« Lineare Komplexe der beiden Scharen. Sollen die beiden 
Scharen (17) und (17') beide zugleich einem und demselben linearen 
Komplex (1 § 60, (12)): 

(18) q q + c2r2 + c3rB + q r 4 + + c6r6 = 0 

angehören, so muß identisch in und ' sein: 

(19) ^c2^+(Cl + ca)X + cb=0, 

(19') c^-{Cl-c^+c& = 0y 

was nur möglich ist, wenn c2 = 0, = 0, = 0, c 6 = 0, q + q = 0, 
q — q = 0, also alle sechs Koeffizienten ck von (18) verschwinden. 

I. Es gibt daher keinen linearen Komplex, dem gleichzeitig beide 
Pegelscharen einer Fläche zweiter Ordnung angehören. 

Soll dagegen nur die Schar (17) dem Komplex (18) und die 
Schar (17') dem Komplex: 

(18') q ' q + c2r2 + q V3 + qV4 + qV5 + cB'r6 = 0 

angehören, muß nach (19) und, mit ck' für ckJ nach (19') sein: 

(20) q = 0, q + q = 0, q = 0; (20') q ' = 0, q ' - q ' = 0, q ' = 0. 
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IL Jede der beiden Regelscharen (17) und (17') gehört somit oo2 

linearen Komplexen, einem „dreigliedrigen linearen System" an, welches 
bezüglich durch die Gleichung: 

(21) q f a - r J + ^ r . + v - e - O ; (210 ^ 1 + ^ ) + + = 0 
mit beliebigen Verhältnissen c1: c3: c6 und ct' : c2 : e5 ' dargestellt ist 

{vgl. (12); (12')). ) 

8. Involutorische Lage der beiden linearen Systeme. Man 
nennt die beiden linearen Komplexe (18) und (18') in Involution lie
gend, wenn zwischen ihren Koeffizienten die Bedingung besteht: 

(22) c1 cl + c2 c5' + ce' + c4q' + cb c2 + c6 ' = 0 . 

Zu dem Komplexe (21) oder (21') liegen daher alle Komplexe 
(18') oder (18) in Involution, für die bezüglich: 

(23) - c № - + c6c3 '+ c3c6 '= 0; (23') ¢/(¾ + cé) + 2' + ' 2 = 0. 

Die erste Bedingung ist unabhängig von cx : cz : f6 erfüllt für 
(20'), die zweite unabhängig von cx': c2 : cB

r für (20), oder: 
III. Das lineare System (21') umfaßt gerade alle linearen Komplexe, 

die zu jedem Komplex des Systems (21) in Involution liegen, das System 
(21) umfaßt alle linearen Komplexe, die zu jedem Komplex des Systems 
(21') in Involution liegen. 

9. Spezielle Komplexe der beiden linearen Systeme. Unter den 
oo2 linearen Komplexen (21) oder (21') sind nach § 86, 4 (I § 60, (13)) 
diejenigen oo1 Komplexe speziell, für die: 

(24) - c* + c3c6 = 0, (24') ct'* + c2'c^ = 0, 

die also durch die Gleichungen dargestellt sind: 

('i-'J + H + ̂ 'e-O; (̂1 + 0 - ^ 1 + ^ , - 0 
oder mit den Abkürzungen A' = c6 : ct = cx : c3 und X = — c6' : ct' = cx

r : c2 

durch : 

(25) ^ - + '-. + ' - ; (250 ^ + ,-,) + ^ - ^ = 0. 
Die Achse des speziellen linearen Komplexes (25) hat aber nach 

§ 86, (16) (I § 60, 5) die Strahlenkoordinaten (17') und die Achse von 
(25^) ebenso die Strahlenkoordinaten (17). Damit ergibt sich: 

IV. Die Achsen der speziellen Komplexe der dreigliedrigen Systeme 
(21) und (21') sind bezüglich die beiden Regelscharen (17') und (17). 

10. Parameterdarstellung der Fläche. Die Koordinaten yk des 
Schnittpunktes der beiden ungleichnamigen Erzeugenden X und X' 
sind nach (15) und (15') (§ 63, (26)): 

(26) yt : y2 : y3 : t / 4 = XX' : ' : X : 1 
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und die Koordinaten vk der Verbindungsebene nach (16) und (167} 
(§82,(33)): 

(27) vt : v2 : v3 : v± = 1 : — A : — A' : AA'. 

Die Gleichungen (26) ? (27) enthalten[[die Darstellung der Tunkte 
und Tangentialebenen der Fläche (9), (10) durch die Parameter der 
beiden Erzeugenden, die durch den Punkt gehen, bezüglich in der zu
gehörigen Tangentialebene liegen.1*1) 

11. Verbindungsebenen zweier festen Erzeugenden mit einer 
laufenden. Die Verbindungsebenen zweier festen Erzeugenden Xx und 
A2 der einen Schar mit einer laufenden A' der andern haben (I § 58,(3)) 
nach (27) die Gleichungen (§ 82, (35)): 

die Schnittpunkte derselben festen Erzeugenden kx und A2 mit der
selben laufenden A' ebenso nach (26) die Gleichungen: 

Aus der Form dieser Gleichungen folgt unmittelbar (I § 66, 4): 
Die Verbindungsebenen oder Schnittpunkte irgend zweier festen Er

zeugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden der andern 
bilden zwei projektive Ebenenbüschel, bezüglich Punktreihen. 

12. Doppelverhältnis von vier Erzeugenden. Die Verbindungs
ebenen oder Schnittpunkte einer laufenden Erzeugenden A mit vier 
festen Erzeugenden A/ (i = 1, 2, 3,_4) haben nach (28) und (29) die 
Gleichungen: 

(30) ( 1 - , ) - ; ( - * & ) - , 

(31) V(A»i + «0 + O s + » J = 0 

und daher (I § 42, (27); I § 46, (13); I § 58, 8) das Doppelyerhältnis: 

•W d = (V-V)(V-V)' 

D/e t w Verbindungsebenen sowohl wie die vier Schnittpunkte von 
vier festen Erzeugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden 
der anderen haben ein von A unabhängiges und zwar dasselbe Doppel
verhältnis.136) Es heißt das Doppelverhältnis der vier Erzeugenden 
(§ 52, 7). 
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§ 160. Das Pascalsche und Brianchonsche Sechsseit im Räume. 

1« Begriff des Pascalschen und Brianchonschen Sechsseits. Ein 
unebenes Sechsseit (Fig. 227) mit den Seiten gly g2, g3, gA, g5, g6 hat 
drei Paare von Gegenseiten, gx und gé, g2 und ^ 

, und g6, ferner drei Paare von Gegen- £*— >5 
ebenen und drei Pawe von Gegenecken: g / \ \£V 

I
Ei2 = ftft, ^45 Ä 94.9b ; / \ A - E * 

Fig. 227. 
{ =9 ><9 , ^ 3 = Ä X Ä 5 

indem #Ä^ die Verbindungsebene und ^ >< # den Schnittpunkt der 
Geraden (¾ und #, bezeichnet (§ 37, 1). 

Es heißt ein Pascalsches, wenn i 1¾ /fó em Brianchonsches, 
die drei Schnittlinien je zweier Gegen- \ wenn die drei Verbindungslinien je 
ebenen: \ zweier Gegenecken: 

JE12 X E 4 5 = \ , [^12^45 = ^1^ 

(2) E 3 4 x E 6 1 = i 2 , (2') ÌEuE&l = k2, 

^ 5 6 ^23 = '% ^ 5 6 ^ 2 3 == ^3 

m einer Ebene, der Pascalebene, durch einen Punkt, den Brianchon-
liegen. \punkt, gehen. 

2. Andere notwendige und hinreichende Eigenschaften. Da 
bei dem Brianchonschen Sechsseit die Verbindungslinien E3éE6l und 
- ¾ ¾ durch einen Punkt gehen, also in einer Ebene liegen, so be
finden sich auch die vier Ecken EM, E61, EbG, E2b und damit die 
Gegenseiten g3 = 2 und gG = -Eh%EQ1 in dieser Ebene. Mit Hin
zufügung des dualen Satzes folgt also: 

Bei einem Pascalschen Sechs-1 Bei einem Brianchonschen Sechs
seit gehen je zwei Gegenseiten durch I seit liegen je zwei Gegenseiten in 
einen Punkt. | einer Ebene. 

Liegen umgekehrt bei einem unebenen Sechsseit je zwei Gegen
seiten g1 und g±, g2 und gb, & und g6 in einer Ebene E14, E25, E36? 

so schneiden sich diese drei Ebenen in einem Punkte P = E14 x E25 x E36. 
Da nun die Gerade kt = E12E±b die Geraden gt, gé, sowie g2f gb 

schneidet, also in den Ebenen E14, sowie E25 liegt, geht sie ebenfalls 
durch P. Dasselbe gilt von k2 « B34bE6i und k3 = E66E23. 

file:///punkt
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Gehen je zwei Gegenseiten eines j Liegen je zwei Gegenseiten eines 
unebenen Sechsseits durch einenPunM, \ unebenen Sechsseits in einer Ebene, 
so ist es ein Pascalsches. \ so ist es ein Brianchonsches. 

Jedes unebene Pascalsche Sechsseit ist daher auch ein Brianchonsches 
und umgekehrt.1*3) 

3. Sechsseite auf den biniennächen zweiter Ordnung. Die 
Seite gt eines Brianchonschen Sechsseits schneidet die anschließenden 
Seiten g2 und g6 und nach 2 auch die Gegenseite g'4; ebenso schneiden 
die Seiten und gb je die Seiten g2, gé, g6. Daher gehören (§ 74,6) 
gt, gB, gb der durch g2, g±, g6 bestimmten Linienfläche zweiter Ordnung 
an, welche auch g2, g±, g& enthält. Keine zwei von den drei Seiten 
g2, g±, g6 können in einer Ebene liegen, ohne daß das ganze Sechs
seit eben wird. Entsprechendes gilt mit Vertauschung der ungeraden 
und geraden Seiten. 

Jedes Pascalsche und jedes Brianchonsche unebene Sechsseit liegt 
auf einer Linienfläche zweiter Ordnung derart, daß seine drei ungeraden 
Seiten g1} gs, gb der einen und seine drei geraden Seiten g2, g±, gG der 
anderen Schar von Erzeugenden angehören. 

Liegt umgekehrt ein Sechsseit auf dem Hyperboloid, so müssen, 
da je zwei benachbarte Seiten in einer Ecke zusammentreffen, die 
drei ungeraden Seiten gl9g3Jgb der einen und die drei geraden g2,g±>9e 
der andern Schar der Erzeugenden angehören. Dann schneiden sich 
aber auch die Gegenseiten gx und g±, g2 und , und gb (§ 63, 4) 
und so folgt nach 2: 

Jedes auf einer Linienfläche zweiter Ordnung verzeichnete Sechs
seit ist gleichzeitig ein Pascalsches und ein Brianchonsches unebenes 
Sechsseit. 

4. Mannigfaltigkeit der Seehsflache und Sechsecke bei gegebenen 
Seiten. Wir haben bisher angenommen, daß die Seiten gk des der 
Linienfläche aufgeschriebenen Sechsseits in bestimmter Reihenfolge ge
geben sind, worauf die sechs Seitenebenen und sechs Ecken als Ver
bindungsebenen und Schnittpunkte je zweier aufeinanderfolgender 
Seiten, wie in (1); (1') bestimmt sind. 

Nun bleibt aber die unter 2 gefundene charakteristische Eigen
schaft des durch seine sechs Seiten gegebenen Pascalschen und 
Brianchonschen Sechsseits vollkommen erhalten, wenn man bei fest
gehaltenen ungeraden Seiten die geraden auf alle möglichen Weisen 
vertauscht (oder umgekehrt), also die Anordnungen trifft: 
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| # i = 9 9 9 9±9 9 , [ S / = 9 9±9 9 9 9 , 

(ß) S2 - 1 96 2, (3') /%' = 2 %     

' &» = 9i9e9s929b9*> ' #3 ' = 91g6g3gàgbg2' 

Denn in jeder dieser Anordnungen schneiden sich je zwei Gegen
seiten, die erste und vierte, zweite und fünfte, dritte und sechste, weil 
sie ungleichnamige Erzeugende der Linienfläche sind, auf der das 
Sechsseit liegt. Alle sechs Sechsseite (3), (3*) sind also Pascalsche und 
Brianchonsche, sobald es das erste ist 

Die Seitenebenen und Ecken der sechs aus denselben sechs Seiten 
gebildeten Sechsseite sind aber nicht dieselben, sondern bezüglich die 
folgenden : 

1^1 = ^12^23^34^45^-56^-617 \ = E 1 4 E ^ E3 2 E2 5 E6 6 E 6 1 , 

W I ̂ 2 = = ^14^-43^86^65^52^21? ^2 = E1 2 E2 3 E3 6 5 E 5 4 E 4 1 , 

l o 3 = E16 E63 E32 E25 E54 E ^ , o 3 = E1 6E6 3E3 4E4 5E5 2E2 1 , 

^ 2 = ^ 1 4 ¾ ¾ ¾ ¾ ¾ ^ S9' = ^ 1 2 ¾ ¾ ¾ ¾ ¾ ^ 
S3 = ^16 -̂ 63 -¾ -̂ 25 -^54¾ ? S3 = ^16 >3 ̂ 34¾ >2 -¾ ? 

wo wieder die erste und vierte, zweite und fünfte, dritte und sechste 
Seitenebene und Ecke als Gegenebenen und Gegenecken gelten. 

Die beiden Kolonnen (3) und (3') sind so angeordnet, daß S19 

$2 , SB einerseits und S3', S2', $ / andrerseits je durch zyklische Ver
tauschung von g2, gA, g6 in- ^ x / 
einander übergehen, wäh- ^^\1$^ / I 
rend die Transposition 24 / ^ ^ N / T / 
von (3) zu (3') überführt. ^^^^ j? y< • • /^^JE 

Jeder der neun Schnitt- ^ ^ ° ^ ^ ^ ¾ ^ - " * ; ; ; / \ 
punkte der drei Erzeugen- s^ P^X^^^-J^^ 
den glt , (Fig. 228) / ^4#' ' 7 ^ 
mit den drei Erzeugenden gz ^ ~7y fr?  

ft> 9±> 9% t r i t t u n t e r d e n X iZ / ** j 5 

Ecken (4') viermal auf, 9i /9 '95 
Fig. 228. 

ebenso jede der neun Ver
bindungsebenen viermal unter den Seitenebenen (4). 

5. Die sechs Pascalebenen und sechs Brianchonpuukte. Zu 
jedem der sechs Pascalschen und Brianchonschen Sechsseite Sk, Sk' 
gehört eine Pascalebene TTÄ, TT/ und ein Brianchonpunkt Pk, Pk 

( * - 1 ,2 ,3) . 
Da der Brianchonpunkt Px des Sechsseits St auf den Verbindungen 
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linien der Gegenecken E12 mit E^ und E3A mit E61 liegt, so liegt er 
auch in der Ebene E u , welche die Seiten g± = E6lE12 und ^ = ^ 
verbindet, ebenso in den Ebenen E36 und E52. Er ist also der Schnitt
punkt der Verbindungsebenen je zweier Gegenseiten. Ebenso ist ^ 
•die Verbindungsebene der Schnittpunkte 2?36, 2 je zweier 
Gegenseiten. Da entsprechendes auch für die anderen Sechsecke gilt, 
so erhält man die sechs Pascalebenen und sechs Brianchonpunkte in 
folgender Weise: 

f *i == E-14 x E36 x E5 2 , •Jf1 = E12 x E36 x E54 ; 

(p) | l g = E16 E 32 E54> *2 ~ E16 >< E 3 4 E 52 5 

l -*S = E12 E 3 4 E56 7 * == ^14 ^32 E56 5 

f TTl = - ^ 1 4 ¾ >2 J TTl' = - ¾ $6 -^54 ? 
(5') i 2 = 2516 E32 Eu, TT2' = 25 le i?3 4 £ 5 2 ; 

ITT3 = E12 &, TT3' == EUE32 E5G. 

6. Die analytischen Bedingungen der auf einer Linienfläche 
liegenden Sechsseite. Die Seiten g1} g2, g3, #4, gbJ g6 seien Erzeugende 
<ier Linienfläche § 159, (9); (10)-, die ungeraden mit den Parametern 
11 A3,Ä5 sollen der Schar § 159, (15); (16), die geraden mit den 
Parametern A2, A4, A6 der Schar § 159, (15')-, (16') angehören. Als
dann sind die Gleichungen der Seitenebenen und Ecken nach § 159, 
(28); (29): 

m | E« = Vi ~ % - + hhy± - 0 , 

*E54 = 3/i — * — + = °, • • •> 

/6') IEl2 = ll^Vl + + Xl% + V* = ° ? 

1-^54= hhvi + + hb + v± = °> • • •; 
7VO E12, E54, . . . und E12, EbL7 . . . zugleich als Abkürzungen für die 
linken Seiten der Gleichungen der Ebenen und Punkte dienen. 

Um die alsdann bestehenden Beziehungen zwischen den Ebenen 
und Punkten analytisch darzustellen, benutzen wir wieder die in 
§ 37, (4) und § 52, (24) eingeführten Abkürzungen Q., Q?, Q." ( = 1 , 2 , 3), 
sowie die in § 52, (19) angegebenen für Liy Mif Nt ( = 1 , 2, 3, 4). 

Dann ergibt sich zunächst aus (6): 

(7) Qi E54 - ^1 Ei2 = {(^1 - h) (h — h) — (h — h) {h - h)} 1 

- {& - h ) ( h - h)h-(h- h)(k- h)h)y* + • • • 
( 8 ) ^l'E54 — 9 l E 1 2 

= { A ^ - f A3A2+A5A4) — ( 1 8 + 8 + )} 1 

l ( ½ H ^2 r ^5 *1 ^4 H~ ^1½½) (^3^5^6 " 5 1 2-(- ± 8 4 ) } «/2 — • • • -j  
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and mit Benutzung der genannten Abkürzungen: 

(9) Qi%4, - P1E12 = TTo 
(10) TTt - (Mt-NJb+iMt-NJto+M-NJb+iMi-NJb, 
und ebenso: 
(9') 9l'Ebi-9iEi9 = Pt, 

wo T\19 P± ihrerseits als Abkürzungen für die Ausdrücke rechts in 
(10) und (10') gebraucht sind. 

Nun haben die Ausdrücke § 52, (19) sämtlich die Eigenschaft, un-
geändert zu bleiben, wenn gleichzeitig die drei ungeraden Parameter  

1 , 5 und die drei geraden A2, A4, A6 je unter sich zyklisch ver
tauscht werden, indem sich dabei die drei Glieder jedes Ausdrucks 
selbst zyklisch vertauschen. Dagegen gehen dabei nach § 37, (4) çt 

in (>2, Qt' in pa ' , und E54 in E16, E13 in E34, E6à in Eu, E12 in J?34 

über. Mit zweimaliger Anwendung dieses Verfahrens ergänzen sich 
also die identischen Gleichungen (9) und (9') zu folgendem System : 

f Ci Ei3 - ' . + TTt = 0, f 9lEa - 9l'Eu + P t - 0 , 

(11) ^ - / + ^ - , (110 U ^ - f t ' ^ + P i - 0 , 

U8E5e - 9 ' 32 + n t = 0; 1 ¾ ¾ . - p 3 ' ^ 3 2 + P t - 0 . 
Diese Gleichungen enthalten aber den Satz: 

Jedes auf einer Linienfläche zweiter Ordnung verzeichnete Sechsseit 

1 2 3 4 5 6 *'"^ 

ein Pascalsches und Brianchonsches. 
7. Beziehung zwischen Pascalebene und Brianchonpunkt. Da

bei sind: 

(12) J T . - 0 , (12') P , = 0 

die Gleichungen der Pascalebene und des Brianchonpunktes. 
Da aber zwischen Pol yk und Polarebene vk in bezug auf die 

Fläche § 159, (9) nach § 149, (3') die Beziehung: 

(13) yx : y2 : y3 : y4 = v4 : - v3 : - v2 : vt 

besteht, ergibt sich mit Rücksicht auf (10) und (10'): 
Pascalebene und Brianchonpunkt eines auf einer Linienfläche zweiter 

Ordnung verzeichneten Sechsecks sind Polarebene und Pol in bezug auf 
die Fläche. 

Dies stimmt mit (5) und (5') überein, da E14, E36, E52 die Tangential
ebenen der Fläche in den Punkten , . , 2 sind. 

8. Gleichung der Linienfläche eines Pascalschen Sechsseits. Sind 
umgekehrt für sechs Ebenen E12 = 0, E23 = 0, E34 = 0, £^== 0, E56 = 0, 

S t a u d e , Mächen zweiter Ordnung. II . 59 
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E 6 4 = 0 in Verbindung mit einer siebenten 71^=0 die Bedingungen 
(11) mit beliebigen Faktoren Qk, Qk' erfüllt, so liegen die Schnitt
linien je zweier Gegenebenen des von den sechs Ebenen gebildeten 
Sechsflachs wie in 1 in der Ebene (12). Setzt man nun zur Ab
kürzung: 

( 1 4 ) Ql E12 = Vl, 92 E34 = V2 > QS E56 e Vb ? 

Ql E 5 4 == ML > $2 E 16 == *2 > 03 E 3 2 = ~~" ' 3 5 TT 1 sss ~ '> 

so stellt die Gleichung: 

(15) V*-(VX+ + ) +( , 3+ VbVt+ ^ ) = 0 , 
analog wie § 37, (16), eine Fläche zweiter Ordnung dar, auf der die 
sechs Seiten: 

91- - , r ; - 0 , ftr^-O, F . ' - O , . . . 
des Sechsseits liegen. 

Jedes Pascalsche oder Brianchonsche unebene Sechsseit liegt auf 
einer Fläche zweiter Ordnung. 

9. Die Steinerschen Linien der sechs Secheseite aus sechs Er
zeugenden. Bei einer wiederholten zyklischen Vertauschung der 
Parameter A2? A4, 6 nehmen die identischen Gleichungen (11) und (11') 
die Form an (§ 52, (23)): 

(16 ) { ̂ 3" E l 4 ~~ ^3 6 + 2 = °7 / 1 6 ^ | Qz'Eli - ^ 5 6 + ^ 2 = 0 ) 

(17) {0 ' 16 — 02^52 + ^ 3 = ^ / 1 7 ' \ 1^2^16-^^52+ Pb = 0> 

Diese Identitäten kennzeichnen aber die Sechsseite S2 und SB in 
(4) als Pascalsche und in (4') als Brianchonsche. 

Die Gleichungen der Pascalebenen und Brianchonpunkte der drei 
Sechsseite (3) werden dabei: 

(18) TT2 = (Nt - ) Vl + {N2 - L2) y2+{N2 - L3) y3 + (IV4 - Z 4 ) y 4 = 0 , 

^,-(.^-M^ + m-M^fh + Ç^-M^+iL^-MJy^-O', 

| P^{M,- Ufa- ( J f , - JV.) ^ - ( ^ - 1 ^ + ( 2 ^ - 2 ^ = 0, 

' (180 P , = (tf4 - Z 4 K - ( t f , - X » ) ff,-(Jr, - Z » H + ( * i - A K - 0 , 
l P 3 = (L4 - > - ( 4 - J f , ) * , - ^ - MJvt+fa - ^ - , 

weil die zyklische Vertauschung von 2, 4, A6 die Ausdrucke Zt, Mky 

Nk in § 52, (19) selbst zyklisch vertauscht. Die Gleichungen der 
Pascalebenen and Brianchonpunkte der drei Sechsseite (30 entstehen 
aus (18) und (180 durch Vertauschung von A2 und A4. 
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Da nun identisch: 

1+ 2+ 3 = , p x +p,+P.-0 , 
<- ; TV+TT.'+TV-O, PZ+P . '+P . ' -O , 
so folgt (I § 51, (7)): 

Die drei Pascalebenen der Seehsseite Sl} 83, Ss in (3), sowie 
St', S2', Sz' in (3') gehen je durch eine Gerade und die drei Brianchon-
punMe der Seehsseite Sx, S%, Sif sowie S/, <Sä', Ss' liegen in einer Geraden 
(Steinerschen Geraden). 

Die Geraden seien mit g, g', h, h' bezeichnet: 

( m 1 2 8 = 7 , P.P.P^h, 

^ ' T V x T V x T T . W , P.'P.'P^h'. 

Da aber der Punkt P1 nach (2') auf der Verbindungslinie von 
E12 und JE^y von Eu und 2?61, von EbQ und E23 liegt, liegt er nach 
(5') auf den Ebenen TT/, TT/, TT3'. Dasselbe gilt von P 2 , da er nach 
(4^ auf der Verbindungslinie von Eu und i?65, Etö und J552, Em und 
E21 liegt, ebenso von P 3 . Da somit Plf P 2 , P 3 alle auf #' und ebenso 
P / , P / , P 3 ' auf # liegen, so ist nach (20): 
(21) h=g', h' = g. 

Zugleich folgt aber ans 7: 
Die beiden Steinerschen Linien (21) sind reziproke Polaren in bezug 

auf die Linienfläche, auf der die Sechsseite (3), (3') liegen. 

10. Übergang auf die Kurven und Kegel zweiter Ordnung 
und Klasse. 

Schneidet man das auf einer I Projiziert man das auf einer 
Linienfläche verzeichnete Sechsseit Linienfläche verzeichnete Sechsseit 
mit einer Ebene A, so liefern die von einem Punkte A, so liefern die 
sechs Seiten gk (Je *= 1, 2 , . . . , 6) des i sechs Seiten gk (¾ = 1, 2, . . ., 6) 
Sechsseits die sechs Ecken Gk eines des Sechsseits die sechs Seiten
der Schnittkurve einbeschriebenen ebenen eines dem Berührungs-
Pascalschen Sechsecks und die neun kegel umbeschriebenen Brianchon-
Seitenebenen Ekl neun Seiten ekl\sehen Sechsflachs und die neun 
dieses Sechsecks (¾ = 1, 3 , 5 ; Eckpunkte Ekl neun Kanten dieses 
l - 2, 4, 6) (§ 52, 11). Sechsflachs (k = 1,3,5; 1 = 2,4,6). 

Die sechs Pascalschen Ebenen Die sechs Brianchonpunkte 
TT*, TT/ ( £ = 1 , 2 , 3 ) liefern diejp*, P / (k = 1, 2 , 3) liefern die 
sechs Pascalschen Linien der den | sechs Brianchonschen Linien der 
Kombinationen (3),(3') entsprechen- ! den Kombinationen (3), (3') ent-
den Pascalschen Sechsecke, die | sprechenden Brianchonschen Sechs-

59* 
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wieder zu je dreien durch die I flache, die wieder zu je dreien in 
Steinerschen Punkte G und G' den Steinerschen Ebenen und ' 
gehen, in denen die Steinerschen liegen, welche die Steinerschen 
Linien g und g' die Ebene A Linien g und g' mit dem Punkte 
schneiden. j A verbinden. 

Die Steinerschen Punkte G\ Die Steinerschen Ebenen  
und G' sind nach 9 harmonische I und ' sind nach 9 harmonische 
Pole in bezug auf die Schnittkurve. Polarebenen in bezug auf den Kegel. 

Die Verbindungsfigur deri Die Schnittfigur des Bündels 
Ebene A mit einem Punkte A führt am Punkte A mit einer Ebene  
auf das einem Kegel zweiter Ord- führt auf das einem Kegelschnitt 
nung einbeschriebene Pascalsche [ umbeschriebene Brianchonsche Sechs-
SeehsJcant. \ seit (§ 37, 4). 


